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Ecuaciones en Derivadas Parciales

. Consideramos el problema

V-v%Vu=0 inQ\Q, V- -v%Vu=0 in €,
u”—ut=0 ondQ, %Vu -n—~v.VuT-n=0 on 8,
YVu-n=j5 on 0N.

con coeficientes positivos Ve, v; y continuos hasta el borde. Suponemos que
Q; C Q son dominios con fronteras requlares. El vector normal unitario
n apunta hacia el exterior de Q. y el interior de Q;. u~ y ut denotan
los valores de u en 0S); calculados como limites exteriores e interiores de
Q;, respectivamente. Podemos esperar que haya solucion para cualquier
j € L*(09Q)? Podemos esperar unicidad de solucién?

Tomado de [57]. Integrando sobre §2 y aplicando el teorema de la diver-
gencia, tenemos

V - veVudx + / V - y=Vudx
Q\Q; Q;

:/ ’eru'ndﬁz/ jdé=0.
oN o0

Esto proporciona una restriccion sobre la integral de j en el borde para ser
capaz de construir soluciones. Satisfecha esta restriccion, las soluciones no
son unicas pues basta anadir cualquier constante para tener otra distinta.

. Calcula la solucidn de

Ap+Xp=asr zcRY,
limrﬁooer‘i1 (@ —\p) =0, r=[x]

or

siendo or una delta de Dirac con soporte en una curva I.

Tomado de [63, 62]. La solucién fundamental de la ecuacién de Helmholtz
AG + MG = —§ en todo el espacio que satisface esta condicién en el
infinito (la condicién de radiacién de Sommerfeld saliente) se conoce de
forma explicita. La solucién para esta fuente en particular se obtiene por
convolucién

p(x) = - G(x —y)al(y)or(y)dy =
[ 6= atyay.
I

. Dada una funcion continua a, encontrar una solucion explicita de la solucion
del problema

AP(x) + k2P(x) = a(x)dx, x€R?,

opP
lim,_o 7 (6‘ + zkeP) =0, r=|x|, x¢€ R3.
r



Tomado de [69]. El conjugado complejo Q = P satisface una ecuacién de
Helmholtz con condicién de radiacion saliente en el infinito:

AQ(x) +kZQ(x) = a(x)dx,, x € R?,

lim,_o 7 (?9? - zk;eQ> =0, r=[x|, xo€R%.

orkelx]

La solucién fundamental es F(x) = o - Por tanto P = —F * @ly,,
siendo 0, una delta de Dirac con soporte en xg y

e_lk;elx_x()‘

P(x) =

_747r|x — XO| a,(Xo).

. Da una expresion explicita para la solucion de

curl (curl P) — k2P = d(x)dx, in R3,

lim x| o0 [X] |cur1P X X — zkeP} =0.

Tomado de [?]. Tomamos la divergencia de la ecuacién. Como div (curl A) =
0 para cualquier vector A, tenemos divP = fk—lzdivdéx(). Haciendo uso

de la identidad curl (curlP) = V(divP) — AP resulta
—AP — k2P = 0x,d + 5 V(divd dy,).

Podemos resolver la ecuacién por convolucién con la funcién de Green
para la ecuacién de Helmholtz:

P = Gy, * dby, + 15 Gy, * V(divddy,).

Obsérvese que el lado derecho se puede reescribir como Gy, *ddx, + k%G K, *
:

[curl curlddy, + Addy,]. Intercambiando las derivadas en la convolucién
tenemos

P(x) = k—gcurlcurl G, (x —x0)d(x0).
para X # Xp.

. Dado un semicirculo Q, con frontera superior curvada O y frontera
inferior recta O™, consideramos el problema

c
dAc = ky———, Q
c ct K. X €
c=c >0, x€00”
%:0, x € 00T,
on



con pardametors positivos d, ks, Ks. Probar que este problema tiene una
solucidn nonegativa c € H' ().

Tomado de[60]. La solucién ¢ se puede construir como limite de soluciones
de problemas linearizados ¢(™)

ks
(m) — "  (m)
dA™ = c(m—l)—i—KsC , x€N
™ =y >0, xe€00
(m)
e _ 0, xeot,
On
empezando de ¢(© = ¢. El teorema de Lax Milgram implica la existencia
de una solucién tinica ¢™ € H'(). Denotamos a,, 1 = W Mul-

tiplicamos la ecuacién por la parte negativa de ¢™), ¢™)~ y obtenemos

d/ |Vc(m)7|2dx+/am_1|c(m)’|2x:0,
Q Q

pues [, 8‘(:;(:)cad€ = 0. Initialmente, ag > 0. Por tanto, ¢M~ = 0

ye > 0, lo que implica a;. Por induccién, concluimos quec(™ > 0
am > 0y an < ks/K,. Escribiendo clm) = &m) 4 co - con &M e HMQ),
tenemos

dAE(m) = am,lé(m) + am_1c9 x €
&m =0>0, xe€0Q"

H&(m)

on

=0, x€0NT.

Multiplicando &™) e integrando, obtenemos

d/ |Vé(m)|2dx+/am,1|é(m)|2x:/am,lcoé(m)x.
Q Q Q

Usando la desigualdad de Poincaré, ||E(m)|\H3(Q) < C(Q)ki}io. Gracias a
las inyecciones de Sobolev, podemos extraer una sucesién que converge
débilmente en H{}, fuertemente en L? y puntualmente a un limite é.
Pasando al limite en la ecuacion, ¢ = ¢ 4+ ¢y > 0 es una solucién del

problema original.

. Probar que la solucion ® de la ecuacion

e dk
_@(I)(J?) = TLD(x) - /]R ]_ —+ exp(E(k) - (D(LB))

con g, % = a fijado y 92 € L? es inica.



Tomado de [21]. Supongamos que tenemos dos soluciones ®; y ®o que
satisfacen tales condiciones. Sea U = ®; — ®5. Entonces, % €L’y

PU i dk
da? /R L+ exp(e(k) = @1(z) /R L+ exp(e(k) — @2(2))’

Supongamos primero que U(z) > 0 en todas partes. Entonces

/ dkdx o / dkdx

a= =a,
oo 1+ exp(e(k) — @1(2)) ~ Jaz 1+ exple(k) — Pa(a)

lo que es imposible.

Supongamos ahora que existe un tnico punto t z¢ en el cual U(zg) = 0.
Supongamos que U(x) < 0si z < xzoy U(z) > 0si x> zy (se procede de
‘21[{<OSix<xoy‘ng<OSi
x > xg. Tenemos que % decrece six < xg y % crece si x > xg. Por otra
parte,

forma andloga en otro caso). Entonces,

U\’ AT A < (dU\?
= de= — 1\ d — | d
/R<dw> ’ /oo<dx> o | (dw) ’
is finito. Si existe z* talque%f*)>0yw*<$oent0ncesff;o (%)2d$>

N2
(%) ffoo dx = oco. Esto es imposible, asi que% < 0 para todo = y
U decrece. Esto contradice la hipotesis sobre xzy. Por tanto, debe haber
al menos dos puntos xg y x1 en los que U se anula.

Sean xg y x tales que U(xg) = U(xy) = 0. Si xps es tal que U(zyp) =

d*U(

max {U(z), g <z < z1} > 0, entonces %M) < 0 porque el méximo se

alcanza en un punto interior. Sin embargo,

S d*U(xnr) _/ dk _/ dk

— dzx? rltexp(e(k)—P1(xzp))  Jrltexp(e(k)—Do(zpr))
porque U(zpr) > 0. Por tanto, max {U(x), o < x < x1} = 0. De forma
andloga, concluimos que U(z,,) = min{U(z), z0 <z <z1} = 0. Por
tanto, U = 0 en [zg, z1].

0

>0,

Pongamos ahora 29 = min{z |U(z) =0} y 1 = max{z|U(z) = 0}. En-
tonces, U(x) < 0 para x < xg y U(xz) > 0 para > x;. Repitiendo los
argumentos anteriores obtendriamos ' ¢ [xg, z1] tal que U(z') = 0. Esto
contradice la definicién de xy y x1. Por tanto, U = 0 en todas partes, y
P = P,

. Sean B. = B(x,¢) bolas centradas en puntos x con radio €. Dada una
funcion regular u(x), sea ve la solucidn de

Ave + kv, =0, en R?\ B,
ve = —u(x), en 0B.,
lim r'/? (8115 - Zk%) =0

T—00 37‘



Cudl es el comportamiento de %ﬁf a medida que € — 07

Tomado de [47]. El operador Dirichlet—-a—Neumann proporciona una ex-
presion de la derivada normal de v. en I'.:

OnVe(x + £(cos 0, sin 6))
) 1)y,
H ke) 2~
i (”1|)()/ e 0=O)y(x 4 £(cos ©,5in ©))dO
(n)(k:a) 0

G Hy,

n=—oo

en coordenadas polares, donde H \(il) denota la funciénde Hankel de primer
orden |n|. Elegimos el vector normal n apuntando hacia el interior de B..

Para € > 0 suficientemente pequeno

v,

(H") (ke)
o 20 L (x)

u(x) + O(e).
HY (ke) ©

(x +e(cosf,sinf)) = k

Para ¢ > 0 pequeno, las funciones de Hankel se aproximan como

—2log(ke -
HV (ke) ~ # (o) (ke) = —H}" (ke) ~ ——.

Por tanto,
(Hg") (ke) 1
Hél)(ka) kelog(ke)’

y %(X—I— g(cos,sin b)) ~ Wl(kg)u(x).

. Dado un conjunto acotado Q2 C RN, consideramos el problema: Encontrar
u > 0 tal que

—Au=uv? x€Q,
u=0 x€aN,
u>0 xe.

Probar que hay una solucion cuando 1 < p+ 1 < p*, donde p* = o0 si
N§2yp*<]\2,—f2 cuando N > 2.

Consideremos el problema de minimizacién

Jo IVul? dx

= Min, ¢ 1 () (w).

El funcional J(u) a minimizar es positivo, por tanto, acotado inferiore-
mente. Consideremos una sucesién minimizante u,, € Hg(f2), tal que
J(un) — I a medida que n — oo. La sucesién v, = Mﬁ es un

sucesién minimizante que satisface ||vy, || »+1 = 1. Entonces, [, |Vv,|?dx —
I implica quev,, estd acotado en H{(f2) y v, tiende débilmente en Hj a



10.

un limite v € H}(Q). Por las inyecciones de Sobolev, v,, es compacto en
LPTY p+1 < p*, por tanto, v € LPTHQ) y |[vpllprsr = 1 = ||v]| e+ = 1.
Por semicontinuidad inferior bajo convergencia débil, tenemos J(v) <
lim,, 00 J(v,) = I. Como v € H}(Q), se sigue que I < J(v). Por tanto,
I = J(v) y se alcanza el minimo en v. Ademds, podemos reemplazar v
por |v| y J(|v]) < I(v), asi que w = |v| > 0 es un minimizador también y
I =J(w). w0 porque ||w||pp+1 = 1.

Ahora bien, J(w) < J(w + tr), r € H}(Q) para t real. Un desarrollo
asintético primero para t > 0 y después para t < 0 conduce a

/VwVT'dXZC/IUp’/‘dX
Q Q

para todo r € H(2) con ¢ > 0. Esto implica —Aw = cwP. Para
uw=c"Y® Dy obtenemos —Au = u? y u > 0, u # 0. Por el principio del
maximo fuerte, u > 0.

Sip+1=p"= % vy N > 2, la existencia de una solucién depende de la

geometria de ©, véase [1].

Probar que la funcidn v(x,t) = [t|7T¢(x), 1 < p < p* — 1, donde

» \?
o= (L) oris xeo,
p—1
=0 xe€0,
es una solucion del problema parabdlico retrégrado

—Av+ Py =0 x € Q x (—00,0],
v=0 x€9INx (—00,0].

Tomado de [3, 8]. Tenemos
P, 1
= ———|t|p-1
o= ==Ll 600,
P\
e == () Pl o),

P P p P
—Av = —|t|7T Ag(x) = [t] 7T <p—1 ) 6(0) P16 (x),

asi que la ecuacién se cumple. La existencia de ¢ se sigue de la teoria de
puntos criticos.

Consideremos una membrane cuya desviacion vertical respecto a un equi-
librio plano viene dado por

0w

P = dAw — kA% w + f(x,y,1).
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donde p, d, Kk son constantes positivas. FEsperarias que el sistema desar-
rollara patrones oscilatorios con una longitud de onda definida?

Tomado de [58]. El problema eliptico con condiciones de contorno nulas
en un dominio rectangular admite una secuencia de autovalores positivos
Am,n con autofunciones ¢,, , dadas por combinaciones de senos y cosenos
cuyo periodo depende del dominio espacial en el que se plantea y varia con
el autovalor. Buscamos una solucion en serie por separacién de variables.
El problema tiene soluciones de la forma

Z an,7rL(t)¢n,7n(x7 y)7

donde ay, 1, (t) es solucién de
"
an,m + An,man,m - fn,m,

es decir, una combinacién de sin(y/Ap mt) ¥ cos(y/Anmt). Hemos expre-
sado f(z,y,t) =3, ., fa,m(t)Pn,m (2, y) como una serie de autofunciones.
Modelos més complejos en los que w se acopla a ecuaciones de Navier para
los desplazamientos en el plano y f viene dado por spins, or por expre-
siones funcionales dependientes de los desplazamientos en el plano, se usan
para explicar la formacién de ondulaciones en grafeno [59, 58, ?].

Dada una solucién u € W52 (R, H(Q)) N W2Z(RT, L2()) of

gy — Au+ afu [Py, =0 in L°(RY, H-1(Q))

cona>0,1<pyp+1<p*, definimos
1 2 1 2
E(t)=- [ |Vux,t)]?dx+ = [ |us(x,t)|” dx.
2 Ja 2 Ja

Entonces, para alguna constante positiva C(E(0)), se tiene

E(t) < C(E0)t~2/P=1 ¢ >0.
Tomado de [2]. Definimosg(t) = E®~Y/2 [ uu,dx. A continuacién,
diferenciamos respecto a t para obtener
E'@t) = —a/ Jug|PTdx <0,
Q

o) = E(t)rD/2 (/ |ut|2dx—/ Vu|2dx—a/|ut|p_1utudx)
Q Q Q

-1
—|—pTE(t)(p73)/2E’(t)/ uug dx
o)



Primero, observamos que E(t) < E(0) y — [, [Vu|? dx = —2E(t)+ [, |u|? dx.

Ademas,
—1 1 2 1 2
uuy dx| < E(t) — [ |Ju®dx+ = [ |u®dx ) <C(Q)
Q 2 Ja 2 Jo

para alguna constante positiva C(2) porque la desigualdad de Poincaré

E(t)~!

implica § [, [u[?dx < @ Jo IVu|? dx. Por tanto, tenemos que

St < 2B(@1)E-D/2 / a2 dx — () P12 / g [P~ Ly udx
Q Q
1
—oE(t) Pt/ _ ])TC(Q)E(O)(I)—l)/QE'(t)_

Ahora definimos ¢ (t) = (1+K1¢) E(t)+e¢(t) con K = P—;C(Q)E(O)(pfl)/?
Obtenemos

g

PL(t) < 25E(t)(p_1)/2/ |ut|2dx—a5E(t)(p_1)/2/ |ug|P T dx
Q Q
_QEE(t)(p+1)/2_a/ Jug [P dx
Q

Obsérvese que [[ug|2, < meas(Q)P=D/PHI ([0 |y, [PH1)2/(P+D) Por la de-

sigualdad de Young obtenemos

_2_
1

_ p—1 p— p+
25507 [ ol < 25 meas( ) (1) 7 ( / |ut|p+1)
Q Q

<eE()™ +&b / g [P+
Q

para algun ¢ positivo que depende de Q.

Gracias a las inyecciones de Sobolev para p + 1 < p* obtenemos

[t < ([l dx)‘”p“ Jullzr < SEOluelys [Vl

Obsérvese que ||Vul/r2 < 2E(t). De la desigualdad de Young se sigue

mE(t)@*l)/?/Q [P~ g dx < eaE(t) PV 2S(Q) lugl? o0 |Vl 2
<5 [t + e

donde n > 0 depende de E(0), Q, a y €, y tiende a cero a medida que ¢
tiende a cero. Sumando, obtenemos

VO < (<5 +20) [ Pt + (14 @) B,
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Por otra parte, para ¢ suficientemente pequeno,
1
—E(t) < (1 - Kx)E(t) < ¢.(t) < (1+ Kae) < 2E(t).
€

Eligiendo ¢ suficientemente pequeno, concluimos que

€K3
4

YL(t) < — Z E@+1/2 < o (1) D2,

e integrando la desigualdad tenemos E(t) < C(E(0))t=2/=1) para t > 0.

Consideremos la ecuacion de la vorticidad en dos dimensiones. Sea v =
curlu € C((0,00); WHP(R?)), 1 < p < oo la solucion de
v —Av+u-Vo =0, x € R? x Rt
v(x,0) = v, x € R?,

para un camp de velocidad u de divergencia nula (incompressible) y un
dato inicial vy € L*(R?). Demostrar 1) que la masa [, vo dx no cambia

con el tiempo y 2) que |[v(t)| prr2) < ct 'y fort>0.

Tomado de [4, 5]. Obsérvese que u- Vv = div(uv) = 0. integrando la
ecuacion, usando el teorema de la divergencia, y el hecho de que v se
anula en el infinito tenemos

d
— vo dx = 0.
dt R2

El vector velocidad viene dado por

1 _
atx ) = K soxt) = oo [ Sy ay

donde el nicleo K € L*»*® y ||K xv|rr < |K ||r2.00llv]|re for r > 2,
l<p<2,1/r=1/p—1/2.

Escribimos la expresion integral para la solucién
t
v(t) = G(t) * vo + / VG(t — s) * [v(s) K x v(s)]ds,
0
done G(t) denota el niicleo del calor. Tomando normas obtenemos

t
[o(@)l[r = G (#) * vol|Lr +/ IVG(t = 5) * [v(s) K xv(s)]]| Lo ds.
0
El término integral decae mas rapido que el resto, por tanto
4l
[o(®)llze ~ |G(t) % vollL» < CE 5.

Sabemos que G(t) * vy es una solucién de la ecuacién del calor con dato

inicial vy que pertenece a LP paratodo 1 < p < ooy todot > 0sivy € L.
1

Ademés, ||G(t) * volzr < |G(#)||Lr|lvoll L and [|G()||z» = Ct 5.

10



13. Sea u una solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en
dos dimensiones con dato inicial ug € L* N L?(R?) tal que div(ug) = 0.
Entonces, u(t) € LP(R?) para 1 <p <2 yt > 0.

Tomado de[6, 10]. La teorfa de soluciones clésicas con datos L?, es decir,
uy € L?(R?) garantiza que u(t) € L°°([0,00); L?(R?)) y que estd acotada
por ||ug||z2. Tomando la divergencia de las ecuaciones de Navier-Stokes

u—Au+u-Vu=Vp, div(u)=0,
obtenemos una ecuacion para la presion
—Ap =div(u- Vu).

La presién viene dada entonces como la convolucién p = Fy #div(u- Vu),
donde FE5 es la solucién fundamental de —A en R2, salvo por una funcién
del tiempo. Por tanto, u satisface la ecuacién integral

t
u(t) = G(t) * Ug + / &G(t — S) * uiu(s)ds
0
t
+/ 0;G(t — s) x 0;VEs * uju;(s)ds,
0

donde 0; denota las derivadas parciales respecto z;, u; son las componentes
de u. Se usa la convencién de suma respecto a indices repetidos. Como
uw € LY, G(t) xug € LY para todo ¢ > 1y t > 0. Por otra parte, u(s) € L?
implica que w;u;(s) € L'. Ademés,

1

t t

H / 0,G(t — 5)  uguy(s)ds|| o < C / (t—s)""" a2 uffads < Ot
0 0
para 1 < ¢ < 2. Por tanto, la primera integral pertenece a L?si 1 < g < 2.
Consideremos ahora la segunda integral. Como 9;G(t) pertenece a espacio
de Hardy H!(R?) y 8;V E» es un niicleo de Calderon-Zygmund, concluimos
que 9;G(t — s)x9;VEy € L' y
10:;G(t — 8) % 0;VEy| 11 < Cll0:G(t — shr < C(t—s)= .

Por tanto,

t t
H/o 0,G(t — 5) %0,V Ey sty (s)ds|| s g/o Ct—5) 7 |u(s)|Zads < Ct3.

De forma andloga, como 9;V E3 es un ntcleo de Calderon-Zygmund, con-
cluimos que ;G(t — s) * O;VE, € L1, 1 < ¢ < o0y

N

10:G(t = 5) % 9V Ex|| 0 < Cl0,G(t = 5)l|zo < Ot =) a2

11



14.

15.

Por tanto,

t t
H / Gt — 5) * 0V By  ujuy(3)ds|| o < / Ot — )75 Ju(s) |2ds

[NIE

< Cti~
para 1l < q < 2.

Una curva de vorticidad (vortex line) I' en un fluido incompresible irrota-
ctonal y no viscoso es una solucion de las ecuaciones

div(u) =0, curl(u) = wedr(x),

donde u es la velocidad del fluido, wy = 277y es la circulacion alrededor
del vortice y v es la fuerza del vortice. dr es una funcion de Dirac 3D
con soporte en I'. FExprésese la solucion en términos de una funcion de
corriente vectorial.

Tomado de [11]. Definimos la funcién de corriente U in R3 como la solucién
de div(U) = 0, curl(U) = u. Entonces —AU = wydr(x). Usando la
funcién de Green para el Laplaciano en R? tomamos U = b fr rlx,‘dx’ .

Definimos vt (x,t) = u(z,t) +q*(z,t) en (x;,z;41) siendo u una solucion
de
ou Pu  w

ot c%+§:f+a 2 € (T, wip1) = (i,i+1), >0

u(zi,t) =0, u(zit1,t) =0,
u(x,0) = h*(x,0),
con
+ " _ ) " X Ti+1 . " X Z;
q"(z,1) U()Il*xi+1+v+1()l’l+1 o
F(a,t)  9q*
Tlat) = L3509y
£ 1) 0 O (o),
ht(z,0) = wv(z,0)—q*(z,0).
+

Obtén una expresion para v™.

Tomado de [53]. Sean \; = D.(im)?+% v ¢;(z) = sin(vVA;z) ( fol sin(\f)\ia:)de)_l
los autovalores y las autofunciones normalizadas del operador —ch% +

% = 0en (0,1) con condiciones de contorno nulas. Desarrollamos f* y

ht como series de Fourier de autofunciones

et =3 00, 5= [ F e,
i=0 0

h*(x,0) = ihj@(x), hit = /1 W (2 + 24,0)¢(2)dz.
i=0 0

12



16.

La expresién que buscamos viene dada por

vi(z,t) = ¢ (a,t) + i e MURE ()i (2 — ;)
i=0

oS} t
+ Z e Nl (x — ;) / et £ (s)ds,
=0 0

donde

i dv\ ! ; dv; 1
fj(t):(;}%— CZ)/O (1—z)¢i(z)dz+(vgl—ii:1)/o 2¢i(2)dz.

Consideramos la ecuacion de conveccion-difusion

up — Au+ 9y (Jul?tu) = 0

planteada en R"™1 x R x RY, con x = (21,...,2,_1,9). Supongamos que
V es una solucion con dato inicial Vo € (L'NL>®)(R™) y v es una solucion
con dato inicial vg € (L' N L>)(R™). Supongamos que

v,V e CH([0,T]; L*(R?)) N L>([0,T]; H*(R?)) N L>=((0,T) x R?)

para todo T' > 0. Entonces, v < V.

Tomado de [7, 9]. La funcién w = v — V satisface
we = B+ 8, (0l1) = B,V V) <0

y w(0) < 0. Multiplicando la desigualdad por w™ e integrando por partes
tenemos

d [|lut @)

A dx+/|Vw+(t)|2dx§/aw+(t)8yw+(t)dx

—1 —1
donde a(x,t) = W es una funcién acotada. Integrando en t y

aplicando la desigualdad de Young obtenemos
A GOl A AT a2 LTt (a2
> T/ IVw™ (s)ll2ds < K ; [w™ (s)ll2ds + & ; IVw™ (s)[l2ds

para € tan pequeiio como sea necesario. Nétese que wt (0) = 0. Aplicando
la desigualdad de Gronwall a

t
lw (1) < 2K, / et (s) 2

obtenemos w™ (t) = 0.
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17.

18.

Probar que la solucion de
zz—Az=d-V(GY), =z(0)=0

se puede calcular en términos de nicleos del calor.

Tomado de [19]. Basta poner z =d - Vg con g; — Ag = G4, g(0) = 0, es
decir,

g(t) = /0 G(t — s) x GI(s)ds.

Ezxpresar la solucion del problema de transmision del calor

U; — kAU = 0, en RV \ Q; x (0, 00),
U; — ajk; AU = 0, en ; x (0,00),
U--Ut = Uine, en 09); X (0,00),
aié%U_ — B%IU“‘ = é%UinC, en 99; x (0,00),
U(-,0)=0, en RV,

en términos de problemas de Helmholtz usando transformadas de Laplace.

Tomado de [41]. Definimos uinc y © como las transformadas de Laplace
en tiempo de Ui, y U:
o0 (o)
Uine (X, 8) = / e Une(x,t) dt, u(x,s) = / e U (x,t)dt, x€RY,
0 0

Para cada valor de s, la funcién us(x) := u(x, s) es solucién de

Aug + A2 us =0, en RV \ O,
a; Aug + Aiius =0, en €,

Ug; — uj = Uine,ss en [,
@;Onuy; — Onu = OnUine,s, en T,

donde \?, 1= —5/kKe, A2; i= —8/Ki ¥ Uine,s(X) = Uine(X, s). Tomamos
T" = 09);. Este problema tiene una tinica solucién que satisface la condicién
de radiacién saliente de Sommerfeld en el infinito,

lim #(N-1/2 (Orus — 1Ag ets) = 0, r=|x|,

r—00
para todo s € C\ (—o0,0]. Esta caracterizacién de us(x) se puede usar
para definir y calcular u(-, s) para todo s € C\ (—oc, 0].

La solucién del problema original se recupera invirtiendo la transformada
de Laplace:

U(x,t) = QLM /c et u(x, s) ds.

Como u(-, s) existe para todo s € C\ (—o0, 0] y depende holomérficamente
de s, son posibles diversas elecciones para el camino de inversién C.
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19. Dado un coeficiente acotado a > 0, toda solucion positiva p del problema
de wvalores iniciales

0
ap(tx, V) — 0 Axyp(t,x,v) + a(t,x, v)p(t,x,v) = f(t,x,v),

p(oa X, V) = DPo (Xa V)7
con (x,v) € RZx R%, ¢t € [0,00), a € L®([0,0) x R? x R?), ¢ € R,
f € L>=(0,00; L N LY(R? x R?)) y po € L™= N LY(R? x R?), estd acotada
por arriba por una solucion de la ecuacion del calor con los mismos datos

iniciales y fuente. Ademds, se tienen las siguientes estimaciones para
q € [1,00]:

Ipllg < llpollg + t maxseqo, £ ()l 1)
_(L_1yn —(1_1\yn
Ipll, < OGP E |Ipgllg + Cot™ T E maxeepo g £ (9) g, (2)

siempre que T > q, (= — %)% < 1, siendo n = 2 la dimension.

1
q
Tomado de [?]. Sea p una solucién de la ecuacién del calor con fuente
g=f—ap < f. Sea u solucién de

0

au(t, X, V) — 0cAxyu(t,x,v) = f(t,x,v), u(0,x,v) = po(x,Vv).

Esta soluciéon admite expresiones integrales en términos del nicleo del
calor G(t,x,v). Se tiene entonces

p@zG@*m+ACWfﬂ*WﬂfMﬂMﬂm

gwﬂ=G®*m+A(W—ﬂ*ﬂﬂw7

donde * denota convolucién en las variables x,v. Tomando f = 0, se

siguen las estimaciones L™ — L7 para operadores del calor ||ull, = ||G(t) *
pollq
lully < [IG@Illpollg < llpollg,
—(L_1yn
lull: < IG® g llpolly < Cart™ ™% Ipolly, 1/r=1/q+1/¢ 1,

con r > ¢q. Cuando f # 0 tenemos estimaciones similares para u. Se
extienden a p porque p < u.

20. Consideramos un problema de difusion de la forma

o, 1) = diwelte, 1) — e, 106, 1) + b 1), X € 0,150,
Oc Oc
g(x,t):cro(x,t), X €Sy, a(x,t):(), X € Sy, t>0,

C(Xa 0) = CO(X)a X € Qa
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21.

donde d,n > 0, ¢, <0y j(x,t) una funcién acotada posotiva. El dominio
esQ={x RN |rg <r=|x| <ri}, con bordes S;, = {x € RV | |x| = ro}
ySr, = {x € RN ||x| = r1}. Sea ¢ € C([0,T]; L*(2)) una solucién con
dato inicial co € L*(Q) y condicién de contorno c., € C([0,T]; L*>(92)).
Sico>0,h>0yc, <0, entonces c > 0.

Tomado de [72]. Multiplicando la ecuacién

o e, 1) = iy, 1) — me(x, 0 (x,1) +

por ¢~ = Max(—c,0) e integrando, tenemos
1 2 ' 2 2
Sl @13+ [ [ 196 P+ nile ) =
0Ja

1 ¢ Oc ¢
—|le™ (0 2—// —c_—/ he™ <0,
2” Ol 0 Joo On 0JQ

ya que, en nuestro caso,

Oc Oc Oc Jc
- G =- o N o T = — - <.
/ag anc /r—n 5 (r1)c +/T_TO 5 (ro)c /T_TO ar(rg)c <0

Esto implica que ¢~ =0y ¢ > 0.

Construir soluciones de la ley de conservacidn escalar wy + (¢(z)w), =0
con w(0) = wy.

Tomado de [17]. Ponemos v = cw. Entonces, v; + cvy, = 0. Por tanto,
v es constante a lo largo de las curvas caracteristicas z(t) solucién de
a'(t) = c(x(t)), x(0) = o, porque

d
gv(x(t),t) = vz (x(t), )2 (t) + ve(x(t),t) = 0.

Dado (z,t) a veces somos capaces de calcular zo(z,t) tal que la curva car-
acteristica con valor inicial xg(x,t) satisface x(t) = z. Entonces v(z,t) =
v(x(t),t) = vo(zo(z,t)) y w(z, t) = % Las posibilidades de llevar
esto a cabo dependeran de c.

22. Resolver el problema

o 0
ds 0Ok

/ kr(s,k)dk =t,
0

limkﬁokl/?’r(s, k) = 2c.

(k'/*r) =0,
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23.

Tomado de [34]. Integrating la ecuacién sobre k > 0 tenemos

d o0

— (s, k)dk = limg_ok'/?r (s, k) = 2¢(s).
ds Jo

Argumentando como en el ejercicio previo, el método de las caracteristicas
da la expresién

EY3r(s, k) = 2¢(s — a(k))H (s — a(k)),
3
k) = Sk*/3
a( ) 2 )
en la cual H(x) es la funcién de Heaviside (1 para x positivo, 0 en otro
caso).

Obtén una ecuacion para la frontera Obtain an equation for the upper
mowing boundary xs = h(x1,x2,t) of a three dimensional region with lower
boundary x3 = 0 in such a way that the field v satisfies divv = 0 in it.

Taken from [?]. We integrate divv = 0 in the vertical direction to get

h S h N h A
/ (v -xq) des +/ O(v - Xx3) dis +/ O(v - X3) dis =0,
0 81'1 0 3%2 0 5%3

siendo X1, X2 y X3 los vectores unidad en las direcciones coordenadas. Por
la regla de Leibniz

ho(v- %) o [/ A
/O Tcid%_axz /O(V'Xi)dl‘g -V X

Por tanto

oy [foh(v'f(l)dxz%} + 552 [foh(v : iz)dxs}

*V'f‘1|h887i *V'&th% JrV'}A(?’|h :V"A{3|0‘

on
ha$7;’

i=1,2.

Obsérvese que v - X; = %, i =1,2,3. Derivando x3(t) = h(z1(t), z2(t),t)
con respecto al tiempo tenemos

N d.’,Eg d 8h 8h dIl 8h dl‘g

= —2 = —h(z1(t), 22(t),t) = o o b

vk =g = gh@® 0.0 ot " 0wy di | 0wy di
= @-&-v X ﬁ—kv X @
- at lhaxl Qhal'g.

Gracias a esta igualdad obtenemos

oh o | (" . o | [ . )
m+(‘%1[/0 (V~X1)d.’L’3 +8;132|:/0 (V-Xg)d$3‘|—V-X3
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24.

25.

26.

Obtener soluciones autosimilares h(r,t) para

3 1 gh g
hy — K(1+ =)Re3t = (rh,h%), =0, K = h3.
t ( + 2) € 7ﬂ(r ) ’ 3520/15(1 — ¢oo)2R0 0

Tomado de [?]. Tenemos soluciones de la forma

, R= <;K(1+g)(e3t1)+1>7.

ol

h=R"2e'f(r) =R 2e"(1— ;rz)

Calcular una solucion u = (uy,us) de Au = (—bg,b1)d(x)d(y) para by,
by € R arbitrarios siendo 6 la delta de Dirac con soporte en cero.

Tomado de [67]. La solucién es

1 1
u = (b, bz)% arctan(%) + (—by, bl)% In((z2 + y2)1/2).

81,”,
dx

Esta funcién también satisface fc[ dr + %dy = b;, i = 1,2 para con-

tornos C' que encierran (0,0).

Los tensores de esfuerzos € y tensiones o planos para una placa circular
vienen dados por

Tzz = 5 (Eae +08yy), Oy = _702(51114 + 0az),  Oay = T —Eay;

1—0 1 1+0

L(ow | ous | 0€ 06N
2\ 0rg  Oxo Oxy0xp)’ -0y

Eap =

donde u = (ug, uy) son los desplazamientos en el plano en las direcciones
x ey, mientras que £ es el desplazamiento fuera del plano en la direccion
z. Las ecuaciones de Foppl-Von Karman para el equilibrio de una placa
de grosor h son

ox o
0 Eh3
9af _o, D= .
Ozg 12(1 — 0?)
Caracterizar las soluciones en coordenadas polares (r,0) con desplaza-
mientos radiales y angulares de la forma w, = ar + %, ug = 0. Las
condiciones de contorno son u, = —f enr =1/2 y o, =0 enr =1. El

problema se plantea en la corona 1/2 < r < 1.

Tomado de [65]. Tenemos

1 1
Orp = —Q 1——2 , Ogg = —Q 1—}——2 .
r r
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27.

Las ecuaciones de equilibrio son

0% 30¢ 1 02
ar2+rar+r2892>o’

0% 1 0% 10¢
2¢6 . >
A£78r2+r2892+r8r’

A2§+aAg+f(

con condiciones de contorno ¢ = 0, % =0en el borde fijor=1/2y

arAE 1 (9% 0% _
—r T179)3 (ae? a0z ) =

1 /(0%  0o¢

Aft (-1 <892 * T@r) =0
en el borde libre r = 1. Tenemos soluciones de la forma &(r, 8) = ((r) cos(mb)
con m entero. Para encontrarlas observamos que todos los ¢ posibles con
combinaciones de dos soluciones bésicas de una ecuacién diferencial lineal
que satisface que (¢(1/2),¢'(1/2),¢"(1/2),¢""(1/2)) vale (0,0,1,0) en una
y (0,0,0, 1) en otra. Para seleccionar ¢ que cumple las condiciones en r = 1
necesitamos elegir a(m,1/2) numéricamente, y elegir a continaucién m.
Estos patrones proporcionan un ejemplo de inestabilidad de tipo corona en
placas planas. Para inestabilidades helicoidales en filamentos véase [68].

Trabajamos en dominios variables QF, cuyas fronteras 't se generan a
partir de una curva T° € C? (dos veces diferenciable) segin la familia
de deformaciones T't = {x+tV(X)|x € I‘O}, a lo largo de un campo
vectorial reqgular V. € C?*(I'°). Para t > 0, denotamos mediante u' €
HY(BR) las soluciones de

b (Qhut, w) = l(w), Yw € HY(Bg),

V(5 uw) = [ gt (Ve uVae®W — rouw)dx" — [ LuwdSyx
+ Jor BV uV W — BrZuw)dx’, Yu,w € H'(Bg).

Cambiamos variables para reformular los problemas en Q°.

Tomado de [?]. Para t > 0 pequefio, I'* € C? es una perturbacién I'. La
deformacién x! = ¢f(x) = x +tV(x) lleva Q° en Qf. Para t pequefio,
¢! es un difeomorfismo y su inversa n' lleva Q! en Q°. El gradiente de
deformacion es el jacobiano del cambio de variables

Jt(x) = Vo' (x) = ( oo (x)) —1+1VV(x),

y su inversa (J9)~! = (git) es el jacobiano de la inversa del cambio

de variables. Los elementos de volumen y superficie estan relacionados
mediante

dx! = det J'(x) dx, dSy: = det J'(x)|| (J*(x))"Tnl|dSy,
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y laregla de la cadena para las derivadas nos da Vyu(x!(x)) = (J(x))? Vyeu(x!(x)),
that is, Vyeu = (J¥)~TV,u. Para cada componente tenemos

pat (X' (%)) = Fi (x! (%)) (J") o5 ().

Definimos i(x) = u' o ¢*(x) = u'(x!(x)). Cambiando variables tenemos

st w) = fo [B525 () 55 () — Bt (e ()] ! =
fmﬁ[% ) ()5 (x )axg ) (6) — B2l | det 310
:bﬁ(QO,u,w).

Una relacién similar se tiene Bp \ Q' definiendo b (Bg \ ﬁt;ut,w) =
5 =0 . . - o .
bt (Br \ Q;4,w). Por tanto, tenemos la formulacién variacional equiv-
alente: Encontrar @ € H'(Bg) tal que

BH(Q0; @1, w) = BE(Q0; @, w) + b (B \ Qs d, w) — /F Law dSy = £(w),

para w € H'(Bg).

Ecuaciones integrodiferenciales
. Sabemos que el problema

gt — Apg+v-Veg+E(x,t) - V,g=0, x €R3 v eR3 teRT,
9(x,v,0) = go(x, V), x € R®, v e R3,

con go € LY(R? x R3) y con E acotado y Lipschitz admite soluciones
fundamentales I'g. La solucion del problema de valores iniciales se puede
erpresar como

g(x,v,t) = /FE(x,v,t;X',v',O)dx’dv’,

donde T'g satisface las estimaciones

|FE(X7 v, 1 Xla Vlv t,)‘ < O(”E”L;Qta T) G(X/2a V/2v t; XI/2a V//Qv t,)a
G(x/2,v/2,t;x'/2,v'/2,t)
(t—tl)l/Q ?

|0y, TE(x, v, t;x', v/, 1) < C(|Ellrg,, T)

y G es la solucion fundamental del problema con E = 0. Extiéndase este
resultado a problemas en los que E estd acotado.

Tomado de [12]. RegularizamosE por convolucién y consideramos E; =
Exn; donde 75 es una familia regularizante. Las funciones Es son acotadas
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y Lipschitz, de modo que para cada una de ellas podemos construir solu-
ciones gs del problema de valores iniciales y tenemos estimaciones sobre
las soluciones fundamentales I's. Ademds, ||Es|/r, < |E[L, vy Es - E
a medida que § — 0.

Como T's estd acotada (localmente en t) en todo espacio L? , podemos
extraer una subsucesién que converge débilmente (localmente en t) en
todo L, (débil estrella si p = 00) a una funcién I'g. Asimismo, podemos
pasar al limite en el lado derecho de las expresiones integrales para las

soluciones gs en términos de I's.

Por otra parte, las expresiones integrales implican que gs estan uniforme-
mente acotadas en cualquier espacio L%, , con respecto a ¢ localmente en t.
Por tanto, gs converge débilmente (localmente en t) en cualquier espacio
L? . a una funcién g y sus derivadas también convergen en el sentido de
las distribuciones.

En el sentido de las distribuciones, las derivadas de I's con respecto a v
convergen débilmente a las derivadas de I'g. Podemos pasar al limite en
las desigualdades satisfechas por I's y establecer desigualdades similares
para I'g porque || Es|re, < [|El|rze,.

Multiplicando la ecuacion diferencial satisfecha por gs by gs obtenemos
una cota L2, uniforme sobre V,gs. Si multiplicamos la ecuacién por |v|?
obtenemos una estimacién uniforme en L., sobre |v|?gs.

Multiplicando las ecuaciones diferenciales satisfechas por gs por funciones
test, podemos pasar al limite en todos los términos de la formulacién
débil, excepto en EsV,gs con las convergencias ya establecidas. El paso
al limite en este término es técnico, véanse detalles en [12]. Finalmente,
g es solucién del problema de valores iniciales con E acotado y I'g es una
solucion fundamental asociada.

. Calcular la solucion de equilibrio de la ecuacion maestra de Liouville

8{P(I,p,0’,t) + %azp(l’,p, U7t) + (mw%x + .uzo—io—i+l> apP(SC,p,O',t)

i=1

N
= [WZ(R,LO'|£C,]D)P($7P, R’Lo-7t) - WZ(0'|(E,p)'P(£C,p,O',t)] .
i=1

Tomado de [49]. La distribucién de equilibrio es la distribucién canénica
L —pHpo)

Peq(ZE,p,O') = 267 )

donde Z es la funcién de particién
+o0 +oo
Z = / 4 / ap Y e D)
—o0 —00 o
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y B = (kgT)~!. Para un estudio de la dindmica de no equilibrio véase
[50].

. La tasa de riesgo h(t), la aceleracidn de envejecimiento q(t) y la prob-
abilidad de supervivencia p(t) de un organismos vivo segin la teoria de
dindmica de presupuesto energético (DEB) vienen dados por

h' =q—ah, ¢ =bqg+c, p' = —ph.
Obtén una solucion explicita dados datos en t = 0.

Tomado de [73]. Integrando en cascada tenemos
t
q(t) = q(0)e" +/ Pt ¢(s)ds,
0

t
h(t) = h(0)e™ —|—/ e~ =) g(s)ds,
0
p(t) = p(0)e™ Jo M),
. Consideremos la ecuacion de the Fokker-Planck para p(n,t)
oG ) Y12
p o)t T ) ——
ot Z < ; On; (f%j ; 5 Ong

conm € RN, t >0y G(n) = A(n) — FL. Probar que si F y L son
constantes, existen soluciones explicitas estacionarias.

Tomado de [66]. Las distribuciones de la forma p(n) ~ e~ ¢/ son
soluciones.

. Dado un campo acotado F(t,x) y o > 0, k > 0 el problema de valores
iniciales

%p(tv X, V) +V'vxp(ta X, V) +vv : [(F(ta X) —kV)p(t, X, V)} _UAVp(tv X, V)

= f(ta X, V)a
p(vaaV) :pO(X7 V)7

admite una solucion fundamental positiva Tr(t,x,v; T, &, V) satisfying

/ /FF (t,x,v;7, & v)dedy = eNFE=T)
RN JIRN
/ /I‘FtXVTﬁ, v)dxdv = 1.
RN J RN

Demostrar para t € [0, T

t
()l < llpolls + / 1 £,

t
Ip(®)llos < e lpolloo +A N F(7) [loodr
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Tomado de [71]. La solucién del problema de valores iniciales es

p(t7X’V):/ﬂ?N /IV%N FF(t7X,V;O,€7U)po(é,l/)dsdl/—|—

/ot /,RN /,RN Lr(t,x,v;7,&§v)f(7, & v)d€dvdr.

Las estimaciones sobre p se siguen de las estimaciones sobre I'g.

Métodos numéricos

. Dado un perfil c. > 0, funciones p(z) > 0, n(z) > 0, u(x) y constantes
a, R > 0, consideramos el siguiente problema de frontera libre. Deseamos
calcular x* tal que

en)
¢"(2) + au(z)¢'(z) =0, x>0,
¢(0) =1, ¢(c0) =0,

es decir,

[e%s} o —1
(b(q;) = / e I3 u(xl)dw’dy </ e~ Iy u(x’)dac/dy) )
T 0

Para calcular x,, selecionamos una aproximacién inicial z,. A contin-
uacién, definimos c¢(z) para x > x, para ese valor temporal de z,. A
continuacién, resolvemos ¢’ () +au(x)c (z) = Rp(z)n(x)Y?(c(z) — ce(x)),

0 <z <zpconc(ry) =ceycd(x)=(c—1) ¢’((j*)). Tras ello, comparamos

¢(0) con ¢.(0). Segin sea mayor o menor, aumentamos o disminuimos el
valor de z, hasta que la diferencia es suficientemente pequena.

. Consideremos el esquema

CH1 :[1—45%}04 +

ni,n2 5‘,1:2 ni,n2
ot [ct +C +C +C ]
Sx2 K 1Cni+1,n, ni—1,n2 ni,nz+1 ni,nz—1
con [1—45%/1] > 0, en una caja finita con pasos éx y 0t. Si las condi-
ciones iniciales y de contorno son positivas, también lo es Cf, . en todas
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partes. Ademds, |Cn1 ny| €std acotado por arriba por el valor mdzimo

absoluto de los datos iniciales si los datos de contorno son nulos.

Tomado de [75]. Procedemos por induccién. Si CO1 ns—1 = 0 en todas
partes y los datos de contorno son también positivos en los bordes de la
red, la relaciéon de recurrencia implica que Cn1 na—1 = 0 en todas partes.

De la misma forma, si C’n1 ns—1 = 0 en todas partes, y los datos en en

borde también, ohan: > 0 en toda la red.

ni,ne— 1
Tomamos ahora V¢ = max,,, ,,|C% L .na—1|- La recurrencia implica que
Vit < {1 4;—t ] Vf+465t kVE=VE<VY).
. Consideremos el problema hiperbdlico
0’FE oF oF aJ
A B—+C—+D=0, x€(0,L), t>0,

R T T T 0.L)

E(x,0) =0, x € (0,L),
E(0,t) = pJ(t), t>0,

IV

L
/ E(x,t)dx = ¢, t>0,
0
donde p, ¢, L son positivos y A, B, C, D son funciones acotadas. A y B son
positivas, mientras que C es negativa. Cudl seria un esquema numérico
adecuado para resolver este problema?

Tomado de [16]. Los problemas hiperbdlicos se discretizan normalmente
de forma explicita. Sin embargo, en este caso i) tenemos una restriccién
integral que acopla todos los valores en cada nivel de tiempo, ii) el oper-
ador hiperbdlico viene dado en forma no caracteristica. Usamos diferen-
cias finitas progresivas de primer orden para las derivadas temporales de
primer orden de F y J. Usamos una aproximacion retrégada de segundo
orden para las derivadas espaciales de primer order porque las diferencias
centrales conllevan inestabilidad. La derivada segunda FE,; se aproxima
combinando las aproximaciones en espacio y tiempo descritas. En el ex-
tremo izquierdo usamos para F, una aproximacion retrégrada de primer
orden. La integral se discretiza mediante una regla del trapecio compuesta.

. Consideramos las ecuaciones de Navier para cristales con simetria cubica
en situaciones bidimensionales, en funcion de tres constantes positivas c11,
€22, Ca4-

62U1 82712 82’LL1 82u2

=Cu or? +Ch 011022 03 021025’

82712 82u1 82’&2 82U1

"o
2 = Cn 0x3 +Ch 0x10xs +Cu 0x? 0x10xs’




donde M > 0. Proponer una discretizacion en diferencias finitas estable.

Tomado de [31]. Construimos una malla rectangular. Denotamos por
+ — . . . . . .

D7 y D; las diferencias finitas de primer orden progresivas y regresivas,

respectivamente, en la direccién i, es decir,

(04 dz1,m) —u;(€,m)

Difu;(t,m) = 52, ;
_ wi(l,m) —u; (£ —dxy,m
Dt - )= 1)

para ¢ = 1. Andlogamente para ¢ = 2. En vista de la presencia de términos
cruzados, elegimos

Dforul + D;D;/LLQ + D;D;Ul + D;DYUQ

My =C
1 H Sz? 12 102, 4 Sx3 M S 00y
Dy DS us D D uy D7 DT us D7 DS uy
M "o _ C 2 2 C 2 1 C 1 1 C 1 2 .
2 1 Sx2 + O 0x10x2 +ou Sz? +lu 0x10x2

Véase [35] para extensiones a cristales tridimensionales y a reticulos con
dos bases.

. Consideramos un reticulo hexagonal plano e ignoramos desplazamientos
en la direccion vertical. En el limite continuo, las deformaciones planas
se describen mediante las ecuaciones de la elasticidad de Navier en dos
dimensiones para el vector de desplazamiento,

0%u 0%u 0%u 0%v
O IS J7) [ Ry iy O -
P2gm = (At u)ax2+uay2+( + 1) 900y’
0% 0%v 0%v 0%u
o —pu (A2 =+ (A -
P2 =Hps T (A u)8y2+( + 1) 920y’

donde py es la densidad de masa A y p los coeficientes de Lamé en dos
dimensiones(A = Cia, p = Ces, N+ 2u = Ci1). Proponer una dis-
cretizacion en diferencias finitas en un reticulo hexagonal con constante
a.

Tomado de [40]. Tomamos un punto A en el reticulo hexagonal con coor-
denadas (x,y). Sus 9 (3+6) vecinos préximos tienen coordenadas

n—(m—a — a>n—(z+a —a)n—<x —+—a>
1 — Q’y 2\/§ s 102 — 2,11/ 2\/5 ) 103 — Y \/gv

B a a3 B +a aV3 y )
Ng= 1|7 27y 2 s = | T 271/ 2 , g = (T a,y),

a av'3 a av'3
ny = (¢ +a,y), ns = (x_279+\2[>7n9: <x+2,y+\2f>.
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Definimos los operadores siguientes en términos de las coordenadas (z,y)
del nodo A:

Tu = [u(n) —uw(A)] + [u(nz) — u(A)] + [u(ns) — u(A)],
Hu = [u(ng) = u(A)] + [u(n7) — u(A)],
Diu = [u(ng) —u(A)] + [u(ng) — u(A)],
Dyu = [u(ns) — u(A)] + [u(ng) — u(A)],

Los desarrollos de Taylor de estas combinaciones de diferencias finitas en

torno a (z,y) proporcionan las aproximaciones
2 2y @
Tu ~ @W+@@23

Hu ~ (0%u)a?,

<i Oiu + v3 0z 0yu + % 3§u> a2,

S
e
2

2

1., V3 3.0\ o
DQU ~ (4 81u— 781«81/11/—‘- zﬁyu a-,
segtin a — 0. A continuacién introducimos en las ecuaciones del movimiento
Hu/a?, (4T — H)u/a® y (D1 — D2)u/(v/3a?) en lugar de 92, 2wy 0, 0u,
respectivamente, con reemplazos andlogos para las derivadas de v. Como
resultado, obtenemos las siguientes ecuaciones en cada punto del reticulo:

0%u A+ p
2 —
P20 oy = dpTu+ (A + p) Hu + 7 (D1 — Do)v,
0% A+
2 —
P20’ o = 4N+ 2p)Tv— (A + p)Ho + 7 (D1 — Ds)u.

. Consideremos un reticulo hexagonal plano con constante de red a. Las
ecuaciones de Navier isotrdpicas tienen soluciones singulares

T L

donde v = A/[2(A+p)] para todo a. Elegimos (xo,yo) distinto de los puntos
del reticulo y resolvemos una version amortiguadad de las ecuaciones de
Navier discretas formuladas en el ejercicio anterior. Cdmo esperas que
evolucione el sistema empezando de la condicién inicial (u(x — xg,y —

yo),v(x — 0,y — Yo)) ¥
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Tomado de [38]. Las ecuaciones amortiguadas tienen la forma

0%u ou A+p
22 - e = _— —
P20 5 —|—’yat dpuTu+ A+ p) Hu + 7 (D1 — Do)v,
0% Ov

AA+20)Tv — (A + p)Ho + Atp (D1 — Do),
V3

con v > 0. Esperamos que el sistema relaje a una configuracién esta-

cionaria que se comporta como (u(x — o,y — Yo), v( — o,y — Yo)) & una

cierta distancia de (xg, ). Estas soluciones representan defectos en el

reticulo que generan los campos elasticos elegidos. Se ha estudiado una

gran variedad de defectos mediante estos modelos [52, 55].
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. La ecuacion de Helmholtz en todo el espacio se plantea como

Au+ k2u =0, x € RV,
. No1
lim,— x| oo” 2 (E(u — Uinc) — th(u — Uinc)) = 0.

Da una formulacion variacional equivalente planteada en un dominio aco-
tado mediante el operador Dirichlet-a-Neumann.

Tomado de [37]. Sea Bg una esfera de radio R y I' su frontera. El oper-
ador Dirichlet-a—Neumann (también llamado Steklov—Poincaré) asocia a
los datos Dirichlet en I'g la derivada normal de la solucién del problema
de Dirichlet exterior:

L:HY>(T'p) — H Y?*Tg)
;oo g

donde w € HL (RN \ Bgr), Bg := B(0, R) es la tinica solucién de
Aw + k*w =0, en RV \ Bp,
w=f, en I'g,

ow
. N-1/2,0W _
Tlin;o T ( 5 kw) = 0.
H'Y2(I'g) y H-'/2(I'g) son espacios de trazas estandar. Podemos estudiar
un problema de contorno equivalente planteado en Br imponiendo una
condicion no reflectante en la pared I'g:

Au+ k%u =0, en Bg,
C%(u—uinc) = L(u — Uine), on I'p.

La solucién u del problema original es también solucién del problema

variacional
u < Ifl(BR)7
b(u,v) = £(v), Yo € HI(BR),
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b(u,v) = / (VuVs — k*ut)dx — / Luvwdl, Yu,ve H'(Bg),
Br T'r
aUinc _ 1
E(U) = ( - Luinc) v dl, Yve H (BR)
I'r 811

8. FEscribe el problema de transmision tipo Helmholtz

V(@ Vu) + X2u = 0, en R?\ Q;,
V- (i Vu) + Ai(k)?u = 0, en ),
u” —ut =0, en 98,
ai%_ae%:q en 09);,
0
1 1/2 _— — U — — U = =
Tlggor <8r (u — Uine) — A (u umc)> 0, r=|x|,

en forma variacional y calcula la derivada de J(k) = [ lu(k) — d|*dl con
respecto a k.

Tomado de [39]. Argumentando como en el ejercicio anterior tenemos

u e ];Il(BR)7
S(u,v) = £(v), Vv € H'(BgR),

donde
S(u,v) = / (e VuVT — N2uw)dx + / (i VuVT — X (k)*uv)dx
Br\Q; Q;
—/ acLuvdl,  Yu,ve H(Bg),
'r
8uinc _ 1
tv) = ae — Luine)0dl, Yo e HY(Bg),
T'r on

siendo L el operador Dirichlet-a-Neumann definido por

V. (QGV'UJ) + )\211) = 07 in RQ \ER,
w=f, en 0BRg,

ow
S 1)2 _ _
Thm r (87“ hew) = 0.

Diferenciando J respecto a k vemos que

% ZQ/quk(k)dz,
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donde la derivada uy (k) = d?j—(kk) € H'(Bg) es solucién de

/ (e Vug (k) Vo — Nuyg (k)v)dx + / (i Vg (k)VT — X\ (k)*ug (k)0)dx
Br\Q: Q;

—/ aeLug(k)vdl :2/ i (k)N (k)u(k)vdx,
I'r

i

para todo v € H'(Bg) y u(k) es solucién del problema de Helmholtz para
Ai(k).

. Definimos el coste J(a, k) = Z%:l Jr [t — d|?, donde up, es solucion
de

div(a.Vu) + k2u =0, en RV \Q,, div(aVu) + k*>u =0, en (),

u” =ut, a% = ae%7 en 0€;,

r(N=1)/2 (% — tke(u — ui’;}c)) — 0, cuando 7 := |x| = o00.
Dados aj, kj, encontrar direcciones de descenso para

J(é) = J(aj + 5¢),]€j + 51/)),

donde § > 0, con el fin de implementar un proceso de optimizacion.

Tomado de [46]. Buscamos d, ¢ y ¢ tales que d‘;%‘s) < 0. Diferenciando,

tenemos

dJ

dé

M
= — Z Re
m=1

donde u,, es solucién del problema directo con a = aj, y k = k;. Los
campos adjuntos w,, son soluciéon de

/ (6 VU, VW, — 200k wnWy,| dz|
Q;

6=0

div(aeVwy,) + k2w = (dm — Um)or, ... en RV \ Q,

div(a; Vwn) + k3w, =0, en §;,

w,, =w, a ag)j = a, 8;’}‘, en 9,

p(N=1)/2 (% + mewm) — 0, cuando r — oo.
Tomando

M M
G(x)=  Re (Vi (x) VI (x)), $(x)==> Re(tn(xX)Tn(x)), x€Q;,
m=1
y
ajy1 = a; +0p,  kjp1=kj+ 01,

garantizamos J(a;y1,kj4+1) < J(aj, k;) para ¢ pequeno.
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10. Explicar como resolver el sistema cinético siguiente mediante el método de

particulas:
Al Te _
o f + o sin(k)0, f + ﬁFakf =
L1 FDag,. _ Vimp Vimp _
e - (14 522 ) 14 5 e k)

2V =0,F=n—1
" i/ﬂ Fektydk == [ pFPok u(n)) dk
2 J_, T 2 J_ . '

FEP (ks ) = aln [1 + exp (u — 6 + & cos(k))]
Um - A
Vendo o 2]€BT

Las condiciones de contorno son, para x = 0:

+ 1 e k) f~ dk
F=0r g ] 0
con
5_27ThUF]\/[
o EAND

y para x = L/xy:

- 1 M
5= Wen o roa <1 i ) ! d’“)

Las condiciones de contorno del potencial eléctrico V' son

L
V(0,6) =0, V(L.t)= ¢y ~ %;0

La condicion inicial es

oo

FOkin) = Y exp(1jk)

j=—o0

1 —1iF/7,
S

£ = 2 [T TP o) cos(h) d
0

conx € [0,L = L/xg) y f periodico k con periodo 2. La energia promedio
FE se define como

E fjr/rl/z e(k)f(z,k,t)dk ST (1—cosk) f(x,k,t)dk

kBT kT [T e k) dk I7 f(,k,t) dk
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Tomado de [43]. Partimos de una descripcién de la funcién de distribucién
como un suma de funciones delta:

flx ke t) ~ Zwifi(t)é(x —zi(t)) @ 6(k — k(1))

donde w;, fi(t), x;(t) y ki(t) son, respectivamente, el volumen de control
(constante), el pesp la posicién y el vector de onda de la particula -
ésima. Sea N el nimero de particulas numéricas. El movimiento de las
particulas estd gobernado por una dinamica sin colisiones, mientras que
las colisiones se representan por la variacién de los pesos. El perfil de la
solucién puede desarrollar gradientes grandes cuando algunas particulas
adquieren gran peso, no acumulando muchas particulas en regiones de
gradientes grandes. La evolucién de las particulas estd determinada por
sus posiciones y vectores de onda, que definen las curvas caracteristicas
de la parte convectiva de la ecuacién. Sus ecuaciones son:

d b Te d Al

L= L= sin (k).
g =T @ 2hg, W)

La evolucién de la funcién de distribucion a lo largo de esas curvas carac-
teristicas viene dada por la ecuacién:

d 1 V; V;
Zr_Z1_(1 imp Yimp ¢ (_p. FD|
dt n[ ( +2V6n)f+2uenf( )+ 1

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante se discretiza
mediante un método de Euler modificado:

1 ; ; _
fln _ f[b*l +di= |:_ (1 + Vzmp) finfl + Vlmpfi( k) +leD7n1:|
n

2Wen, 2en,

with £ = f(a} "~k ),

K3

k= kP dt R
Ui

! = x?d + dt

3

Sons sin (k') .

Por razones de estabilidad, usamos k]’ para actualizar z'. Métodos mul-
tipaso parecen proporcionar periores resultados.

Las condiciones de contorno se toman en cuenta como sigue:

e Si k' > m, tomamos k' = k' — 2m. Si k] < —m, tomamos k]’ =
kit +2m.
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e Siz} > L, tomamos z}! =z} — Ly finf1 = ft. Sia? <0, tomamos
L B KL

a =al + Ly fi'™" = f;. Los valores f;" y f; se calculan por

discretizaciéon de las integrales usando la regla de Simpson en una

red equiespaciada K, con paso Ak.

Para calcular z;, k; y f; en el siguiente paso de tiempo t"*!, necesita-
mos actualizar el campo eléctrico y la distribucién de Fermi-Dirac en las
ecuaciones de las particulas. Esta actualizacién requiere un proceso de in-
terpolacién para generar una aproximacién de la funcién de distribucion en
una malla regular X,,, K,,/, que se usa para aproximar el campo eléctrico
y el potencial quimico. Para aproximar los valores de la funcién de dis-
tribucién en la malla, f /. empleamos los valores para las particulas f;".
Se calcula una media ponderada mediante

N .
; JiWenm
f;;,m/ = ziN .

Z an,m’

i=1

donde
i [ Xy — 7| | Ko — k7|
W, = max {0, 1 s max 40,1 AL

y Az , Ak, son los pasos en espacio y vector de onda.

Se obtienen aproximaciones para la densidad y densidad promedio en los
puntos de malla, n (X,,, ") ~ n® and (kpT) " E (X, t") ~ (kgT) "' E™,
mediante la regla de Simpson y los valores interpolados de la funcién de
distribucién en la malla.

Calculamos el potencial quimico u resolviendo las ecuaciones mediante
un método de Newton-Raphson. La regla de Simpson se emplea también
para aproximar las integrales para n(u) y dn(u)/dup. Una vez conocemos
el potencial quimico pu, calculamos la distribucién de Fermi-Dirac en los
puntos de la malla, fP (K,,;n"), que se interpola a su vez para obtener
la distribucién de Fermi-Dirac sobre las particulas.

Calculamos el campo eléctrico en el tiempo t", usando diferencias finitas
para discretizar la ecuaciéon de Poisson en la malla X, :

n n n _.n
m+1 2Vm + m—1=" Tm — 17

n _yn
Fn _ m—+1 m—1

me 2Az ’
donde V (0,t") =0y V (L,t") = ¢L. Denotamos V,? yF las aproxima-
ciones deV (X, t") y F (X, t") en la mallaX,,. Finalmente, se interpola
el campo eléctrico en la posicién de la particula 4

n m+1 i n i m n
F’L <ﬁ) FT]L + <ﬁ) erl'
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11.

La corriente total J viene dada por

J(t) = z/OL Uﬂ sin(k) f(z, k, t) dk| dz,

—T

donde
A

$ 47rth'

Usamos la regla de Simpson para aproximar J(t").

Sea Br una esfera centrada en (0,0,0) con radio R y sean k. > 0, k; >0
dos constantes. Calcula soluciones de

Au+ k2u =0, in R3\ Bg,
Au+ k2u =0, in Bg,
u” =ut + U, on OBRg,

BOpu~™ = Oqut + 0,U, on OBRg,
lim r(&nu — zkeu) =0,

r—00
para funciones requlares U en forma de un desarrollo en serie.

Tomado de [74]. Tenemos

SN anmhOx)Y ), x> R,

n=0m=-—n

SN bumdnlkilxDY %), [x] < R,

n=0m=—n

£
x
I

£
x
[

donde x = |x|X, j, son las funciones de Bessel esféricas de primera clase,

hgl) son funciones esféricas de Hankel y Y, son polinomios arménicos
esféricos

Y (0.6) = \/ L P st

. . . m s . e . .
asociados a polinomios de Legendre P7|l | Con més precision, si U admite
el desarrollo

o0 n
U(X) = Z Z unm]n(ke|x|)YTZn(§{)
n=0m=—n
en una esfera que contiene Bp, los coeficientes se calculan como sigue.

Sobre la frontera de la esfera |x| = R, tenemos condiciones de transmision.
Imponemos estas relaciones sobre los desarrollos en serie internos y exter-
nos e igualamos los coeficientes de Y, (%) ya que los polinomios arménicos
esféricos son una base de L?(0B;). Esto proporciona las relaciones

unm]n(keR) + anmh%l)(keR) - bnm]n(sz) = 07
unmkej;(keR) + anmkehgll)l(kjeR) - /anmkij»:l (sz) =0.
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Resolviendo el sistema obtenemos los coeficientes
ke]n(sz)];z(keR) B ﬁkz];z(sz)Jn(keR)
Bhijly (ki )RS (ke R) = b (ki R)RSY (ke R)
ey (ke R)h (ke R) — Kejn (ke R) (b)) (ke R)
" Bkl (kRS (ke R) — kedn (ki R)DS (K R)

pm = Unman(R) = u

bp,m = unmbn(R) =Uu

s

Para calcular estos coeficientes, observamos que las funciones de Bessel
esféricas estan relacionadas con las funciones de Bessel de primera clase
. . = . L [
mediante j,(s) = /55 Jnt1/2(5). Las funciones de Hankel esféricas estdn
relacionadas con las funciones de Hankel esféricas de primera clase medi-
W, N 7 . , .
ante hy, ' (s) = /35 Hnt1/2(5). Sus derivadas se evalian usando la férmula

n

Jr(8) = 2 fn(s) = fuy1(s), que se verifica para j, y A,

Equaciones Diferenciales en Diferencias

. Consideremos la ecuacion

11 h?
" 7L2<x/9)xl+x—H_tanh(g) =0.
2a6 1 — tanh®(2/0) ’

Estudiar sus equilibrios y los comportamientos de las trayectorias en funcion
de los parametros de control 6 y H.

Tomado de [56]. Introducimos el potencial V(z;H,0) = ””—22 — Hx —
¢ In cosh(g). Tipicamente, § € (0,1). La ecuacién se transforma en

" i A VA O —
x +2aeR(x,9)x V'(z;H,0) =0

con R(x,0) = %ﬁg?g; > 0. Para H =0y 6 < 1, el potencial tiene dos
minimos en los que se alcanza el mismo valor, en posiciones simétricas.
En vista de la presencia de un término de amortiguacién, las trayectorias
se enroscan en torno a esos puntos (atractores espirales). Para |H| < H.,
hay dos minimos z > 0y z_ < 0, cada uno de ellos con una zona de
atraccion.

. Consideremos un sistema con energia A(n,Y) = Zjvzl a(n;;Y), n =

(m,...,mn) bajo la restriccion ENzl nj = L. Dado F, estudiamos los
minimos de A(n,Y) — FL, donde F = F(L) es un multiplicador de La-
grange calculado de tal forma que la restriccion se cumple.

Tomado de [61]. La curva F(L) tien N + 1 ramas, que podemos calcular

imponiendo 88—7;1_ = F para todo j.
J

. o ) . o
. Consideramos la ecuacidn diferencial en diferencias ul,(t) = tup41 — 2up, +
Up—1— Asin(uy,), donde A es un pardmetro positivo. Demostrar que existe
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una solucion mondotona tal que U_oo = 0 Y Upo = 2T CON UG =T Y Up —T =
T — U_, para todo n.

Tomado de [14]. Ponemos ug = 7 y variamos u; en el intervalo (m,27)
para encontrar la solucién. La condicién ug = 7 garantiza que u, — 7 es
una funcién impar de n. Elegimos ¢ > 0 para que —Asin(u) > e(u — )
sim<u< %w y escogemos N grande para que ¢(N — 1) > 1. A contin-
uacion, elegimos u; — m pequenio para que u; < %w sil <j < N. De-
seamos mostrar que bajo esas condiciones la secuencia finita {us,...,uy}
no es mondtona creciente. Denotamos U, = u, — 7. Si {Ui,...,Un}
es mondtona creciente cuando 2 < j < N y U; < (2 —¢)U;—1 — Uj_s.
Sumando estas desigualdades obtenemos Uy — Uny_1 < 622;1271 U, +
(1 —e)U;. Como asumimos que U; > U; si 2 < ¢ < N, nuestra cota
inferior sobre N implica Uy < Un_1, lo que es contradictorio. Por tanto
hemos mostrado que si Uy es suficientemente pequeno, la secuencia em-
pieza a decrecer antes de cruzar w. Por otra parte, eligiendo U; > 7 la
secuencia cruza w antes de decrecer. Notese que la secuencia crece hasta
un primer N tal que Uy = 7, si Uny1 > 7. Si, al final hay un N tal que
la secuencia crece hasta n = N, con Uy < 7, y Uxy = Uny1, entonces
Unyt2 < Un41 asi que la secuencia decrece antes de alcanzar 7.

. Sean U;(t) y L;(t), i € Z dos sucesiones diferenciables tales que

Ui (t) = di(Us)(Uigr — Ui) — do(Us) (Ui 1 = Ui) = f(Us) >
Li(t) = di(Li)(Lit1 — Li) — do(Li)(Li—y — L) — f(Ls)

y U;(0) < L;(0) para todo i, siendo f, dy > 0 y da > 0 funciones Lipschitz
continuas. Entonces, U;(t) > L;(t) parat >0 y i € Z.

Tomado de [15]. Procedemos por reduccién al absurdo, Sea W;(t) =
U;(t) — Li(t). En ¢t = 0, W;(0) > 0 para todo i. Asumimos que W;
cambia de signo tras un tiempo minimo ¢; > 0, para algin valor de 1,
i = k. Entonces Wi (t1) =0y W/ (t) <0, cuando t — ¢;. Mostremos que
ésto es contradictorio. En ¢ = ¢1, debe haber un indice m (igual o distinto
de k) tal que W, (t1) = 0, mientras que su vecino W, 4;(t1) >0 (jes 1o
—1), y W;(t1) = 0 para todos los indices k y m. En otro caso, W}, debiera
ser igual a 0 para todo k. La desigualdad diferencial implica

W (t1) = di(Unn (t1)) Win1(t1) + do(Up (t1)) Win—1(t1) > 0.

Esto contradice el hecho de que W/, (t) debiera ser no positiva cuando
t — t1, si queremos que W, (1) se anule.

. Consideremos la ecuacion
U'(t) = z21(F/A) + 23(F/A) — 2U (t) — Asin(U(t)) + F,
con|F| < A, A >> 1, siendo z1(F/A) < z3(F/A) < z3(F/A) tres ceros

consecutivos de la ecuacion sin(z) = F/A en un periodo. Probar que existe
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un umbral critico F.. tal que esta ecuacion tiene tres soluciones constantes
estables si 0 < F' < F,, pero una si F' > F.. Caracterizar F,.

Tomado de [18]. Cuando F = 0, z1(0) = 0, 22(0) = 7 y 23(0) = 2.
Hemos de resolver

2z + Asin(z) = F + 2arcsin(F/A) + 2.

Segiin F' crece desde 0, seguimos encontrando tres soluciones z; (F/A) <
zo(F/A) < z3(F/A) que continuan esas ramas hasta que F'+2arcsin(F/A)+
27 alcanza el primer médximo local de 2z + Asin(z) (A es grande). El
valor F, en el cual ocurre ésto se caracteriza por la existencia de un
cero doble, un valor ug tal que 2 + Acos(ug) = 0y 2ug + Asin(ug) =
F.+ 2arcsin(F,/A) +27. Entonces, ug = arccos(—2/A) y F, es la solucién
de 2ug(A) + Asin(ug(A)) = F. + 2arcsin(F./A) + 2n. Por debajo de F,
hay tres ceros. En F,. dos de ellos colisonan. Por encima de F, los dos
ceros que colisionan, z1(F/A) y zo(F/A) se pierden.

z21(F/A) y z3(F/A) son estables mientras existen. Esta situacién se corre-
sponde con la presencia de una bifurcacién nodo-silla en el sistema, véase
[18]. Estas bifurcaciones son esenciales para comprender una gran var-
iedad de fenémenos bioldgicos, véase [64].

. El sistema de ecuaciones
dEi ’U(Ei)
dt + v

D(FE;
M(Ei+1 —2E;+ Ei_1) =J —v(Ey),

(Bi — Ei—1) —

con i € Z admite soluciones de tipo ondas viajeras de la forma E;(t) =
E(i — ct) que se propagan a velocidad constante ¢ cuando el pardmetro J
es suficientemente grande. Suponemos que v, D son funciones positivas
y v >0 es grande. La funcion v es una cibica, crece desde 0 hasta un
mazximo local, decrece a un minimo local positivo y crece hasta el infinito.
Justificar que la velocidad del frente de onda escala como (J — J.)Y/?,
donde J. es el umbral para la existencia de ondas viajeras.

Tomado de [20]. Para v grande, podemos construir soluciones estacionar-
ias, que se pueden aproximar por

EZNZ1(J) 1 <0, ElNZ;g(J) 1> 0,
cuando |J| < J., mientras que Ey es una solucién de

7= o)~ "0 8y (1) + P o) — 2y 4 2 (1) =,

donde 21 (J) < 23(J) < 23(J) verifican J = v(z). Al alcanzar un valor J,,
z1(J.) = 22(J.), perdiéndose cuando J > J., de modo que sélo persiste
z3(J). La ecuacién reducida

(Eo)

B
d OZJ_U<EO)_UV

dt

P oy () — 20 + 24(7),

(Eo — 21(J)) +
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para el punto de unioén de las colas constantes experimenta una bifurcacién
de tipo nodo-silla en J. cuya forma normal

(;S’ = O‘(JC)(J - JC) + B(JC)‘va

tiene soluciones tipo /5 (J — Je) tan(\/aB(J — Jo)(t — to)). Estas fun-

ciones explotan cuando el argumento de la tangente se aproxima a +m/2,
en un tiempo t —tg ~ w/+y/aB(J — J.). El valor J. separa el régime en
el cual se observan frentes de onda estancionarios (anclados) y frentes de
onda viajeros.

Tomando J > J, proximo aJ., las simulaciones muestran perfiles escalon-
ados, en los que un punto permanece cerca del desaparecido equilibrio
Ey(J.) hasta que se mueve siguiendo la curva tangente definida por la
forma normal y la posicién préxima a Ey(J.) la toma otro punto contiguo.
Este proceso de va repitiendo secuencialmente. La velocidad de la onda

VeaB(J—Je)

T 3

es el reciproco del tiempo que tarda esta transicién c(J,v) ~
véase [20] para detalles.

7. Consideramos un problema con ruido

dui
dt

donde A > 0 toma wvalores grandes y v > 0 caracteriza la magnitud del
desorden en el sistema, mientras que &; es una variable aleatoria de media
nula que toma valores en el intervalo (—1,1) de forma equiprobable. Probar
que la velocidad de los frentes viajeros para F mayor que un valor critico
F escala como (F — F)3/2,

Tomado de [22]. Fijando v = 0, podemos repetir con esta ecuacién el
estudio que hemos hecho en el ejercicio anterior y obtener un velocidad
que escala como (F — Fc)l/ 2. Sin embargo, al anadir ruido, para cada
realizacién del ruido, el umbral F, se desplaza ligeramente por el ruido.
La velocidad que se observa es la media de las velocidades obtenidas para
un nimero elevado de realizaciones. Si tenemos

= Uj+1 — QUZ + uj—1 + F— ASIH(UZ) + ’yfi,

erl ~ —v/alEDBENE — Fo) + 7By

la media es

1 N 1 ! 1/2 #13/2
c:N];cR|:27r/ (aB(E — Fe) +76€)7/7dE ~ (F — FY)

~1
donde el nuevo valor critico es F} = F. — 2.

8. Consideremos el problema

dui

E =Ujy1 — 2u; +ui—1 + F — Asin(ui),
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con A grande. Sean z1(F/A) < zo(F/A) < z3(F/A) las tres ramas consec-
utivas de ceros de F — Asin(z) = 0 que empiezan en z1(0) = 0, 22(0) = 7,
23(0) = 2w. Sabemos que si |F| < F.(A) el problema admite soluciones
estacionarias que crecen de z1(F/A) en —oo a z3(F/A) en co. Cuando F
supera ese umbral, tenemos ondas viajeras. Escribe la ecuacion para estas
ondas viajeras y encuentra una formula para la velocidad.

Tomado de [24]. Las soluciones de tipo onda viajera tienen la estructura
u;(t) = u(i—ct), donde c es la velocidad de onda constante y u(z), z = i—ct
es un perfil de onda, que es solucién de

—cu,(z) =u(z+1) —2u(z) + u(z — 1) + F — Asin(u(z)), z€eR

con u(—o0) = z1(F/A) y u(oo) = z3(F/A). Ese tipo de ondas viajeras se
llaman frentes. Multiplicando la ecuacién por u, e integrando, obtenemos

—c[m u?dz = F[23(F/A) — 2 (F/A)].

. El modelo de Fitz Hugh-Nagumo discreto es un modelo tipico de la propa-
gacion de pulsos

EU; = d(uH_l — 2’11,1 + Ui—l) + ’U,Z(Q — uz)(uz — CL) — U4,

vi = u; — Buj.
donde los pardmetros e,d > 0 y a con tales que (0,0) es la inica solucion
constante. € es pequeno y a es tal que z(2 — z)(z — a) tiene tres raices

z1(a) < za(a) < z3(a). Explica la evolucidn de los pulsos en términos de
soluciones tipo frente de ecuaciones de Nagumo

eu, = d(ujr1 — 2u; +ui_1) +ui (2 — wg)(u; — a) — w.

Tomado de [25]. Las soluciones tipo pulso tienen la forma wu;(t) = u(z),
vi(t) =v(2), z =i — ct € R, with

—ceu,(z) = d(u(z+1) — 2u(z) + u(z—1)) + u(2)(2 — u(2))(a — u(z)) — v,

—cv,(z) =0,
con z € R. Para v pequefio, denotamos por z1(a,v) < z2(a,v) < z3(a,v)
las tres raices de u(z)(2 —u(2))(a —u(z)) —v = 0. Como € es pequeno, u;

y v; evolucionan en escalas de tiempo distintas. Se distinguen 5 regiones
en el perfil del pulso

e Parte frontal: u; = z1(a,v;) y v) = z1(a,v;) — Bv;, que evoluciona a
(0,0) segtin i crece.
e Frente delantero: Descrito por soluciones viajeras de eu; = d(u;41 —

2u; +ui—1) +ui (2 —u;) (u; —a) — 0 que decrecen de 2 a 0, con v; ~ 0.
Viaja a velocidad c.
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11.

e Pico: u; = z9(a,v;) y v = z3(a,v;) — Bu;.

e Frente transero: Descrito por una solucién viajera de eu) = d(u;+1 —
2u; + wi—1) + (2 — u;)(u; — a) — w que crece de valores préximos
a 0 a valores préximos a 2, con v; ~ w, w selecionado de modo que
viaja con velocidad ¢ también.

e Cola: u; = z1(a,v;) y v, = z1(a,v;) — Bv;, que se aproxima a (0,0)
segun 1 decrece.

Véase [25] para una visualizacién. Véase [32] para una aplicacién de estas
ideas a modelos de tipo Hodgkin-Huxley para nervios mielinados. Las
soluciones de tipo pulso no se pueden propagar cuando los pardmetros de
la ecuacion reducida que describe el frente delantero son tales que sélo
admite frentes estacionarios.

Consideramos el sistema

v = d(vs — 205 +vj_1) + f(uj,w5),
w; = )\g(Ujij)’

con d,A > 0 y A pequed, de modo que las dos variables evolucionan en
escalas de tiempo distintas. Fijado w, f(v,w) es una cubica biestable,
es decir, tiene tres ceros, dos de los cuales son estables para la primera
ecuacion con w; = w. Cuando las ecuaciones f(v,w) =0 = g(v,w) tienen
una unica solucion, que es estable, tenemos soluciones de tipo pulso del
sistema de ecuaciones diferenciales, como ocurre para Fitz Hugh-Nagumo.
Cuando es inestable, argumenta por qué a menudo se observan oscila-
ciones.

Tomado de [33]. Cuando g y f se cortan en un cero estable, tenemos un
sistema excitable con soluciones de tipo pulso. Cuando se cortan en un
cero inestable, soluciones de tipo ciclo limite (V (), W(t)) con periodo T,
T >0de

’U/:f(vaw)a w’z)\g(v,w),

aparecen para A pequeno. Las trayectorias del sistema se comportan como
vi(t) =V (It +¢;) y wi(t) = W(t+ ¢;), para una fase ¢; que varfa lenta-
mente y puede hacerse independiente del tiempo cuando ¢t — oco. Todas
las trayectorias se sincronizan.

Sea u; j(t) una solucion de

ou; j . .
= Wi~ 205 F iy Al — i) sin(us g — i)
para 4,5 € Z y u;;(0) = «;; tales que 11, — 2045 + a1, € 2,

sin(a ;1 — v j) sin(ag jp1 — i j) €17 y iy € 15 Si(uij1 — g )(t)

S
Nnez [—g + 2nm, § + 2n7r] se cumple para todo i, j, t, entonces w; ;(t)
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13.

tiene a un limite s; ; cuando t — 0 que es una solucién estacionaria del
problema.

Tomado de [23]. Definimos w; ;(t) = w; ;j(t+7) —u; ;(t) para algin 7 > 0.
Entonces

3 s 0P ) == o wiens = 01) () = sin( (a1 i) 17)

= sin((ui,j+1—4,5)(#))) ((wij+1 — wi7)(E+7) — (Wi i1 — uij)(t)) < 0.

Esto implica w; ;(t) — 0 cuando t — oo para todo i, j. Concluimos que
u;,;(t) tiende a un limite s, ; que es una solucién estacionaria.

Resolvemos
8ui7]‘

ot

con condiciones de contorno s; ; = 0(i, /v A) + Fj donde 0 es la funcion
angulo que varia de 0 a 2w y F' > 0 es un pardmetro de control. Dado F =
0, el ejercicio anterior garantiza la existencia de soluciones estacionarias.
Puedes esperar un cambio a medida que F crece?

= Ui—1,5 — 2ui7j + Uiy1,5 + A(sin(ui,j,l — ui,j) Sin(ui’jJrl — ui,j))

Tomado de [26]. A medida que F crece, la condicién
T T
(ui,j_H — Ui7j)(t) € Npez *5 + 2717'(, 5 + 2nm

deja de cumplirse. Las soluciones estacionarias desaparecen y aparecen
patrones viajeros. Si linearizamos el operador espacial en torno a s; j,
tenemos un problema eliptico discreto para F' pequeno que cambia de
tipo al crecer F'.

Construimos numéricamente soluciones de
Puiy Oui

ot? ot
+A(sin(u -1 — wij) sin(ug jp1 — i 5))

= Ui-1,j = 2Uij + Uit1j

en un reticulo rectangulari =1,..., N, 7 =1,..., Ny, con condiciones de
contorno u; ; = F(j— (Ny+1)/2). A medida que F' crece observamos que
la solucion inicial para F = 0 va evolucionando a soluciones estacionarias
que cambian lentamente al subir F' hasta que alcanzamos un punto F,, tras
lo cual la estructura del reticulo se distorsiona. Se observan dos tipos de
distorsion distintos que coexisten. Linearizando en torno a la solucion
estactonaria en F = F. encontramos una matrix con un autovalor nulo,
mientras que todos los autovalores eran negativos para F < F.. Coémo
explicas ésto?

Tomado de [36]. La rama de soluciones estacionarias s; j(F') parece es-
table. En F = F, aparecen dos nuevas ramas. estables. El sistema
experimenta una bifurcacién de tipo pitchfork.
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15.

Consideramos la dindmica

82112‘ 7 8vi Vi
"or T
+A(sin(vi j—1 — vi5) sin(vi j+1 — vi 7))

= Ui—1,j — 20i,j + Vit1,5

en un reticulo i = 1,...,N;, j = 1,...,Ny. Imponemos condiciones de
contorno que representan presion hacia abajo en la zona central de la parte
Superior:

o A izquierda: vi; = v ;.

o A derecha: N, j = UN,+1,5-

e Zona superior izquierda (1 <i < p1): viN, = Vi N, +1-

e Zona superior derecha (p2 < i < Np): Vi,N, = Vi,N,+1-

e Zona inferior: v;o = 0.

e En la zona superior central (p1 < i < p2) se empuja hacia abajo:

Vi N, +1—Vi,N, = —f(i), donde f tiene un perfil triangular que apunta
hacia abajo con magnitud F > 0.

Segun F' crece, observamos que la solucion inicial para F' = 0 desarrolla
distorsiones localizadas en en reticulo que viajan hacia abajo. Segin de-
crecemos F' a cero, esas distorsiones se mueven hacia arriba y pueden
desaparecer. Como explicas ésto?

Tomado de [45]. La rama de soluciones estacionarias que empieza en
F = 0 desarrolla bifurcaciones en valores especificos de F' en los cuales
se crean distorsiones en la red. Tales nuevas ramas son estables para
algunos rangos de F', los defectos simplemente viajan lentamente. Estas
configuraciones bifurcan en determinados valores de F para los que se
crean nuevos defectos, que viajan para un rango de F', hasta que ocurre una
nueva bifurcacién a medida que F' crece. Cuando decrecemos F', el proceso
se invierte. Los defectos creados viajan hacia arriba, y desaparecen, uno
tras otro.

Dado el problema
u;_/ + au;. =ujp1 — 2u; +uj1 + F — Ag(uy),

donde g(u) =u+1siu<0yg(u)=u—1siu>0, construir soluciones
de tipo onda viajera.
Tomado de [27]. Una solucién de tipo frente viajero toma la forma w;(t) =
u(i — ct)+, z =i — ct. El perfil v(2) = u(z) + 1 satisface
v, (2) — acv,(2) — (v(z +1) = 20(2) +v(z — 1)) + Av(2)
= F+2AH(—sign(cF)z), z€R,
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16.

con v(—o0) = 0y v(oco) = 2. Hemos tomado g(u) = u+ 1 — 2H (u),
donde u es la funcién de Heaviside. Usando la expresion como integral de
contorno de la funciéon de Heaviside

1 ezk:w

dk.

C es un contorno formado por un semicirculo cerrado en el semiplano
complejo superior y orientado en el sentido contrario de las agujas del
reloj, mas otro semicirculo cerrado en el semiplano complejo inferior y
orientado en el sentido de las agujas del reloj, que incluye dentro el origen
y forma un pequeno semicirculo por encima de él. El perfil que buscamos
viene dado por la expresién

o(z) = F é/ exp(ksign(cF)z)dk
A o k A+ 4sin?(k/2) — k2¢2 — 1k|c|asign(F)’

Imponiendo v(0) = 1, obtenemos una relacién entre la velocidad ¢ y la
fuerza aplicada F. Conocido ¢(F'), esta expresién proporciona los perfiles
v. A diferencia de ejercicios anteriores, tales ejercicios no son monétonos,
sino que presentan oscilaciones, véase [27].

Probar que el problema de valores iniciales
uj +oul; = d(uji — 2uj +ujoq) —uj + F,
u;(0) = u(;, u;(()) u;,

d >0, a > 0, admite soluciones de la forma

ui(t) = 316G (DUl (0) + Gy /ZG (t — ) fi(s)ds

k

- 0 1
para funciones de Green adecuadas G5 y Gj ;..

Tomado de [28]. En primer lugar, eliminamos el operador en diferencias
usando funciones generatrices p(6,t) y f(0,t)

t) = Zw(t)e—zja7 f(6,t) = ij(t)e—zje_

Diferenciando p con respecto a t y usando la ecuacién, vemos que p(0,t)
es solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias

P(0,1) + ap/(0,1) + w(0)*p(0,t) = f(6,1)

con w(#)? = 1+ 4dsin?(A/2) y con condiciones iniciales para p obtenidas
de las condiciones para u;. Fijado 6, sabemos cémo calcular soluciones
explicitas de esta ecuacién linear de segundo orden con coeficientes con-
stantes

p(6,1) = p(6,0)g°(6. ) + 1/ (6.0)g (8, 1) + / g1 (0.t — )£ (8, 5)ds,

0
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con

o (O _ g (0)t
. e @/4 > W),
g°(0,t) =  te /2 o? /4 = w2(6),

e_“t/zisin%é?)t), a?/4 < w?(0),

er+(”)‘;iggg:ii*(;9)”r7(9), a2/4 > “}2(9)7
g 0,t) = tem 2 (1+91), a?/4 = w?(0),
e at/? (cos([(@)t) + %(fe()@)t)) , a?/4 < w?(6).

Recuperamos Uj; COIMO

T de
ut)= [ Gre .0,

_x 2T

lo que conduce a

40 . T4 .
Gﬁ@:/ fwfmf&w,Gmw:/ B 00019, ).

2T _p2m

Usar la expresion de las soluciones del problema de valores iniciales es-
tablecida en el problema anterior para definir una condicion de contorno
no reflectante en n = 0 para problemas truncados en n > 0, de modo que
la solucién que obtenemos es la misma que obtendriamos resolviendo el
sistema para todo n.
Tomado de [48]. Colocamos una condicién de contorno artificial en n = 0
y restringimos el dominio computacional a n > 0. Por tanto, necesitamos
una condicién de contorno para calcular ug(t) y cerrar el sistema. En
principio,
2
% = d(u1 — 2’LL() + u_l) + fo,

pero u_1(t) a menos que resolvamos también para n < 0. La ecuacién en
n = —1 nos proporciona
2
d ()
dt?

= d(O —2u_1 + u_g) + f-1 + dug.

Suponiendo que conocemos ug(t), podemos ver el problema para n < 0
con condicién de contorno en ug(t) como un problema con condicién de
contorno nula en la pared y un término fuente modificado: f, + dd,,—1uo
para n < 0. Podemos extender este problema a todo el espacio definiendo:

Uy, n<0
Uy = 0 n=>0
—Uu_, n>0
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La extension v, es solucion de:

d?v,
T = d(Vn41 — 20y, + Vp—1) + ns
dv
— 0 %niay 1
Un(o) = Up, dt (O) Un

para todo n, donde v? y v} son extensiones impares de u! y ul. La fuente
gn se obtiene extendlendo fn + 6n,—1up. Hemos 1nclu1d0 la COI’ldlClOIl de
contorno uy como una fuerza que acta en u_; para permitir una extension
impar con vy = 0. Usando la simetria de los datos:

dun/ dgg n’
un(t) = va(t) = Y (G0 w ()= (0) + — 2 (£} (0)]
dt dt
n’<0
/1z:%n ) (for (8) + dbpr _1ug(s))ds, n <0
n’<0
donde gn = Gn v — G2, es la funcién de Green para el semiespacio

n < 0 con condicién de contorno nula en n = 0. De esta forma, obtenemos
la férmula buscada para u_q:

’u’*l(t) =T- 1 +df0 gOl l(t—S)uO( )dg7
Pa(0) = Ty co [0, 0) + T (e (0)
 Jy GO (= ) fo (5)ds].

El término r_;(t) representa la contribucién de los datos en la regién
exterior. Nuestra condicién de contorno en n = 0 t toma la forma:

d*u '
dt20 = d<U1 — 2ugp + d/o 991_1(t - S)“O(‘S)ds) +dri + va

con nucleo:

™ _ 6721‘0
QLA@/Wlmmm@@w

x 2T

De forma andloga, obtenemos condiciones de contorno no reflectantes en
intervalos finitos —IN < n < N, véase [48].

Consideremos el problema de valores iniciales

"

uj =d(uj1 — (2+7r)uy +uj1) + fluy), j=1,....N
u;(0) =uf, uj(0)=uj, j=1,....,N
u0(t) = un1(t ) 0,

para una funcién continua f. Denotamos V (u) = — 0" f(s)ds. Suponemos

que uf(u) +2(20 + 1)V (u) > 0 para o > 0. Definimos la energia

Bl) =3 3 0)+5 X [ —wP0 +rdol+ 3 Vi)
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Si E(0) < 0, entonces Zjvzl luj(t)|> = oo cuando t — T para algin T > 0
finito.

Tomado de [29]. Definimos H (t) = Zj Lui (@) +pt+7)2, con p,o > 0a
elegir de modo que (H=?)" = ocH °2((c+1)(H")>~HH") < 0. Cuando
H(0) # 0 tenemos

HE(t) = H7"(0)(H(0) — otH'(0)) ™"
y H(t) explota en tiempo finito para algin 7' < H(0)/ocH’(0) supuesto
que H'(0) > 0.

Veamos como hacer ésto. Calculamos H' y H”, y usamos la ecuacién para
obtener

HH" — (o +1)(H")? = 4(0 + 1)Q + 2HG,
2

N N N
Q= Z|U,j|2_|_p(t—|-7')2 Z|u;|2+p — Zuju;—kp(t—FT) )
j=1 j=1 j=1
N
G:Zujf(uj)—z:uiai7juj (20 +1 Z|u P40,
i=1 i.j
donde A = (a;j) es la matriz que define la parte lineal del sistema.

Tenemos @ > 0. Estimamos G'(t) y concluimos que G(t) > o(20 +
1) (=2 — E(0)) > 0si p= —2E(0) > 0.

Tenemos (H~?)” <0y H(0) # 0. Ademés, H'(0) = 223 L udug +2p7 >

-1 WOk
OsiT>—p 231]3

Sea u,(t) una solucion de

/

Uy, = d(n) (Unt1 — 2Un + Un—1) + V(U ) (Un—1 — Un) + f(un),

con datos iniciales no negativos y un término reactivo f, tal que f(u) >
CuP, conp > 1, C >0, para v > 0 grande. Ponemos a(u) = —(2d(u) +
v(w))u+ f(u) y asumimos que d(u) > 0,d(u)+v(u) > 0 crecen mds despa-
cio que uP para u large. Para cualquier componente k tal quea(ug(0)) > 0
y a'(u) >0 cuando u > ui(0)

*  ds

ug(t) —» oo as t—>T§Tb:/ — < 00.
u (0) a(s)

Tomado de [44]. El principio del maximo garantiza la positividad de w,,(t).
Usando ugy1,ux—1 > 0, obtenemos la desigualdad diferencial u} (t) >
a(ug). Por hipétesis, a(u) > a(ur(0)) > 0 para u > ui(0). Entonces
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20.

21.

ug(t) decrece y estd acotado inferiormente por la solucién y(¢) de y'(t) =
9(y), y(0) = ug(0), que estd dada implicitamente por:

v g
= [
uk(O) a(s)
La integral fi(o) % < 0o debido a la condicién de crecimiento a(s) >>
sP, p > 1 para s grande, ya que a(u) > 0 para u > wug(0). Cuando
oo S
t=To= [, 0 % < 00, y(t) = .

Consideremos las ecuaciones de Becker-Déring

Zkﬂk =p>0,
k=1

p;c :jkfl _jk7 k 2 27
Jk = di (e p1p — pria)
para una sucesion dado €x > 0 con D€, = €x41 — €, con a y p positivos,
y constantes. Calcula las distribuciones de equilibrio.

Tomado de [30]. Imponemos jj, = 0. Entonces pj, = p¥e?* es la solucién
de equilibrio. Este sistema admite ondas viajeras cuya descripcién es
compleja, ver [30].

Dado el problema cinético

d
% = (k= 1)Y*D(k — 1)rj_1 — KD(k)ry, k>3,
d
T2 _ 2eD(1) — 213 D(2)rs,
ds
d
cd—z +4c¢*D(1) + cMy =1,
a _ 1
ds ¢’

encontrar una exrpresion para ri en términos de los pardametros del prob-
lema.

Tomado de [51]. Notese que las ecuaciones para s y ¢ arrancan de una
singularidad en s = 0. La transformada de Laplace de las ecuaciones nos
da

W2 _ 9ep(1) - 22D (2)ra,
ds
% =(k—1D)'"3D(k — V)rp_1 — K'3D(k)ry,. k> 3.
Concluimos que
2D(1 .
palo) = —20) ;.
o+ 23D(2)
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(k—1)3D(k—1).

(o) = Tr_1, k> 3.
Mo = Dy
Por tanto,
2 D)afo) = ——)__;
1+ 0275 D(2)"!
k—1)sD(k—1
K D)oy = FZDE=1) sy
1+0k= D(k)~!
Iterando, A
ks D (k)P = 2¢D(1) Ry,
donde

Mediante la férmula de inversién

£t = — /C€Stf<s>ds— L[ ot fsys,

C2m C2m 514100

expresamos 7 como una funcién de las transformadas inversas Ry de Ry:

_ 2D(1) ° — Ne(sds'
W) = pag e = elas k22,

1 R 1 S§1—100 1 L R
Ry(t) —/eStRk(s)ds :—/ et f(s)ds= lim 2—/ e Ry (15)ds,
C s

2m 271 J g, 400 L—oo 2w [_

donde C es un contorno de inversién. Una eleccién clasica son los con-
tornos de Bromwich s; — is, paralelos al eje imaginario y localizados a la
derecha de las singularidades de Ry, (s). En este caso, podemos elegir el eje
imaginario s; = 0. Para fines numéricos, las mejores elecciones de caminos
de inversion son aquellas para las que se puede aproximar la integral por
una férmula de cuadratura con el minimo de puntos posible. Podemos
elegir deformaciones de caminos de Bromwich, como los contornos tipo
Talbot o caminos hiperbdlicos.
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