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– Modelos cinéticos: 19-20

• Métodos numéricos

– Técnicas de disparo para fronteras libres: 1

– Diferencias finitas: 2-5

– Métodos variacionales: 6-8

– Métodos de part́ıculas: 9

• Equaciones en Derivadas Parciales

– Problemas eĺıpticos: 1-5
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2 Equaciones Diferenciales en Diferencias

1. Consideremos la ecuación

x′′ +
1

2αθ

1 + tanh2(x/θ)

1− tanh2(x/θ)
x′ + x−H − tanh(

x

θ
) = 0.

Estudiar sus equilibrios y los comportamientos de las trayectorias en función
de los parámetros de control θ y H.

Tomado de [56]. Introducimos el potencial V (x;H, θ) = x2

2 − Hx −
θ ln cosh(xθ ). T́ıpicamente, θ ∈ (0, 1). La ecuación se transforma en

x′′ +
1

2αθ
R(x, θ)x′ − V ′(x;H, θ) = 0

con R(x, θ) = 1+tanh2(x/θ)
1−tanh2(x/θ)

> 0. Para H = 0 y θ < 1, el potencial tiene dos

mı́nimos en los que se alcanza el mismo valor, en posiciones simétricas.
En vista de la presencia de un término de amortiguación, las trayectorias
se enroscan en torno a esos puntos (atractores espirales). Para |H| < Hc,
hay dos mı́nimos x+ > 0 y x− < 0, cada uno de ellos con una zona de
atracción.

2. Consideramos la ecuación diferencial en diferencias u′n(t) = un+1−2un+
un−1−A sin(un), donde A es un parámetro positivo. Demostrar que existe
una solución monótona tal que u−∞ = 0 y u∞ = 2π con u0 = π y un−π =
π − u−n para todo n.

Tomado de [14]. Ponemos u0 = π y variamos u1 en el intervalo (π, 2π)
para encontrar la solución. La condición u0 = π garantiza que un − π es
una función impar de n. Elegimos ε > 0 para que −A sin(u) > ε(u − π)
si π < u ≤ 3

2π y escogemos N grande para que ε(N − 1) > 1. A contin-
uación, elegimos u1 − π pequeño para que uj ≤ 3

2π si 1 ≤ j ≤ N . De-
seamos mostrar que bajo esas condiciones la secuencia finita {u1, . . . , uN}
no es monótona creciente. Denotamos Un = un − π. Si {U1, . . . , UN}
es monótona creciente cuando 2 ≤ j ≤ N y Uj ≤ (2 − ε)Uj−1 − Uj−2.

Sumando estas desigualdades obtenemos UN − UN−1 ≤ ε
∑−N−1
i=2 Ui +

(1 − ε)U1. Como asumimos que Ui ≥ U1 si 2 ≤ i ≤ N , nuestra cota
inferior sobre N implica UN < UN−1, lo que es contradictorio. Por tanto
hemos mostrado que si U1 es suficientemente pequeño, la secuencia em-
pieza a decrecer antes de cruzar π. Por otra parte, eligiendo U1 > π la
secuencia cruza π antes de decrecer. Nótese que la secuencia crece hasta
un primer N tal que UN = π, si UN+1 > π. Si, al final hay un N tal que
la secuencia crece hasta n = N , con UN < π, y UN = UN+1, entonces
UN+2 < UN+1 aśı que la secuencia decrece antes de alcanzar π.

3. Sean Ui(t) y Li(t), i ∈ Z dos sucesiones diferenciables tales que

U ′i(t)− d1(Ui)(Ui+1 − Ui)− d2(Ui)(Ui−1 − Ui)− f(Ui) ≥
L′i(t)− d1(Li)(Li+1 − Li)− d2(Li)(Li−1 − Li)− f(Li)
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y Ui(0) < Li(0) para todo i, siendo f , d1 > 0 y d2 > 0 funciones Lipschitz
continuas. Entonces, Ui(t) > Li(t) para t > 0 y i ∈ Z.

Tomado de [15]. Procedemos por reducción al absurdo, Sea Wi(t) =
Ui(t) − Li(t). En t = 0, Wi(0) > 0 para todo i. Asumimos que Wi

cambia de signo tras un tiempo mı́nimo t1 > 0, para algún valor de i,
i = k. Entonces Wk(t1) = 0 y W ′k(t) ≤ 0, cuando t→ t1. Mostremos que
ésto es contradictorio. En t = t1, debe haber un ı́ndice m (igual o distinto
de k) tal que Wm(t1) = 0, mientras que su vecino Wm+j(t1) > 0 (j es 1 o
−1), y Wi(t1) = 0 para todos los ı́ndices k y m. En otro caso, Wk debiera
ser igual a 0 para todo k. La desigualdad diferencial implica

W ′m(t1) ≥ d1(Um(t1))Wm+1(t1) + d2(Um(t1))Wm−1(t1) > 0.

Esto contradice el hecho de que W ′m(t) debiera ser no positiva cuando
t→ t1, si queremos que Wm(t1) se anule.

4. Consideremos la ecuación

U ′(t) = z1(F/A) + z3(F/A)− 2U(t)−A sin(U(t)) + F,

con|F | < A, A >> 1, siendo z1(F/A) < z2(F/A) < z3(F/A) tres ceros
consecutivos de la ecuación sin(z) = F/A en un periodo. Probar que existe
un umbral cŕıtico Fc tal que esta ecuación tiene tres soluciones constantes
estables si 0 ≤ F < Fc, pero una si F > Fc. Caracterizar Fc.

Tomado de [18]. Cuando F = 0, z1(0) = 0, z2(0) = π y z3(0) = 2π.
Hemos de resolver

2z +A sin(z) = F + 2arcsin(F/A) + 2π.

Según F crece desde 0, seguimos encontrando tres soluciones z1(F/A) <
z2(F/A) < z3(F/A) que continuan esas ramas hasta que F+2arcsin(F/A)+
2π alcanza el primer máximo local de 2z + A sin(z) (A es grande). El
valor Fc en el cual ocurre ésto se caracteriza por la existencia de un
cero doble, un valor u0 tal que 2 + A cos(u0) = 0 y 2u0 + A sin(u0) =
Fc+2arcsin(Fc/A)+2π. Entonces, u0 = arccos(−2/A) y Fc es la solución
de 2u0(A) + A sin(u0(A)) = Fc + 2arcsin(Fc/A) + 2π. Por debajo de Fc
hay tres ceros. En Fc dos de ellos colisonan. Por encima de Fc, los dos
ceros que colisionan, z1(F/A) y z2(F/A) se pierden.

z1(F/A) y z3(F/A) son estables mientras existen. Esta situación se corre-
sponde con la presencia de una bifurcación nodo-silla en el sistema, véase
[18].

5. El sistema de ecuaciones

dEi
dt

+
v(Ei)

ν
(Ei − Ei−1)− D(Ei)

ν
(Ei+1 − 2Ei + Ei−1) = J − v(Ei),

con i ∈ Z admite soluciones de tipo ondas viajeras de la forma Ei(t) =
E(i− ct) que se propagan a velocidad constante c cuando el parámetro J
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es suficientemente grande. Suponemos que v,D son funciones positivas
y ν > 0 es grande. La función v es una cúbica, crece desde 0 hasta un
máximo local, decrece a un mı́nimo local positivo y crece hasta el infinito.
Justificar que la velocidad del frente de onda escala como (J − Jc)

1/2,
donde Jc es el umbral para la existencia de ondas viajeras.

Tomado de [20]. Para ν grande, podemos construir soluciones estacionar-
ias, que se pueden aproximar por

Ei ∼ z1(J) i < 0, Ei ∼ z3(J) i > 0,

cuando |J | < Jc, mientras que E0 es una solución de

J − v(E0)− v(E0)

ν
(E0 − z1(J)) +

D(E0)

ν
(z3(J)− 2E0 + z1(J)) = 0,

donde z1(J) < z2(J) < z3(J) verifican J = v(z). Al alcanzar un valor Jc,
z1(Jc) = z2(Jc), perdiéndose cuando J > Jc, de modo que sólo persiste
z3(J). La ecuación reducida

dE0

dt
= J − v(E0)− v(E0)

ν
(E0 − z1(J)) +

D(E0)

ν
(z3(J)− 2E0 + z1(J)),

para el punto de unión de las colas constantes experimenta una bifurcación
de tipo nodo-silla en Jc cuya forma normal

φ′ = α(Jc)(J − Jc) + β(Jc)φ
2,

tiene soluciones tipo
√

α
β (J − Jc) tan(

√
αβ(J − Jc)(t − t0)). Estas fun-

ciones explotan cuando el argumento de la tangente se aproxima a ±π/2,
en un tiempo t − t0 ∼ π/

√
αβ(J − Jc). El valor Jc separa el régime en

el cual se observan frentes de onda estancionarios (anclados) y frentes de
onda viajeros.

Tomando J > Jc próximo aJc, las simulaciones muestran perfiles escalon-
ados, en los que un punto permanece cerca del desaparecido equilibrio
E0(Jc) hasta que se mueve siguiendo la curva tangente definida por la
forma normal y la posición próxima a E0(Jc) la toma otro punto contiguo.
Este proceso de va repitiendo secuencialmente. La velocidad de la onda

es el rećıproco del tiempo que tarda esta transición c(J, ν) ∼
√
αβ(J−Jc)

π ,
véase [20] para detalles.

6. Consideramos un problema con ruido

dui
dt

= ui+1 − 2ui + ui−1 + F −A sin(ui) + γξi,

donde A > 0 toma valores grandes y γ > 0 caracteriza la magnitud del
desorden en el sistema, mientras que ξi es una variable aleatoria de media
nula que toma valores en el intervalo (−1, 1) de forma equiprobable. Probar

4



que la velocidad de los frentes viajeros para F mayor que un valor cŕıtico
F ∗c escala como (F − F ∗c )3/2.

Tomado de [22]. Fijando γ = 0, podemos repetir con esta ecuación el
estudio que hemos hecho en el ejercicio anterior y obtener un velocidad
que escala como (F − Fc)

1/2. Sin embargo, al añadir ruido, para cada
realización del ruido, el umbral Fc se desplaza ligeramente por el ruido.
La velocidad que se observa es la media de las velocidades obtenidas para
un número elevado de realizaciones. Si tenemos

|cR| ∼
1

π

√
α(Fc)β(Fc)(F − Fc) + γβ(Fc)ξ0

la media es

c =
1

N

N∑
R=1

|cR| =
1

2π

∫ 1

−1

(αβ(F − Fc) + γβξ)1/2dξ ∼ (F − F ∗c )3/2

donde el nuevo valor cŕıtico es F ∗c = Fc − γ
α .

7. Consideremos el problema

dui
dt

= ui+1 − 2ui + ui−1 + F −A sin(ui),

con A grande. Sean z1(F/A) < z2(F/A) < z3(F/A) las tres ramas consec-
utivas de ceros de F −A sin(z) = 0 que empiezan en z1(0) = 0, z2(0) = π,
z3(0) = 2π. Sabemos que si |F | < Fc(A) el problema admite soluciones
estacionarias que crecen de z1(F/A) en −∞ a z3(F/A) en ∞. Cuando F
supera ese umbral, tenemos ondas viajeras. Escribe la ecuación para estas
ondas viajeras y encuentra una fórmula para la velocidad.

Tomado de [24]. Las soluciones de tipo onda viajera tienen la estructura
ui(t) = u(i−ct), donde c es la velocidad de onda constante y u(z), z = i−ct
es un perfil de onda, que es solución de

−cuz(z) = u(z + 1)− 2u(z) + u(z − 1) + F −A sin(u(z)), z ∈ R

con u(−∞) = z1(F/A) y u(∞) = z3(F/A). Ese tipo de ondas viajeras se
llaman frentes. Multiplicando la ecuación por uz e integrando, obtenemos

−c
∫ ∞
−∞

u2
z dz = F [z3(F/A)− z1(F/A)] .

8. El modelo de Fitz Hugh-Nagumo discreto es un modelo t́ıpico de la propa-
gación de pulsos

εu′i = d(ui+1 − 2ui + ui−1) + ui(2− ui)(ui − a)− vi,
v′i = ui −Bvi.
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donde los parámetros ε, d > 0 y a con tales que (0, 0) es la única solución
constante. ε es pequeño y a es tal que z(2 − z)(z − a) tiene tres ráıces
z1(a) < z2(a) < z3(a). Explica la evolución de los pulsos en términos de
soluciones tipo frente de ecuaciones de Nagumo

εu′i = d(ui+1 − 2ui + ui−1) + ui(2− ui)(ui − a)− w.

Tomado de [25]. Las soluciones tipo pulso tienen la forma ui(t) = u(z),
vi(t) = v(z), z = i− ct ∈ R, with

−cεuz(z) = d(u(z+1)− 2u(z) + u(z−1)) + u(z)(2− u(z))(a− u(z))− v,
−cvz(z) = 0,

con z ∈ R. Para v pequeño, denotamos por z1(a, v) < z2(a, v) < z3(a, v)
las tres ráıces de u(z)(2− u(z))(a− u(z))− v = 0. Como ε es pequeño, ui
y vi evolucionan en escalas de tiempo distintas. Se distinguen 5 regiones
en el perfil del pulso

• Parte frontal: ui = z1(a, vi) y v′i = z1(a, vi)− Bvi, que evoluciona a
(0, 0) según i crece.

• Frente delantero: Descrito por soluciones viajeras de εu′i = d(ui+1 −
2ui +ui−1) +ui(2−ui)(ui−a)− 0 que decrecen de 2 a 0, con vi ∼ 0.
Viaja a velocidad c.

• Pico: ui = z2(a, vi) y v′i = z3(a, vi)−Bvi.
• Frente transero: Descrito por una solución viajera de εu′i = d(ui+1−

2ui + ui−1) + ui(2 − ui)(ui − a) − w que crece de valores próximos
a 0 a valores próximos a 2, con vi ∼ w, w selecionado de modo que
viaja con velocidad c también.

• Cola: ui = z1(a, vi) y v′i = z1(a, vi) − Bvi, que se aproxima a (0, 0)
según i decrece.

Véase [25] para una visualización. Véase [32] para una aplicación de estas
ideas a modelos de tipo Hodgkin-Huxley para nervios mielinados. Las
soluciones de tipo pulso no se pueden propagar cuando los parámetros de
la ecuación reducida que describe el frente delantero son tales que sólo
admite frentes estacionarios.

9. Consideramos el sistema

v′j = d(vj+1 − 2vj + vj−1) + f(vj , wj),

w′j = λg(vj , wj),

con d, λ > 0 y λ pequeõ, de modo que las dos variables evolucionan en
escalas de tiempo distintas. Fijado w, f(v, w) es una cúbica biestable,
es decir, tiene tres ceros, dos de los cuales son estables para la primera
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ecuación con wj = w. Cuando las ecuaciones f(v, w) = 0 = g(v, w) tienen
una única solución, que es estable, tenemos soluciones de tipo pulso del
sistema de ecuaciones diferenciales, como ocurre para Fitz Hugh-Nagumo.
Cuando es inestable, argumenta por qué a menudo se observan oscila-
ciones.

Tomado de [33]. Cuando g y f se cortan en un cero estable, tenemos un
sistema excitable con soluciones de tipo pulso. Cuando se cortan en un
cero inestable, soluciones de tipo ciclo ĺımite (V (t),W (t)) con periodo T,
T > 0 de

v′ = f(v, w), w′ = λg(v, w),

aparecen para λ pequeño. Las trayectorias del sistema se comportan como
vj(t) = V (t+ φj) y wj(t) = W (t+ φj), para una fase φj que vaŕıa lenta-
mente y puede hacerse independiente del tiempo cuando t → ∞. Todas
las trayectorias se sincronizan.

10. Sea ui,j(t) una solución de

∂ui,j
∂t

= ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j +A(sin(ui,j−1 − ui,j) sin(ui,j+1 − ui,j))

para i, j ∈ Z y ui,j(0) = αi,j tales que αi+1,j − 2αi,j + αi−1,j ∈ l2,
sin(αi,j−1−αi,j) sin(αi,j+1−αi,j) ∈ l2 y αi,j ∈ l∞loc. Si (ui,j+1−ui,j)(t) ∈
∩n∈Z

[
−π2 + 2nπ, π2 + 2nπ

]
se cumple para todo i, j, t, entonces ui,j(t)

tiene a un ĺımite si,j cuando t → 0 que es una solución estacionaria del
problema.

Tomado de [23]. Definimos wi,j(t) = ui,j(t+ τ)−ui,j(t) para algún τ > 0.
Entonces

d

dt

1

2

∑
i,j

|wi,j(t)|2
=−

∑
i,j

((wi+1,j−wi,j)(t))2−
∑
i,j

(sin((ui,j+1−ui,j)(t+τ))

− sin((ui,j+1−ui,j)(t)))((ui,j+1 − ui,j)(t+τ)− (ui,j+1 − ui,j)(t)) ≤ 0.

Esto implica wi,j(t) → 0 cuando t → ∞ para todo i, j. Concluimos que
ui,j(t) tiende a un ĺımite si,j que es una solución estacionaria.

11. Resolvemos

∂ui,j
∂t

= ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j +A(sin(ui,j−1 − ui,j) sin(ui,j+1 − ui,j))

con condiciones de contorno si,j = θ(i, j/
√
A) +Fj donde θ es la función

ángulo que vaŕıa de 0 a 2π y F > 0 es un parámetro de control. Dado F =
0, el ejercicio anterior garantiza la existencia de soluciones estacionarias.
Puedes esperar un cambio a medida que F crece?
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Tomado de [26]. A medida que F crece, la condición

(ui,j+1 − ui,j)(t) ∈ ∩n∈Z
[
−π

2
+ 2nπ,

π

2
+ 2nπ

]
deja de cumplirse. Las soluciones estacionarias desaparecen y aparecen
patrones viajeros. Si linearizamos el operador espacial en torno a si,j ,
tenemos un problema eĺıptico discreto para F pequeño que cambia de
tipo al crecer F .

12. Construimos numéricamente soluciones de

m
∂2ui,j
∂t2

+ α
∂ui,j
∂t

= ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j

+A(sin(ui,j−1 − ui,j) sin(ui,j+1 − ui,j))

en un ret́ıculo rectangular i = 1, . . . , Nx, j = 1, . . . , Ny, con condiciones de
contorno ui,j = F (j− (Ny + 1)/2). A medida que F crece observamos que
la solución inicial para F = 0 va evolucionando a soluciones estacionarias
que cambian lentamente al subir F hasta que alcanzamos un punto Fc, tras
lo cual la estructura del ret́ıculo se distorsiona. Se observan dos tipos de
distorsión distintos que coexisten. Linearizando en torno a la solución
estacionaria en F = Fc encontramos una matrix con un autovalor nulo,
mientras que todos los autovalores eran negativos para F < Fc. Cómo
explicas ésto?

Tomado de [36]. La rama de soluciones estacionarias si,j(F ) parece es-
table. En F = Fc aparecen dos nuevas ramas. estables. El sistema
experimenta una bifurcación de tipo pitchfork.

13. Consideramos la dinámica

m
∂2vi,j
∂t2

+ α
∂vi,j
∂t

= vi−1,j − 2vi,j + vi+1,j

+A(sin(vi,j−1 − vi,j) sin(vi,j+1 − vi,j))

en un ret́ıculo i = 1, . . . , Nx, j = 1, . . . , Ny. Imponemos condiciones de
contorno que representan presión hacia abajo en la zona central de la parte
superior:

• A izquierda: v1,j = v0,j.

• A derecha: vNx,j = vNx+1,j.

• Zona superior izquierda (1 ≤ i < p1): vi,Ny = vi,Ny+1.

• Zona superior derecha (p2 < i ≤ Nx): vi,Ny = vi,Ny+1.

• Zona inferior: vi,0 = 0.

• En la zona superior central (p1 ≤ i ≤ p2) se empuja hacia abajo:
vi,Ny+1−vi,Ny = −f(i), donde f tiene un perfil triangular que apunta
hacia abajo con magnitud F > 0.
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Según F crece, observamos que la solución inicial para F = 0 desarrolla
distorsiones localizadas en en ret́ıculo que viajan hacia abajo. Según de-
crecemos F a cero, esas distorsiones se mueven hacia arriba y pueden
desaparecer. Cómo explicas ésto?

Tomado de [45]. La rama de soluciones estacionarias que empieza en
F = 0 desarrolla bifurcaciones en valores espećıficos de F en los cuales
se crean distorsiones en la red. Tales nuevas ramas son estables para
algunos rangos de F , los defectos simplemente viajan lentamente. Estas
configuraciones bifurcan en determinados valores de F para los que se
crean nuevos defectos, que viajan para un rango de F , hasta que ocurre una
nueva bifurcación a medida que F crece. Cuando decrecemos F , el proceso
se invierte. Los defectos creados viajan hacia arriba, y desaparecen, uno
tras otro.

14. Dado el problema

u′′j + αu′j = uj+1 − 2uj + uj−1 + F −Ag(uj),

donde g(u) = u+ 1 si u < 0 y g(u) = u− 1 si u > 0, construir soluciones
de tipo onda viajera.

Tomado de [27]. Una solución de tipo frente viajero toma la forma ui(t) =
u(i− ct)+, z = i− ct. El perfil v(z) = u(z) + 1 satisface

c2vzz(z)− αcvz(z)− (v(z + 1)− 2v(z) + v(z − 1)) +Av(z)

= F + 2AH(−sign(cF )z), z ∈ R,

con v(−∞) = 0 y v(∞) = 2. Hemos tomado g(u) = u + 1 − 2H(u),
donde u es la función de Heaviside. Usando la expresión como integral de
contorno de la función de Heaviside

H(−z) = − 1

2πı

∫
C

eıkx

k
dk.

C es un contorno formado por un semićırculo cerrado en el semiplano
complejo superior y orientado en el sentido contrario de las agujas del
reloj, más otro semićırculo cerrado en el semiplano complejo inferior y
orientado en el sentido de las agujas del reloj, que incluye dentro el origen
y forma un pequeño semićırculo por encima de él. El perfil que buscamos
viene dado por la expresión

v(z) =
F

A
− A

πı

∫
C

exp(ıksign(cF )z)dk

k A+ 4 sin2(k/2)− k2c2 − ık|c|αsign(F )
.

Imponiendo v(0) = 1, obtenemos una relación entre la velocidad c y la
fuerza aplicada F . Conocido c(F ), esta expresión proporciona los perfiles
v. A diferencia de ejercicios anteriores, tales ejercicios no son monótonos,
sino que presentan oscilaciones, véase [27].
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15. Probar que el problema de valores iniciales

u′′j + αu′j = d(uj+1 − 2uj + uj−1)− uj + F,

uj(0) = u0
j , u′j(0) = u1

j ,

d > 0, α ≥ 0, admite soluciones de la forma

uj(t) =
∑
k

[G0
j,k(t)u′k(0) +G1

j,k(t)uk(0)] +

∫ t

0

∑
k

G0
j,k(t− s)fk(s)ds

para funciones de Green adecuadas G0
j,k y G1

j,k.

Tomado de [28]. En primer lugar, eliminamos el operador en diferencias
usando funciones generatrices p(θ, t) y f(θ, t)

p(θ, t) =
∑
j

uj(t)e
−ıjθ, f(θ, t) =

∑
j

fj(t)e
−ıjθ.

Diferenciando p con respecto a t y usando la ecuación, vemos que p(θ, t)
es solución de las ecuaciones diferenciales ordinarias

p′′(θ, t) + αp′(θ, t) + ω(θ)2p(θ, t) = f(θ, t)

con ω(θ)2 = 1 + 4d sin2(θ/2) y con condiciones iniciales para p obtenidas
de las condiciones para uj . Fijado θ, sabemos cómo calcular soluciones
expĺıcitas de esta ecuación linear de segundo orden con coeficientes con-
stantes

p(θ, t) = p(θ, 0)g0(θ, t) + p′(θ, 0)g1(θ, t) +

∫ t

0

g1(θ, t− s)f(θ, s)ds,

con

g0(θ, t) =


er+(θ)t−er−(θ)t

r+(θ)−r−(θ) , α2/4 > ω2(θ),

te−αt/2, α2/4 = ω2(θ),

e−αt/2 sin(I(θ)t)
I(θ) , α2/4 < ω2(θ),

g1(θ, t) =


er+(θ)tr+(θ)−er−(θ)tr−(θ)

r+(θ)−r−(θ) , α2/4 > ω2(θ),

te−αt/2
(
1 + α

2 t
)
, α2/4 = ω2(θ),

e−αt/2
(

cos(I(θ)t) + α sin(I(θ)t)
2I(θ)

)
, α2/4 < ω2(θ).

Recuperamos uj como

uj(t) =

∫ π

−π

dθ

2π
eıjθp(θ, t),

lo que conduce a

G0
jk(t) =

∫ π

−π

dθ

2π
eı(j−k)θg0(θ, t), G1

jk(t) =

∫ π

−π

dθ

2π
eı(j−k)θg1(θ, t).
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16. Usar la expresión de las soluciones del problema de valores iniciales es-
tablecida en el problema anterior para definir una condición de contorno
no reflectante en n = 0 para problemas truncados en n ≥ 0, de modo que
la solución que obtenemos es la misma que obtendŕıamos resolviendo el
sistema para todo n.

Tomado de [48]. Colocamos una condición de contorno artificial en n = 0
y restringimos el dominio computacional a n ≥ 0. Por tanto, necesitamos
una condición de contorno para calcular u0(t) y cerrar el sistema. En
principio,

d2u0

dt2
= d(u1 − 2u0 + u−1) + f0,

pero u−1(t) a menos que resolvamos también para n ≤ 0. La ecuación en
n = −1 nos proporciona

d2u−1

dt2
= d(0− 2u−1 + u−2) + f−1 + du0.

Suponiendo que conocemos u0(t), podemos ver el problema para n ≤ 0
con condición de contorno en u0(t) como un problema con condición de
contorno nula en la pared y un término fuente modificado: fn + dδn,−1u0

para n < 0. Podemos extender este problema a todo el espacio definiendo:

vn =

 un n < 0
0 n = 0
−u−n n > 0

La extensión vn es solución de:

d2vn
dt2

= d(vn+1 − 2vn + vn−1) + gn,

vn(0) = v0
n,

dvn
dt

(0) = v1
n,

para todo n, donde v0
n y v1

n son extensiones impares de u0
n y u1

n. La fuente
gn se obtiene extendiendo fn + δn,−1u0. Hemos incluido la condición de
contorno u0 como una fuerza que acúa en u−1 para permitir una extensión
impar con v0 = 0. Usando la simetŕıa de los datos:

un(t) = vn(t) =
∑
n′<0

[
G0
n,n′(t)

dun′

dt
(0) +

dG0
n,n′

dt
(t)un′(0)

]
+

∫ t

0

∑
n′<0

G0
n,n′(t− s)(fn′(s) + dδn′,−1u0(s))ds, n < 0

donde G0
n,n′ = G0

n,n′ −G0
n,−n′ es la función de Green para el semiespacio

n < 0 con condición de contorno nula en n = 0. De esta forma, obtenemos
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la fórmula buscada para u−1:

u−1(t) = r−1(t) + d
∫ t

0
G0
−1−1(t− s)u0(s)ds,

r−1(t) =
∑
n′<0

[
G0
−1,n′(t)

dun′
dt (0) +

dG0
−1,n′

dt (t)un′(0)

+
∫ t

0
G0
−1,n′(t− s)fn′(s)ds

]
.

El término r−1(t) representa la contribución de los datos en la región
exterior. Nuestra condición de contorno en n = 0 t toma la forma:

d2u0

dt2
= d

(
u1 − 2u0 + d

∫ t

0

G0
−1−1(t− s)u0(s)ds

)
+ dr−1 + f0,

con núcleo:

G0
−1−1(t) =

∫ π

−π

dθ

2π

1− e−2iθ

ω(θ)
sin(ω(θ)t).

De forma análoga, obtenemos condiciones de contorno no reflectantes en
intervalos finitos −N ≤ n ≤ N , véase [48].

17. Consideremos el problema de valores iniciales

u′′j = d(uj+1 − (2 + r)uj + uj−1) + f(uj), j = 1, . . . , N

uj(0) = u0
j , u′j(0) = u1

j , j = 1, . . . , N

u0(t) = uN+1(t) = 0,

para una función continua f . Denotamos V (u) = −
∫ u

0
f(s)ds. Suponemos

que uf(u) + 2(2σ + 1)V (u) ≥ 0 para σ > 0. Definimos la enerǵıa

E(t) =
1

2

∞∑
j=−∞

u′2j (t) +
d

2

j=∞∑
j=−∞

[(uj+1 − uj)2(t) + ru2
j (t)] +

j=∞∑
j=−∞

V (uj(t)).

Si E(0) < 0, entonces
∑N
j=1 |uj(t)|2 →∞ cuando t→ T para algún T > 0

finito.

Tomado de [29]. Definimos H(t) =
∑N
j=1 |uj(t)|2+ρ(t+τ)2, con ρ, σ > 0 a

elegir de modo que (H−σ)′′ = σH−σ−2((σ+1)(H ′)2−HH ′′) ≤ 0. Cuando
H(0) 6= 0 tenemos

Hσ(t) ≥ Hσ+1(0)(H(0)− σtH ′(0))−1

y H(t) explota en tiempo finito para algún T ≤ H(0)/σH ′(0) supuesto
que H ′(0) > 0.

Veamos cómo hacer ésto. Calculamos H ′ y H ′′, y usamos la ecuación para

12



obtener

HH ′′ − (σ + 1)(H ′)2 = 4(σ + 1)Q+ 2HG,

Q =

 N∑
j=1

|uj |2 + ρ(t+ τ)2

 N∑
j=1

|u′j |2 + ρ

−
 N∑
j=1

uju
′
j + ρ(t+ τ)

2

,

G =

N∑
j=1

ujf(uj)−
∑
i,j

uiai,juj − (2σ + 1)

∑
j=1

|u′j |2 + ρ

 ,

donde A = (aij) es la matriz que define la parte lineal del sistema.
Tenemos Q ≥ 0. Estimamos G′(t) y concluimos que G(t) ≥ σ(2σ +
1)
(
−ρ2 − E(0)

)
≥ 0 si ρ = −2E(0) > 0.

Tenemos (H−σ)′′ ≤ 0 y H(0) 6= 0. Además, H ′(0) = 2
∑N
j=1 u

0
ju

1
j +2ρτ >

0 si τ > −ρ−1
∑N
j=1 u

0
ju

1
j .

18. Sea un(t) una solución de

u′n = d(un)(un+1 − 2un + un−1) + v(un)(un−1 − un) + f(un),

con datos iniciales no negativos y un término reactivo f , tal que f(u) >
Cup, con p > 1, C > 0, para u > 0 grande. Ponemos a(u) = −(2d(u) +
v(u))u+f(u) y asumimos que d(u) > 0, d(u)+v(u) > 0 crecen más despa-
cio que up para u large. Para cualquier componente k tal quea(uk(0)) > 0
y a′(u) > 0 cuando u > uk(0)

uk(t)→∞ as t→ T ≤ Tb =

∫ ∞
uk(0)

ds

a(s)
<∞.

Tomado de [44]. El principio del máximo garantiza la positividad de un(t).
Usando uk+1, uk−1 ≥ 0, obtenemos la desigualdad diferencial u′k(t) ≥
a(uk). Por hipótesis, a(u) > a(uk(0)) > 0 para u ≥ uk(0). Entonces
uk(t) decrece y está acotado inferiormente por la solución y(t) de y′(t) =
g(y), y(0) = uk(0), que está dada impĺıcitamente por:

t =

∫ y(t)

uk(0)

ds

a(s)
.

La integral
∫∞
uk(0)

ds
a(s) <∞ debido a la condición de crecimiento a(s) >>

sp, p > 1 para s grande, ya que a(u) > 0 para u ≥ uk(0). Cuando
t→ Tb =

∫∞
uk(0)

ds
a(s) <∞, y(t)→∞.

19. Consideremos las ecuaciones de Becker-Döring

∞∑
k=1

kρk = ρ > 0,

ρ′k = jk−1 − jk, k ≥ 2,

jk = dk(eaD+εkρ1ρk − ρk+1)
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para una sucesión dado εk > 0 con D+εk = εk+1− εk, con a y ρ positivos,
y constantes. Calcula las distribuciones de equilibrio.

Tomado de [30]. Imponemos jk = 0. Entonces ρk = ρk1e
aεk es la solución

de equilibrio. Este sistema admite ondas viajeras cuya descripción es
compleja, ver [30].

20. Dado el problema cinético

drk
ds

= (k − 1)1/3D(k − 1)rk−1 − k1/3D(k)rk, k ≥ 3,

dr2

ds
= 2cD(1)− 21/3D(2)r2,

c
dc

ds
+ 4c2D(1) + cM 1

3
= 1,

dt

ds
=

1

c
,

encontrar una expresión para rk en términos de los parámetros del prob-
lema.

Tomado de [51]. Nótese que las ecuaciones para s y c arrancan de una
singularidad en s = 0. La transformada de Laplace de las ecuaciones nos
da

dr2

ds
= 2cD(1)− 21/3D(2)r2,

drk
ds

= (k − 1)1/3D(k − 1)rk−1 − k1/3D(k)rk, . k ≥ 3.

Concluimos que

r̂2(σ) =
2D(1)

σ + 2
1
3D(2)

ĉ,

r̂k(σ) =
(k − 1)

1
3D(k − 1)

σ + k
1
3D(k)

r̂k−1, k ≥ 3.

Por tanto,

2
1
3D(2)r̂2(σ) =

2D(1)

1 + σ2
−1
3 D(2)−1

ĉ,

k
1
3D(k)r̂k(σ) =

(k − 1)
1
3D(k − 1)

1 + σk
−1
3 D(k)−1

r̂k−1, k ≥ 3.

Iterando,
k

1
3D(k)r̂k = 2ĉD(1)R̂k,

donde

R̂k(σ) =

k∏
j=2

1

1 + σj
−1
3 D(j)−1

.

14



Mediante la fórmula de inversión

f(t) =
1

2πı

∫
C
estf̂(s)ds =

1

2πı

∫ s1−ı∞

s1+ı∞
estf̂(s)ds,

expresamos rk como una función de las transformadas inversas Rk de R̂k:

rk(s) =
2D(1)

k
1
3D(k)

∫ s

0

Rk(s− s′)c(s′)ds′, k ≥ 2,

con

Rk(t)=
1

2πı

∫
C
estR̂k(s)ds =

1

2πı

∫ s1−ı∞

s1+ı∞
estf̂(s)ds= lim

L→∞

1

2π

∫ L

−L
eıtsR̂k(ıs)ds,

donde C es un contorno de inversión. Una elección clásica son los con-
tornos de Bromwich s1 − is, paralelos al eje imaginario y localizados a la
derecha de las singularidades de R̂k(s). En este caso, podemos elegir el eje
imaginario s1 = 0. Para fines numéricos, las mejores elecciones de caminos
de inversión son aquellas para las que se puede aproximar la integral por
una fórmula de cuadratura con el mı́nimo de puntos posible. Podemos
elegir deformaciones de caminos de Bromwich, como los contornos tipo
Talbot o caminos hiperbólicos.

3 Métodos numéricos

1. Dado un perfil ce > 0, funciones ρ(x) > 0, n(x) > 0, u(x) y constantes
a,R > 0, consideramos el siguiente problema de frontera libre. Deseamos
calcular x∗ tal que

c′′(x) + au(x)c′(x) = Rρ(x)n(x)1/3(c(x)− ce(x)), 0 < x < x∗,

c′′(x) + au(x)c′(x) = 0, x > x∗,

c(x∗) = ce(x∗) = c∗, c
′(x−∗ ) = c′(x+

∗ ), c(∞) = 1, c(0) = ce(0).

Tomado de [42]. Denotamos c(x) = 1 + c∗−1
φ(x∗)

φ(x) donde

φ′′(x) + au(x)φ′(x) = 0, x ≥ 0,

φ(0) = 1, φ(∞) = 0,

es decir,

φ(x) =

∫ ∞
x

e−a
∫ y
0
u(x′)dx′dy

(∫ ∞
0

e−a
∫ y
0
u(x′)dx′dy

)−1

.

Para calcular x∗, selecionamos una aproximación inicial x∗. A contin-
uación, definimos c(x) para x > x∗ para ese valor temporal de x∗. A
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continuación, resolvemos c′′(x)+au(x)c′(x) = Rρ(x)n(x)1/3(c(x)−ce(x)),

0 < x < x∗ con c(x∗) = c∗ y c′(x∗) = (c∗−1)φ
′(x∗)
φ(x∗)

. Tras ello, comparamos

c(0) con ce(0). Según sea mayor o menor, aumentamos o disminuimos el
valor de x∗ hasta que la diferencia es suficientemente pequeña.

2. Consideremos el problema hiperbólico

∂2E

∂x∂t
+A

∂E

∂t
+B

∂E

∂x
+ C

∂J

∂t
+D = 0, x ∈ (0, L), t > 0,

E(x, 0) = 0, x ∈ (0, L),

E(0, t) = ρJ(t), t ≥ 0,∫ L

0

E(x, t)dx = φ, t ≥ 0,

donde ρ, φ, L son positivos y A,B,C,D son funciones acotadas. A y B son
positivas, mientras que C es negativa. Cuál seŕıa un esquema numérico
adecuado para resolver este problema?

Tomado de [16]. Los problemas hiperbólicos se discretizan normalmente
de forma expĺıcita. Sin embargo, en este caso i) tenemos una restricción
integral que acopla todos los valores en cada nivel de tiempo, ii) el oper-
ador hiperbólico viene dado en forma no caracteŕıstica. Usamos diferen-
cias finitas progresivas de primer orden para las derivadas temporales de
primer orden de E y J . Usamos una aproximación retrógada de segundo
orden para las derivadas espaciales de primer order porque las diferencias
centrales conllevan inestabilidad. La derivada segunda Ext se aproxima
combinando las aproximaciones en espacio y tiempo descritas. En el ex-
tremo izquierdo usamos para Ex una aproximación retrógrada de primer
orden. La integral se discretiza mediante una regla del trapecio compuesta.

3. Consideramos las ecuaciones de Navier para cristales con simetŕıa cúbica
en situaciones bidimensionales, en función de tres constantes positivas c11,
c22, c44:

Mu′′1 = C11
∂2u1

∂x2
1

+ C12
∂2u2

∂x1∂x2
+ C44

∂2u1

∂x2
2

+ C44
∂2u2

∂x1∂x2
,

Mu′′2 = C11
∂2u2

∂x2
2

+ C12
∂2u1

∂x1∂x2
+ C44

∂2u2

∂x2
1

+ C44
∂2u1

∂x1∂x2
,

donde M > 0. Proponer una discretización en diferencias finitas estable.

Tomado de [31]. Construimos una malla rectangular. Denotamos por
D+
i y D−i las diferencias finitas de primer orden progresivas y regresivas,

respectivamente, en la dirección i, es decir,

D+
1 uj(`,m) =

uj(`+ δx1,m)− uj(`,m)

δx1
,

D−1 uj(`,m) =
uj(`,m)− uj(`− δx1,m)

δx1
,
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para i = 1. Análogamente para i = 2. En vista de la presencia de términos
cruzados, elegimos

Mu′′1 = C11
D−1 D

+
1 u1

δx2
1

+ C12
D−1 D

+
2 u2

δx1δx2
+ C44

D−2 D
+
2 u1

δx2
2

+ C44
D−2 D

+
1 u2

δx1δx2
,

Mu′′2 = C11
D−2 D

+
2 u2

δx2
2

+ C12
D−2 D

+
1 u1

δx1δx2
+ C44

D−1 D
+
1 u2

δx2
1

+ C44
D−1 D

+
2 u1

δx1δx2
.

Véase [35] para extensiones a cristales tridimensionales y a ret́ıculos con
dos bases.

4. Consideramos un ret́ıculo hexagonal plano e ignoramos desplazamientos
en la dirección vertical. En el ĺımite continuo, las deformaciones planas
se describen mediante las ecuaciones de la elasticidad de Navier en dos
dimensiones para el vector de desplazamiento,

ρ2
∂2u

∂t2
= (λ+ 2µ)

∂2u

∂x2
+ µ

∂2u

∂y2
+ (λ+ µ)

∂2v

∂x∂y
,

ρ2
∂2v

∂t2
= µ

∂2v

∂x2
+ (λ+ 2µ)

∂2v

∂y2
+ (λ+ µ)

∂2u

∂x∂y
,

donde ρ2 es la densidad de masa λ y µ los coeficientes de Lamé en dos
dimensiones(λ = C12, µ = C66, λ + 2µ = C11). Proponer una dis-
cretización en diferencias finitas en un ret́ıculo hexagonal con constante
a.

Tomado de [40]. Tomamos un punto A en el ret́ıculo hexagonal con coor-
denadas (x, y). Sus 9 (3+6) vecinos próximos tienen coordenadas

n1 =

(
x− a

2
, y − a

2
√

3

)
, n2 =

(
x+

a

2
, y − a

2
√

3

)
, n3 =

(
x, y +

a√
3

)
,

n4 =

(
x− a

2
, y − a

√
3

2

)
, n5 =

(
x+

a

2
, y − a

√
3

2

)
, n6 = (x− a, y),

n7 = (x+ a, y), n8 =

(
x− a

2
, y +

a
√

3

2

)
, n9 =

(
x+

a

2
, y +

a
√

3

2

)
.

Definimos los operadores siguientes en términos de las coordenadas (x, y)
del nodo A:

Tu = [u(n1)− u(A)] + [u(n2)− u(A)] + [u(n3)− u(A)],

Hu = [u(n6)− u(A)] + [u(n7)− u(A)],

D1u = [u(n4)− u(A)] + [u(n9)− u(A)],

D2u = [u(n5)− u(A)] + [u(n8)− u(A)],

Los desarrollos de Taylor de estas combinaciones de diferencias finitas en
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torno a (x, y) proporcionan las aproximaciones

Tu ∼
(
∂2
xu+ ∂2

yu
) a2

4
,

Hu ∼ (∂2
xu) a2,

D1u ∼

(
1

4
∂2
xu+

√
3

2
∂x∂yu+

3

4
∂2
yu

)
a2,

D2u ∼

(
1

4
∂2
xu−

√
3

2
∂x∂yu+

3

4
∂2
yu

)
a2,

según a→ 0. A continuación introducimos en las ecuaciones del movimiento
Hu/a2, (4T−H)u/a2 y (D1−D2)u/(

√
3a2) en lugar de ∂2

xu, ∂2
yu y ∂x∂yu,

respectivamente, con reemplazos análogos para las derivadas de v. Como
resultado, obtenemos las siguientes ecuaciones en cada punto del ret́ıculo:

ρ2a
2 ∂

2u

∂t2
= 4µTu+ (λ+ µ)Hu+

λ+ µ√
3

(D1 −D2)v,

ρ2a
2 ∂

2v

∂t2
= 4(λ+ 2µ)Tv − (λ+ µ)Hv +

λ+ µ√
3

(D1 −D2)u.

5. Consideremos un ret́ıculo hexagonal plano con constante de red a. Las
ecuaciones de Navier isotrópicas tienen soluciones singulares

u =
a

2π

[
tan−1

(y
x

)
+

xy

2(1− ν)(x2 + y2)

]
,

v =
a

2π

[
− 1− 2ν

4(1− ν)
ln

(
x2 + y2

b2

)
+

y2

2(1− ν)(x2 + y2)

]
,

donde ν = λ/[2(λ+µ)] para todo a. Elegimos (x0, y0) distinto de los puntos
del ret́ıculo y resolvemos una versión amortiguadad de las ecuaciones de
Navier discretas formuladas en el ejercicio anterior. Cómo esperas que
evolucione el sistema empezando de la condición inicial (u(x − x0, y −
y0), v(x− x0, y − y0))?

Tomado de [38]. Las ecuaciones amortiguadas tienen la forma

ρ2a
2 ∂

2u

∂t2
+ γ

∂u

∂t
= 4µTu+ (λ+ µ)Hu+

λ+ µ√
3

(D1 −D2)v,

ρ2a
2 ∂

2v

∂t2
+ γ

∂v

∂t
= 4(λ+ 2µ)Tv − (λ+ µ)Hv +

λ+ µ√
3

(D1 −D2)u,

con γ > 0. Esperamos que el sistema relaje a una configuración esta-
cionaria que se comporta como (u(x− x0, y− y0), v(x− x0, y− y0)) a una
cierta distancia de (x0, y0). Estas soluciones representan defectos en el
ret́ıculo que generan los campos elásticos elegidos. Se ha estudiado una
gran variedad de defectos mediante estos modelos [52, 55].
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6. La ecuación de Helmholtz en todo el espacio se plantea como

∆u+ k2u = 0, x ∈ RN ,

limr=|x|→∞r
N−1

2 (
∂

∂r
(u− uinc)− ık(u− uinc)) = 0.

Da una formulación variacional equivalente planteada en un dominio aco-
tado mediante el operador Dirichlet-a-Neumann.

Tomado de [37]. Sea BR una esfera de radio R y ΓR su frontera. El oper-
ador Dirichlet–a–Neumann (también llamado Steklov–Poincaré) asocia a
los datos Dirichlet en ΓR la derivada normal de la solución del problema
de Dirichlet exterior:

L : H1/2(ΓR) −→ H−1/2(ΓR)
f 7−→ ∂w

∂n

donde w ∈ H1
loc(RN \BR), BR := B(0, R) es la única solución de
∆w + k2w = 0, en RN \BR,
w = f, en ΓR,

lim
r→∞

rN−1/2(
∂w

∂r
− ıkw) = 0.

H1/2(ΓR) y H−1/2(ΓR) son espacios de trazas estandar. Podemos estudiar
un problema de contorno equivalente planteado en BR imponiendo una
condición no reflectante en la pared ΓR:{

∆u+ k2u = 0, en BR,

∂
∂n (u− uinc) = L(u− uinc), on ΓR.

La solución u del problema original es también solución del problema
variacional {

u ∈ H1(BR),

b(u, v) = `(v), ∀v ∈ H1(BR),

donde

b(u, v) =

∫
BR

(∇u∇v − k2uv)dx−
∫

ΓR

Luv dl, ∀u, v ∈ H1(BR),

`(v) =

∫
ΓR

(
∂uinc

∂n
− Luinc) v dl, ∀v ∈ H1(BR).
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7. Escribe el problema de transmisión tipo Helmholtz∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∇ · (αe∇u) + λ2
eu = 0, en R2 \ Ωi,

∇ · (αi∇u) + λi(k)2u = 0, en Ωi,

u− − u+ = 0, en ∂Ωi,

αi
∂u−

∂n − αe
∂u+

∂n = 0, en ∂Ωi,

lim
r→∞

r1/2

(
∂

∂r
(u− uinc)− ıλe(u− uinc)

)
= 0, r = |x|,

en forma variacional y calcula la derivada de J(k) =
∫

Γ
|u(k)− d|2dl con

respecto a k.

Tomado de [39]. Argumentando como en el ejercicio anterior tenemos∣∣∣∣∣ u ∈ H1(BR),

S(u, v) = `(v), ∀v ∈ H1(BR),

donde

S(u, v) :=

∫
BR\Ωi

(αe∇u∇v − λ2
euv)dx +

∫
Ωi

(αi∇u∇v − λi(k)2uv)dx

−
∫

ΓR

αeLuv dl, ∀u, v ∈ H1(BR),

`(v) :=

∫
ΓR

αe(
∂uinc

∂n
− Luinc) v dl, ∀v ∈ H1(BR),

siendo L el operador Dirichlet-a-Neumann definido por∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∇ · (αe∇w) + λ2w = 0, in R2 \BR,
w = f, en ∂BR,

lim
r→∞

r1/2(
∂w

∂r
− ıλew) = 0.

Diferenciando J respecto a k vemos que

dJ

dk
= 2

∫
Γ

(u(k)− d)uk(k)dl,

donde la derivada uk(k) = du(k)
dk ∈ H1(BR) es solución de∫

BR\Ωi
(αe∇uk(k)∇v − λ2

euk(k)v)dx +

∫
Ωi

(αi∇uk(k)∇v − λi(k)2uk(k)v)dx

−
∫

ΓR

αeLuk(k) v dl = 2

∫
Ωi

λi(k)λ′i(k)u(k)vdx,

para todo v ∈ H1(BR) y u(k) es solución del problema de Helmholtz para
λi(k).
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8. Definimos el coste J(a, k) =
∑M
m=1

∫
Γ
|um − dm|2, donde um es solución

de
div(ae∇u) + k2

eu = 0, en RN \ Ωi, div(a∇u) + k2u = 0, en Ωi,

u− = u+, a∂u
−

∂n = ae
∂u+

∂n , en ∂Ωi,

r(N−1)/2
(
∂(u−uminc)

∂r − ıke(u− uminc)
)
→ 0, cuando r := |x| → ∞.

Dados aj, kj, encontrar direcciones de descenso para

J(δ) := J(aj + δφ, kj + δψ),

donde δ > 0, con el fin de implementar un proceso de optimización.

Tomado de [46]. Buscamos δ, φ y ψ tales que dJ(δ)
dδ < 0. Diferenciando,

tenemos

dJ

dδ

∣∣∣∣
δ=0

= −
M∑
m=1

Re

[∫
Ωj

[φ∇um∇wm − 2ψkj umwm] dz

]
,

donde um es solución del problema directo con a = aj , y k = kj . Los
campos adjuntos wm son solución de

div(ae∇wm) + k2
ewm = (dm − um)δΓmeas , en RN \ Ωi,

div(aj∇wm) + k2
jwm = 0, en Ωi,

w−m = w+
m, ai

∂w−m
∂n = ae

∂w+
m

∂n , en ∂Ωi,

r(N−1)/2
(
∂wm
∂r + ıκewm

)
→ 0, cuando r →∞.

Tomando

φ(x)=

M∑
m=1

Re (∇um(x)∇wm(x)) , ψ(x)=−
M∑
m=1

Re (um(x)wm(x)) , x ∈ Ωj ,

y
aj+1 = aj + δφ, kj+1 = kj + δψ,

garantizamos J(aj+1, kj+1) < J(aj , kj) para δ pequeño.

9. Explicar como resolver el sistema cinético siguiente mediante el método de
part́ıculas:

∂tf +
∆l

2~vM
sin(k)∂xf +

τe
η
F∂kf =

1

η

[
fFDa(k;µ(n))−

(
1 +

νimp
2νen

)
f +

νimp
2νen

f(x,−k, t)
]
,

∂2
xV = ∂xF = n− 1
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n =
1

2π

∫ π

−π
f(x, k, t) dk =

1

2π

∫ π

−π
fFDa(k;µ(n)) dk

fFDa(k;µ) = α ln [1 + exp (µ− δ + δ cos(k))]

η =
vM
νenx0

δ =
∆

2kBT
.

Las condiciones de contorno son, para x = 0:

f+ = βF − f (0)∫ π
0

sin (k) f (0) dk

∫ 0

−π
sin (k) f− dk

con

β =
2π~σFM
e∆ND

y para x = L/x0:

f− =
f (0)

(1/(2π))
∫ 0

−π f
(0) dk

(
1− 1

2π

∫ π

0

f+ dk

)
Las condiciones de contorno del potencial eléctrico V son

V (0, t) = 0, V (L, t) = φL ∼
φ

FM

L

x0
.

La condición inicial es

f (0)(k;n) =

∞∑
j=−∞

exp (ıjk)
1− ıjF/τe
1 + j2 (F )

2 f
FD
j (n)

fFDj (n) =
1

π

∫ π

0

fFD(k;µ(n)) cos(jk) dk

con x ∈ [0, L = L/x0] y f periodico k con periodo 2π. La enerǵıa promedio
E se define como

E =
E

kBT
=

∫ π/l
−π/l ε(k)f(x, k, t) dk

kBT
∫ π/l
−π/l f(x, k, t) dk

= δ

∫ π
−π (1− cos k) f(x, k, t) dk∫ π

−π f(x, k, t) dk
.

Tomado de [43]. Partimos de una descripción de la función de distribución
como un suma de funciones delta:

f(x, k, t) ≈
N∑
i=1

ωifi(t)δ(x− xi(t))⊗ δ(k − ki(t))

donde ωi, fi(t), xi(t) y ki(t) son, respectivamente, el volumen de control
(constante), el pesp la posición y el vector de onda de la part́ıcula i-
ésima. Sea N el número de part́ıculas numéricas. El movimiento de las
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part́ıculas está gobernado por una dinámica sin colisiones, mientras que
las colisiones se representan por la variación de los pesos. El perfil de la
solución puede desarrollar gradientes grandes cuando algunas part́ıculas
adquieren gran peso, no acumulando muchas part́ıculas en regiones de
gradientes grandes. La evolución de las part́ıculas está determinada por
sus posiciones y vectores de onda, que definen las curvas caracteŕısticas
de la parte convectiva de la ecuación. Sus ecuaciones son:

d

d t
k =

τe
η
F,

d

dt
x =

∆l

2~vM
sin (k) .

La evolución de la función de distribución a lo largo de esas curvas carac-
teŕısticas viene dada por la ecuación:

d

dt
f =

1

η

[
−
(

1 +
νimp
2νen

)
f +

νimp
2νen

f (−k) + fFD
]
.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante se discretiza
mediante un método de Euler modificado:

fni = fn−1
i + dt

1

η

[
−
(

1 +
νimp
2νen

)
fn−1
i +

νimp
2νen

f
(−k)
i + fFD,n−1

i

]
with f

(−k)
i = f(xn−1

i ,−kn−1
i , tn−1),

kni = kn−1
i + dt

τe
η
Fn−1
i ,

xni = xn−1
i + dt

∆l

2~vM
sin (kni ) .

Por razones de estabilidad, usamos kni para actualizar xni . Métodos mul-
tipaso parecen proporcionar periores resultados.

Las condiciones de contorno se toman en cuenta como sigue:

• Si kni > π, tomamos kni = kni − 2π. Si kni < −π, tomamos kni =
kni + 2π.

• Si xni > L, tomamos xni = xni −L y fn−1
i = f+

i . Si xni < 0, tomamos
xni = xni + L y fn−1

i = f−i . Los valores f+
i y f−i se calculan por

discretización de las integrales usando la regla de Simpson en una
red equiespaciada Km′ con paso ∆k.

Para calcular xi, ki y fi en el siguiente paso de tiempo tn+1, necesita-
mos actualizar el campo eléctrico y la distribución de Fermi-Dirac en las
ecuaciones de las part́ıculas. Esta actualización requiere un proceso de in-
terpolación para generar una aproximación de la función de distribución en
una malla regular Xm, Km′ , que se usa para aproximar el campo eléctrico
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y el potencial qúımico. Para aproximar los valores de la función de dis-
tribución en la malla, fnm,m′ , empleamos los valores para las part́ıculas fni .
Se calcula una media ponderada mediante

fnm,m′ =

N∑
i=1

fni W
i
m,m′

N∑
i=1

W i
m,m′

donde

W i
m,m′ = max

{
0, 1− |Xm − xni |

∆x

}
·max

{
0, 1− |Km′ − kni |

∆k

}
y ∆x , ∆k, son los pasos en espacio y vector de onda.

Se obtienen aproximaciones para la densidad y densidad promedio en los
puntos de malla, n (Xm, t

n) ≈ nnm and (kBT )
−1
E (Xm, t

n) ≈ (kBT )
−1
Enm,

mediante la regla de Simpson y los valores interpolados de la función de
distribución en la malla.

Calculamos el potencial qúımico µ resolviendo las ecuaciones mediante
un método de Newton-Raphson. La regla de Simpson se emplea también
para aproximar las integrales para n(µ) y dn(µ)/dµ. Una vez conocemos
el potencial qúımico µ, calculamos la distribución de Fermi-Dirac en los
puntos de la malla, fFD (Km′ ;n

n
m), que se interpola a su vez para obtener

la distribución de Fermi-Dirac sobre las part́ıculas.

Calculamos el campo eléctrico en el tiempo tn, usando diferencias finitas
para discretizar la ecuación de Poisson en la malla Xm :

V nm+1 − 2V nm + V nm−1 = nnm − 1,

Fnm =
V nm+1 − V nm−1

2∆x
,

donde V (0, tn) = 0 y V (L, tn) = φL. Denotamos V nm yFnm las aproxima-
ciones deV (Xm, t

n) y F (Xm, t
n) en la mallaXm. Finalmente, se interpola

el campo eléctrico en la posición de la part́ıcula i

Fni =

(
Xm+1 − xni

∆x

)
Fnm +

(
xni −Xm

∆x

)
Fnm+1.

La corriente total J viene dada por

J(t) =
ς

L

∫ L

0

[∫ π

−π
sin(k)f(x, k, t) dk

]
dx,

donde

ς =
l∆

4π~vM
.

Usamos la regla de Simpson para aproximar J(tn).
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4 Ecuaciones en Derivadas Parciales

1. Consideramos el problema
∇ · γe∇u = 0 in Ω \ Ωi, ∇ · γi∇u = 0 in Ωi,

u− − u+ = 0 on ∂Ωi, γi∇u− · n− γe∇u+ · n = 0 on ∂Ωi,

γe∇u · n = j on ∂Ω.

con coeficientes positivos γe, γi y continuos hasta el borde. Suponemos que
Ωi ⊂ Ω son dominios con fronteras regulares. El vector normal unitario
n apunta hacia el exterior de Ωe y el interior de Ωi. u− y u+ denotan
los valores de u en ∂Ωi calculados como ĺımites exteriores e interiores de
Ωi, respectivamente. Podemos esperar que haya solución para cualquier
j ∈ L2(∂Ω)? Podemos esperar unicidad de solución?

Tomado de [57]. Integrando sobre Ω y aplicando el teorema de la diver-
gencia, tenemos ∫

Ω\Ωi
∇ · γe∇udx +

∫
Ωi

∇ · γ=∇udx

=

∫
∂Ω

γe∇u · n d` =

∫
∂Ω

j d` = 0.

Esto proporciona una restricción sobre la integral de j en el borde para ser
capaz de construir soluciones. Satisfecha esta restricción, las soluciones no
son únicas pues basta añadir cualquier constante para tener otra distinta.

2. Dado un semićırculo Ω, con frontera superior curvada ∂Ω+ y frontera
inferior recta ∂Ω−, consideramos el problema

d∆c = ks
c

c+Ks
, x ∈ Ω

c = c0 > 0, x ∈ ∂Ω−

∂c

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω+,

con parámetors positivos d, ks,Ks. Probar que este problema tiene una
solución nonegativa c ∈ H1(Ω).

Tomado de[60]. La solución c se puede construir como ĺımite de soluciones
de problemas linearizados c(m)

d∆c(m) =
ks

c(m−1) +Ks
c(m), x ∈ Ω

c(m) = c0 > 0, x ∈ ∂Ω−

∂c(m)

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω+,
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empezando de c(0) = c0. El teorema de Lax Milgram implica la existencia
de una solución única c(m) ∈ H1(Ω). Denotamos am−1 = ks

c(m−1)+Ks
. Mul-

tiplicamos la ecuación por la parte negativa de c(m), c(m)−, y obtenemos

d

∫
Ω

|∇c(m)−|2dx +

∫
Ω

am−1|c(m)−|2x = 0,

pues
∫

Ω
∂c(m)

∂n c−0 d` = 0. Initialmente, a0 > 0. Por tanto, c(1)− = 0

yc(1) ≥ 0, lo que implica a1. Por inducción, concluimos quec(m) ≥ 0,
am ≥ 0 y am ≤ ks/Ks. Escribiendo c(m) = c̃(m) + c0, con c̃(m) ∈ H1

0 (Ω),
tenemos

d∆c̃(m) = am−1c̃
(m) + am−1c0 x ∈ Ω

c̃(m) = 0 > 0, x ∈ ∂Ω−

∂c̃(m)

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω+.

Multiplicando c̃(m) e integrando, obtenemos

d

∫
Ω

|∇c̃(m)|2dx +

∫
Ω

am−1|c̃(m)|2x =

∫
Ω

am−1c0c̃
(m)x.

Usando la desigualdad de Poincaré, ‖c̃(m)‖H1
0 (Ω) ≤ C(Ω)ksc0Ks

. Gracias a
las inyecciones de Sobolev, podemos extraer una sucesión que converge
débilmente en H1

0 , fuertemente en L2 y puntualmente a un ĺımite c̃.
Pasando al ĺımite en la ecuación, c = c̃ + c0 ≥ 0 es una solución del
problema original.

3. Probar que la solución Φ de la ecuación

− d2

dx2
Φ(x) = nD(x)−

∫
R

dk

1 + exp(ε(k)− Φ(x))

con
∫
R2

dkdx
1+exp(ε(k)−Φ(x)) = a fijado y dΦ

dx ∈ L
2 es única.

Tomado de [21]. Supongamos que tenemos dos soluciones Φ1 y Φ2 que
satisfacen tales condiciones. Sea U = Φ1 − Φ2. Entonces, dUdx ∈ L

2 y

d2U

dx2
=

∫
R

dk

1 + exp(ε(k)− Φ1(x))
−
∫
R

dk

1 + exp(ε(k)− Φ2(x))
.

Supongamos primero que U(x) > 0 en todas partes. Entonces

a =

∫
R2

dkdx

1 + exp(ε(k)− Φ1(x))
>

∫
R2

dkdx

1 + exp(ε(k)− Φ2(x))
= a,

lo que es imposible.

Supongamos ahora que existe un único punto t x0 en el cual U(x0) = 0.
Supongamos que U(x) < 0 si x < x0 y U(x) > 0 si x > x0 (se procede de
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forma análoga en otro caso). Entonces, d2U
dx2 < 0 si x < x0 y d2U

dx2 < 0 si

x > x0. Tenemos que dU
dx decrece si x < x0 y dU

dx crece si x > x0. Por otra
parte, ∫

R

(
dU

dx

)2

dx =

∫ x∗

−∞

(
dU

dx

)2

dx+

∫ ∞
x∗

(
dU

dx

)2

dx

is finito. Si existe x∗ tal que dU(x∗)
dx > 0 y x∗ < x0 entonces

∫ x∗
−∞

(
dU
dx

)2
dx >(

dU(x∗)
dx

)2 ∫ x∗
−∞ dx = ∞. Esto es imposible, aśı quedUdx ≤ 0 para todo x y

U decrece. Esto contradice la hipótesis sobre x0. Por tanto, debe haber
al menos dos puntos x0 y x1 en los que U se anula.

Sean x0 y x1 tales que U(x0) = U(x1) = 0. Si xM es tal que U(xM ) =

max {U(x), x0 ≤ x ≤ x1} > 0, entonces d2U(xM )
dx2 ≤ 0 porque el máximo se

alcanza en un punto interior. Sin embargo,

0≥ d
2U(xM )

dx2
=

∫
R

dk

1+exp(ε(k)−Φ1(xM ))
−
∫
R

dk

1+exp(ε(k)−Φ2(xM ))
>0,

porque U(xM ) > 0. Por tanto, max {U(x), x0 ≤ x ≤ x1} = 0. De forma
análoga, concluimos que U(xm) = min {U(x), x0 ≤ x ≤ x1} = 0. Por
tanto, U = 0 en [x0, x1].

Pongamos ahora x0 = min {x |U(x) = 0} y x1 = max {x |U(x) = 0}. En-
tonces, U(x) < 0 para x < x0 y U(x) > 0 para x > x1. Repitiendo los
argumentos anteriores obtendŕıamos x′ /∈ [x0, x1] tal que U(x′) = 0. Esto
contradice la definición de x0 y x1. Por tanto, U = 0 en todas partes, y
Φ1 = Φ2.

4. Sean Bε = B(x, ε) bolas centradas en puntos x con radio ε. Dada una
función regular u(x), sea vε la solución de

∆vε + k2vε = 0, en R2 \Bε,

vε = −u(x), en ∂Bε,

lim
r→∞

r1/2

(
∂vε
∂r
− ıkvε

)
= 0.

Cuál es el comportamiento de ∂vε
∂n a medida que ε→ 0?

Tomado de [47]. El operador Dirichlet–a–Neumann proporciona una ex-
presión de la derivada normal de vε en Γε:

∂nvε(x + ε(cos θ, sin θ))

=
k

2π

∞∑
n=−∞

(H
(1)
|n| )
′(kε)

H
(1)
|n| (kε)

∫ 2π

0

eın(θ−Θ)u(x + ε(cos Θ, sin Θ))dΘ
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en coordenadas polares, donde H
(1)
|n| denota la funciónde Hankel de primer

orden |n|. Elegimos el vector normal n apuntando hacia el interior de Bε.
Para ε > 0 suficientemente pequeño

∂vε
∂n

(x + ε(cos θ, sin θ)) = k
(H

(1)
0 )′(kε)

H
(1)
0 (kε)

u(x) +O(ε).

Para ε > 0 pequeño, las funciones de Hankel se aproximan como

H
(1)
0 (kε) ∼ −2 log(kε)

πı
, (H

(1)
0 )′(kε) = −H(1)

1 (kε) ∼ −2

πıkε
.

Por tanto,

(H
(1)
0 )′(kε)

H
(1)
0 (kε)

∼ 1

kε log(kε)
,

y ∂vε
∂n (x + ε(cos θ, sin θ)) ∼ 1

ε log(kε)u(x).

5. Dado un conjunto acotado Ω ⊂ RN , consideramos el problema: Encontrar
u > 0 tal que

−∆u = up x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,

u > 0 x ∈ Ω.

Probar que hay una solución cuando 1 < p + 1 < p∗, donde p∗ = ∞ si
N ≤ 2 y p∗ < 2N

N−2 cuando N > 2.

Consideremos el problema de minimización

I = Minu∈H1
0 (Ω)

∫
Ω
|∇u|2 dx∫

Ω
|u|p+1 dx

= Minu∈H1
0 (Ω)J(u).

El funcional J(u) a minimizar es positivo, por tanto, acotado inferiore-
mente. Consideremos una sucesión minimizante un ∈ H1

0 (Ω), tal que
J(un) → I a medida que n → ∞. La sucesión vn = un

‖un ‖Lp+1
es un

sucesión minimizante que satisface ‖vn‖Lp+1 = 1. Entonces,
∫

Ω
|∇vn|2dx→

I implica quevn está acotado en H1
0 (Ω) y vn tiende débilmente en H1

0 a
un ĺımite v ∈ H1

0 (Ω). Por las inyecciones de Sobolev, vn es compacto en
Lp+1, p+ 1 < p∗, por tanto, v ∈ Lp+1(Ω) y ‖vn‖Lp+1 = 1→ ‖v‖Lp+1 = 1.
Por semicontinuidad inferior bajo convergencia débil, tenemos J(v) ≤
limn→∞J(vn) = I. Como v ∈ H1

0 (Ω), se sigue que I ≤ J(v). Por tanto,
I = J(v) y se alcanza el mı́nimo en v. Además, podemos reemplazar v
por |v| y J(|v|) ≤ I(v), aśı que w = |v| ≥ 0 es un minimizador también y
I = J(w). w 6= 0 porque ‖w‖Lp+1 = 1.

Ahora bien, J(w) ≤ J(w + tr), r ∈ H1
0 (Ω) para t real. Un desarrollo

asintótico primero para t > 0 y después para t < 0 conduce a∫
Ω

∇w∇r dx = c

∫
Ω

wpr dx
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para todo r ∈ H1
0 (Ω) con c > 0. Esto implica −∆w = cwp. Para

u = c−1/(p−1)w obtenemos −∆u = up y u ≥ 0, u 6= 0. Por el principio del
máximo fuerte, u > 0.

Si p+ 1 = p∗ = 2N
N−2 y N > 2, la existencia de una solución depende de la

geometŕıa de Ω, véase [1].

6. Probar que la función v(x, t) = |t|
p
p−1φ(x), 1 < p < p∗ − 1, donde

−∆φ =

(
p

p− 1

)p
|φ|p−1φ x ∈ Ω,

φ = 0 x ∈ ∂Ω,

es una solución del problema parabólico retrógrado

−∆v + |vt|p−1vt = 0 x ∈ Ω× (−∞, 0],

v = 0 x ∈ ∂Ω× (−∞, 0].

Tomado de [3, 8]. Tenemos

vt = − p

p− 1
|t|

1
p−1φ(x),

|vt|p−1vt = −
(

p

p− 1

)p
|t|

p
p−1 |φ(x)|p−1φ(x),

−∆v = −|t|
p
p−1 ∆φ(x) = |t|

p
p−1

(
p

p− 1

)p
|φ(x)|p−1φ(x),

aśı que la ecuación se cumple. La existencia de φ se sigue de la teoŕıa de
puntos cŕıticos.

7. Consideremos una membrane cuya desviación vertical respecto a un equi-
librio plano viene dado por

ρ
∂2w

∂t2
= d∆w − κ∆2w + f(x, y, t).

donde ρ, d, κ son constantes positivas. Esperaŕıas que el sistema desar-
rollara patrones oscilatorios con una longitud de onda definida?

Tomado de [58]. El problema eĺıptico con condiciones de contorno nulas
en un dominio rectangular admite una secuencia de autovalores positivos
λm,n con autofunciones φm,n dadas por combinaciones de senos y cosenos
cuyo periodo depende del dominio espacial en el que se plantea y vaŕıa con
el autovalor. Buscamos una solución en serie por separación de variables.
El problema tiene soluciones de la forma∑

n,m

an,m(t)φn,m(x, y),
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donde an,m(t) es solución de

a′′n,m + λn,man,m = fn,m,

es decir, una combinación de sin(
√
λn,mt) y cos(

√
λn,mt). Hemos expre-

sado f(x, y, t) =
∑
n,m fn,m(t)φn,m(x, y) como una serie de autofunciones.

Modelos más complejos en los que w se acopla a ecuaciones de Navier para
los desplazamientos en el plano y f viene dado por spins, or por expre-
siones funcionales dependientes de los desplazamientos en el plano, se usan
para explicar la formación de ondulaciones en grafeno [59, 58, ?].

8. Dada una solución u ∈W 1,∞
loc (R+, H1

0 (Ω)) ∩W 2,∞
loc (R+, L2(Ω)) of

utt −∆u+ α|ut|p−1ut = 0 in L∞(R+, H−1(Ω))

con α > 0, 1 < p y p+ 1 < p∗, definimos

E(t) =
1

2

∫
Ω

|∇u(x, t)|2 dx +
1

2

∫
Ω

|ut(x, t)|2 dx.

Entonces, para alguna constante positiva C(E(0)), se tiene

E(t) ≤ C(E(0))t−2/(p−1), t > 0.

Tomado de [2]. Definimosφ(t) = E(p−1)/2
∫

Ω
uut dx. A continuación,

diferenciamos respecto a t para obtener

E′(t) = −α
∫

Ω

|ut|p+1dx ≤ 0,

φ′(t) = E(t)(p−1)/2

(∫
Ω

|ut|2 dx−
∫

Ω

|∇u|2 dx− α
∫

Ω

|ut|p−1utudx

)
+
p− 1

2
E(t)(p−3)/2E′(t)

∫
Ω

uut dx

Primero, observamos que E(t) ≤ E(0) y−
∫

Ω
|∇u|2 dx = −2E(t)+

∫
Ω
|ut|2 dx.

Además,

E(t)−1

∣∣∣∣∫
Ω

uut dx

∣∣∣∣ ≤ E(t)−1

(
1

2

∫
Ω

|u|2 dx +
1

2

∫
Ω

|ut|2 dx
)
≤ C(Ω)

para alguna constante positiva C(Ω) porque la desigualdad de Poincaré

implica 1
2

∫
Ω
|u|2 dx ≤ λ(Ω)

2

∫
Ω
|∇u|2 dx. Por tanto, tenemos que

φ′(t) ≤ 2E(t)(p−1)/2

∫
Ω

|ut|2 dx− αE(t)(p−1)/2

∫
Ω

|ut|p−1utudx

−2E(t)(p+1)/2 − p− 1

2
C(Ω)E(0)(p−1)/2E′(t).
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Ahora definimos ψε(t) = (1+K1ε)E(t)+εφ(t) conK1 = p−1
2 C(Ω)E(0)(p−1)/2.

Obtenemos

ψ′ε(t) ≤ 2εE(t)(p−1)/2

∫
Ω

|ut|2 dx− αεE(t)(p−1)/2

∫
Ω

|ut|p+1dx

−2εE(t)(p+1)/2 − α
∫

Ω

|ut|p+1dx

Obsérvese que ‖ut‖2L2 ≤ meas(Ω)(p−1)/(p+1)(
∫

Ω
|ut|p+1)2/(p+1). Por la de-

sigualdad de Young obtenemos

2εE(t)
(p−1)

2

∫
Ω

|ut|2 dx ≤ 2ε meas(Ω)
p−1
p+1E(t)

p−1
2

(∫
Ω

|ut|p+1

) 2
p+1

≤ εE(t)
p+1
2 + εδ

∫
Ω

|ut|p+1

para algún δ positivo que depende de Ω.

Gracias a las inyecciones de Sobolev para p+ 1 < p∗ obtenemos∫
Ω

|ut|p−1utu dx ≤
(∫

Ω

|ut|p+1 dx

) p
p+1

‖u‖Lp+1 ≤ S(Ω)‖ut‖pLp+1‖∇u‖L2 .

Obsérvese que ‖∇u‖L2 ≤ 2E(t). De la desigualdad de Young se sigue

εαE(t)(p−1)/2

∫
Ω

|ut|p−1utu dx ≤ εαE(t)(p−1)/2S(Ω)‖ut‖pLp+1‖∇u‖L2

≤ α

2

∫
Ω

|ut|p+1 + εη(ε)E(t)(p+1)/2

donde η > 0 depende de E(0), Ω, α y ε, y tiende a cero a medida que ε
tiende a cero. Sumando, obtenemos

ψ′ε(t) ≤ (−α
2

+ εδ)

∫
Ω

|ut|p+1 + ε(−1 + η(ε))E(t)(p+1)/2.

Por otra parte, para ε suficientemente pequeño,

1

ε
E(t) ≤ (1−K2ε)E(t) ≤ ψε(t) ≤ (1 +K2ε) ≤ 2E(t).

Eligiendo ε suficientemente pequeño, concluimos que

ψ′ε(t) ≤ −
ε

4
E(p+1)/2 ≤ −εK3

4
ψε(t)

(p+1)/2.

e integrando la desigualdad tenemos E(t) ≤ C(E(0))t−2/(p−1) para t > 0.
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9. Consideremos la ecuación de la vorticidad en dos dimensiones. Sea v =
curlu ∈ C((0,∞);W 1,p(R2)), 1 ≤ p ≤ ∞ la solución de

vt −∆v + u · ∇v = 0, x ∈ R2 × R+

v(x, 0) = v0, x ∈ R2,

para un camp de velocidad u de divergencia nula (incompressible) y un
dato inicial v0 ∈ L1(R2). Demostrar 1) que la masa

∫
R2 v0 dx no cambia

con el tiempo y 2) que ‖v(t)‖Lp(R2) ≤ Ct−1+ 1
p for t > 0.

Tomado de [4, 5]. Obsérvese que u · ∇v = div(uv) = 0. integrando la
ecuación, usando el teorema de la divergencia, y el hecho de que v se
anula en el infinito tenemos

d

dt

∫
R2

v0 dx = 0.

El vector velocidad viene dado por

u(x, t) = K ∗ v(x, t) =
1

2π

∫
R2

(−y2, y1)

|y|2
v(x− y, t)dy

donde el núcleo K ∈ L2,∞ y ‖K ∗ v‖Lr ≤ ‖K ‖L2,∞‖v‖Lp for r > 2,
1 < p < 2, 1/r = 1/p− 1/2.

Escribimos la expresión integral para la solución

v(t) = G(t) ∗ v0 +

∫ t

0

∇G(t− s) ∗ [v(s)K ∗ v(s)]ds,

done G(t) denota el núcleo del calor. Tomando normas obtenemos

‖v(t)‖Lp = ‖G(t) ∗ v0‖Lp +

∫ t

0

‖∇G(t− s) ∗ [v(s)K ∗ v(s)]‖Lpds.

El término integral decae más rápido que el resto, por tanto

‖v(t)‖Lp ∼ ‖G(t) ∗ v0‖Lp ≤ Ct−1+ 1
p .

Sabemos que G(t) ∗ v0 es una solución de la ecuación del calor con dato
inicial v0 que pertenece a Lp para todo 1 ≤ p ≤ ∞ y todo t > 0 si v0 ∈ L1.

Además, ‖G(t) ∗ v0‖Lp ≤ ‖G(t)‖Lp‖v0‖L1 and ‖G(t)‖Lp = Ct−1+ 1
p .

10. Sea u una solución de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en
dos dimensiones con dato inicial u0 ∈ L1 ∩ L2(R2) tal que div(u0) = 0.
Entonces, u(t) ∈ Lp(R2) para 1 ≤ p ≤ 2 yt > 0.

Tomado de[6, 10]. La teoŕıa de soluciones clásicas con datos L2, es decir,
u0 ∈ L2(R2) garantiza que u(t) ∈ L∞([0,∞);L2(R2)) y que está acotada
por ‖u0‖L2 . Tomando la divergencia de las ecuaciones de Navier-Stokes

ut −∆u + u · ∇u = ∇p, div(u) = 0,
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obtenemos una ecuación para la presión

−∆p = div(u · ∇u).

La presión viene dada entonces como la convolución p = E2 ∗ div(u · ∇u),
donde E2 es la solución fundamental de −∆ en R2, salvo por una función
del tiempo. Por tanto, u satisface la ecuación integral

u(t) = G(t) ∗ u0 +

∫ t

0

∂iG(t− s) ∗ uiu(s)ds

+

∫ t

0

∂iG(t− s) ∗ ∂j∇E2 ∗ uiuj(s)ds,

donde ∂i denota las derivadas parciales respecto xi, ui son las componentes
de u. Se usa la convención de suma respecto a ı́ndices repetidos. Como
u ∈ L1, G(t) ∗ u0 ∈ Lq para todo q > 1 y t > 0. Por otra parte, u(s) ∈ L2

implica que uiuj(s) ∈ L1. Además,

‖
∫ t

0

∂iG(t− s) ∗ uiuj(s)ds‖Lq ≤ C
∫ t

0

(t− s)−1+ 1
q−

1
2 ‖ u‖2L2ds ≤ Ct

1
q−

1
2

para 1 ≤ q < 2. Por tanto, la primera integral pertenece a Lq si 1 ≤ q < 2.
Consideremos ahora la segunda integral. Como ∂iG(t) pertenece a espacio
de HardyH1(R2) y ∂j∇E2 es un núcleo de Calderon-Zygmund, concluimos
que ∂iG(t− s) ∗ ∂j∇E2 ∈ L1 y

‖∂iG(t− s) ∗ ∂j∇E2‖L1 ≤ C‖∂iG(t− s)H1 < C(t− s)
−1
2 .

Por tanto,

‖
∫ t

0

∂iG(t−s)∗∂j∇E2∗uiuj(s)ds‖L1 ≤
∫ t

0

C(t−s)
−1
2 ‖u(s)‖2L2ds ≤ Ct

1
2 .

De forma análoga, como ∂j∇E2 es un núcleo de Calderon-Zygmund, con-
cluimos que ∂iG(t− s) ∗ ∂j∇E2 ∈ Lq, 1 < q <∞ y

‖∂iG(t− s) ∗ ∂j∇E2‖Lq ≤ C‖∂iG(t− s)‖Lq < C(t− s)−1+ 1
q−

1
2 .

Por tanto,

‖
∫ t

0

∂iG(t− s) ∗ ∂j∇E2 ∗ uiuj(s)ds‖Lq ≤
∫ t

0

C(t− s)−1+ 1
q−

1
2 ‖u(s)‖2L2ds

≤ Ct
1
q−

1
2

para 1 < q ≤ 2.

11. Una curva de vorticidad (vortex line) Γ en un fluido incompresible irrota-
cional y no viscoso es una solución de las ecuaciones

div(u) = 0, curl(u) = ω0δΓ(x),
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donde u es la velocidad del fluido, ω0 = 2πγ es la circulación alrededor
del vórtice y γ es la fuerza del vórtice. δΓ es una función de Dirac 3D
con soporte en Γ. Exprésese la solución en términos de una función de
corriente vectorial.

Tomado de [11]. Definimos la función de corriente U in R3 como la solución
de div(U) = 0, curl(U) = u. Entonces −∆U = ω0δΓ(x). Usando la
función de Green para el Laplaciano en R3 tomamos U = ω0

4π

∫
Γ

1
|x−x′|dx

′.

12. Definimos v+(x, t) = u(x, t) + q+(x, t) en (xi, xi+1) siendo u una solución
de

∂u

∂t
−Dc

∂2u

∂2x
+
u

R
= f+, x ∈ (xi, xi+1) = (i, i+ 1), t > 0

u(xi, t) = 0, u(xi+1, t) = 0,

u(x, 0) = h+(x, 0),

con

q+(x, t) = vi(t)
x− xi+1

xi − xi+1
+vi+1(t)

x− xi
xi+1 − xi

,

f+(x, t) =
q+(x, t)

R
− ∂q+

∂t
(x, t),

h+(x, 0) = v(x, 0)− q+(x, 0).

Obtén una expresión para v+.

Tomado de [53]. Sean λi = Dc(iπ)2+ 1
R y φi(x) = sin(

√
λix)

( ∫ 1

0
sin(
√
λix)2dx

)−1

los autovalores y las autofunciones normalizadas del operador −Dc
∂2u
∂2x +

u
R = 0 en (0, 1) con condiciones de contorno nulas. Desarrollamos f+ y
h+ como series de Fourier de autofunciones

f+(x, t) =

∞∑
i=0

f+
i (t)φi(x), f+

i (t) =

∫ 1

0

f+(z + xi, t)φi(z)dz,

h+(x, 0) =

∞∑
i=0

h+
i φi(x), h+

i =

∫ 1

0

h+(z + xi, 0)φi(z)dz.

La expresión que buscamos viene dada por

v+(x, t) = q+(x, t) +

∞∑
i=0

e−λith+
i (t)φi(x− xi)

+

∞∑
i=0

e−λitφi(x− xi)
∫ t

0

eλisf+
i (s)ds,

donde

f+
i (t) =

(
vi
R
− dvi
dt

)∫ 1

0

(1− z)φi(z)dz +

(
vi+1

R
− dvi+1

dt

)∫ 1

0

zφi(z)dz.
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13. Consideramos la ecuación de convección-difusión

ut −∆u+ ∂y(|u|q−1u) = 0

planteada en Rn−1 ×R×R+, con x = (x1, . . . , xn−1, y). Supongamos que
V es una solución con dato inicial V0 ∈ (L1∩L∞)(Rn) y v es una solución
con dato inicial v0 ∈ (L1 ∩ L∞)(Rn). Supongamos que

v, V ∈ C1([0, T ];L2(R2)) ∩ L∞([0, T ];H2(R2)) ∩ L∞((0, T )× R2)

para todo T > 0. Entonces, v ≤ V .

Tomado de [7, 9]. La función w = v − V satisface

wt −∆w + ∂y(|v|q−1v)− ∂y(|V |q−1V ) ≤ 0

y w(0) ≤ 0. Multiplicando la desigualdad por w+ e integrando por partes
tenemos

d

dt

∫
|w+(t)|2

2
dx +

∫
|∇w+(t)|2dx ≤

∫
aw+(t)∂yw

+(t)dx

donde a(x, t) = |v|q−1v−|V |q−1V
v−V es una función acotada. Integrando en t y

aplicando la desigualdad de Young obtenemos

‖w+(t)‖22
2

+

∫ t

0

‖∇w+(s)‖22ds ≤ K1

∫ t

0

‖w+(s)‖22ds+ ε

∫ t

0

‖∇w+(s)‖22ds

para ε tan pequeño como sea necesario. Nótese que w+(0) = 0. Aplicando
la desigualdad de Gronwall a

‖w+(t)‖22 ≤ 2K1

∫ t

0

‖w+(s)‖22ds

obtenemos w+(t) = 0.

14. Probar que la solución de

zt −∆z = d · ∇(Gq), z(0) = 0

se puede calcular en términos de núcleos del calor.

Tomado de [19]. Basta poner z = d · ∇g con gt −∆g = Gq, g(0) = 0, es
decir,

g(t) =

∫ t

0

G(t− s) ∗Gq(s)ds.

15. Expresar la solución del problema de transmisión del calor
Ut − κe∆U = 0, en RN \ Ωi × (0,∞),
Ut − αiκi∆U = 0, en Ωi × (0,∞),
U− − U+ = Uinc, en ∂Ωi × (0,∞),
αi

∂
∂nU

− − ∂
∂nU

+ = ∂
∂nUinc, en ∂Ωi × (0,∞),

U( · , 0) = 0, en RN ,
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en términos de problemas de Helmholtz usando transformadas de Laplace.

Tomado de [41]. Definimos uinc y u como las transformadas de Laplace
en tiempo de Uinc y U :

uinc(x, s) =

∫ ∞
0

e−stUinc(x, t) dt, u(x, s) =

∫ ∞
0

e−stU(x, t) dt, x ∈ RN .

Para cada valor de s, la función us(x) := u(x, s) es solución de
∆us + λ2

s,eus = 0, en RN \ Ωi,
αi∆us + λ2

s,ius = 0, en Ωi,
u−s − u+

s = uinc,s, en Γ,
αi∂nu

−
s − ∂nu+

s = ∂nuinc,s, en Γ,

donde λ2
s,e := −s/κe, λ2

s,i := −s/κi y uinc,s(x) := uinc(x, s). Tomamos
Γ = ∂Ωi. Este problema tiene una única solución que satisface la condición
de radiación saliente de Sommerfeld en el infinito,

lim
r→∞

r(N−1)/2 (∂rus − ıλs,eus) = 0, r = |x|,

para todo s ∈ C \ (−∞, 0]. Esta caracterización de us(x) se puede usar
para definir y calcular u(·, s) para todo s ∈ C \ (−∞, 0].

La solución del problema original se recupera invirtiendo la transformada
de Laplace:

U(x, t) =
1

2πı

∫
C
est u(x, s) ds.

Como u(·, s) existe para todo s ∈ C\(−∞, 0] y depende holomórficamente
de s, son posibles diversas elecciones para el camino de inversión C.

16. Sabemos que el problema

gt −∆vg + v · ∇xg + E(x, t) · ∇vg = 0, x ∈ R3,v ∈ R3, t ∈ R+,

g(x,v, 0) = g0(x,v), x ∈ R3,v ∈ R3,

con g0 ∈ L1(R3 × R3) y con E acotado y Lipschitz admite soluciones
fundamentales ΓE. La solución del problema de valores iniciales se puede
expresar como

g(x,v, t) =

∫
ΓE(x,v, t;x′,v′, 0)dx′dv′,

donde ΓE satisface las estimaciones

|ΓE(x,v, t;x′,v′, t′)| ≤ C(‖E‖L∞x,t , T )G(x/2,v/2, t;x′/2,v′/2, t′),

|∂viΓE(x,v, t;x′,v′, t′)| ≤ C(‖E‖L∞x,t , T )
G(x/2,v/2, t;x′/2,v′/2, t′)

(t− t′)1/2
,
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y G es la solución fundamental del problema con E = 0. Extiéndase este
resultado a problemas en los que E está acotado.

Tomado de [12]. RegularizamosE por convolución y consideramos Eδ =
E∗ηδ donde ηδ es una familia regularizante. Las funciones Eδ son acotadas
y Lipschitz, de modo que para cada una de ellas podemos construir solu-
ciones gδ del problema de valores iniciales y tenemos estimaciones sobre
las soluciones fundamentales Γδ. Además, ‖Eδ‖L∞x,t ≤ ‖E‖L∞x,t y Eδ → E
a medida que δ → 0.

Como Γδ está acotada (localmente en t) en todo espacio Lpxvt podemos
extraer una subsucesión que converge débilmente (localmente en t) en
todo Lpxvt (débil estrella si p =∞) a una función ΓE. Asimismo, podemos
pasar al ĺımite en el lado derecho de las expresiones integrales para las
soluciones gδ en términos de Γδ.

Por otra parte, las expresiones integrales implican que gδ están uniforme-
mente acotadas en cualquier espacio Lpxvt con respecto a δ localmente en t.
Por tanto, gδ converge débilmente (localmente en t) en cualquier espacio
Lpxvt a una función g y sus derivadas también convergen en el sentido de
las distribuciones.

En el sentido de las distribuciones, las derivadas de Γδ con respecto a v
convergen débilmente a las derivadas de ΓE. Podemos pasar al ĺımite en
las desigualdades satisfechas por Γδ y establecer desigualdades similares
para ΓE porque ‖Eδ‖L∞x,t ≤ ‖E‖L∞x,t .
Multiplicando la ecuación diferencial satisfecha por gδ by gδ obtenemos
una cota L2

xvt uniforme sobre ∇vgδ. Si multiplicamos la ecuación por |v|2
obtenemos una estimación uniforme en L1

xvt sobre |v|2gδ.
Multiplicando las ecuaciones diferenciales satisfechas por gδ por funciones
test, podemos pasar al ĺımite en todos los términos de la formulación
débil, excepto en Eδ∇vgδ con las convergencias ya establecidas. El paso
al ĺımite en este término es técnico, véanse detalles en [12]. Finalmente,
g es solución del problema de valores iniciales con E acotado y ΓE es una
solución fundamental asociada.

17. Calcular la solución de equilibrio de la ecuación maestra de Liouville

∂tP(x, p,σ, t) +
p

m
∂xP(x, p,σ, t) +

(
−mω2

0x+ µ

n∑
i=1

σiσi+1

)
∂pP(x, p,σ, t)

=

N∑
i=1

[Wi(Riσ|x, p)P(x, p,Riσ, t)−Wi(σ|x, p)P(x, p,σ, t)] .

Tomado de [49]. La distribución de equilibrio es la distribución canónica

Peq(x, p,σ) =
1

Z
e−βH(x,p,σ) ,
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donde Z es la función de partición

Z =

∫ +∞

−∞
dx

∫ +∞

−∞
dp
∑
σ

e−βH(x,p,σ) ,

y β = (kBT )−1. Para un estudio de la dinámica de no equilibrio véase
[50].

18. Construir soluciones de la ley de conservación escalar wt + (c(x)w)x = 0
con w(0) = w0.

Tomado de [17]. Ponemos v = cw. Entonces, vt + cvx = 0. Por tanto,
v es constante a lo largo de las curvas caracteŕısticas x(t) solución de
x′(t) = c(x(t)), x(0) = x0, porque

d

dt
v(x(t), t) = vx(x(t), t)x′(t) + vt(x(t), t) = 0.

Dado (x, t) a veces somos capaces de calcular x0(x, t) tal que la curva car-
acteŕıstica con valor inicial x0(x, t) satisface x(t) = x. Entonces v(x, t) =

v(x(t), t) = v0(x0(x, t)) y w(x, t) = v0(x0(x,t))
c(x0(x,t)) . Las posibilidades de llevar

esto a cabo dependerán de c.

19. Resolver el problema

∂r

∂s
+

∂

∂k
(k1/3r) = 0,∫ ∞

0

kr(s, k)dk = t,

limk→0k
1/3r(s, k) = 2c.

Tomado de [34]. Integrating la ecuación sobre k > 0 tenemos

d

ds

∫ ∞
0

r(s, k)dk = limk→0k
1/3r(s, k) = 2c(s).

Argumentando como en el ejercicio previo, el método de las caracteŕısticas
da la expresión

k1/3r(s, k) = 2c(s− a(k))H(s− a(k)),

a(k) =
3

2
k2/3,

en la cual H(x) es la función de Heaviside (1 para x positivo, 0 en otro
caso).
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[6] A. Carpio, Unicité et comportement asymptotique pour des équations de
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equations, Journal de mathématiques pures et appliquées 73 (5), 471-488,
1994

[9] A. Carpio, Large time behaviour in convection-diffusion equations, Annali
della Scuola Normale Superiore di Pisa-Classe di Scienze 23 (3), 551-574, 1996

[10] A. Carpio, Large-time behavior in incompressible Navier-Stokes equations,
SIAM Journal on Mathematical Analysis 27 (2), 449-475, 1996

[11] A Carpio, SJ Chapman, SD Howison, JR Ockendon, Dynamics of line sin-
gularities, Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Series
A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences, 355(1731), 2013-2024,
1997

[12] A. Carpio, Long-time behaviour for solutions of the Vlasov-Poisson-Fokker-
Planck equation, Mathematical methods in the applied sciences 21 (11), 985-
1014, 1998

[13] A Carpio, SJ Chapman, On the modelling of instabilities in dislocation
interactions, Philosophical Magazine B 78 (2), 155-157, 1998

39



[14] A Carpio, SJ Chapman, S Hastings, JB McLeod, Wave solutions for a dis-
crete reaction-diffusion equation, European Journal of Applied Mathematics
11 (4), 399-412, 2000

[15] A Carpio, LL Bonilla, A Wacker, E Schöll, Wave fronts may move upstream
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