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Equaciones Diferenciales en Diferencias

1. Consideremos la ecuacion

1 1+ tanh®(z/6) x
oy - 2 \LJ9) L H — tanh(Z) = 0.
2a91—tanh2(m/9)x v " (9)

Estudiar sus equilibrios y los comportamientos de las trayectorias en funcion
de los parametros de control 6 y H.

Tomado de [56]. Introducimos el potencial V(xz; H,0) = “"—22 — Hx —
¢ Incosh(7). Tipicamente, 6 € (0,1). La ecuacién se transforma en

"+ R(z,0)x’ — V'(x; H,0) =0

2a6
con R(x,0) = % > 0. Para H =0y 0 < 1, el potencial tiene dos
minimos en los que se alcanza el mismo valor, en posiciones simétricas.
En vista de la presencia de un término de amortiguacion, las trayectorias
se enroscan en torno a esos puntos (atractores espirales). Para |H| < H.,
hay dos minimos x4 > 0y x_ < 0, cada uno de ellos con una zona de
atraccion.

2. Consideramos la ecuacion diferencial en diferencias ul,(t) = up4+1 — 2un +
Up—1 — Asin(uy,), donde A es un pardmetro positivo. Demostrar que eziste
una solucion monotona tal que U_oo = 0 Y Upo = 2T CON U =T Y Up —T =
T — U_p para todo n.

Tomado de [14]. Ponemos ug = 7 y variamos u; en el intervalo (m,27)
para encontrar la solucién. La condicién ug = 7 garantiza que u, — 7 es
una funcién impar de n. Elegimos ¢ > 0 para que —Asin(u) > e(u — )
sim<u< %71’ y escogemos N grande para que ¢(N — 1) > 1. A contin-
uacion, elegimos u; — m pequeio para que u; < %ﬂ' sil <j < N. De-
seamos mostrar que bajo esas condiciones la secuencia finita {uq,...,uy}
no es mondtona creciente. Denotamos U, = u, — 7. Si {U,...,Un}
es mondtona creciente cuando 2 < j < N y U; < (2 —¢)Uj—1 — Uj_s.
Sumando estas desigualdades obtenemos Uy — Uny_1 < ezi;]\gfl U, +
(1 —e)U;. Como asumimos que U; > U; si 2 < ¢ < N, nuestra cota
inferior sobre N implica Uy < Un_1, lo que es contradictorio. Por tanto
hemos mostrado que si Uy es suficientemente pequeno, la secuencia em-
pieza a decrecer antes de cruzar w. Por otra parte, eligiendo U; > 7 la
secuencia cruza mw antes de decrecer. Notese que la secuencia crece hasta
un primer N tal que Uy = 7, si Uny1 > 7. Si, al final hay un N tal que
la secuencia crece hasta n = N, con Uy < m, y Uy = Uny41, entonces
Unyt2 < Uny1 asi que la secuencia decrece antes de alcanzar 7.

3. Sean U;(t) y Li(t), i € Z dos sucesiones diferenciables tales que
Ui (t) = di(Ui)Uit1 — Ui) — do(Ui)(Uima — Us) = f(U3) >
Li(t) — di(Li)(Lis1 — Li) — do(Li)(Li—1 — L) — f(Ls)



y U;(0) < L;(0) para todo i, siendo f, dy > 0 y da > 0 funciones Lipschitz
continuas. Entonces, U;(t) > L;(t) parat >0 y i€ Z.

Tomado de [15]. Procedemos por reduccién al absurdo, Sea W;(t) =
Ui(t) — Li(t). Ent = 0, W;(0) > 0 para todo i. Asumimos que W;
cambia de signo tras un tiempo minimo ¢; > 0, para algin valor de ¢,
i = k. Entonces Wy(t1) =0y W/ (t) <0, cuando ¢t — t;. Mostremos que
ésto es contradictorio. En t = ¢, debe haber un indice m (igual o distinto
de k) tal que Wy, (1) = 0, mientras que su vecino Wy,1;(t1) >0 (jes 1o
—1), y Wi(t1) = 0 para todos los indices k y m. En otro caso, W}, debiera
ser igual a 0 para todo k. La desigualdad diferencial implica

Wy (t1) 2 di(Unn(t1))Wing1(t1) + do(Up (t1)) Win—1(t1) > 0.

Esto contradice el hecho de que W), (t) debiera ser no positiva cuando
t — t1, si queremos que W, (1) se anule.

. Consideremos la ecuacion
U'(t) = z1(F/A) + 23(F/A) — 2U (t) — Asin(U(t)) + F,

con|F| < A, A >> 1, siendo z(F/A) < z(F/A) < z3(F/A) tres ceros
consecutivos de la ecuacion sin(z) = F/A en un periodo. Probar que eziste
un umbral critico F,. tal que esta ecuacion tiene tres soluciones constantes
estables si 0 < F' < F,, pero una si F' > F.. Caracterizar F,.

Tomado de [18]. Cuando F = 0, z1(0) = 0, 22(0) = 7 y 23(0) = 2.
Hemos de resolver

2z + Asin(z) = F 4+ 2arcsin(F/A) 4 2.

Segin F' crece desde 0, seguimos encontrando tres soluciones z; (F/A) <
zo(F/A) < z3(F/A) que continuan esas ramas hasta que F'+-2arcsin(F/A)+
27 alcanza el primer méximo local de 2z + Asin(z) (A es grande). El
valor F, en el cual ocurre ésto se caracteriza por la existencia de un
cero doble, un valor ug tal que 2 + Acos(ug) = 0y 2ug + Asin(ug) =
F.+ 2arcsin(F,/A) +27. Entonces, ug = arccos(—2/A) y F, es la solucién
de 2ug(A) + Asin(ug(A)) = F. + 2arcsin(F./A) + 2n. Por debajo de F,
hay tres ceros. En F,. dos de ellos colisonan. Por encima de F¢, los dos
ceros que colisionan, z1(F/A) y zo(F/A) se pierden.

z1(F/A) y z3(F/A) son estables mientras existen. Esta situacién se corre-
sponde con la presencia de una bifurcaciéon nodo-silla en el sistema, véase
[18].

. Fl sistema de ecuaciones
de; | v(E;)
"

D(E;)

(Bi — Ei_1) —

(Biyr —2E; + Ei_1) = J —v(E;),

con i € Z admite soluciones de tipo ondas viajeras de la forma E;(t) =
E(i — ct) que se propagan a velocidad constante ¢ cuando el pardmetro J



es suficientemente grande. Suponemos que v, D son funciones positivas
yv > 0 es grande. La funcion v es una cubica, crece desde 0 hasta un
mdximo local, decrece a un minimo local positivo y crece hasta el infinito.
Justificar que la velocidad del frente de onda escala como (J — JC)1/2,
donde J,. es el umbral para la existencia de ondas viajeras.

Tomado de [20]. Para v grande, podemos construir soluciones estacionar-
ias, que se pueden aproximar por

EZN,Zl(J) 1 <0, EZNZ;;(J) 1> 0,
cuando |J| < J., mientras que Ey es una solucién de

D(Ey)

T — v(Ey) — v(fo)

(Eo — 21(J)) + (23(J) = 2Eg + 21(J)) = 0,
donde z1(J) < z2(J) < z3(J) verifican J = v(z). Al alcanzar un valor J.,
z21(J.) = 22(J.), perdiéndose cuando J > J., de modo que sélo persiste
z3(J). La ecuacién reducida

v(Ep)

=J - ’U(Eo) — T(Eo - Zl(J)) + D(EO)

dEq
dt

(23(J) — 2B + 21(J)),

para el punto de unién de las colas constantes experimenta una bifurcacién
de tipo nodo-silla en J. cuya forma normal

¢ = a(Je)(J = Je) + /B(Jc)¢27

tiene soluciones tipo /5 (J — Je) tan(y/aB(J — Je)(t — to)). Estas fun-

ciones explotan cuando el argumento de la tangente se aproxima a +m/2,
en un tiempo t — tg ~ 7/y/aB(J — J.). El valor J. separa el régime en
el cual se observan frentes de onda estancionarios (anclados) y frentes de
onda viajeros.

Tomando J > J, préoximo aJ., las simulaciones muestran perfiles escalon-
ados, en los que un punto permanece cerca del desaparecido equilibrio
Ey(J.) hasta que se mueve siguiendo la curva tangente definida por la
forma normal y la posicién préxima a Fo(J.) la toma otro punto contiguo.
Este proceso de va repitiendo secuencialmente. La velocidad de la onda

VaB(J-Je)

T )

es el reciproco del tiempo que tarda esta transicién ¢(J,v) ~
véase [20] para detalles.

. Consideramos un problema con ruido

du; .
7; = Ujp1 — 2u; + uj—q1 + F — Asin(u;) + &,

donde A > 0 toma wvalores grandes y v > 0 caracteriza la magnitud del
desorden en el sistema, mientras que &; es una variable aleatoria de media
nula que toma valores en el intervalo (—1,1) de forma equiprobable. Probar



que la velocidad de los frentes viajeros para F mayor que un valor critico
F escala como (F — F)3/2.

Tomado de [22]. Fijando v = 0, podemos repetir con esta ecuacién el
estudio que hemos hecho en el ejercicio anterior y obtener un velocidad
que escala como (F — Fc)l/ 2. Sin embargo, al anadir ruido, para cada
realizacién del ruido, el umbral F,. se desplaza ligeramente por el ruido.
La velocidad que se observa es la media de las velocidades obtenidas para
un ntmero elevado de realizaciones. Si tenemos

enl ~ 1 \/alFOBENE — o) + 7(Fo)E

la media es

1

SEES IR, F-F V2d¢ ~ (F — F})%?
CN;cRI%/l(am — B +86) ¢ ~ (F — FY)

donde el nuevo valor critico es F} = F. — 2.

. Consideremos el problema

d’l,Ll'
dt

= Uij+1 — 2u1 + u;—1 + F— ASiH(Ui),

con A grande. Sean z1(F/A) < 23(F/A) < 23(F/A) las tres ramas consec-
utivas de ceros de F'— Asin(z) = 0 que empiezan en z1(0) =0, 22(0) =,
z3(0) = 2m. Sabemos que si |F| < F.(A) el problema admite soluciones
estacionarias que crecen de z1(F/A) en —oo a z3(F/A) en co. Cuando F
supera ese umbral, tenemos ondas viajeras. Escribe la ecuacion para estas
ondas viajeras y encuentra una formula para la velocidad.

Tomado de [24]. Las soluciones de tipo onda viajera tienen la estructura
u;(t) = u(i—ct), donde c es la velocidad de onda constante y u(z), z = i—ct
es un perfil de onda, que es solucién de

—cuy(z) =u(z+1) —2u(z) + u(z — 1) + F — Asin(u(z)), z€R

con u(—o0) = 21 (F/A) y u(co) = 2z3(F/A). Ese tipo de ondas viajeras se
llaman frentes. Multiplicando la ecuacién por u, e integrando, obtenemos

—c/OC u?dz = F[23(F/A) — 2z (F/A)].

—00

. El modelo de Fitz Hugh-Nagumo discreto es un modelo tipico de la propa-
gacion de pulsos

EU; = d(ui_H — 2’[1,1 —+ Ui—l) —+ ’U,Z(Q — UZ)(’Uq — a) — U4,

/
v; = u; — Bu;.



donde los pardmetros €,d > 0 y a con tales que (0,0) es la Unica solucidn
constante. € es pequeno y a es tal que z(2 — z)(z — a) tiene tres raices
z1(a) < z3(a) < z3(a). Ezplica la evolucidon de los pulsos en términos de
soluciones tipo frente de ecuaciones de Nagumo

eu; = d(uipr — 2u; + wi—1) + ui(2 — u)(u; —a) — w.

Tomado de [25]. Las soluciones tipo pulso tienen la forma w;(t) = u(z),
vi(t) =v(2), z =1 — ct € R, with

—ceu,(z) = d(u(z4+1) — 2u(z) + u(z—1)) + u(2)(2 — u(2))(a — u(z)) — v,

—cv,(z) =0,

con z € R. Para v pequefio, denotamos por z1(a,v) < z2(a,v) < z3(a,v)
las tres raices de u(z)(2 —u(2))(a —u(z)) —v = 0. Como € es pequeno, u;
y v; evolucionan en escalas de tiempo distintas. Se distinguen 5 regiones
en el perfil del pulso

e Parte frontal: u; = z1(a,v;) y v) = z1(a,v;) — Bv;, que evoluciona a
(0,0) segun 7 crece.

e Frente delantero: Descrito por soluciones viajeras de eu = d(u;41 —
2u; +ui—1) +ui(2 —u;)(u; —a) — 0 que decrecen de 2 a 0, con v; ~ 0.
Viaja a velocidad c.

e Pico: u; = z9(a,v;) y v = z3(a,v;) — Bu;.

e Frente transero: Descrito por una solucién viajera de eu) = d(u;+1 —
2u; + ui—1) + ui(2 — u;)(u; —a) — w que crece de valores préximos
a 0 a valores proximos a 2, con v; ~ w, w selecionado de modo que
viaja con velocidad ¢ también.

e Cola: u; = z1(a,v;) y v; = z1(a,v;) — Bv;, que se aproxima a (0,0)
segun 4 decrece.

Véase [25] para una visualizacién. Véase [32] para una aplicacién de estas
ideas a modelos de tipo Hodgkin-Huxley para nervios mielinados. Las
soluciones de tipo pulso no se pueden propagar cuando los pardametros de
la ecuacion reducida que describe el frente delantero son tales que sdélo
admite frentes estacionarios.

. Consideramos el sistema
vi = d(vj41 — 205 +vj-1) + flvg,w5),
wi = Ag(vj, wy),

con d,A > 0 y A pequeo, de modo que las dos variables evolucionan en
escalas de tiempo distintas. Fijado w, f(v,w) es una cibica biestable,
es decir, tiene tres ceros, dos de los cuales son estables para la primera



10.

11.

ecuacion con w; = w. Cuando las ecuaciones f(v,w) =0 = g(v,w) tienen
una unica solucion, que es estable, tenemos soluciones de tipo pulso del
sistema de ecuaciones diferenciales, como ocurre para Fitz Hugh-Nagumo.
Cuando es inestable, argumenta por qué a menudo se observan oscila-
ctones.

Tomado de [33]. Cuando g y f se cortan en un cero estable, tenemos un
sistema excitable con soluciones de tipo pulso. Cuando se cortan en un
cero inestable, soluciones de tipo ciclo limite (V (), W(t)) con periodo T,
T >0de

U/:f(’U,’LU), w,:Ag(vﬂv)v

aparecen para A pequeno. Las trayectorias del sistema se comportan como
vi(t) =V ([t +¢;) y wi(t) = W(t+ ¢;), para una fase ¢; que varfa lenta-
mente y puede hacerse independiente del tiempo cuando ¢ — oco. Todas
las trayectorias se sincronizan.

Sea u; j(t) una solucion de

aum

ot

= i1, = 2uij + uit1; + Alsin(u -1 — wig) sin(ug 11 — i)

para i,j € Z y u;j(0) = «;; tales que a1 — 204 + i1y € 12,
sin(ev,j—1 — aij) sin(aq je1 — i) €12 youy € 175 Si (uje1—uig)(t) €
Nnez [—g +2nm, § + 2n7r] se cumple para todo i, j, t, entonces w; ;(t)
tiene a un limite s; ; cuando t — 0 que es una solucién estacionaria del

problema.

Tomado de [23]. Definimos w; ;(t) = u, ;(t +7) —u, ;(t) para algin 7 > 0.
Entonces

3 s 0P ) == (i —01) () = sin( (s 1) 1)

4] 4,9

= sin((w,j+1 =i ) (£)) (Wi g1 — wi ) (E+7) = (Wi j41 — i) (t)) < 0.

Esto implica w; ;(t) — 0 cuando ¢t — oo para todo ¢, j. Concluimos que
u;,5(t) tiende a un limite s; ; que es una solucién estacionaria.

Resolvemos

8ui7j

ot

=Ui1,j — 24§ + w1 j + A(sin(ug o1 — i j) sin(ug jo1 — )

con condiciones de contorno s; ; = (i, /v A) + Fj donde 0 es la funcién
angulo que varia de 0 a 2 y F' > 0 es un pardmetro de control. Dado F =
0, el ejercicto anterior garantiza la existencia de soluciones estacionarias.
Puedes esperar un cambio a medida que F crece?



12.

13.

Tomado de [26]. A medida que F crece, la condicién

™ ™
(’U,i)j+1 - um)(t) € Npez —5 + 2nm, 5 + 2nm

deja de cumplirse. Las soluciones estacionarias desaparecen y aparecen

patrones viajeros. Si linearizamos el operador espacial en torno a s; j,

tenemos un problema eliptico discreto para F' pequeno que cambia de

tipo al crecer F'.

Construimos numéricamente soluciones de

82ui7j Bui,j
2 Ty

+A(sin(ui j—1 — uij) sin(wi j41 — i 5))

= Ui-1,5 = 2Uij + Uit

)

en un reticulo rectangulari =1,...,Ng, 7 =1,..., Ny, con condiciones de
contorno u; j = F(j — (N, +1)/2). A medida que F crece observamos que
la solucion inicial para F = 0 va evolucionando a soluciones estacionarias
que cambian lentamente al subir F' hasta que alcanzamos un punto F., tras
lo cual la estructura del reticulo se distorsiona. Se observan dos tipos de
distorsion distintos que coexisten. Linearizando en torno a la solucion
estacionaria en F = F,. encontramos una matriz con un autovalor nulo,
mientras que todos los autovalores eran negativos para F < F.. Como
explicas ésto?

Tomado de [36]. La rama de soluciones estacionarias s; ;(F') parece es-
table. En F = F, aparecen dos nuevas ramas. estables. El sistema
experimenta una bifurcacién de tipo pitchfork.

Consideramos la dindmica

82’01"]' Ovi,j
2 Yo

+A(sin(vi -1 — vi5) sin(vi j41 — vi 7))

= Vi—1,j — 2055 + Vit1,5

en un reticulo i = 1,...,N,, j = 1,...,N,. Imponemos condiciones de
contorno que representan presion hacia abajo en la zona central de la parte
SUpErior:

o A izquierda: vi; = vo ;.

o A derecha: N, j = UN,+1,5-

e Zona superior izquierda (1 <i < py): Vi,N, = Vi,N,+1-

e Zona superior derecha (p2 < i < Ny): vi N, = Vi,N,+1-

Zona inferior: v;o = 0.

e En la zona superior central (p1 < i < p2) se empuja hacia abajo:
Vi, N, +1— Vi, N, = —f(%), donde f tiene un perfil triangular que apunta
hacia abajo con magnitud F > 0.



14.

Segun F' crece, observamos que la solucion inicial para F' = 0 desarrolla
distorsiones localizadas en en reticulo que viajan hacia abajo. Segin de-
crecemos F' a cero, esas distorsiones se mueven hacia arriba y pueden
desaparecer. Cémo explicas ésto?

Tomado de [45]. La rama de soluciones estacionarias que empieza en
F = 0 desarrolla bifurcaciones en valores especificos de F' en los cuales
se crean distorsiones en la red. Tales nuevas ramas son estables para
algunos rangos de F', los defectos simplemente viajan lentamente. Estas
configuraciones bifurcan en determinados valores de F para los que se
crean nuevos defectos, que viajan para un rango de F', hasta que ocurre una
nueva bifurcaciéon a medida que F' crece. Cuando decrecemos F, el proceso
se invierte. Los defectos creados viajan hacia arriba, y desaparecen, uno
tras otro.

Dado el problema
ui + ol = ujin — 2uy +uj + F — Ag(uy),
donde g(u) =u+1siu<0yglu)=u—1 siu>0, construir soluciones

de tipo onda viajera.

Tomado de [27]. Una solucién de tipo frente viajero toma la forma wu;(t) =
u(i — ct)+, z =i — ct. El perfil v(z) = u(z) + 1 satisface

Av,.(2) — acv,(2) — (v(z +1) = 20(2) + v(z — 1)) + Av(2)
= F +2AH(—sign(cF)z), z€R,

con v(—o0) = 0y v(oco) = 2. Hemos tomado g(u) = v+ 1 — 2H (u),
donde w es la funcién de Heaviside. Usando la expresion como integral de
contorno de la funcién de Heaviside

H(_Z)__i ezk:w
o 2m Jo k

dk.

C' es un contorno formado por un semicirculo cerrado en el semiplano
complejo superior y orientado en el sentido contrario de las agujas del
reloj, mas otro semicirculo cerrado en el semiplano complejo inferior y
orientado en el sentido de las agujas del reloj, que incluye dentro el origen
y forma un pequeno semicirculo por encima de él. El perfil que buscamos
viene dado por la expresién

) F A / exp(eksign(cF)z)dk

v(z) = — — — .

A m Jo kA+4sin®(k/2) — k2¢2 — ak|c|asign(F)
Imponiendo v(0) = 1, obtenemos una relacién entre la velocidad ¢ y la
fuerza aplicada F. Conocido ¢(F'), esta expresién proporciona los perfiles
v. A diferencia de ejercicios anteriores, tales ejercicios no son monétonos,
sino que presentan oscilaciones, véase [27].



15. Probar que el problema de valores iniciales
uj +oul; = d(uji — 2uj +uj1) —uj + F,
u;(0) = u(;, u;(()) = ujl,

d >0, a >0, admite soluciones de la forma

ui(t) = 371G L (U (0) + G (t)u /ZG (t = ) fi(s)ds

k

; 0 1
para funciones de Green adecuadas Gj,k Y Gj’k.

Tomado de [28]. En primer lugar, eliminamos el operador en diferencias
usando funciones generatrices p(6,t) y f(6,t)

= Zuj(t)e*zje, f0,t) = ij(t)efzje.

Diferenciando p con respecto a t y usando la ecuacién, vemos que p(6, t)
es solucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias

p”(@, t) + Ozp/(a, t) + W(Q)QP(Q’ t) = f(ev t)

con w(#)? = 1+ 4dsin?(A/2) y con condiciones iniciales para p obtenidas
de las condiciones para u;. Fijado 6, sabemos cdmo calcular soluciones
explicitas de esta ecuacién linear de segundo orden con coeficientes con-
stantes

p(6,1) = p(6,0)g°(6. ) + ' (6.0)g (8, 1) + / g1 (8.t — )£ (8, 5)ds,

con
S /4> W0)
9°(0,1) = § te=ot/? a2 /4 = w(h),
e—oct/? Slngéé‘?)t% a2/4 < w2(9)’
Ot (9)—em— Otr_ ()
— e a®/4 > W (0),
g 0,t) = te 2 (1+91), a?/4 = w?(0),
e—ot/2 (cos([(@)t) 4 2R Si;I((IQ()G)t)) . a?/4 < w?(6).

Recuperamos Uj; COIMO

lo que conduce a

d6‘ d6‘
G0 = [ S0, G = [ e 0.0,

7T 7T

10



16. Usar la expresion de las soluciones del problema de valores iniciales es-
tablecida en el problema anterior para definir una condicion de contorno
no reflectante en n = 0 para problemas truncados en n > 0, de modo que
la solucion que obtenemos es la misma que obtendriamos resolviendo el
sistema para todo n.

Tomado de [48]. Colocamos una condicién de contorno artificial en n = 0
y restringimos el dominio computacional a n > 0. Por tanto, necesitamos
una condicién de contorno para calcular ug(t) y cerrar el sistema. En

principio,
d2UQ
P d(u1 — 2ug +u—1) + fo,
pero u_1(t) a menos que resolvamos también para n < 0. La ecuacién en
n = —1 nos proporciona
dzu,l

=d(0—2u_1+u_ _ duyg.
72 ( 1+ u—2) + f-1 + dug
Suponiendo que conocemos ug(t), podemos ver el problema para n < 0
con condicién de contorno en ug(t) como un problema con condicién de
contorno nula en la pared y un término fuente modificado: f, + dd,,_1uo
para n < 0. Podemos extender este problema a todo el espacio definiendo:

Up n<0
Uy = 0 n=>0
—U_, n>0

La extension v, es solucion de:

d?v,
dt2 = d(UnJrl - 2vn + Unfl) + 9n,
dv
n(0) =00, —2(0) = v}
wnl0) =2, D (0) =},

para todo n, donde v? y vl son extensiones impares de u! y ul. La fuente
gn se obtiene extendiendo f,, 4+ d,,,—1u9. Hemos incluido la condicién de
contorno ug como una fuerza que actia en u_j para permitir una extension
impar con vg = 0. Usando la simetria de los datos:

Uar ! d 0 ’
) = ) = 37 [0 22 0) + S 1y o)
n’<0
+ [ 30 Gt~ ) () + B ru(s))ds, <0

n’<0

O _ 0 O .z . .
donde G, ., = G, ., — G}, _,,, es la funcién de Green para el semiespacio
n < 0 con condicién de contorno nula en n = 0. De esta forma, obtenemos
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17.

la férmula buscada para u_q:

u_i(t) =r_1(t) +d [;G%_ }i(tfs)uo( s)ds,
P(®) = T 10010 (050 + “ (0 (0
+ o G2 i (t = 5) fr (5)ds].

El término r_1(t) representa la contribucién de los datos en la regién
exterior. Nuestra condicién de contorno en n = 0 t toma la forma:
d2u0
dt?

¢
= d<u1 —2up + d/ G (t— s)uo(s)ds) +dr_1 + fo,
0
con nucleo:

™ 76721‘0
991_1(t):[ dglww)sin(w(ﬂ)t).

o 2T

De forma analoga, obtenemos condiciones de contorno no reflectantes en
intervalos finitos —IN < n < N, véase [48].

Consideremos el problema de valores iniciales
wj = d(ujpr — 2+ 71)uy +uja) + fluy), j=1,...,N
u;(0) =), ui(0)=wu;, j=1,...,N
0,

J 77

ul(t) = una (t )

para una funcion continua f. Denotamos V (u) = — fo s)ds. Suponemos
que uf(u) +2(20 + 1)V (u) > 0 para o > 0. Deﬁmmos la energia

E(t):éfZ “ﬂﬂ*g _Z [ = y)*(8) + ruf( Z V(s (#)-

Si E(0) < 0, entonces Zjvzl lu;(t)|* = oo cuando t — T para algin T > 0
finito.

Tomado de [29]. Definimos H (t) = Ej L (O +p(t+7)%, con p,o > 0a
elegir de modo que (H=?)" = ocH°"2((c+1)(H")>—~HH") < 0. Cuando
H(0) # 0 tenemos

H(t) > H7"H(0)(H(0) — otH'(0)) ™"

y H(t) explota en tiempo finito para algin 7" < H(0)/ocH'(0) supuesto
que H'(0) > 0.

Veamos cémo hacer ésto. Calculamos H' y H”, y usamos la ecuacién para

12



18.

19.

obtener

HH" — (0 +1)(H')? = 4(c + 1)Q + 2HG,
2

N N N
Q= (D luP+pt+m)? | [DIWP+p) = [ D wu)+pt+7)| |
j=1

j=1 j=1

N
G:Zujf(uj)—z:uiaiﬁjuj—(20+1) Z|u;\2+p ,
J=1 i, j=1

donde A = (a;;) es la matriz que define la parte lineal del sistema.
Tenemos @ > 0. Estimamos G'(t) y concluimos que G(t) > o(20 +
1) (=5 — E(0)) > 0si p=—2E(0) > 0.
Tenemos (H~7)” <0y H(0) #0. Ademds, H'(0) = 22?,:1 uuj +2p7 >
. 1N
Osi7T>—p1 > e ufuj.
Sea uy,(t) una solucion de
ur, = d(up) (Uns1 — 2up + Up—1) + V(un) (Un—1 — Up) + f(un),

con datos iniciales no negativos y un término reactivo f, tal que f(u) >
CuP, conp > 1, C >0, para u > 0 grande. Ponemos a(u) = —(2d(u) +
v(w))u+ f(u) y asumimos que d(u) > 0,d(u)+v(u) > 0 crecen mds despa-
cio que uP para u large. Para cualquier componente k tal quea(uy(0)) >0
y a'(u) > 0 cuando u > ui(0)

> ds

ug(t) — oo as t—>T§Tb:/ — < 00.
u (0) a(s)

Tomado de [44]. El principio del méximo garantiza la positividad de u, (t).
Usando ugy1,ux—1 > 0, obtenemos la desigualdad diferencial u},(t) >
a(uy). Por hipétesis, a(u) > a(ur(0)) > 0 para u > ux(0). Entonces
ug (t) decrece y estd acotado inferiormente por la solucién y(¢t) de y'(t) =
9(y), y(0) = ux(0), que estda dada implicitamente por:

v g
- / s
uk(O) a(s)
La integral fi:(o) % < oo debido a la condicién de crecimiento a(s) >>

sP, p > 1 para s grande, ya que a(u) > 0 para u > wug(0). Cuando
t—=Ty= [ % < (t) —
b= Jup0) a(s) S Y 0.

Consideremos las ecuaciones de Becker-Déring

kak =p> 07
k=1

P;c :jk—l *jkv k 2 27
gk = d(e*PT* p1pp — pry1)

13



20.

para una sucesion dado €, > 0 con D€, = €x41 — €k, con a y p positivos,
y constantes. Calcula las distribuciones de equilibrio.

Tomado de [30]. Imponemos ji, = 0. Entonces pi = p¥e?* es la solucién
de equilibrio. Este sistema admite ondas viajeras cuya descripcién es
compleja, ver [30].

Dado el problema cinético

d
% = (k= DY3D(k — V)ry_1 — kY3D(k)ry,, &k >3,
d
2 — 92eD(1) — 23D (2)ry
ds
d
cd—z +4¢2D(1) +eM, =1,
a_1
ds ¢’

encontrar una expresion para ri en términos de los pardmetros del prob-
lema.

Tomado de [51]. Nétese que las ecuaciones para s y ¢ arrancan de una
singularidad en s = 0. La transformada de Laplace de las ecuaciones nos
da

dT’Q 1/s
=2¢D 21/3D(2
o (1) - (2)ra,

dry,
ds
Concluimos que

= (k—=1)Y?D(k — Drp—1 — K'3D(E)ry,,. k> 3.

2D(1)
o+25D(2)"
(k—1)3D(k—1)

(o) = . 1, k>3
k(o) o+ kiDk) !

fg(O’) =

Por tanto,
2D(1
25 D(2)fy(0) = ,1( ) ,
14027 D(2)-1

. Ek—1)35D(k—1
k3 D(k)ig(o) = ( )_1 ( )f'k—h k>3
1+oks D(k)1

Iterando, . R
k3 D(k)7y = 2¢D(1) Ry,

donde

011
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Mediante la férmula de inversion
1 . 1 S§1—100
£ = = [ e f(s)ds =

c

21

e f(s)ds,

2m 514100

expresamos 7, como una funcién de las transformadas inversas Ry de Ry:

2D(1) ° _ Nelsds'
)/ORk(s Je(s')ds', k> 2,

Ti(s) = m

con

1 1 S§1—100 1 L .
Ri(t)=— StRk( )ds —/ et f(s)ds= lim —/ e Ry (15)ds,
2m 271 J s) 4ao00 L—oo 2w [_
donde C es un contorno de inversién. Una eleccién clasica son los con-
tornos de Bromwich s; — ¢s, paralelos al eje imaginario y localizados a la
derecha de las singularidades de Ry, (s). En este caso, podemos elegir el eje
imaginario s; = 0. Para fines numéricos, las mejores elecciones de caminos
de inversién son aquellas para las que se puede aproximar la integral por
una férmula de cuadratura con el minimo de puntos posible. Podemos
elegir deformaciones de caminos de Bromwich, como los contornos tipo
Talbot o caminos hiperbdlicos.

Métodos numéricos

. Dado un perfil c. > 0, funciones p(x) > 0, n(x) > 0, u(z) y constantes
a, R > 0, consideramos el siguiente problema de frontera libre. Deseamos
calcular x* tal que

() + au(w)d (z) = Rp(x)n(z)"*(c(x) — ce(x)), 0<z <,
"(z) + au(x)c (:U) 0, x> x,
() = ce(2:) = e, (a7) = (@), c(00) =1,¢(0) = c(0).

es decir,

e’} oo -1
¢($) — / e IS u(z/)dx’dy (/ o IE: u(r/)dz/dy> .
x 0

Para calcular z,, selecionamos una aproximacion inicial x,. A contin-
uacién, definimos c¢(x) para x > x,. para ese valor temporal de x,. A
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continuacién, resolvemos ¢’ (z) +au(z)c' (z) = Rp(x)n(x)V/3(c(x) —co(x)),

0<z<mpconc(ry) =ceyd(ze)=(ci—1) d;((j:)). Tras ello, comparamos

¢(0) con c(0). Segiin sea mayor o menor, aumentamos o disminuimos el
valor de z, hasta que la diferencia es suficientemente pequena.

. Consideremos el problema hiperbdlico

0’E ) oE oJ

E(z,0) =0, z € (0,L),
E(0,t) = pJ(t), t>0,

L
/ E(z,t)dx = ¢, t>0,
0

donde p, ¢, L son positivos y A, B, C, D son funciones acotadas. A y B son
positivas, mientras que C es negativa. Cudl seria un esquema numeérico
adecuado para resolver este problema?

Tomado de [16]. Los problemas hiperbdlicos se discretizan normalmente
de forma explicita. Sin embargo, en este caso i) tenemos una restriccién
integral que acopla todos los valores en cada nivel de tiempo, ii) el oper-
ador hiperbdlico viene dado en forma no caracteristica. Usamos diferen-
cias finitas progresivas de primer orden para las derivadas temporales de
primer orden de F y J. Usamos una aproximacion retrégada de segundo
orden para las derivadas espaciales de primer order porque las diferencias
centrales conllevan inestabilidad. La derivada segunda FE,; se aproxima
combinando las aproximaciones en espacio y tiempo descritas. En el ex-
tremo izquierdo usamos para F, una aproximacion retrégrada de primer
orden. La integral se discretiza mediante una regla del trapecio compuesta.

. Consideramos las ecuaciones de Navier para cristales con simetria cubica
en situaciones bidimensionales, en funcion de tres constantes positivas c11,

C22, C44°
62u1 82U2 82U1 82UQ
My =C C C C ,
‘1 1 ox? + o 0x10x5 +lu 03 +Cus 0x10x2
82U2 82U1 82UQ 82u1
Mull =C C C C ,
2 1 0x3 + O 0x10x2 +Cus 0z? +Cus 0x10x2

donde M > 0. Proponer una discretizacion en diferencias finitas estable.

Tomado de [31]. Construimos una malla rectangular. Denotamos por
Dj y D; las diferencias finitas de primer orden progresivas y regresivas,
respectivamente, en la direccién i, es decir,

(04 dz1,m) —u;(€,m)
51‘1
ui(6,m) —u;(€ — dx1,m)

Dfuj (L,m) =

b

Dy uj(¢,m) =

)

(5(E1
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para ¢ = 1. Andlogamente para ¢ = 2. En vista de la presencia de términos
cruzados, elegimos

DT Dfu DT DI u Dy Diu Dy Dfu
My =C 1M1 %1 C 1 2 Y2 C 2“2 Y1 C 2 M 42
b H oz R 0x10%s +lu dx3 +lu dx10ze
Dy DFu Dy D D7 Dfu D7 Diu
My =C 27272 4 o~ 2717 L o 17172 o~ 172 7
2 H dx3 tln 2102 +lu oz +lu 0x10%s

Véase [35] para extensiones a cristales tridimensionales y a reticulos con
dos bases.

. Consideramos un reticulo hexagonal plano e ignoramos desplazamientos
en la direccion vertical. En el limite continuo, las deformaciones planas
se describen mediante las ecuaciones de la elasticidad de Navier en dos
dimensiones para el vector de desplazamiento,

0%u 8%u 8%u 8%v
P2om = (>\+2ﬂ)$+ﬂaiyg+(/\+u) 920y’
8%v 8%v 8%v 0%u

7 _ ., 27 29 ——
Prgm =Haa T (A +2p) 052 + (A +p) 920y’

donde po es la densidad de masa A y p los coeficientes de Lamé en dos
dimensiones(A = Cia, p = Css, N\ + 2u = Ci1). Proponer una dis-
cretizacion en diferencias finitas en un reticulo hexagonal con constante
a.

Tomado de [40]. Tomamos un punto A en el reticulo hexagonal con coor-
denadas (x,y). Sus 9 (3+6) vecinos préximos tienen coordenadas

a

a a a a
”1:(x—z’y—zﬁ)’”?:(“z’y‘m)’”?’:<”+ﬁ

a av'3 a av/3
n4:<m—2,y—2>7n5:<x+2’y_2)’”6:(x_a7y)’

3 3
n7:(x+a7y)an8: (xa7y+a\[>an9 <I+a7y+M> .

2 2 2 2

Definimos los operadores siguientes en términos de las coordenadas (z,y)
del nodo A:

Tu = [u(m) = w(A)] + [u(ng) — u(A)] + [u(nz) — u(A)],
Hu = [u(ng) = u(A)] + [u(n7) — u(A)],

Diu = [u(ng) —u(A)] + [u(ng) — u(A)],

Dyu = [u(ns) — u(A)] + [u(ng) — u(A)],

Los desarrollos de Taylor de estas combinaciones de diferencias finitas en

17
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torno a (x,y) proporcionan las aproximaciones

(12
R

Tu ~ (92u+du) 1

Hu ~ (02u)a?

1 3 3

S
e
2

2

1 3 3

i

Dou —
? 2

segun a — 0. A continuacion introducimos en las ecuaciones del movimiento

Hu/a?, (4T — H)u/a® y (D1 — D2)u/(v/3a?) en lugar de d?u, 7y 9,0yu,

respectivamente, con reemplazos andlogos para las derivadas de v. Como

resultado, obtenemos las siguientes ecuaciones en cada punto del reticulo:

0u At p

2 —
P20’ ay = duTu+ A+ p) Hu+ 7 (D1 — D)o,

0%v A+ p

22— = 4042w Tv— (A Hv+~—X (D, — Dy)u.
20”5 (A+2u)Tv — (A + p)Ho + 7 (D1 = D2)u

. Consideremos un reticulo hexagonal plano con constante de red a. Las
ecuaciones de Navier isotropicas tienen soluciones singulares

a 1 (Y LY
- 2wt |
b 2m [ an T + 21 —v)(x2 + yQ)}
a 1-2v 22 + 92 y?
v = — |— In + ’
2 | 4(1—v) b2 2(1 —v)(z2 4 y?)
donde v = A/[2(A+p)] para todo a. Elegimos (xo,yo) distinto de los puntos
del reticulo y resolvemos una version amortiguadad de las ecuaciones de

Navier discretas formuladas en el ejercicio anterior. Cdmo esperas que
evolucione el sistema empezando de la condicion inicial (u(x — xo,y —

Yo),v(z — w0,y — o)) ¥
Tomado de [38]. Las ecuaciones amortiguadas tienen la forma

e
2% o2 ot

A+
ApTu+ (A + p) Hu+ (D) — Do),

V3

A+ 200 Tv — (A + ) Ho + 2 (D, — Dy,
V3

con v > 0. Esperamos que el sistema relaje a una configuracién esta-

cionaria que se comporta como (u(x — zo,y — Yo), v(z — o,y — Yo)) & una

cierta distancia de (xo,y0). Estas soluciones representan defectos en el

reticulo que generan los campos elasticos elegidos. Se ha estudiado una

gran variedad de defectos mediante estos modelos [52, 55].

R
2 o2 T ot
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6. La ecuacion de Helmholtz en todo el espacio se plantea como

Au+ k*u =0, x € RV,
. N-1
hmr:\x|~>oor 2 (

0

5@ — Uinc) — th(u — Uinc)) = 0.

Da una formulacion variacional equivalente planteada en un dominio aco-
tado mediante el operador Dirichlet-a-Neumann.

Tomado de [37]. Sea Bg una esfera de radio R y I'g su frontera. El oper-
ador Dirichlet—a—Neumann (también llamado Steklov—Poincaré) asocia a
los datos Dirichlet en I'g la derivada normal de la solucién del problema
de Dirichlet exterior:

L:HY?Tg) — HY*(R)
Fo b

donde w € H}

L RN\ Bg), Br := B(0, R) es la tinica solucién de
Aw + k2w =0, en RV \ Bg,

w = f, en I'g,

ow
li N-1/2/Y% —0.
Jim 7 ( 5 kw) =0
H'Y2(I'g) y H='/2(T'g) son espacios de trazas estandar. Podemos estudiar
un problema de contorno equivalente planteado en Br imponiendo una
condicién no reflectante en la pared I'g:

Au+ k%u =0, en Bg,
a—an(u — Uine) = L(u — Uine), on I'g.
La soluciéon u del problema original es también solucién del problema
variacional
u € H'(Bg),
b(u,v) = £(v), Vv € H'(BgR),
donde
b(u,v) = / (VuVo — k*um)dx —/ Luwdl, Yu,v€ H'(Bg),
Br 'r
auinc — 1
Lv) = (—— — Lujne) v dl, Vv € H (BR).
I'r 81’1
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7. Escribe el problema de transmision tipo Helmholtz

V(. Vu) + X2u = 0, en R?\ ;,
V- (a;Vu) + N (k)?u =0, en ;,

u” —ut =0, en 0);,
aiag—r:—oze%:& en 0%,
lim /2 (a(u — Uine) — 2Ae(u — uinc)> =0, r=|x|,
r—oo or

en forma variacional y calcula la derivada de J(k) = [ Ju(k) — d|*dl con
respecto a k.

Tomado de [39]. Argumentando como en el ejercicio anterior tenemos
uwe H! (BR),
S(u,v) = £(v), Vv € H'(Bg),

donde
S(u,v) = / (e VuVT — N2uw)dx + / (;VuVT — X (k)*uv)dx
Br\Q: Q;
—/ a.Luvdl, Yu, v € H(Bg),
I'r
8uinc _ 1
tv) = o — Luine)0dl, Yo € HY(Bg),
T'r on

siendo L el operador Dirichlet-a-Neumann definido por

V- (. Vw) + \2w = 0, in R%2\ Bg,
w=f, en OBg,

ow
1 1/2 _— =
Tlgn T (81" W)

Diferenciando J respecto a k vemos que

o / (alk) — dyug ()L,

dz(kk) € H'(Bg) es solucién de

donde la derivada ug (k) =
/ (e Vug (k)Vo — Nuy(k)v)dx + / (i Vg (k)VT — X\ (k)*ug (k)0)dx
BR\Qi Qi
_ / oo L (k) Tl = 2 / s (B)N,(Byu(k)Tdx,
FR Qi

para todo v € HY(Bg) y u(k) es solucién del problema de Helmholtz para
i(k).
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8. Definimos el coste J(a,k) = > [ |um — din|?, donde up, es solucion

de
div(a.Vu) + k2u =0, en RV \Q,, div(aVu) + k*>u =0, en €,

— du— out
um=ut, a— =a.%G—, en 00,

_ (u—u™
r(N=1)/2 (% — tke(u — u{ﬁ&) — 0, cuando 7 := |x| = o0.
Dados a;, kj, encontrar direcciones de descenso para

J((S) = J(aj + 5¢,k‘j + 5’(/1),

donde 6 > 0, con el fin de implementar un proceso de optimizacion.

Tomado de [46]. Buscamos 4, ¢ y ¢ tales que d‘;g‘s) < 0. Diferenciando,

tenemos

dJ

dé

/ [0 VU, VW, — 200k; wmWy,| dz| |
Q.

6=0 j

M
= - ZRe
m=1

donde u,, es solucién del problema directo con a = aj, y k = k;. Los
campos adjuntos w,, son solucién de

div(aeVwy,) + k2w = (dm — Um)or, ... s en RV \ O,
div(a; Vwn) + k3w, =0, en §;,
— +
w,, =w, aia(,;u—r;” = ae%‘}—nm, en 08,
pN=1)/2 (% + mewm) — 0, cuando 7 — oo.
Tomando

M M
G(x)=Y  Re (Vi (X) VI (x)), $(x)==3  Re(Un(X)Tm(x)), x€Q
m=1
y
a1 =0a; +00,  kjp1 =k;+ 01,
garantizamos J (a1, kj4+1) < J(aj, k;) para ¢ pequeno.

. Explicar como resolver el sistema cinético siguiente mediante el método de
particulas:

Al . Te B
o f+ hons sin(k)0, f + ﬁFakf =
L1 FPDag,. _ Vimp Vimp _
e - (14 522 ) 14 52 e -kt

2V =0,F=n—1
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=50 [ skt =g [P ) a

fEPUE; ) = aln[1 + exp (u — 6 + d cos(k))]

Um A

VenXo B QkBT

Las condiciones de contorno son, para x = 0:

4 £ o B
T =pBF - —foﬂ sin (b) 7O dik /_7r sin (k) f~ dk

con
2mho Fyr

5: €AND

y para x = L/xqg:

_ fo 1 N
= Wen P roa <1 27r/ / d’“)

Las condiciones de contorno del potencial eléctrico V' son

_ ¢ L
V(O7 t) - Oa ( ) d)L FM To
La condicion inicial es
- . 1jF/Te .pp
FO(ksn) = exp (15k) 7f (n)
j:z_:oo 1+ 52 (F)?

OEES| " FED (s () cos(jk) di
™ Jo

conx € [0,L = L/xg] y f periodico k con periodo 2w. La energia promedio
E se define como

E fﬂ,/f/l (k) f(x, k,t) dk I (1 —cosk) f(z,k,t)dk

kT kT [ ekt dk ST f (ko t) dk

Tomado de [43]. Partimos de una descripcién de la funcién de distribucién
como un suma de funciones delta:

fla, k,t) Zwlfl §(x — zi(t) @ 6(k — ki(t))

donde w;, fi(t), z;(t) v ki(t) son, respectivamente, el volumen de control
(constante), el pesp la posicién y el vector de onda de la particula i-
ésima. Sea NN el numero de particulas numéricas. El movimiento de las
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particulas estd gobernado por una dinamica sin colisiones, mientras que
las colisiones se representan por la variacién de los pesos. El perfil de la
solucién puede desarrollar gradientes grandes cuando algunas particulas
adquieren gran peso, no acumulando muchas particulas en regiones de
gradientes grandes. La evolucion de las particulas estda determinada por
sus posiciones y vectores de onda, que definen las curvas caracteristicas
de la parte convectiva de la ecuacién. Sus ecuaciones son:

d d Al
—k=2F —zx=
i = 0 @t T 2hoy

sin (k) .

La evolucion de la funcién de distribucion a lo largo de esas curvas carac-
teristicas viene dada por la ecuacién:

i 71 . Vimp Vimp _ FD
dt n[ <1+2uen)f+2umf( SR

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante se discretiza
mediante un método de Euler modificado:

1 Vim n— Vim - n—
gt |- (1 ) ooty Ym0 o)

with {7 = f(@p=!, kPt e,

kln _ k;L—l + thFin_l,
Ui

Tl = x;’_l + dt

3

sin (k7).
ooy S (k)
Por razones de estabilidad, usamos k]’ para actualizar z}'. Métodos mul-
tipaso parecen proporcionar periores resultados.

Las condiciones de contorno se toman en cuenta como sigue:

e Si k' > 7, tomamos k' = k' —27. Si k' < —m, tomamos k' =
ki + 2m.

e SiaP > L, tomamos 7 =2 — Ly f"~' = f;". Si 27 < 0, tomamos
z -1 ELP

xf =P+ Ly fI'™" = f7. Los valores f" y f; se calculan por

discretizacién de las integrales usando la regla de Simpson en una

red equiespaciada K,  con paso Ak.

Para calcular z;, k; y f; en el siguiente paso de tiempo t"*!, necesita-
mos actualizar el campo eléctrico y la distribuciéon de Fermi-Dirac en las
ecuaciones de las particulas. Esta actualizacién requiere un proceso de in-
terpolacién para generar una aproximacién de la funcién de distribucién en
una malla regular X,,, K,,/, que se usa para aproximar el campo eléctrico
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y el potencial quimico. Para aproximar los valores de la funcién de dis-
tribucién en la malla, f ./, empleamos los valores para las particulas f;".
Se calcula una media ponderada mediante

N .
> S Wo
n o i=1
m,m’ N .
’—2:1 Wnla,m/
donde
’ [ X — 27| (K — k|
Wi o= 0,1—2m—=ilt. 0,1 =m Ml
mom max{ , Ar max ¢ 0, Ak

y Az, Ak, son los pasos en espacio y vector de onda.

Se obtienen aproximaciones para la densidad y densidad promedio en los
puntos de malla, n (X,,, ") ~ n® and (kpT) " E (X, t") ~ (kgT) " E™,
mediante la regla de Simpson y los valores interpolados de la funcién de
distribucién en la malla.

Calculamos el potencial quimico p resolviendo las ecuaciones mediante
un método de Newton-Raphson. La regla de Simpson se emplea también
para aproximar las integrales para n(u) y dn(u)/dup. Una vez conocemos
el potencial quimico pu, calculamos la distribucién de Fermi-Dirac en los
puntos de la malla, f¥? (K,,;;n™), que se interpola a su vez para obtener
la distribucién de Fermi-Dirac sobre las particulas.

Calculamos el campo eléctrico en el tiempo t", usando diferencias finitas
para discretizar la ecuaciéon de Poisson en la malla X, :

n n n _.n

m+1 2Vm + Vm—l =Ny — 17

n _yn
Fn _ m—+1 m—1

m 2Ax ’

donde V (0,t") =0y V (L,t") = ¢L. Denotamos V,? yF las aproxima-
ciones deV (X,,,t") y F (X,,,t") en la mallaX,,. Finalmente, se interpola
el campo eléctrico en la posicién de la particula 4

n __ Xm+1 _‘r:l n {177 _Xm n

La corriente total J viene dada por

J(t) = z/OL Uﬂ sin(k) f(z, k, t) dk} dz,

-7

donde
LA

$ = 4’/Th”UM-

Usamos la regla de Simpson para aproximar J(¢").
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Ecuaciones en Derivadas Parciales
. Consideramos el problema

V- v%Vu=0 inQ\Q, V- -vVu=0 in €,
u” —ut =0 on 98, viVu~ -n—~Vut -n=0 on 9,
YVu-n=j5 on dN.

con coeficientes positivos e, y; y continuos hasta el borde. Suponemos que
Q; C Q son dominios con fronteras requlares. El vector normal unitario
n apunta hacia el exterior de Q. y el interior de ;. u~ y u™ denotan
los valores de u en 02); calculados como limites exteriores e interiores de
Q;, respectivamente. Podemos esperar que haya solucion para cualquier
j € L*(0)? Podemos esperar unicidad de solucién?

Tomado de [57]. Integrando sobre €2 y aplicando el teorema de la diver-
gencia, tenemos

V - veVudx + / V - y=Vudx
N\Q; Q;

:/ %Vu~nd€:/ jdé=0.
o0 oQ

Esto proporciona una restriccién sobre la integral de j en el borde para ser
capaz de construir soluciones. Satisfecha esta restriccién, las soluciones no
son Unicas pues basta anadir cualquier constante para tener otra distinta.

. Dado un semicirculo Q, con frontera superior curvada OQT y frontera
inferior recta 02~ , consideramos el problema

dACZkS% x € ()

+ K’
c=cy >0, x€00”
@20, x € 00T,
On

con pardmetors positivos d, ks, Ks. Probar que este problema tiene una
solucion nonegativa ¢ € HY(Q).

Tomado de[60]. La solucién ¢ se puede construir como limite de soluciones
de problemas linearizados ¢(™)

m kS m
dAC( ):mc( ); x €N
™ =y >0, x€00
(m)
dc =0, xe0Nt,
on
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empezando de ¢(©) = ¢y. El teorema de Lax Milgram implica la existencia

de una solucién tnica ¢™) € H'(2). Denotamos a,, 1 = W Mul-

tiplicamos la ecuacién por la parte negativa de ¢™), ¢(™)~ y obtenemos
d/ |Vc(m)_|2dx+/ 1] ?x = 0,
Q Q

pues fQ 8%(:) ¢, d! = 0. Initialmente, ap > 0. Por tanto, W= =9
ye) > 0, lo que implica a;. Por induccién, concluimos quec(™ > 0
am >0y am < ks/K,. Escribiendo clm) = &m) 4 ¢ con &M e HYQ),

tenemos

dAé(m) = am_lé(m) + am_1c9g x €
&m=0>0, xe€0Q"
o&lm)

_ +
n =0, x€0Q".

Multiplicando &™) ¢ integrando, obtenemos

d/ |V&(m)|2dx+/am—1|5(m)|2X=/am_lcoé(m)x.
Q Q Q

Usando la desigualdad de Poincaré, ||E(m)|\H5(Q) < O(Q)E. Gracias a
las inyecciones de Sobolev, podemos extraer una sucesién bque converge
débilmente en H{, fuertemente en L? y puntualmente a un limite ¢.
Pasando al limite en la ecuaciéon, ¢ = ¢ 4+ ¢y > 0 es una solucién del
problema original.

. Probar que la solucion ® de la ecuacion

e dk
_@(I)(l‘) - nD(aj) - /]R 1+ exp(e(k') - (D(I))

dkdzx

con fW Trom(e(h) —a@) — @ fijado y % € L? es tnica.

Tomado de [21]. Supongamos que tenemos dos soluciones ®; y ®o que
satisfacen tales condiciones. Sea U = ®; — ®5. Entonces, % €L’y

d*U

dk dk
d? /]R L+ exp(e(k) — @1 () /]R 14 exp(e(k) — Po(x))

Supongamos primero que U(z) > 0 en todas partes. Entonces

o / dkdx o / dkdx W
o 1+ exp(e(k) — @1(2)) ~ Jpo 1+ exple(k) — Da(a)
lo que es imposible.

Supongamos ahora que existe un tnico punto t xg en el cual U(zg) = 0.
Supongamos que U(xz) < 0si z < xzpy U(z) > 0si x>z (se procede de
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forma andloga en otro caso). Entonces

) d
T > xo. Tenemos que 4 dU decrece siz <z y ‘;g crece si x > xo Por otra

parte,
2 «* 2 0o 2
(8 e (8 e [ (2
r \ dx oo \ AT - \ dz

( )

is finito. Si existe z* tal que > 0y a* < xg entonces f ( ) dx >

(%) f_r dx = oco. Esto es imposible, asi que U <0 para todo z y

U decrece. Esto contradice la hipdtesis sobre xg. Por tanto, debe haber
al menos dos puntos xg y x1 en los que U se anula.

Sean zg y z tales que U(xg) = U(xy) = 0. Si xps es tal que U(zy) =

2
max {U(x), g <z < 1} > 0, entonces % < 0 porque el maximo se
alcanza en un punto interior. Sin embargo,

d2U (z2) dk - dk
0=—77 _/]RIJFGXP(G('ZC)*(IH(IM)) /RlJreXP(f(k)*‘I’z(IM))>O7

porque U(zpr) > 0. Por tanto, max {U(x), o < x < x1} = 0. De forma
andloga, concluimos que U(z,,) = min{U(z), z0 <z <z1} = 0. Por
tanto, U = 0 en [zg, z1].

Pongamos ahora zg = min {z |U(z) =0} y 1 = max {z|U(z) = 0}. En-
tonces, U(x) < 0 para x < xg y U(xz) > 0 para > x;. Repitiendo los
argumentos anteriores obtendriamos x’ ¢ [z, z1] tal que U(z’) = 0. Esto

contradice la definicién de xzy y z1. Por tanto, U = 0 en todas partes, y
D = .

. Sean B. = B(x,¢) bolas centradas en puntos x con radio €. Dada una
funcion regular u(x), sea v la solucion de

Ave + kv, =0, en R?\ B,

ve = —u(x), en 0B,

lim r!/? <6UE - Zkvg> =0.
r—00 87’

Cudl es el comportamiento de %ﬁ a medida que ¢ — 07

Tomado de [47]. El operador Dirichlet—a—Neumann proporciona una ex-
presion de la derivada normal de v, en I'.:

Onve (x + s(cos 0,sin 0))

)y,
oo H kE

_ Z \Zl )/ ¢0=0)y(x 4 (cos ©, sin ©))dO
m = HD(ke) Jo

In|
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en coordenadas polares, donde H \(il) denota la funciénde Hankel de primer

orden |n|. Elegimos el vector normal n apuntando hacia el interior de Be.
Para € > 0 suficientemente pequeno

v,
on

(H") (ke)
HY (ke)

(x +e(cosh,sinf)) =k u(x) + O(e).

Para € > 0 pequeno, las funciones de Hankel se aproximan como

—210g(k‘6) (1) (1) -2
HW (ke) ~ —222600) HYY (ke) = —HD (k) ~ —=.
0 (ke) . ) (Hp ")'( £) 1 (ke) ke
Por tanto,

(HV)' (ke) 1

HY (ke) ke log(ke)’

y Gz (x +e(cos b, sin0)) ~ g u(x).

. Dado un conjunto acotado Q C RN, consideramos el problema: Encontrar
u > 0 tal que

—Au=u" x€q,
u=0 xe€0N,
u>0 xe.

Probar que hay una solucion cuando 1 < p+ 1 < p*, donde p* = oo si
N§2yp*<% cuando N > 2.

Consideremos el problema de minimizacién

Jo IVul? dx

I= MinueHg(Q)f

El funcional J(u) a minimizar es positivo, por tanto, acotado inferiore-
mente. Consideremos una sucesién minimizante u,, € Hg(f2), tal que
J(u,) — I a medida que n — oo. La sucesién v, = ”un“‘ﬁ es un
sucesién minimizante que satisface ||vy, || »+1 = 1. Entonces, [, |Vv,|?dx —
I implica quev,, estd acotado en H{(f2) y v, tiende débilmente en Hi a
un limite v € H} (). Por las inyecciones de Sobolev, v,, es compacto en
LPH p+1 < p*, por tanto, v € LPYH(Q) y [[vn [l Lo =1 = [Jv]| g+ = L.
Por semicontinuidad inferior bajo convergencia débil, tenemos J(v) <
limy,, o0 (vn) = I. Como v € H}(Q), se sigue que I < J(v). Por tanto,
I = J(v) y se alcanza el minimo en v. Ademds, podemos reemplazar v
por |v| y J(Jv]) < I(v), asi que w = |v| > 0 es un minimizador también y
I = J(w). w # 0 porque ||w| pp+1 = 1.

Ahora bien, J(w) < J(w + tr), r € H}(Q) para t real. Un desarrollo
asintético primero para t > 0 y después para t < 0 conduce a

/VerdXZC/wprdx
Q Q
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para todo r € H}(Q) con ¢ > 0. Esto implica —Aw = cwP. Para
u=c" Py obtenemos —Au = u” y u > 0, u # 0. Por el principio del
maximo fuerte, u > 0.

Sip+1=p*= % y N > 2, la existencia de una solucién depende de la
geometria de Q, véase [1].

. Probar que la funcidn v(x,t) = |t|ﬁ¢(x), 1<p<p*—1, donde

» \*
o= (L) oris xeo,
p—1
=0 xe€0f,
es una solucion del problema parabdlico retrogrado

—Av+ [Py =0 x € Q x (—00,0],
v=0 x€IN X (—00,0].

Tomado de [3, 8]. Tenemos
o= = T 7T (),

p
l =t = = (2 ) 7T,

P
_p_ _p_ p _
—Av = —|t|P7TAP(x) = [t]| 7T (p—l) lp(x) [P~ L (x),
asi que la ecuacién se cumple. La existencia de ¢ se sigue de la teoria de
puntos criticos.

. Consideremos una membrane cuya desviacion vertical respecto a un equi-
librio plano viene dado por
0w
p——s = dAw — kA% w + f(z,9,1).
ot?
donde p, d, Kk son constantes positivas. Esperarias que el sistema desar-
rollara patrones oscilatorios con una longitud de onda definida?

Tomado de [58]. El problema eliptico con condiciones de contorno nulas
en un dominio rectangular admite una secuencia de autovalores positivos
Am,n con autofunciones ¢,, , dadas por combinaciones de senos y cosenos
cuyo periodo depende del dominio espacial en el que se plantea y varia con
el autovalor. Buscamos una solucion en serie por separacién de variables.
El problema tiene soluciones de la forma

Z an7m(t)¢n7m(xa y)a
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donde ay, 1, (t) es solucién de

" _
Apom + /\n,man,m = fn,m;

es decir, una combinacién de sin(y/ Ay mt) ¥ cos(y/An,mt). Hemos expre-
sado f(z,y,t) =", ., fnm(t)dn,m(x,y) como una serie de autofunciones.
Modelos més complejos en los que w se acopla a ecuaciones de Navier para
los desplazamientos en el plano y f viene dado por spins, or por expre-

siones funcionales dependientes de los desplazamientos en el plano, se usan
para explicar la formacién de ondulaciones en grafeno [59, 58, ?].

. Dada una solucion uw € Wu°(RY, HYN(Q)) N W22 (R, L2(Q)) of
upt — Au+ afug [P uy =0 in L°(RT, H1(Q))

cona>0,1<pyp+1<p*, definimos
1 2 1 2
E(t)=- [ |Vux,t)]"dx+ = [ |u(x,t)|* dx.
2 Ja 2 Ja

Entonces, para alguna constante positiva C(FE(0)), se tiene

E(t) < C(B(0)t~2®=D ¢ >0.

Tomado de [2]. Definimos¢(t) = E®~1/2 [ uu,dx. A continuacién,
diferenciamos respecto a t para obtener

fa/ lug|PTdx <0,
Q

P'(t) = E(t)PD/2 </ |ut|2dx—/ Vu|2dx—a/|ut|p_1utudx)
Q Q Q

-1
erTE(t)(pfg)/zE'(t)/ uuy dx
Q

&
<
—
~
~
Il

Primero, observamos que E(t) < E(0) y — [, |[Vu|? dx = =2E(t)+ [, |us|? dx.

Ademis,
—1 1 2 1 2
uug dx| < E(t) — | Julfdx+ = [ |Ju|®dx | < C(Q)
Q 2 Jo 2 Ja

para alguna constante positiva C(€2) porque la desigualdad de Poincaré

B(t)™*

implica 1 [, |u|? dx < @ Jo IVu|? dx. Por tanto, tenemos que

dt) < 2BE@Q)P V2 [ ju)?dx — aE#) P2 [ u, P uudx
Q Q
_2E<t)(p+1)/2 _p—1

5 C(Q)E(0)P~Y/2E(¢).
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Ahora definimos 1. (t) = (1+K,e)E(t)+e¢(t) con K, = ELC(Q)E(0)P—1/2,
Obtenemos

g

PL(t) < 2£E(t)(p_1)/2/ |ut|2dx—a5E(t)(p_1)/2/ |ug|PTtdx
Q Q
_QEE(t)(p+1)/2_a/ Jue [P dx
Q

Obsérvese que [[ug]|2. < meas(Q)P=D/EFD( [ |o, [PH1)2/ P+ Por la de-
sigualdad de Young obtenemos

(p—1)

p—1 p—1 ﬁ
2eE(t) = /‘ut‘QdXSQE:‘ meas(Q) T E(t) 2 (/ |ut|p+1>
Q Q

para algun § positivo que depende de Q.

Gracias a las inyecciones de Sobolev para p + 1 < p* obtenemos

_p_
p+1
/Q|ut|P*1utudX < </Q g [P dx> ull Losr < SEQ)[Juellf pir [Vl 2.

Obsérvese que ||Vulr2 < 2E(t). De la desigualdad de Young se sigue

mE(t)@*l)/?/ [P~ g dx < ea B () P2S(Q) ugl? o0 |Vl o2
Q

<5 [ ultt 4 ene)p)
Q

donde 1 > 0 depende de E(0), Q, a y g, y tiende a cero a medida que &
tiende a cero. Sumando, obtenemos

VO < (=5 +e0) [l +e(-1+ @) BT,
Por otra parte, para ¢ suficientemente pequeno,
éE(t) < (1— Ka2)E(t) < e(t) < (14 Kne) < 2E(2).
Eligiendo ¢ suficientemente pequeno, concluimos que

EK?, (
— 2. (t p+1)/2
et

g

YL(t) < _ZE(:UH)/? <

e integrando la desigualdad tenemos E(t) < C(E(0))t=2/®=1) para t > 0.
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9.

10.

Consideremos la ecuacion de la vorticidad en dos dimensiones. Sea v =
curlu € C((0,00); WHP(R?)), 1 < p < oo la solucion de
vy — Av+u- Vv =0, x € RZ x R
v(x,0) = vy, x € R?,
para un camp de velocidad u de divergencia nula (incompressible) y un
dato inicial vy € L*(R?). Demostrar 1) que la masa [, vo dx no cambia
con el tiempo y 2) que ||v(t)| prr2) < Ct "% fort>0.

Tomado de [4, 5]. Obsérvese que u- Vv = div(uv) = 0. integrando la
ecuacién, usando el teorema de la divergencia, y el hecho de que v se
anula en el infinito tenemos

d

— dx = 0.
dt R2UO X

El vector velocidad viene dado por

1 (—y2,91)
u(x,t) = K xv(x,t) = o /R? Wv(x —y,t)dy

donde el nicleo K € L»*® y ||K xv|rr < |K ||p2.00llv]|re for r > 2,
l<p<2,1/r=1/p—1/2.

Escribimos la expresion integral para la solucién
t
v(t) = G(t) * vo + / VG(t —s) * [v(s) K xv(s)]ds,
0
done G(t) denota el niicleo del calor. Tomando normas obtenemos

t
lo(@)llze = [|G(t) * vo|L» +/ IVG(t = 5) * [v(s) K x v(s)]]| Lo ds.
0
El término integral decae més rapido que el resto, por tanto
4l
[o(®)llze ~ |G(t) % vollL» < CE 5.

Sabemos que G(t) * vy es una solucién de la ecuacién del calor con dato

inicial vy que pertenece a LP para todo 1 < p < oo y todo t > 0sivy € L.
1

Ademds, ||G(t) * vo|lr < |G(t)|ze|vollzr and [|G(t)||r» = Ct~ 5.

Sea u una solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en
dos dimensiones con dato inicial ug € L* N L?(R?) tal que div(ug) = 0.
Entonces, u(t) € LP(R?) para 1 <p <2 yt > 0.

Tomado de[6, 10]. La teorfa de soluciones cldsicas con datos L2, es decir,
ug € L*(R?) garantiza que u(t) € L>([0,00); L?(R?)) y que estd acotada
por ||ug||z2. Tomando la divergencia de las ecuaciones de Navier-Stokes

u;— Au+u-Vu=Vp, div(u)=0,
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11.

obtenemos una ecuaciéon para la presion
—Ap =div(u- Vu).

La presién viene dada entonces como la convolucién p = Eg x div(u - Vu),
donde F es la solucién fundamental de —A en R2, salvo por una funcién
del tiempo. Por tanto, u satisface la ecuacién integral

t
u(t) = G(t) *uo + / 0;G(t — s) xu;u(s)ds
0
t
+/ 81G(t — S) * 8jVE2 * Uil (s)ds’
0

donde 0; denota las derivadas parciales respecto z;, u; son las componentes
de u. Se usa la convencién de suma respecto a indices repetidos. Como
u € LY, G(t) xug € LY para todo ¢ > 1y t > 0. Por otra parte, u(s) € L?
implica que w;u;j(s) € L'. Ademds,

t t
H/ 0,G(t — ) % wsty (s)ds| o < c/ (t— )15 3| ufZads < Ot
0 0
para 1 < ¢ < 2. Por tanto, la primera integral pertenece a L?si 1 < g < 2.
Consideremos ahora la segunda integral. Como 9;G(t) pertenece a espacio

de Hardy H'(R?) y 8;V E> es un niicleo de Calderon-Zygmund, concluimos
que O;G(t — s)x9;VEy € L' y

10:;G(t — 8) % O;VEs||n < C|l0;G(t — shp < Ct —s)7 .
Por tanto,
t t 1 1
H/ 0,G(t —5) %0,V By gty (s)ds| 11 < / Ct—s) 7 |u(s)|Zads < Ct3.
0 0

De forma analoga, como 9;V E, es un nicleo de Calderon-Zygmund, con-
cluimos que 9;G(t —s)*9;VE, € LI, 1 < g< ooy

N|=

10,G(t — ) % 0;V Ey| pa < Cll0;G(t — 8)||pa < C(t —s) 1 Fa—3.

Por tanto,

t t
H / BG(t - 5) % 0,V By * usu; (s)ds]| o < / Ot — )75 4 u(s) |2ds
0 0

[N

< Cti~
para l < g < 2.

Una curva de vorticidad (vortex line) I' en un fluido incompresible irrota-
ctonal y no viscoso es una solucion de las ecuaciones

div(u) =0, curl(u) = wodr(x),
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12.

donde u es la velocidad del fluido, wy = 277y es la circulacion alrededor
del vortice y v es la fuerza del vortice. dr es una funcion de Dirac 3D
con soporte en I'. FExprésese la solucion en términos de una funcion de
corriente vectorial.

Tomado de [11]. Definimos la funcién de corriente U in R3 como la solucién
de div(U) = 0, curl(U) = u. Entonces —AU = wydr(x). Usando la
funcién de Green para el Laplaciano en R? tomamos U = b fr rlx,‘dx’

Definimos v¥ (x,t) = u(z,t) + ¢ (z,t) en (x;,x;41) siendo u una solucion
de

ou Pu  u n .
a— Ca —|—R f R $€($i,$i+1)—(l,l+l),t>0
U(l‘u )_ 0 U’( +1, ) 07
u(z,0) = h'(z,0),
con
+ " _ ) " X Ti+1 ) " r — I;
et = wOI
+ +
+ . q (a?,t) . %
Fran = TED 9
th(an) = ’U((E,O) - q+(m,0).

Obtén una expresion para v™.
Tomado de [53]. Sean \; = D.(im)*+% v ¢;(z) = sin(vVA;z) ( fol sin(vV/\; x)Zda:)_l
los autovalores y las autofunciones normalizadas del operador — D, 22“ +

% = 0en (0,1) con condiciones de contorno nulas. Desarrollamos f* y
h* como series de Fourier de autofunciones

=S fF0n@. O = [ et
=0
W 0) = 3 b du(a), / B (e + 0, 0)6i(2)dz
=0

La expresion que buscamos viene dada por

v(x,t) = ¢t (z,t) + Z e MR (t) iz — ;)

=0

o] t
+ Z e Nlgi(x — ;) / e £ (s)ds,
i=0 0

. . 1 ) ) 1
=5 [ - aaa+ (B 2en) [ e
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13.

14.

15.

Consideramos la ecuacion de conveccion-difusion
up — Au+ 9y (Jul? ) =0

planteada en R"™1 x R x RY, con x = (21,...,2,_1,y). Supongamos que
V es una solucion con dato inicial Vo € (L*NL)(R™) y v es una solucion
con dato inicial vy € (L' N L>)(R™). Supongamos que

v,V e CH[0,T]; L*(R?)) N L*>([0,T]; H*(R?)) N L>=((0,T) x R?)

para todo T > 0. Entonces, v < V.

Tomado de [7, 9]. La funcién w = v — V satisface
wy — Aw + 9y (Jv]7 1) — 9,(J]V|971V) <0

y w(0) < 0. Multiplicando la desigualdad por w™ e integrando por partes
tenemos

wt(t)]?
%/%dx+/|vw+(t)|2dx§ /aw+(t)3yw+(t)dx

-1 -1
donde a(x,t) = Pl =" Vo5 yna funcién acotada. Integrando en t y

aplicando la desigual(i)&;d de Young obtenemos
lw (@®)]3 ! + 2 ! + 2 ! + 2
> ), IVw™ (s)[l2ds < Ky ; [w™ (s)ll2ds + € ; VW™ (s)[l2ds

para € tan pequefio como sea necesario. Nétese que w™(0) = 0. Aplicando
la desigualdad de Gronwall a

t
lwt (1) < 2K, / et (s))[2ds

obtenemos wt(¢) = 0.
Probar que la solucion de
z2—Az=d-V(G9), z(0)=0

se puede calcular en términos de nicleos del calor.

Tomado de [19]. Basta poner z =d - Vg con g; — Ag = G, g(0) =0, es
decir,

g(t) = /0 G(t — s) x GI(s)ds.

Ezxpresar la solucion del problema de transmision del calor

Ui — keAU =0, en RV \ Q; x (0, 00),
Ui — a;k; AU = 0, en §2; x (0,00),

U™ - Ut = Ujpe, en 99; x (0,00),

o 2U" = 2UY = LU,  en 09; x (0,00),
U(-,0) =0, en RY,
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en términos de problemas de Helmholtz usando transformadas de Laplace.

Tomado de [41]. Definimos i, y u como las transformadas de Laplace

en tiempo de U, v U:

Uine (X, 8) = / e Une(x,t) dt, u(x,s) = / e StU(x,t)dt, xeRN.
0 0

Para cada valor de s, la funcién us(x) := u(x, s) es solucién de

Aug + A: us =0, en RV \ Q,
a;iAug + A2 jus =0, en €,
u; —ud = Uines, enT,
aianus_ - 8nu2_ = anuinc,sv en F7
donde )‘ie = —8/Ke, /\g,i = —8/Ki ¥ Uine,s(X) = Uinc(X,s). Tomamos

I' = 09);. Este problema tiene una tinica solucién que satisface la condicién
de radiacién saliente de Sommerfeld en el infinito,

lim 7"<N71)/2 (&Jus - ZAs,eus) = 07 r= |X|7
r—>00

para todo s € C\ (—o0,0]. Esta caracterizacién de us(x) se puede usar
para definir y calcular u(-, s) para todo s € C\ (—o0, 0].

La solucién del problema original se recupera invirtiendo la transformada
de Laplace:

T 2m

1
U(x,t) = / e u(x, s) ds.
c

Como u(-, s) existe para todo s € C\ (—00, 0] y depende holomoérficamente
de s, son posibles diversas elecciones para el camino de inversién C.

Sabemos que el problema

gt — Avg+v-Veg+ E(x,t)-V,g =0, x eR3 veR?teRT,
9(x,v,0) = go(x, V), x e R3,v e R?,
con go € L*(R3 x R3) y con E acotado y Lipschitz admite soluciones

fundamentales I'g. La solucion del problema de valores iniciales se puede
expresar como

g(x,v,t) = /FE(x,v,t; x' v, 0)dx'dv’,

donde I'g satisface las estimaciones

Te(x,v,t;x', v/, t)| < C(|Ellrg,, T) G(x/2,v/2, ;X /2,v'[2,1),
G(x/2,v/2,1;x'/2,v' /2, 1)
(t_tl)l/Q :

|0y, TR(x, v, t;x', v/, )| < C(||E||L§<:t,T)
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y G es la solucion fundamental del problema con E = 0. Extiéndase este
resultado a problemas en los que E estd acotado.

Tomado de [12]. RegularizamosE por convolucién y consideramos E5 =
Exn;s donde 75 es una familia regularizante. Las funciones Es son acotadas
y Lipschitz, de modo que para cada una de ellas podemos construir solu-
ciones gs del problema de valores iniciales y tenemos estimaciones sobre
las soluciones fundamentales T's. Ademds, |Es|/r, < [|Elr>, v Es — E
a medida que § — 0.

Como T's5 estéd acotada (localmente en t) en todo espacio LY , podemos

extraer una subsucesién que converge débilmente (localmente en t) en
todo L . (débil estrella si p = 0o) a una funcién I'g. Asimismo, podemos
pasar al limite en el lado derecho de las expresiones integrales para las

soluciones g5 en términos de I's.

Por otra parte, las expresiones integrales implican que gs estan uniforme-
mente acotadas en cualquier espacio L%, , con respecto a ¢ localmente en t.
Por tanto, gs converge débilmente (localmente en t) en cualquier espacio
LP . a una funcién g y sus derivadas también convergen en el sentido de
las distribuciones.

En el sentido de las distribuciones, las derivadas de I's con respecto a v
convergen débilmente a las derivadas de I'g. Podemos pasar al limite en
las desigualdades satisfechas por I's y establecer desigualdades similares
para I'g porque |Es|[re, < [|E[|Lz,.

z,t —
Multiplicando la ecuacion diferencial satisfecha por gs by gs obtenemos
una cota L2, , uniforme sobre V,gs. Si multiplicamos la ecuacién por |v|?
obtenemos una estimacién uniforme en L., sobre |v|?gs.

Multiplicando las ecuaciones diferenciales satisfechas por gs por funciones
test, podemos pasar al limite en todos los términos de la formulacién
débil, excepto en EsV,gs con las convergencias ya establecidas. El paso
al limite en este término es técnico, véanse detalles en [12]. Finalmente,
g es solucién del problema de valores iniciales con E acotado y I'g es una
solucion fundamental asociada.

. Calcular la solucion de equilibrio de la ecuacion maestra de Liouville

8tP(LE,p7O',t) + %8TP(I7P7 U7t) + (mw%x + HZUiUz‘-H) 8p77(:c,p,0',t)

i=1

N
= Z [WZ(R,LO'M',]D)'P(SC,;D, R’Lo-7t) - WZ(0'|(E,p)'P(£C,p,O'7t)] .
=1

Tomado de [49]. La distribucién de equilibrio es la distribucién candnica

1
Peq(xvpvo-) = Ee_BH(LPJ-) )

37



18.

19.

donde Z es la funcién de particién

+oo +o0
7z = / de / ap Y e PHae),
—o0 —o0 .

y B = (kgT)~!. Para un estudio de la dindmica de no equilibrio véase
[50].

Construir soluciones de la ley de conservacion escalar w; + (c(x)w), =0
con w(0) = wy.

Tomado de [17]. Ponemos v = cw. Entonces, v; + cv, = 0. Por tanto,
v es constante a lo largo de las curvas caracteristicas z(t) solucién de
2'(t) = c(z(t)), 2(0) = xg, porque

%v(m(t),t) — oy (2(8), )2 (1) + vy (2(2), £) = 0.

Dado (z,t) a veces somos capaces de calcular zo(x,t) tal que la curva car-

acteristica con valor inicial zq(x,t) satisface z(t) = x. Entonces v(z,t) =

v(z(t),t) = vo(zo(z,t)) y w(z, t) = % Las posibilidades de llevar

esto a cabo dependeran de c.

Resolver el problema

87" 8 1/3 -
s+ k(k T)_07

ds 0
/ kr(s,k)dk = t,
0

limy ok 3r(s, k) = 2¢.

Tomado de [34]. Integrating la ecuacién sobre k > 0 tenemos

d o0

— (s, k)dk = limg_ok'/3r (s, k) = 2¢(s).
ds 0

Argumentando como en el ejercicio previo, el método de las caracteristicas
da la expresién
EY3r(s, k) = 2¢(s — a(k))H (s — a(k)),
3
k)= ~k*?
alk) = SK7°,

en la cual H(x) es la funcién de Heaviside (1 para x positivo, 0 en otro
caso).
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