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1. Dado un conjunto acotado 2 C R"™, cosideramos el problema: Encontrar
u > 0 tal que
—Au=u? x€eQ,
u=0 x¢€d,
u>0 xe.

Probar que hay una solucion cuando 1 < p+ 1 < p*, dondep® = oo si
n<2yp"< 20 cyando n > 2.

n—2

Consideremos el problema de minimizacion

Jo IVul? dx
)fﬂ |ulP*t dx

I= Mmueﬂg(sz = MlnueHg(Q)J(U)-
El funcional J(u) a minimizar es positivo, por tanto, acotado inferiore-
mente. Consideremos una sucesién minimizante u,, € Hg(f2), tal que

J(u,) — I a medida que n — oo. La sucesién v, = Ta o e un

sucesién minimizante que satisface ||vy, || »+1 = 1. Entonces, [, |Vv,|?dx —
I implica quev,, estd acotado en H{(f2) y v, tiende débilmente en Hj a
un limite v € H} (). Por las inyecciones de Sobolev, v,, es compacto en
LP* p+1 < p*, por tanto, v € LP*H(Q) y [[on [ Lo =1 = [Jv]|posa = L.
Por semicontinuidad inferior bajo convergencia débil, tenemos J(v) <
lim,, 00 J(vy,) = I. Como v € H}(Q), se sigue que I < J(v). Por tanto,
I = J(v) y se alcanza el minimo en v. Ademds, podemos reemplazar v
por |[v] y J(Jv]) < I(v), asi que w = |v| > 0 es un minimizador también y
I = J(w). w # 0 porque ||w| pr+1 = 1.

Ahora bien, J(w) < J(w + tr), 7 € HE(Q) para t real. Un desarrollo
asintético primero para t > 0 y después para t < 0 conduce a

/VerdX:c/wprdx
Q Q

para todo r € HZ(2) con ¢ > 0. Esto implica —Aw = cwP. Para
uw=c" Py obtenemos —Au = u” y u > 0, u # 0. Por el principio del
maximo fuerte, u > 0.



Sip+1=p*= an'Q y n > 2, la existencia de una solucién depende de la

geometria de ©, véase [1].

. Dada una solucién u € WL (R, HE (Q)) N W2 (R, L2(Q)) of
uy — Au+ afu [P luy =0 in LR, HH(Q))
cona>0,1<pyp+1<p*, definimos

1 1
E@) = 5/Q|Vu(x,t)|2 dx+§/9|ut(x7t)|2 dx.

Entonces, para alguna constante positiva C(E(0)), se tiene

E(t) < C(B(0)t @D t>0.
Tomado de [2]. Definimosg(t) = E®~Y/2 [ uu,dx. A continuacién,
diferenciamos respecto a t para obtener
E'(t) = —a/ lug|PTdx <0,
Q

St = B2 (/ |ut|2dx—/ \Vu|2dx—a/ |ut|p1utudx)
Q Q Q

—1
+pTE(t)(p_3)/2E’(t) / wuy dx
Q

Primero, observamos que E(t) < E(0)y — [, |[Vu|? dx = =2E(t)+ [, |us|? dx.

Ademas,
~1 (1 2 1 2
uuy dx| < E(t) — | Julfdx+ < [ |ul*dx | <C(Q)
0 2 Ja 2 Ja

para alguna constante positiva C(€2) porque la desigualdad de Poincaré

Et)!

implica & [, |u|? dx < @ Jo IVu|? dx. Por tanto, tenemos que

o) < 2E(t)(p_1)/2/|ut|2dx—aE(t)(p_1)/2/ g |P ™ ugudx
) Q

_QE(t)(p+1)/2 _ I%C(Q)E(O)(p—l)ﬂy(t).

Ahora definimos ¢ (t) = (1+ K1) E(t)+e¢(t) con K = L;C(Q)E(O)(p_l)/?
Obtenemos

YLt) < 2eB(t)PD/2 /

g2 dx — aeE(t)@*U/?/ g [P
Q

Q
_9eB(H)PHD2 _ g / g [P+
Q



Obsérvese que [[ug|2, < meas(Q)P=D/PHI ([0 |y, [PH1)2/(P+D) Por la de-

sigualdad de Young obtenemos

/ lug? dx < 2¢ meas(Q) 5T (/ |t |p+1>

<eE()™ +é&b / g [P+
Q

2eE(t

para algin § positivo que depende de Q.

Gracias a las inyecciones de Sobolev para p + 1 < p* obtenemos

P
P
/ P~ g dx < ( / |utp+1dx) Flzoss < SOl s [Vl 2.

Obsérvese que ||Vullr2z < 2E(t). De la desigualdad de Young se sigue
B [ Jul N dx < caB (2SOl | Tl
Q

< [ lultt 4 enfe)pie)
Q

donde 1 > 0 depende de E(0), Q, a y g, y tiende a cero a medida que &
tiende a cero. Sumando, obtenemos

VL) < (=5 +2) [l (-1 ()BT,
Q
Por otra parte, para ¢ suficientemente pequeno,

1
EE(t) < (1= Kae)E(t) < ¢.(t) < (14 Kee) < 2E(t).
Eligiendo ¢ suficientemente pequeno, concluimos que

w;(t) < _ZE(P-H)/? < _%wg(t)(m'l)/?.

e integrando la desigualdad tenemos E(t) < C(F(0))t=%/®=1 para t > 0.

. Probar que la funcion v(x,t) = |t|#¢(x), 1<p<p*—1, donde

» \*
o= () et xea
p—1
¢p=0 x€00,
es una solucion del problema parabdlico retrogrado

—Av+ )P, =0 x€Q x (—00,0],
v=0 x€9INx(—00,0].



Tomado de [3, 8]. Tenemos
o= = T 7T o),

p
l =t = = (2 ) TG0 600,

P P p b
~0 = P 800) = 77 (25 ) oot

asi que la ecuacién se cumple. La existencia de ¢ se sigue de la teoria de
puntos criticos.

. Consideremos la ecuacion de la vorticidad en dos dimensiones. Sea v =
curlu € C((0,00); WHP(R?)), 1 < p < oo la solucidn de
vy —Av+u-Vov=0, x€R?xR"
v(x,0) = vy, x € R?,
para un camp de velocidad u de divergencia nula (incompressible) y un
dato inicial vg € L' (R?). Demostrar 1) que la masa [g, vodx no cambia
con el tiempo y 2) que |[v(t)||Lr(r2) < Ct="*% fort > 0.

Tomado de [4, 5]. Obsérvese que u- Vv = div(uv) = 0. integrando la
ecuacién, usando el teorema de la divergencia, y el hecho de que v se
anula en el infinito tenemos

d
4 dx = 0.
dt/szo *

El vector velocidad viene dado por

1 _
) = K wolxn) = o [ Iy

donde el niicleo K € L*»*® y ||K * v|
l<p<2,1/r=1/p—1/2.

Escribimos la expresion integral para la solucién

Lr S HK HL2,OO||UHLP for r > 2,

v(t) = G(t) *vo + ; VG(t —s) * [v(s) K xv(s)]ds,

done G(t) denota el niicleo del calor. Tomando normas obtenemos

t
lo()llze = [|G(t) * vol| v +/ IVG(t = s) x [v(s) K xv(s)]|[ Lrds.
0
El término integral decae mas rapido que el resto, por tanto

[o@llzr ~ 1G(E) * vollr < CEH5



Sabemos que G(t) * vy es una solucién de la ecuacién del calor con dato

inicial vy que pertenece a LP para todo 1 < p < ooy todot > 0sivy € L.
1

Ademds, |G(t) * vollz» < |G(®)l|Le[vollzr and |G(t)||L, = Ct~ 5.

. Sea u una solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles en
dos dimensiones con dato inicial ug € L' N L?(R?) tal que div(ug) = 0.
Entonces, u(t) € LP(R?) para 1 <p <2 yt > 0.

Tomado de[6, 10]. La teorfa de soluciones clésicas con datos L?, es decir,
ug € L?(R?) garantiza que u(t) € L*°([0,00); L?(R?)) y que est4 acotada
por ||ug||z2. Tomando la divergencia de las ecuaciones de Navier-Stokes

w; — Au+u-Vu=Vp, div(u)=0,
obtenemos una ecuacion para la presion
—Ap =div(u- Vu).

La presién viene dada entonces como la convolucién p = Es x div(u - Vu),
donde Ej es la solucién fundamental de —A en R?, salvo por una funcién
del tiempo. Por tanto, u satisface la ecuacién integral

u(t) = G(t) *ug + /0 0;G(t — s) xu;u(s)ds

t
+/ 0;G(t — s) * 0;VEs * u;u;(s)ds,
0

donde 0; denota las derivadas parciales respecto z;, u; son las componentes
de u. Se usa la convencién de suma respecto a indices repetidos. Como
u€ L', G(t) xug € LY para todo ¢ > 1y t > 0. Por otra parte, u(s) € L?
implica que w;u;(s) € L'. Ademés,

t t
H/ 0,G(t — s) * wiuy (s)ds| o < c/ (t— )53 ulZads < Ot
0 0

para 1 < g < 2. Por tanto, la primera integral pertenece a L? si 1 <
g < 2. Consideremos ahora la segunda integral. Como 9;G(t) pertenece
a espacio de Hardy H'(R?) y 9;VE» es un nicleo de Calderon-Zygmund,
concluimos que 8;G(t — s) * 0;VEy € L' y

10:G(t — 8) % 0;VEy| 11 < CllO:G(t — shr < C(t—s)= .
Por tanto,
t t —1 1
H/ 0;G(t—s)%0;VEyxuju;(s)ds|| 1 < / C(t—s)= |Ju(s)||?2ds < Ctz.
0 0

De forma andloga, como 9;V E; es un ntcleo de Calderon-Zygmund, con-
cluimos que 9;G(t —s)*9;VE, € LI, 1 < g< ooy

10;G(t — 8) % 8;V Bz s < C8iG(t — 8)l|La < Ot — 5) 7772,



Por tanto,

t t
H / Gt — 5) 0V By  uyuy(3)ds|| o < / Ot — )74 Ju(s) [2ds

<Ctiz
para l < q < 2.
. Consideramos la ecuacion de conveccion-difusion
u — Au+ 9y (Ju|?tu) = 0
planteada en R" 1 x R xR, con x = (z1,...,7n_1,y). Supongamos que

V' es una solucion con dato inicial Vo € (L*NL*)(R™) yv es una solucién
con dato inicial vo € (L' N L*°)(R™). Supongamos que

v,V € CH([0,T); LA(R2)) N L(0, T); HA(R?)) N L=((0,T) x R2)
para todo T' > 0. Entonces, v < V.
Tomado de [7, 9]. La funcién w = v — V satisface

wy — Aw + 9y (Jv]7 ) — 9,(|V|971V) <0

y w(0) < 0. Multiplicando la desigualdad por w™ e integrando por partes
tenemos

wt(t)]?
%/%dx+/|Vw+(t)|2dx§ /anr(t)awar(t)dx

1 1
donde a(x,t) = P v=VIT V. g yna funcién acotada. Integrando en t y

aplicando la desigual(fz;d de Young obtenemos
lwt O3 [ o o2 a2 (2
> T/ [Vw™(s)llads < K; ; [[w™ (s)l|l2ds + & ; IVw™(s)ll2ds

para € tan pequefio como sea necesario. Nétese que w™(0) = 0. Aplicando
la desigualdad de Gronwall a

t
lwt (1) < 2K, / e (s))[2ds

obtenemos w (t) = 0.

. Una curva de vorticidad (vortex line) T' en un fluido incompresible irrota-
cional y no viscoso es una solucion de las ecuaciones

div(u) =0, curl(u) = wodr(x),

donde u es la velocidad del fluido, wy = 27y es la circulacion alrededor
del vortice y v es la fuerza del vortice. dr es una funcion de Dirac 3D



con soporte en I'. Exprésese la solucion en términos de una funcion de
corriente vectorial.

Tomado de [11]. Definimos la funcién de corriente U in R?® como la
solucién de div(U) = 0, curl(U) = u. Entonces —AU = wydr(x). Usando
la funcién de Green para el Laplaciano en R3 tomamos U = b fr ﬁdx’ .

. Sabemos que el problema

gt — Dvg+v-Vaeg+E(x,t)-V,g=0, xeR?veRteRY,
g9(x,v,0) = go(x, V), x e R? veR?,
con go € LY'(R3® x R®) y con E acotado y Lipschitz admite soluciones

fundamentales I'g. La solucion del problema de valores iniciales se puede
expresar como

g(x,v,t) = /FE(X,v,t;x',v’,O)dX’dv’,

donde 'y satisface las estimaciones

|FE(X7 v, 1 Xla vlv tl)‘ < O(”E”Lf{ota T) G(X/Qa V/2v t; Xl/za V//Qv tl)a
G(x/2,v/2,t;x'/2,v'/2,t)
(t—tl)l/Q ?

|0y, TR(x, v, t;x', v/, /)] < C(||E||L§<’>t,T)

y G es la solucion fundamental del problema con E = 0. Eztiéndase este
resultado a problemas en los que E estd acotado.

Tomado de [12]. RegularizamosE por convolucién y consideramos Es =
Exns donde 75 es una familia regularizante. Las funciones E;s son acotadas
y Lipschitz, de modo que para cada una de ellas podemos construir solu-
ciones g5 del problema de valores iniciales y tenemos estimaciones sobre
las soluciones fundamentales I's. Ademds, ||Es[|rx, < [|Elrx, v Es = E
a medida que § — 0.

Como T's estd acotada (localmente en t) en todo espacio L, , podemos
extraer una subsucesién que converge débilmente (localmente en t) en
todo L¥ ., (débil estrella si p = 0o) a una funcién I'g. Asimismo, podemos
pasar al limite en el lado derecho de las expresiones integrales para las

soluciones g5 en términos de I's.

Por otra parte, las expresiones integrales implican que gs estan uniforme-
mente acotadas en cualquier espacio L?, , con respecto a ¢ localmente en t.
Por tanto, gs converge débilmente (localmente en t) en cualquier espacio
LP . a una funcién g y sus derivadas también convergen en el sentido de
las distribuciones.

En el sentido de las distribuciones, las derivadas de I's con respecto a v
convergen débilmente a las derivadas de I'g. Podemos pasar al limite en
las desigualdades satisfechas por I's y establecer desigualdades similares
para I'g porque || Es|r>, < [|E[|Le,.

Tzt —



10.

Multiplicando la ecuacion diferencial satisfecha por gs by gs obtenemos
una cota L2, , uniforme sobre V,gs. Si multiplicamos la ecuacién por |v|?
obtenemos una estimacién uniforme en L., sobre |v|gs.

Multiplicando las ecuaciones diferenciales satisfechas por gs por funciones
test, podemos pasar al limite en todos los términos de la formulacién
débil, excepto en EsV,gs con las convergencias ya establecidas. El paso
al limite en este término es técnico, véanse detalles en [12]. Finalmente,
g es solucién del problema de valores iniciales con E acotado y I'g es una
solucion fundamental asociada.

. S . , N
Consideramos la ecuacion diferencial en diferencias u) (t) = up+1 — 2u, +
Up—1 — Asin(u,), donde A es un pardmetro positivo. Demostrar que existe
una solucion monotona tal que u_oo =0 Y U = 2T CONUY =T Y Uy —T =
T — U_p para todo n.

Tomado de [14]. Ponemos uy = 7 y variamos u; en el intervalo (m,2m)
para encontrar la solucién. La condicién ug = 7 garantiza que u, — 7 es
una funcién impar de n. Elegimos ¢ > 0 para que —Asin(u) > e(u — )
sim<u< %ﬂ' y escogemos N grande para que ¢(N — 1) > 1. A contin-
uacién, elegimos u; — m pequefio para que u; < %’/T sil <j < N. De
seamos mostrar que bajo esas condiciones la secuencia finita {us,...,uy}
no es mondtona creciente. DenotamosU, = u, — 7. Si {Ui,...,Un}
es mondétona creciente cuando 2 < j < N y U; < (2 —¢)U;—1 — Uj_s.
Sumando estas desigualdades obtenemos Uy — Un_1 < 62;21\2]_1 U, +
(1 —e)U;. Como asumimos que U; > U; si 2 < ¢ < N, nuestra cota
inferior sobre N implica Uy < Unx_1, lo que es contradictorio. Por tanto
hemos mostrado que si Uy es suficientemente pequeno, la secuencia em-
pieza a decrecer antes de cruzar w. Por otra parte, eligiendo U; > 7 la
secuencia cruza w antes de decrecer. Notese que la secuencia crece hasta
un primer N tal que Uy = 7, si Uy41 > m. Si, al final hay un N tal que
la secuencia crece hasta n = N, con Uy < 7, y Uy = Uny41, entonces
Uny2 < Un41 asi que la secuencia decrece antes de alcanzar 7.

Sean U;(t) y L;i(t), i € Z dos sucesiones diferenciables tales que

Ui (t) = di(Us)(Uigr — Usi) — do(Us) Uiy = Us) = f(Us) >
Li(t) = di(Li)(Lit1 — Li) — do(Li)(Li—y — L) — f(Ls)

y U;(0) < L;(0) para todo i, siendo f, dy >0 y da > 0 funciones Lipschitz
continuas. Entonces, U;(t) > L;(t) parat >0 y i€ Z.

Tomado de [15]. Procedemos por reduccién al absurdo, Sea W;(t) =
Ui(t) — Liy(t). Ent = 0, W;(0) > 0 para todo i. Asumimos que W;
cambia de signo tras un tiempo minimo ¢; > 0, para algun valor de 1,
i = k. Entonces Wy(t1) =0y W/ (t) <0, cuando ¢t — ¢;. Mostremos que
ésto es contradictorio. En ¢t = t1, debe haber un indice m (igual o distinto
de k) tal que W, (t1) = 0, mientras que su vecino Wy,1;(t1) >0 (jes 1o



—1), y W;(t1) = 0 para todos los indices k y m. En otro caso, W debiera
ser igual a 0 para todo k. La desigualdad diferencial implica

Wy (t1) = di(Unn(t1))Win1(t1) + do(Up (t1)) Win—1(t1) > 0.

Esto contradice el hecho de que W), (t) debiera ser no positiva cuando
t — t1, si queremos que W,,(t1) se anule.
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