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2 Crecimiento de biopeliculas

Las biopeliculas bacterianas son agregados de bacterias envueltos en una matriz
polimérica segregada por ellas mismas que se adhieren a las superficies hiimedas.
La envoltura polimérica hace que sean muy dificiles de eliminar. En los hos-
pitales, constituyen una de las principales causas de infecciones hospitalarias.
En el dmbito industrial, producen cuantiosos danos en estructuras metdlicas,
plasticas, conductos, y material alimentario. Desde otro punto de vista, consti-
tuyen agregados celulares elementales que crecen y desarrollan patrones, con lo
que nos proporcionan un entorno sencillo en el que testar modelos de desarrollo
de ‘tejidos’.

Cuando crecen en flujos, las biopeliculas se adaptan a la corriente formando
hilos. La forma del filamento se adapta a las restricciones geométricas, bus-
cando minimizar energias adecuadas. Se puede describir mediante modelos de
barras discretas su evolucién hasta que alcanzan una forma de equilibrio [16, 25].
Consideramos aqui dos contextos experimentales distintos: biopeliculas en tu-
bos cilindricos y biopeliculas en canales. En el segundo caso, modelos hibridos
que combinan descripciones de la actividad celular mediante autématas celu-
lares y descripciones continuas de campos macroscopicos para concentraciones
quimicas y flujos reproducen una rica variedad de pardmetros [11, 17]. Mientras
las biopeliculas en flujos forman a menudo filamentos, las biopeliculas que se
expanden en interfaces aga/aire forman arrugas. Modelos hibridos que incor-
poran ecuaciones para los campos elasticos permiten reproducir el proceso de
formacion de tales estructuras arrugadas [14].

2.1 Biopeliculas en tubos

Consideremos los tipicos circuitos usados en sistemas médicos. Inyectando bac-
terias del género Pseudomonas dentro, los tubos se llenan de biopeliculas heli-
coidales que se enroscan en torno a las paredes [16]. Pequenos vértices generados
en el flujo por la presencia de cambios de didmetro llevan las bacterias a las pare-
des nucleando semillas de biofilm. La biopelicula se alarga siguiendo las lineas
de corriente hasta que desarrolla una inestabilidad helicoidal.

Los modelos de barras discretos describen el proceso. Discretizamos el fila-
mento usando una secuencia de nodos x* a lo largo del mismo, més un sistema
de referencia en cada nodo (el sistema de referencia material) que mide el giro.
Este sistema se obtiene en cada punto girando el sistema de referencia de Bishop
(fijo, sin giro) un angulo #¢. La dindmica del filamento discreto estd gobernada
por ecuaciones para los 4ngulos 6 y para las posiciones de los nodos x*.

Las ecuaciones para los dngulos se obtienen por métodos de energia. Cuando
la configuracién del filamento sin deformar es recta y su respuesta eldstica es
isétropa, la energia eldstica debida a torsién y curvatura viene dada por
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donde a y B son los médulos de curvatura y torsién, respectivamente. 7 esla
longitud de los segmentos €' = z'+! — 7 en una configuracién de referencia sin
deformar {x°,x*,...,x""'}. Los vectores w}, W7, j = i—1,4, son curvaturas ma-
teriales en las configuraciones deformadas y sin deformar, respectivamente. El
sistema de referencia material se actualiza de forma cuasiestatica. Imponiendo
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para todos segmento ¢ no fijado por una condiciéon de contorno, el sistema de
ecuaciones resultante determina la configuracion angular que mininiza la energia
del filamento. La condicién de extremos fijos se impone asignando el sistema de
referencia en i = 0, ¢ = n. Cuando no se asignan tenemos extremos libres.
La posicién del filamento estd determinada por la dindmica de los nodos,

dad por la segunda ley de Newton:
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a2 dx ’
donde f representa las fuerzas externas y —% las fuerzas elasticas. M es la
matriz de masa, dada por M = mI. Para imponer la restricciéon de permanecer
dentro de un tubo usamos un método de penzalizacién [16]. De esta forma,
podemos reproducir la formacién de patrones helicoidales enroscados en paredes
de tubos.

2.2 Biopeliculas en canales

Los modelos de barras discretos nos permiten también reproducir la dindmica
de filamentos de biofilm en otras geometrias, flujos de esquina [25], por ejemplo.
Para describir la dindmica de capas de biopelicula que cubren paredes de canales
[24] son m&s adecuados los modelos hibridos que acoplan descripciones continuas
de flujos y concentraciones quimicas con autématas celulares que representan la
actividad celular [11, 17].

Los modelos de autématas celulares proporcionan una estrategia simple
para transferir informacién entre niveles microscépicos y macroscépicos. La
biopelicula tridimensional se divide en una malla de celdas ciibicas, donde cada
cubo representa una célula. Para cada una, hemos de decidir si se divide, si
estd muerta o inactiva, si se mueve o se desprende. Cuando se divide, se crea
una nueva célula que desplaza a las demas en la direcciéon de minima resistencia
mecéanica. Estas decisiones se toman en funciéon de probabilidades calculadas
en términos de concentraciones quimicas y campos fluidos relevantes. Esta es-
trategia nos permite usar la misma malla ctibica para discretizar las ecuaciones
continuas que gobiernan esos campos.

FEl fluido que rodea a la biopelicula se mueve segtin las ecuaciones de Navier-
Stokes incompresibles

pus — pAu+u-Vu+ Vp =0, xe€Qpt>0
diva =0, x€Qpt>0



donde u(x,t) es la velocidad y p(x,t) la presién. p y p representan la densidad
y viscosidad del fluido. La velocidad satisface una condicién de contorno de
Dirichlet en las paredes del canal y el biofilm, se adhiere a ellas con su misma
velocidad.

Las celdas de biofilm C situadas en la superficie del mismo se desprenden
debido a las fuerzas de cizalla ejercidas por el fluido con probabilidad
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~ representa la cohesién de la biopelicula. 7(C) mide la fuerza de cizalla que
experimenta C. La probabilidad de que la celda se desplace en la direccién =
viene dada por
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donde F; es la fuerza que ejerce el flujo en la direccién z (sobre paredes ortogo-
nales a la direccién x direction) pesada con un factor que representa la proteccién
de las celdas vecinas. Expresiones similares se usan en las direcciones y y z.

Las concentraciones de nutrientes y oxigeno dentro de la regién que contiene
la biopelicula y la capa limite con el fluido vienen dadad por
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con condiciones de contorno nulas en la superficie del canal. Una de ellas actia

como concentracién limitante ¢;, es decir, la concentracién que determina el

crecimiento de la biopelicula. Las celdas se dividen con porbabilidad

Cy (C)

Py(C)) = a1 K’

donde ¢; denota la concentracion limitante y K el coeficiente de saturacion en la
ley de Monod. Siempre que hay celdas vecinas vacias, la célula hija se ubica en
cualquiera de ellas con igual probabilidad. En otro caso, la nueva célula desplaza
las células situadas en la direccién de minima resistencia mecanica [11].

Este tipo de modelos hibridos nos permite reproducir una gran variedad de
patrones observados, tales como ondas, monticulos, ‘dedos’ que se mueven con
la corriente, asi como la erosién y el desprendimiento de fragmentos, en canales
con geometrias y rugosidad variadas [11, 17].

2.3 Biopeliculas en superficies

Podemos reproducir la formacién de arrugas que se ramifican en biopeliculas en
expansion sobre una superficie gracias a ecuaciones de F6ppl-Von Karman para



la interfaz entre la biopelicula y el medio sobre el que crece (tipicamente agar)
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donde h, es el grosor del sustrato viscoeldstico (agar) y piy, Vy, 17 su médulo
gomoso, el de Poisson y la viscosidad, respectivamente. El médulo de curvatura
es D = #}jﬂ), donde E y v representan los médulos de Young y de Poisson
de la biopelicula, mientras que h es el grosor del biofilm. & representa los
desplazamientos fuera del plano y u los desplazamientos en el plano. «a y (8
representan a x,y y se usa la convencién de suma con indices repetidos. Las
tensiones o y los esfuerzos € se definen en términos de desplazamientos en el

plano u = (ug, uy):

€ — 1 % + % + ﬁﬁ + 50
) drg  Oro Oz, Oxp a.p
E
Oz = m(gm’ +veyy), Oay = msryv Oyy = m(%y + Vega).

Los esfuerzos residuales ag 5 se expresan en términos del tensor de crecimiento
:
de la biopelicula como

1
Egéﬁ = _5 (ga,ﬁ + 9Ba + gzagz,@) s

y se calculan a partir de la actividad celular.

Usando una dindmica de autématas celulares para representar la activi-
dad celular, podemos calcular los tensores de crecimiento debidos a la division
y muerte celular, y a los procesos de absorcién de agua, y estimar las ten-
siones residuales. Mediante medias sobre realizaciones del proceso estocéastico
de automatas celulares, las tensiones promedio resultantes reproducen varia-
ciones en sus estructura espacial que reflejan la actividad celular local. Filtrando
los campos resultantes mediante técnicas de procesado de imagenes obtenemos
aproximaciones regulares con una estructura espacial clara, promediando sélo
unas pocas realizaciones. Estos campos filtrados son suficientemente regulares
para introducirlos en las ecuaciones de Von Karman sin causar inestabilidades
numéricas y nos permiten simular comportamientos que se asemejan a los pa-
trones observados en experimentos [14, 27].

2.4 Resistencia a antibioticos

Podemos adaptar los modelos hibridos al estudio del efecto de farmacos sobre
las bacterias en su hdbitat de biofilm. Como antes, consideramos un biofilm
que crece sobre una superficie y recibe oxigeno y nutrientes de un flujo circun-
dante. La biopelicula se considera una red de celdas ciibicas que representan las



células. Necesitamos considerar dos campos de concentracién adicionales. La
concentracion de antibidticos viene dada por

Cat = DoAcqg — (Re + R)cq,

con condicién de contorno ¢, = c¢q0ur €n la interfaz con el fluido que trae
el antibiético y flujo nulo en la interfaz con el sustrato %‘ij = 0. D, es el

coeficiente de difusién. R, R, representan la porcién de antibidtico asimilado
por la bacteria y la matriz polimérica. La densidad de antibiético dentro de las
células viene dada por antibiotic cellular density is governed by

d[CyN]
dt

= khco — kQ[C1N],

donde K/ es la tasa de flujo de entrada de antibiético y &9 la de salida. Podemos
tomar [C7y(0)] = 0 inicialmente.

Los modelos de dindmica de presupuesto de energia nos permiten describir
el metabolismo de la célula acoplado a esos campos [22]. Una fraccién « de la
energia celular se usa para el crecimiento y division de la bacteria. La fraccién
restante 1 — k se usa para la producién de los polimeros que forman la matriz
(EPS) que envuelve a las bacterias del biofilms. El metabolismo de cada bacte-
ria estd regido por sistemas de ecuaciones individuales acoplados a los campos
continuos. Tomanos k = 1 para las células normales y 0 < x < 1 para las
que producen EPS. Ambos tipos tienen un metabolismo distinto. Las primeras
tienen toda su energia para crecer y dividirse, mientras que las segundas gastan
gran parte en secretar EPS:

e Densidad de energia:

de Co

/ /
—=v(f—e f=———, V =vyv
dt ( )7 Co + KO, 9
donde ¢, es la concentracion de oxigeno, K, la constante de semi-saturacion,
f la respuesta funcional escalada, v la conductancia de energia. v’ toma

en cuenta los efectos del farmaco en la conductancia a través de v4.

o Volumen celular:

D8 (Ve—mgy
dt apnr e"’_gn

donde r la tasa de producciéon de biomasa bacteriana, m, la tasa de man-
tenimiento y g, es el coeficiente de inversién. Los demds parametros y
magnitudes estan ligados a la toxicidad del antibiético. h es la tasa de
riesgo, a la densidad de energia de aclimatacion y aps la densidad de acli-
matacién objetivo. Consideremos una bacteria esférica de radio R(t). Esta
ecuacién para el volumen nos da una ecuacién para su radio, similarmente
ocurre con la longitud de bacterias tipo barra.



o Volumen de EPS:

dv, Jw a My,
- = r— —h)v+
dt ge,n( anr ) e,k

V=T,
donde r, es la tasa de producciéon. Cuando a = h = 0, se puede ajustar k
y k' en r, = kr + k' a experimentos.

Para tomar en cuenta el efecto de la toxicidad del antibidtico necesitamos
ademads ecuaciones para otras variables:

e (Conductancia modificada por exposicion:

-1
¢
! = — e eE a
V =vVaAV, Vpg=E¢€ 1+ )
e wa= e (14 )
donde Ky es el coeficiente de inhibicién no competitivo y v, el coeficiente
de degradacién ambiental efectiva.

e Degradaccion ambiental € :

de

i deAe + ve(r + vpmy,) X.

v el coeficiente de degradacién ambiental y v, el coeficiente de man-
tenimiento. X es la concentraciéon de material celular en un volumen de
control Vp que contiene N células. R se calcula promediando r sobre el
volumen de control. Imponemos condiciones de flujo nulo en los bordes.

e Densidad de energia de aclimatacion:

da a
— = (1 — —)T.
=)=
o Tusa de riesgo:
dh
il q— (r+re)h,

o Velocidad de envejecimiento:

dq dgq
- = r_ - —
o e(sq X q+hy)(V —7)+ (dt)A rq,

donde h,, es la aceleracién de envejecimiento de Weibull y s, un coeficiente
de estrés.

o Envejecimiento debido al antibidtico:

dg _ ol
(dt>A—kqA[CIN] Teq,

donde ké 4 es la toxicidad del antibidtico disuelto.



Las células se dividen cuando su volumen supera un volumen critico, y desplazan
a las demas en la direccién de minima resistencia mecéanica. Mueren con prob-
abilidad 1 — p donde p es la probabilidad de estar viva en tiempo ¢, es decir,
p'(t) = —h(t)p(t) con p(0) = 1. Las células muertas se pueden reabsorber si hay
suficientes células vivas alrededor, en otro caso se tienen regiones necréticas.

Simulaciones numéricas del modelo completo muestran la formacién de re-
giones necroticas, su posible erosién o reabsorcién, y la formaciéon de regiones
internas protegidas por la matriz polimérica [22], lo que constituye un mecan-
ismo de resistencia.

3 Angiogénesis

El proceso de angiogénesis consiste en la creacién de nuevos vasos sanguineos
a partir de otros preexistentes. Es un proceso crucial para el desarrollo y la
reparacion de tejidos. Sin embargo, los desérdenes en el proceso angiogénesis
son a menudo la causa de enfermedades de tipo inflamatorio e inmune. Ademas,
la angiogénesis es esencial para la transicién de tumores benignos a tumores
malignos y su posterior extensién.

Un modelo cinético integrodiferencial es capaz de reproducir algunos aspec-
tos del desarrollo de la red estocastica de vasos sanguineos. La evolucién de la
densidad de puntas de vasos sanguineos p en respuesta a la concentracién de
factor angiogénico secretado por las células ¢ obedece el sistema de ecuaciones
siguiente

Zpevit) = aleln )iy (Ve vot) ~ e vat) [ ds [ av'ne s
—v - Vxp(x,v,t) + pdivy (vp(x, v, t)) +
—divy [F (c(,1))) p06, v, D]+ 0 Aup(x, v, 1),
%c(x, t) = dAxc(x,t) —ne(x,t)j(x,t),
p(x,v,0) = po(x,v), c(x,0)=co(x),
donde
ale) = allj_i’%i, F(c) = Mﬁvxc,

, _ vl _
J(th) - /]RN WP(X,V,t) dV> p(X, t) - RN p(X7V7t) dV7

parax € Q CRY, v e R¥N N =23, t € [0,00). Las constantes 3, o, v, d,
7, a1, Cr, d1, 71, @1 son positivas. El pardmetro xy >> 1 (tipicamente x > 10)
mientras que 02 << 1. dy, es una masa de Dirac con soporte en el punto vg.
v es una velocidad tipica para las puntas creadas. El término fuente a(c)dy, p
representa la creacién de nuevas puntas de vasos debido a ramificacion de las
existentes. La muerte de puntas cuando un vaso encuentra otro (anastomosis)



se describe mediante la integral —yp fot p(p), que actiia como sumidero. El oper-
ador de Fokker-Planck expresa la expansiéon de los vasos sanguineos. La fuerza
quemotédctica F(c) depende del flujo de puntas de vasos sangufenos a través de
j, representando que el consumo de factor angiogénico se debe principalmente
a las nuevas células endoteliales que dan lugar al crecimiento de los vasos. El
truncamiento de la velocidad en la definicién de j refleja que las velocidades
reales de las células son limitadas, y pequenas [20]. Las soluciones de este mod-
elo y de ecuaciones simplificadas de tipo difusivo en todo el espacio se estudian
n [19, 20].

La forma general de las condiciones de contorno en dimensiones N = 2,3, es
la siguiente en una geometria anular [21]. Imponemos condiciones de contorno
de Neumann para c:

%(X,t):cm(x,t)<0, X € Sy, %(x,t):o, x€ S, tel0,T],

donde c¢,, representa el flujo de factor angiogénico que llega desde el nicleo
interno del tumor. S, v Sy, son esferas de radios ¢ y 71, respectivamente. Por
lo que respecta a la ecuacion para la densidad, la falta de difusion en la variable
x, obliga a imponer para el operador de transporte en x condiciones de contorno
de la forma

p-(x,v,t) =g(x,v,t) onXr

Los conjuntos X5 = (0,7) x I'*, donde I'F = {(x,v) € 92 xR | £v-n(x) > 0},
siendo n(x) el vector normal unitario externo en la frontera 92. Denotamos por
pT v p~ las trazas de p en E; y X7, respectivamente. En nuestra geometria,
las condiciones de contorno para p se definen usando las magnitudes que se
pueden medir en la prictica: la densidad marginal de puntas creadas p = [ pdv
en la frontera interna y el flujo de vasos sanguineos j = [ vpdv en la exterior.
Usando coordenadad x = 760, con r = |x|, 8 € Sy_1, y Vv = v,.¢, with v, = |v|,
¢ € Sn_1, las condiciones de contorno en X toman la forma

\V—VO\ -
p_ (TO, 0) Ur, ¢7 t) T070 t /d ~N 1/\ d¢p r070767’7¢7t)i| )
{peSn-

1|v-n>0}

\V—VO\ -
p_(rlyeavmd)a t) ]0_/dv’r / dqbp 7“1,0,’[7»,‘,¢7t)f1(V):|,

{¢pESN_1|V'n>0}

donde p™ y p~ denotan las trazas de la solucién p en E;F y X7, respectivamente,

Ioz/dﬁ,«f;f.v*l dep e e 1vvol’, Ilz/d@,@f” dp e~ #19vol” £ (%).
0 0

{pESN_1|v-n<0} {pESN_1]¥-n<0}

Las demés funciones se definen como

-1
filv)=v- n[l + e“’_"OX'z/”ﬂ )

j0(07 t) = Vo O‘(C(Th 07 t)) p(’rlv 07 Vo, Wo, t)a



para la velocidad fijada vo = (vg, Wy, ), vo > 0, wg € RN=1. Se puede reproducir
el proceso de creaciéon y extension de vasos sanguineos desde un vaso preexistente
hacia una zona hipdxica emisora de factor angiogénico mediante discretizaciones
convergentes de orden uno [26].

4 Propagacion de impulsos biolégicos

Entender los fenémenos de propagacién de ondas en medios excitables discretos
es una tarea compleja debido a la necesidad de abordar estructuras espaciales
discretas. Consideramos aqui dos ejemplos paradigmaéticos: la propagacién de
impulsos nerviosos a lo largo de nervios con mielina y la contraccién de fibras
musculares [1, 2, 3, 4, 7).

4.1 Nervios mielinicos

Las fibras mielinicas, como los nervios motores de los vertebrados, estan recu-
biertas casi en su totalidad por una capa gruesa y aislante de mielina. Sélo
una fraccién de la membrana queda expuesta, una secuencia de pequenos nodos
activos, llamados nodos de Ranvier, separados por zonas recubiertas de mielina.
El axon mielinico de los nervios motores puede ser muy largo, y contener cientos,
o miles, de nodos. El impulso nervioso salta de un nervio al siguiente, dando
lugar a una propagacién ’a saltos’ del impulso nervioso. Este tipo de propa-
gacién conlleva dos caracteristicas importantes. Una de ellas es la posibilidad
de incrementar la velocidad del impulso nervioso al tiempo que se disminuye el
didmetro de la fibra nerviosa. La otra son los fallos de propagaciéon que ocurren
cuando el recubrimiento de mielina se dana, lo que causa esclerosis multiple.

4.1.1 Ecuaciones de Hodgkin-Huxley para nervios mielinicos

Un axon mielinico es una secuencia de nodos de Ranvier separada por zonas
recubiertas de mielina. La mielina se considera un aislante perfecto. Podemos
representar el axon mielinico mediante un circuito equivalente donde C' and R
representan la capacitancia y la resistencia. Denotamos por Vi, Ix v Lion(k) €l
potencial de la membrana y la corriente iénica en el nodo k-ésimo. Aplicando
las leyes de Kirchoff al circuito tenemos

dV;
Vicr = Vi =RIy, Iy — Iy =C—2=

Iionk
g T Lion (k)

Adoptamos en cada nodo la expresiéon propuesta por Hodgkin-Huxley para la
corriente de iones I;on (Vi, My, Ny, Hy), una ctibica asimétrica en funcién de Vj
que varia con los valores de las variables adicionales My, Ny, H. Obtenemos asi
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el modelo de Hodgkin-Huxley discreto para nervios mielinicos

g% +I’£0n(Vk7Mk7Nk7Hk) =
D(Viy1 — 2Vie + Vi 1),

A = X har (Vi) (Moo (Vi) = M),
e = ANAN(Vi)(Noo (Vi) — Ny,

T AN
e = XAy (Vi) (Hoo (Vi) — Hy),

donde el indice k denota el nodo k-th del axon. La variable Vj, denota la
desviacion del potencial de la membrana respecto al equilibrio, mientras que Ny
es la activacién de potasio, M} la activacién de sodio y Hy, la desactivacién de
sodio. La corriente de iones viene dada por:

Iion(v, M77]V7 H) = gNaMsH(‘if VNa,R)
+g.,(V — VL,R) +§KN4(V — VK,R)-

La fraccién de canales K+ abiertos se calcula como N, ,3. La fraccién de canales
Na™ abiertos se calcula como M2 Hy. Los pardmetros tienen la interpretacién
siguiente. Gy, v Gk son las conductancias mdximas para las vias de Na™ y
KT, respectivamente. g; es una conductancia de pérdida. Los potenciales de
equilibrio correspondientes son V., Vi y V1, respectivamente. Definismo,
VNa,R = VNa - VR, VKJ:{ = VK - VR y VL,R = VL - VR, donde VR es el
potencial de reposo. El coeficiente D = ﬁ = %, siendo L la longitud de
la capa de mielina entre nodos y r;, 7. la resistencia por unidad de longitud de
los medios intracelular y extracelular.

Este modelo es adecuado para los largos axones de los nervios periféricos
de los vertebrados. Simulaciones numéricas del mismo [3] reproducen la propa-
gacién de impulsos nerviosos, que pueden ser ademéds reconstruidos a trozos de
forma asintética para estudiar la influencia de los pardmetros. La propagacion
del impulso nervioso falla cuando el frente delantero se ancla [1], lo que ocurre
cuando las capas de mielina se deterioran o en presencia de drogas [3].

4.1.2 Ecuaciones de FitzHugh-Hodgkin-Huxley

Se puede introducir més detalles biolégicos en el modelo anterior anadiendo una
ecuacién para la dindmica del potencial de la membrana V (z,t) a través de la
mielina internodal

ov_ 1 v Vv
C@T_ri—i—re 02z r’
V(xk, t) = Vi(t), V(Tkt1,t) = Vi (t)

S (xkamk+l)at >0

acoplada al sistema para My, Ny, Hy y

A%
C=E 4 Tipn(Vi, My, Ny, Hy) = L (t)

dT
1 v, v,
Ii(t) = o 87(%775)—%(%775)}
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De esta forma, las fibras mielinicas se pueden describir mediante una ecuacién
de difusién lineal periédicamente activada por los nodos. Este modelo pro-
porciona buenas aproximaciones cuantitativas a la velocidad de conduccién de
animales como los sapos, por ejemplo. Se puede simular la sensibilidad respecto
a distintos pardmetros (didmetro, drea nodal, ...), obteniendo resultados en
concordancia con experimentos [7] Se recupera el modelo discreto de Hodgkin-
Huxley al asumir que las corrientes axiales a lo largo de la envoltura de mielina
%—Z(x,t) son constantes en los internodos. Entonces, %—V(a:,t) = M en
[xk,zk+1} con L = Tpi1l — Tk Por tanto, Ik(t) = m(vk+1 - Vi + Vk—l)-
Esta aproximacién es razonable en vista de las soluciones numéricas construidas
en [7].

4.1.3 Ecuaciones de FitzHugh-Nagumo

El modelo de Fitz Hugh-Nagumo (FHN) discreto es una simplificacién del mod-
elo de Hodgkin-Huxley que es 1til para comprender las claves matematicas de
la propagacién de impulsos nerviosos y sus fallos [1, 2J:

du;g
o d(ups1 — 2up +up—1) + flur) — v,
d
% = € (ux — Bug),
k=0,%£1,.... Eneste modelo, ui y vx son el potencial de excitacion de la mem-

brana y una variable de recuperacién (que actia como una corriente saliente de
iones) en el node k-ésimo. El término fuente es una funcién ciibica que repre-
senta la corriente de iones. El término difusivo es proporcional a la diferencia de
corrientes internodales en un nodo determinado. La constante B se selecciona
de modo que los términos fuente en el sistema FHN son O(1) para uy y vg, que
la 1inica solucién estacionaria constante es ui = 0 = vx, de modo que el sistema
tiene dindmica excitable. La constante ¢ > 0 es el cociente entre las escalas de
tiempo caracteristicas de ambas variables. Suponemos que € < 1 para que sean
distintas, es decir, excitacién rapida y recuperacién lenta.

4.2 Contraccién de fibras musculares

Modelos similares describen la contraccién y recuperacion de fibras musculares.
Por ejemplo, el modelo tipo Morris-Lecar

dvx
dt
dw Lk

T A cosh(

= D('Uk+1 — 2ug + Uk—l) + f(vk,wk) — 21,

v~ Vs )[1+ tanh(Z_ 22 Vs

-2
2V, ) 2l

con

U—Vl

f(v,w) =2w(v — Vg) 4+ 2g1(v — VL) + gca[1 + tanh( )] (v —1).

2
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donde vy, es la desviacion del potencial de la membrana respecto a un potencial
de referencia y wy, es la fraccién de canales K+ abiertos. La escala de tiempo
es é%—Km, donde G es la conductancia de iones KT y C,, la capacitancia de la
membrana.

Este sistema es una versién simplificada del modelo de Morris-Lecar com-
pleto, que involucra una variable rapida adicional. Exhibe una dindamica rica,
que varia segun la estabilidad de sus soluciones constantes. Sule haber dos posi-
bilidades. Si existe una unica solucién constante y es estable, el sistema genera
dindmicas excitables con impulsos o trenes de impulsos que se propagan. Si la
solucion constante es inestable, el sistema exhibe un comportamiento oscilatorio
y puede dar lugar a fenémenos de sincronizacién [4].

5 Comportamiento de proteinas modulares

La elasticidad de tejidos en organismos vivos resulta de la extensién y con-
traccién de proteinas ensambladas en estructuras rigidas, que se mueven en
respuesta a fuerzas aplicadas. Las proteinas modulares, tales como la titina,
que desempena un papel importante en la contraccion muscular, la ubiquitina
u otras proteinas relevantes, estan formadas por moédulos individuales repeti-
dos unidos por péptidos. Una version sencilla de la elasticidad de tejidos tiene
lugar en los experimentos con moléculas individuales, como los experimentos
con Microscopifa de Fuerza Atémica (AFM), en los cuales una biomolélula se
sujeta entre dos plataformas rigidas cuyo movimiento se controla. Los experi-
mentos a fuerza fija o longitud fija proporcionan informacién sobre la estructura
de la proteina, y se pueden interpretar mediante modelos matematicos sencillos
[9, 12, 13, 15].

En experimentos reales, la punta del voladizo del microscopio puede sujetar
la proteina desde cualquier punto. Por tanto, el nimero N de mondmeros
de la proteina expuestos a la fuerza puede variar de uno a todos. Sean z;,
7 =1,..., N las posiciones de los monémeros. Las extensiones relativas de los
mondémeros son u; = T+1 — &, j = 1,...,N. Fuerzas externas +F aplicadas
a los extremos de la cadena de mondémeros crean un potencial —F Z?’:O u; =
Fxy — Fxn4q y una fuerza efectiva externa igual F' en cada extensién u;. La
energia libre del monodmero j es V' (u;;0;), siendoV (u; 6) un potencial de doble
pozo, cuyos minimos corresponden al estado completamente plegado (entalpico)
o desplegado (entrépico). El pardmetro ¢ varfa de monémero a mondémero. Los
mondémeros se conectan al vecino siguiente mediante muelles arménicos (los
enlaces) y pueden experimentar movimiento Browniano en el liquido en el que
estan inmersos. Asumimos que los efectos de inercia se pueden despreciar y, por
tanto, que su dindmica es sobreamortiguada. El modelo resultante es [15]:

Yty = F =V (u;365) = kjr(uj — ujir) — kj(ug —uj—1) +/2kpTy; &(1),
(&) =0, (&O&t)) =dudt—t), j=1,...,N.

Denotamos V' (u;0) = dV (u;9)/du, k; = k para j =1,...,N + 1. Como expli-
camos anteriormente, la fuerza F' generada por el microscopio afecta igualmente
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el potencial efectivo de todos los mondémeros situados entre la punta del micro-
scopio y la plataforma de sujeccién. Hay dos posibles marcos experimentales:
(i) la fuerza F se mantiene constante (experimentos a fuerza fija) y (i) la lon-
gitud total de la cadena se controla y mantiene constante o se aumenta a una
tasa uniforme (experimentos de fuerza-extensién). En este segundo caso, F(t)
es una nueva incégnita que ha de ser calculada. Las condiciones de contorno
para la cadena son

Suponemos que los mondémeros situados en x; y zx estan rigidamente pegados
a la plataforma de modo que uy = uy = 0. En el caso (ii) necesitamos anadir
como restriccion que la longitud total de la cadena de monémeros, L, se mantiene
constante, lo que nos lleva a anadir la ecuacién siguiente

N
E Uj:$N+17£E0:L.
Jj=1
En experimentos de fuerza-extensiéon L = ut + v, con p positivo.

5.1 Plegamiento y desplegamiento

En un experimento a fuerza fija tipico, la fuerza se incrementa de entrada, se
mantienen a un valor alto hasta que todos los elementos se despliegan y en-
tonces se baja de forma abrupta a un valor pequeno. Inmediatamente despues
del aumento de fuerza, se sigue un despliegamiento abrupto o escalonado de
la poliproteina. Por otra parte, después de que la fuerza disminuye, el repl-
iegamiento de médulos de proteina individuales y para homopoliproteinas, el
plegamiento no muestra trazas de plegamiento sequencial para la poliproteina.

Consideramos que muelles infinitamente rigidos conectan la proteina con el
voladizo del microscopio y la plataforma, es decir, ug = w1, uny+1 = uny. A
fuerza externa nula y temperatura 7', usamos el potencial efectivol:

2
V(’U,) = U |:(1 — e—Qb(u—Rc)/Rc) — 1:|
kgTL, 1 U 2u?
—1—- 4+ —=.
+ 4P (1 — L% L. + L2

Se trata de una cubica, con tres ceros, dos de los cuales son estables. Dada
F, el menor v (F) y el mayor u®® (F) de los ceros representan los estados
estables plegado y desplegado para cada médulo. Los fendmenos de plegamiento
y despliegamiento se pueden explicar cualitativamente y cuantitativamente en
términos de anclaje y desanclaje de frentes en este sistema [13].

5.2 Curvas de fuerza-extension

A medida que se tira de la poliproteina, uno o mas moédulos se despliegan cuando
se alcanza una fuerza critica que mide su estabilidad mecanica. Conviene senalar
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que el despliegamiento de un dominio es un fenémeno estocdstico que ocurre en
cierto rango de fuerzas. Estos experimentos a longitud controlada proporcionan
curvas fuerza-extensién en forma de dientes de sierra. Curvas simulares se ob-
tienen estirando 4cidos nucleicos (DNA) u otras biomoléculas. Cuando se barre
la curva fuerza-extension a una tasa finita, se observan saltos estocésticos entre
estados plegados y desplegado, y la fuerza de despliegamiento crece con la tasa
de extension.

Al estudiar las soluciones estacionarias de modelos del tipo anteriormente
propuesto [12], tenemos una restriccién global en la formulacién de minimizacién
que representa los valores de equilibrio de las extensiones. Observamos que la
curva de fuerza-extensién tiene como resultado ramas multiples en ciertos rangos
de fuerzas. La estabilidad de estas ramas estd gobernada por la energia libre.
Hay una serie de transiciones de fase en ciertos valores de la longitud total, en
las cuales la energia libre es continua pero su primera derivada, la fuerza, tiene
un salto finito. Esto nos lleva a observar dientes de sierra. Este comportamiento
al observado en proteinas y otros sistemas complejos. El efecto del ruido y de
la presencia de monrheros asimétricos se analiza en [15].

Un modelo sencillo dado por un oscilador acoplado a spins de Ising con
dindmica de Glauber [8] en contacto con una bafio térmico puede explicar cual-
itativamente algunas caracteristicas de las curvas fuerza-extensién medidas en
experimentos con biomoléculas [9]. Las curvas fuerza-extensién para el DNA
corresponden a diferentes tasas de barrido de las curvas de la transicién de
primera fase del sistema spin-oscilador con la fuerza como parametro de con-
trol. Sin embargo, este modelo es demasiado sencillo para explicar las curvas en
dientes de sierra observadas en experimentos de longitud controlada.

6 Técnicas de imagen para estructuras biolégicas

En muchas situaciones necesitamos extraer informacién sobre la estructura in-
terna de un medio a partir de observaciones externas indirectas. Se han de-
sarrollado numerosas herramientas para distintos fines: resonancia magnética,
tomografia, ultrasonidos, ...Todas ellas se basan en emitir algun tipo de onda
que interacciona con el medio en estudio y a continuacién se mide el resultado
en una red de receptores. Conociendo los datos medidos en los receptores y las
ondas emitidas, se trata de reconstruir la geometria interna y/o las propiedades
materiales del medio. Consideramos aqui dos técnicas de particular relevancia
en cuestiones biomédicas: tomografia de impedancia eléctrica y holografia.

6.1 Tomografia de impedancia eléctrica

La tomografia de impedancia eléctrica produce imagenes de las propiedades elec-
tromagnéticas de un medio aplicando corrientes eléctricas a la superficie exterior
y midiendo el voltaje en ella. Su rango de aplicaciones es amplio, porque tejidos
diferentes tienen distintas propiedades electromagnéticas. Por ejemplo, pode-
mos pensar en diagnosticar problemas pulmonares (embolias, codgulos, acu-
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mulacién de fluidos) o flujo sanguieo (sangrado interno, funcionamiento del
corazén), explorar la presencia de cancer de mama, determinar las fronteras
entre células vivas y muertas, detectar cambios de temperatura en situaciones
de hipertermia, ...

En términos matematicos, deseamos reconstruir la admitividad v dentro
de Q a partir de medidas en su superficie. Asumiendo que ) contiene una
coleccién de inclusiones §); ;, la admitividad v es una funcién definida a trozos
en () con discontinuidades en las paredes de las inclusiones. Sea 2; = U;—llem
donde €; ; son dominios abiertos y conexos que satisfacen ﬁi,l N ﬁi,j = () para
I # j. La admitividad de la matriz Q, = Q\ Q; es .. Definimos 7; en Q;
mediante y; = 7;,; en ); ;. Para simplificar, asumimos que 7. es conocido.
Para reconstruir las inclusiones a partir de los datos medidos, consideramos el
problema de optimizacién [10]

1
J(szvz) = 5 /39 |u - Vmeas|2dl

donde u es solucién de
Vv%Vu=0 enQ, V- -9,Vu=0 en §2;,
um —ut =0 endQ;, YOuu  —VOqut =0 en 0Q;,
YeOnt = j on 0f2.

El vector normal unitario n apunta hacia el exterior de €2, pero el interior
de ©;. Denotamos los valores limite de u en 0f2; desde dentro y fuera de €;
como u~ y u't, respectivamente. Los métodos de derivadas topolégicas nos
permiten aproximar las soluciones de este problema inverso. respectively. En
lugar de senales electromagnéticas, otros métodos monitorizan la temperatura
para localizar tejidos enfermos. Se pueden emplear técnicas topoldgicas para
resolverlos empleando ondas térmicas governadas por ecuaciones del calor [5, 6].

6.2 Holografia

La holografia digital es una herramienta prometedora para obtener y proce-
sar imagenes tri-dimensionales de células vivas y materia blanda a gran veloci-
dad. Puede alcanzar una alta resolucién temporal (microsegundos) y espacial
(nanometros), al tiempo que evita el uso de tintes téxicos y marcadores fluores-
centes. Los hologramas son patrones de interferencia luminosos que contienen
informacién sobre las posiciones tridimensionales y las propiedades épticas de
un objeto o conjunto de objetos.

Cuando las ondas emitidas son armdnicas en tiempo, es decir, Eine(x,t) =
Re[e “'Einc(x)], la onda resultante también es arménica en tiempo Eq . (x,t) =
Re[e “'Eq .(x)] y la amplitud compleja Eq ,(x) satisface una versién esta-
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cionaria de las ecuaciones de Maxwell

curl(icurlE) - Z—EE =0 in R3\Q,

curl (ﬁcurl E) - Z—2 =0 in £,
nxE-=nxET, on 09,
iﬁ x curlE~ = l%ﬁ x curlE*, on 09,

lim x| o0 [X| |cur1 (E — Eipc) % ‘}’:—l — ke (E — Einc)‘ =0,

donde p;,€;,Ki ¥ Me,Ee, Ke son las permeabilidades, permitividades y nimeros
de onda k2 = w?epu de los objetos y el medio ambiente, respectivamente. En
medios biolégicos, p; ~ pe ~ po, siendo po la permeabilidad del vacio. Los
signos + y — denotan valores desde dentro y fuera de 2. El vector n representa
el vector normal exterior. Esto define el llamado problema directo.

El problema de imagen inverso [18] se formula como: Encontrar  tal que
se verifica

Imeas(xj) = ‘EQ(Xj)|2, j=1...,N.

Alternativamente, podemos reformular el problema como: Encontrar el minimo

global de
1 X
JR\Q) =5 D 1T (x)) = Tmeas (%)
j=1

donde I = \EQ|2 y Eq son soluciones del problema directo. Podemos encontrar
aproximaciones iniciales a los objetos mediante técnicas de derivadas topologicas
[18, 23]. Para estimar las propiedades del material cuando se desconocen pode-
mos usar métodos de tipo gradiente, si bien requieren regularizacién para fun-
cionar minimamente [23].

Los métodos basados en iteraciones tipo ‘gradiente’ se suelen estancar en
estos problemas antes de converger, tanto los basados en métodos de conjuntos
de nivel, deformaciones o derivadas topoldgicas. Adicionalmente, el funcional
que estamos usando puede presentar minimos locales esptreos. Esto se soluciona
regularizando el funcional por un lado y empleando métodos rapidos de Gauss-
Newton por otro, siempre que el punto de partida sea lo suficientemente bueno.
En una situacién en la que queremos identificar un nimero indeterminado de
objetos, la aproximacién de partida puede contener un ntimero incorrecto de
componentes. Esto es algo que podemos solucionar actualizando el nimero
de componentes mediante calculos de derivadas topoldgicas adicionales cada
vez que el proceso se estanca [28]. Una estrategia efectiva, propuesta en [28]
consiste en identificar en primer lugar una aproximacion inicial, dada por una
parametrizacién ¢;, de los objetos, mediante derivadas topoldgicas. Con ella
se regulariza el funcional de coste. Para objetos estrellados se considera una
regularizacién de tipo Tikhonov, es decir, se anade un término dependiente de
las parametrizaciones de los objetos de la forma |l¢ — gin| s, siendo H® un

17



espacio de Sobolev adecuado. A continuacién se optimiza mediante un método
de Gauss-Newton iterativamente regularizado (el peso del término de Tikhonov
va decreciendo al iterar). Cuando la iteracién se estanca en una parametrizacién
Qap, se calcula la derivada topolégica del funcional de coste sin regularizar con
objeto parametrizado por ¢.,. Este proceso suele identificar nuevas componentes
que se anaden a la parametrizaciéon y pasan a ser la nueva ¢;,. Se reinicializa el
método de Gauss-Newton iterativamente regularizado y asi sucesivamente hasta
que el coste decrece por debajo de la tolerancia que hayamos fijado.

Referencias

[1] A Carpio, LL Bonilla, Depinning transitions in discrete reaction-diffusion
equations, STAM Journal on Applied Mathematics 63 (3), 1056-1082, 2003

[2] A Carpio, LL Bonilla, Pulse propagation in discrete systems of coupled
excitable cells, STAM Journal on Applied Mathematics 63 (2), 619-635, 2003

[3] A Carpio, Asymptotic construction of pulses in the discrete Hodgkin-Huxley
model for myelinated nerves, Physical Review E 72 (1), 011905, 2005

[4] A Carpio, Wave trains, self-oscillations and synchronization in discrete me-
dia, Physica D: Nonlinear Phenomena 207 (1-2), 117-136, 2005

[5] A Carpio, ML Rapin, Domain reconstruction using photothermal tech-
niques, Journal of Computational Physics 227 (17), 8083-8106, 2008

[6] A Carpio, BT Johansson, ML Raptin, Determining planar multiple sound-
soft obstacles from scattered acoustic fields, Journal of Mathematical Imaging
and Vision 36 (2), 185-199, 2010

[7] A Carpio, I Peral, Propagation failure along myelinated nerves, Journal of
nonlinear science 21 (4), 499-520, 2011

[8] LL Bonilla, A Carpio, A Prados, RR Rosales, Ripples in a string coupled to
Glauber spins, Physical Review E 85 (3), 031125, 2012

[9] A Prados, A Carpio, LL Bonilla, Spin-oscillator model for the unzipping of
biomolecules by mechanical force, Physical Review E 86 (2), 021919, 2012

[10] A Carpio, ML Raptn, Hybrid topological derivative and gradient-based
methods for electrical impedance tomography, Inverse Problems 28 (9),
095010, 2012

[11] D Rodriguez, B Einarsson, A Carpio, Biofilm growth on rugose surfaces,
Physical Review E 86 (6), 061914, 2012

[12] A Prados, A Carpio, LL Bonilla, Sawtooth patterns in force-extension
curves of biomolecules: An equilibrium-statistical-mechanics theory, Physi-
cal Review E 88 (1), 012704, 2013

18



[13] LL Bonilla, A Carpio, A Prados, Protein unfolding and refolding as transi-
tions through virtual states, EPL (Europhysics Letters) 108 (2), 28002, 2014

[14] DR Espeso, A Carpio, B Einarsson, Differential growth of wrinkled biofilms,
Physical Review E 91 (2), 022710, 2015

[15] LL Bonilla, A Carpio, A Prados, Theory of force-extension curves for mod-
ular proteins and DNA hairpins, Physical Review E 91 (5), 052712, 2015

[16] DR Espeso, A Carpio, E Martinez-Garcia, V De Lorenzo, Stenosis triggers
spread of helical Pseudomonas biofilms in cylindrical flow systems, Scientific
reports 6, 27170, 2016

[17] A. Carpio, B. Einarsson, D.R. Espeso, In G Russo, V Capasso, G Nicosia,
Romano, V. (eds) Progress in Industrial Mathematics at ECMI 2014. Math-
ematics in Industry, vol 22. Springer, 2016

[18] A Carpio, TG Dimiduk, ML Rapun, V Selgds, Noninvasive imaging of
three-dimensional micro and nanostructures by topological methods, STAM
Journal on Imaging Sciences 9 (3), 1324-1354, 2016

[19] A Carpio, G Duro, Well posedness of an angiogenesis related integrodiffer-
ential diffusion model, Applied Mathematical Modelling 40 (9-10), 5560-5575,
2016

[20] A Carpio, G Duro, Well posedness of an integrodifferential kinetic model
of Fokker—Planck type for angiogenesis, Nonlinear Analysis: Real World Ap-
plications 30, 184-212; 2016

[21] A Carpio, G Duro, M Negreanu, Constructing solutions for a kinetic model
of angiogenesis in annular domains, Applied Mathematical Modelling 45, 303-
322, 2017

[22] B Birnir, A Carpio, E Cebridn, P Vidal, Dynamic energy budget approach
to evaluate antibiotic effects on biofilms, Communications in Nonlinear Sci-
ence and Numerical Simulation 54, 70-83, 2018

[23] A Carpio, TG Dimiduk, V Selgds, P Vidal, Optimization methods for in-
line holography, SIAM Journal on Imaging Sciences 11, 923-956, 2018

[24] DR Espeso, E Martinez-Garcia, A Carpio, V de Lorenzo, Dynamics of
Pseudomonas putida biofilms in an upscale experimental framework, Journal
of Industrial Microbiology and Biotechnology 45 (10), 899-911, 2018

[25] A. Carpio, E. Cebridn, D. R. Espeso, P. Vidal, Biofilm mechanics and pat-
terns, in Coupled Mathematical Models for Physical and Biological Nanoscale
Systems and Their Applications, Springer Proceedings in Mathematics &
Statistics 232, Springer Nature 2018

19



[26] LL Bonilla, A Carpio, M Carretero, G Duro, M Negreanu, F Terragni, A
convergent numerical scheme for integrodifferential kinetic models of angio-
genesis, Journal of Computational Physics 375, 1270-1294, 2018

[27] A Carpio, E Cebridn, P Vidal, Biofilms as poroelastic materials, Interna-
tional Journal of Non-Linear Mechanics 109, 1-8, 2019

[28] A Carpio, TG Dimiduk, F Le Louér, ML Raptin, When topological deriva-
tives met regularized Gauss-Newton iterations in holographic 3D imaging,
Journal of Computational Physics 388, 224-251, 2019

20



