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2 Dislocaciones en cristales

Las dislocaciones son defectos soportados por curvas que se forman en los ma-
teriales cristalinos [6]. Cuando se aplica una tensién suficientemente grande,
las dislocaciones se deslizan a lo largo de los planos cristalograficos del cristal
e interaccionan con otras dislocaciones que encuentran en su camino. Ademsds,
se crean nuevas dislocaciones en ciertas posiciones. Como resultado, se forman
en nimeros muy grandes (1012 dislocaciones/cm? en metales muy trabajados)
y modifican las propiedades mecénicas del material. En particular, se cree que



las dislocaciones controlan las propiedades plasticas de los sélidos cristalinos a
baja temperatura.

Es conocido que al aplicar una tension los cristales se deforman elasticamente
hasta alcanzar un valor critico de la tensién. Para tensiones mas altas, la defor-
macién se convierte en pldstica (irreversible) y termina eventualmente en frac-
tura. Se cree que la tensién critica es aquella para la cual se empiezan a mover
grandes numeros de dislocaciones. Una vez en el régimen plastico, la creacion,
movimiento, e interacciéon de dislocaciones resulta en la formacién de compli-
cadas redes de defectos en la estructura microscépica del material. Cuando esas
redes son tan densas que las dislocaciones no se pueden mover libremente, el
cristal se endurece. Este efecto es muy importante al trabajar con metales,
porque los metales muy trabajados son més duros que los no trabajados.

Podemos describir las dislocaciones de distintas formas, dependiendo de la
escala en la que las estudiemos. A nivel microscépico, aparecen como defectos en
la red cristalina. Si la separacién entre dislocaciones no es demasiado pequena,
hay una escala mesoscépica en la que podemos modelarlas como singularidades
del campo de tensiones de un material continuo. A escala macroscépica, pode-
mos describir grandes niimeros de dislocaciones en términos de densidades.

2.1 Modelos continuos para apilamientos

En plasticidad de metales, podemos definir una escala exterior en la que las
dislocaciones pueden considerarse singularidades, es decir, soluciones exteriores
de las ecuaciones de Navier de la elasticidad. El tensos de esfuerzos de segundo
orden se define como

€= (Vu)®

donde u es el desplazamiento elastico, y el superindice S denota la parte simétrica.
El tensor de esfuerzos se relacionan con el tensor de tensiones a través de la se-
gunda ley de Hooke

o = Mr(e)l + 2ue

donde A y p son las constantes de Lamé. Las ecuaciones de equilibrio eldstico
son

div(e) = 0.

Una dislocacién aislada se puede modelar como una solucién singular de estas
ecuaciones en la que el desplazamiento no es univaluado [1]. Este es el modelo
clasico del Volterra. En general, se pueden caracterizar por el vector tangente y
un parametro microscépico llamado el vector de Burgers, que mide la distorsion
local de la red.

Consideramos a continuacién un modelo para la interaccién de dos familias
de dislocaciones en arista. Tomamos la primera familia tangente a la direccién
z con vector de Burgers en la direcciéon . Tomamos la segunda familia tangente
a la direccién y con vector de Burgers en la direccién x. Por tanto, la primer
familia desliza sobre el plano zz mientras que la segunda familia desliza sobre el
plano xy. Si asumimos que las dislocaciones permanecen rectas, ambas familias



se deslizan en la direccién x. Nos referimos a ellas como ‘dislocaciones de tipo 1’
y ‘dislocaciones de tipo 2’, respectivamente. Por simetria, el problema se puede
convertir en un problema uni-dimensional [2], dando lugar a dos poblaciones con
densidades wy (z,t) y wa(z, t), respectivamente. Deseamos determinar cémo esas
densidades evolucionan con el tiempo.

La conservacién de dislocaciones de cada familia implica [6]

8w1 0
W + a—x(wwl) = O,
8’11}2 0
W + %(U)QUQ) = 07

donde v; es la velocidad de la familia . En nuestro contexto, la primera familia
de dislocaciones se puede ver como rectas paralelas al eje y-axis, y la segunda,
como rectas paralelas al eje z. Sin embargo, a medida que las dislocaciones
de la primera familia se mueven han de atravesar y cortar las de la segunda.
Suponemos que hay una fuerte resistencia a este corte dependiendo de la densi-
dad que consideremos, lo que nos lleva a velocidades de la forma [2]

v = sign(o1,2)(|o1 2| — ay/wr),
vy = sign(o1,3)(|o1 3| — ay/wa),

con a > 0. Resulta un sistema de leyes de conservacién que puede cambiar tipo
de hiperbdlico a eliptico. Este cambio de tipo corresponde al inicio de un proceso
de formacién de patrones, la formacién de apilamientos. Cuando regularizamos
el modelo, obtenemos un problema de frontera libre parabdlico que nos permite
estudiar el proceso [6].

2.2 Modelos discretos para dislocaciones aisladas

Un modelo elemental para la dindmica de dislocaciones en redes cristalinas viene
dado por las ecuaciones de Frenkel-Kontorova para el desplazamiento u,(t) de
los atomos respecto a su posicion de equilibrio siguiendo una fila de una red
cubica
mull + aul, = d(tunpi1 — 2uy + Un_1) — Ag(u,) + F.

Todos los parametros son positivos: m representa la masa atémica, « la friccion,
d los muelles eldsticos entre dtomos (fuerza de interaccién) F' la fuerza aplicada
para poner en movimiento los defectos. g¢(uy) es una funcién periédica cuyo
periodo viene dado por la constante de red a. En el equilibrio todos los atomos
estan situados en posiciones de la red separadas una distancia a en una red
cubica. En este marco, las dislocaciones se representan mediante soluciones
de tipo frente, es decir, soluciones que crecen de un cero estable z(F/A) de
—Ag(z)+F al siguiente cero estable z3(F'/A), pasando a través del cero inestable
z9(F'/A). Cuando F =0, z1(F/A) =0y z3(F/A) = a.

Si la friccion es alta, el movimiento es sobreamortiguado. Podemos tomar
m = 0 para estudiarlo. En este caso, se puede encontrar un valor critico F,(A)
s tal que [3]



e Si |F| < F.(A), tenemos soluciones de tipo frente estacionarias w, que
crecen monoténamente desde z; (F/A) en —oo a z3(F/A) en oco.

e Si|F| > F.(A) y estd préximo a A, existen soluciones de tipo onda viajera
un(t) = u(n — ct) con velocidad ¢(F) y perfil u(z) solucién de

—cu(z) =u(z — 1) — 2u(z) + u(z + 1) — Ag(u(2)) + F

que crece monétonamente desde z;(F/A) en —oo a z3(F/A) en co. Esta
solucion es tnica médulo translaciones

e Frentes estacionarios y viajeros no pueden coexistir.

Los frentes estacionarios representan dislocaciones ancladas. Los frentes viajeros
representan dislocaciones en movimiento. F,.(A) representa la tensién de Peierls
necesaria para mover dislocaciones en la red. A medida que |F| — F.(A),
tenemos que ¢(F') — 0, los perfiles u(z) desarrollan saltos y se hacen discontinuos
en F.(A). Tiene lugar una bifurcacién global en el sistema, que localmente es
de tipo nodo silla y se puede usar para estimar las velocidades como |c¢(F')| ~
a(F.)(|F| — F.(A))Y?, véase [12].

En ausencia de friccién, o, para friccién pequena, debemos estudiar el prob-
lema con inercia. Para g lineal a trozos, por ejemplo, g(u) =u+1siu <0y
g(u) =u—1siu >0, es posible construir explicitamente todas las ramas de on-
das viajeras [15]. En este caso, los perfiles de ondas desarrollan colas oscilatorias.
En principio, son posibles diferentes perfiles y velocidades para el mismo valor
de F. En la prictica, se puede probar que son estables las familias con frentes
delanteros monotonos, en los que las oscilaciones se producen en la otra cola y
cuya velocidad supera una velocidad minima [16]. Encontramos dos umbrales,
identificables con la tensién de Peierls estdtica F.(A) y la tensién de Peierls
dindmica F(A). Como antes, los frentes estacionarios existen si |F| < F.(A).
Sin embargo, los frentes viajeros existen para |F| > Fy(A). Ambos coexisten
si Fy(A) < |F| < F.(A). Por tanto, el sistema presenta comportamentos de
histéresis, Segtin incrementamos la fuerza aplicada desde cero, las soluciones
tipo frente que representan las dislocaciones empiezan a moverse cuando I’ su-
pera F.(A). Una vez las dislocaciones se mueven en la red, podemos decrecer la
fuerza por debajo de F.(A). Las dislocaciones seguirdn moviéndose atin cuando
F caiga por debajo de Fy(A).

Podemos estudiar dislocaciones bidimensionales en una red ciibica mediante
redes bidimensionales [11, 14]. En su versién més simple, el desplazamiento de
los puntos de la red u; ;(t) en la direccién de movimiento (digamos, la direccién
x) obedece la dindmica

= Uim15 = 205+ Uiy + AU 1 = wig) sin(u i — i), A> 0.

Soluciones que representan dislocaciones se pueden generar usando los cam-
pos elésticos de dislocaciones como datos iniciales y de contorno [11]. El sis-
tema relaja a soluciones estacionarias que representan la distorsién en la red.



Por ejemplo, si elejimos condiciones iniciales y de contorno dadas por s;; =
0(i,j/v/A)+ Fj donde 6 es la funcién dngulo de 0 a 27 y F > 0 es un pardmetro
de control, obtenemos soluciones estacionarias que representan dislocaciones en
arista para F pequeno. Segun F crece, las soluciones estacionarias desaparecen
y se observan los patrones viajeros [14]. Nétese que si linealizamos el operador
espacial alrededor de s; ;, tenemos un problema eliptico discreto para F' pequenio
que cambia de tipo a medida que F' crece.

Esta idea se puede extender a situaciones plenamente bi y tridimension-
ales desarrollando modelos de elasticidad discreta periodizados [18, 23]. Dis-
cretizamos las derivadas que aparecen en la expresién del tensor de tensiones
de la elasticidad con la simetria cristalina requerida mediante diferencias finitas
en las direcciones principales del cristal, con paso igual a la constante de red,
y entonces periodizamos, es decir, reemplazamos las diferencias por funciones
periddicas de las mismas con periodicidad igual a la constante de red. Tras ello,
derivamos las ecuaciones de movimiento usando el tensor de tensiones discreto
y periddico resultante. Por ejemplo, en dos dimensiones tenemos

Muj = C11 Dy [g(D3 u1)g' (Dy uy)] + C12 D7 [9(D5 ug)g' (D7 uy)]
+CuaDy [(9(DF u1) + g(D5 ug))g' (D ur)),
Muy = C11D5 [g(D3 u2)g' (D3 ug)] + Cr2 D5 [g(DY u1)g' (D3 us)]
+Cu4 D7 [(9(D7 u2) + g(D3 us))g' (D us)).

Ecuaciones similares se establecen para redes tridimensionales. Soluciones de
tipo dislocacién correspondientes a distintos tipos de cristales se generan usando
los campos eldsticos conocidos para cada una [18, 23].

3 Propagaciéon de impulsos biolégicos

Entender los fenémenos de propagacién de ondas en medios excitables discretos
es una tarea compleja debido a la necesidad de abordar estructuras espaciales
discretas. Consideramos aqui dos ejemplos paradigmaticos: la propagacién de
impulsos nerviosos a lo largo de nervios con mielina [12, 13, 19] y la contraccién
de fibras musculares [20]

3.1 Nervios mielinicos

Las fibras mielinicas, como los nervios motores de los vertebrados, estdn recu-
biertas casi en su totalidad por una capa gruesa y aislante de mielina. Sélo
una fraccién de la membrana queda expuesta, una secuencia de pequenos nodos
activos, llamados nodos de Ranvier, separados por zonas recubiertas de mielina.
El axon mielinico de los nervios motores puede ser muy largo, y contener cientos,
o miles, de nodos. El impulso nervioso salta de un nervio al siguiente, dando
lugar a una propagacién ’a saltos’ del impulso nervioso. Este tipo de propa-
gacién conlleva dos caracteristicas importantes. Una de ellas es la posibilidad
de incrementar la velocidad del impulso nervioso al tiempo que se disminuye el



didmetro de la fibra nerviosa. La otra son los fallos de propagaciéon que ocurren
cuando el recubrimiento de mielina se dana, lo que causa esclerosis multiple.

3.1.1 Ecuaciones de Hodgkin-Huxley para nervios mielinicos

Un axon mielinico es una secuencia de nodos de Ranvier separada por zonas
recubiertas de mielina. La mielina se considera un aislante perfecto. Podemos
representar el axon mielinico mediante un circuito equivalente donde C' and R
representan la capacitancia y la resistencia. Denotamos por Vi, I v Lon (k) €l
potencial de la membrana y la corriente iénica en el nodo k-ésimo. Aplicando
las leyes de Kirchoff al circuito tenemos

dV;
Vicr = Vi = RIy, I — Ij1 = Cdi + Lion (k)

Adoptamos en cada nodo la expresiéon propuesta por Hodgkin-Huxley para la
corriente de iones I;on (Vi, My, Ny, Hy), una ctibica asimétrica en funcién de Vj
que varia con los valores de las variables adicionales My, Ny, H}. Obtenemos asi
el modelo de Hodgkin-Huxley discreto para nervios mielinicos

C Lk + Lion(Vie, My, Ny, Hy) =
D(Viy1 — 2Vie + V1),
A = Jarhar (Vi) (Mo (Vi) = M),
Z;TTk = ANAN (Vi) (Noo (Vi) — Ni),
e = XAy (Vie) (Hoo (Vi) — Hie),

donde el indice k denota el nodo k-th del axon. La variable Vj denota la
desviacion del potencial de la membrana respecto al equilibrio, mientras que Ny
es la activacién de potasio, M} la activacién de sodio y Hy, la desactivacién de
sodio. La corriente de iones viene dada por:

Iion(v, M,;N, H) = gNaMSH(K— VNa,R)
+§L(V — VL,R) +§KN4(V — VK,R)-

La fraccién de canales KT abiertos se calcula como Nj. La fraccién de canales
Na™ abiertos se calcula como M ,:;’H k. Los pardmetros tienen la interpretacion
siguiente. Gy, ¥ Gx son las conductancias mdximas para las vias de Na® y
K, respectivamente. g; es una conductancia de pérdida. Los potenciales de
equilibrio correspondientes son V., Vi v V1, respectivamente. Definismo,
VNa,R = VNa - VR, VK,R = VK — VR y VL,R = VL — VR, donde VR es el
potencial de reposo. El coeficiente D = m = %, siendo L la longitud de
la capa de mielina entre nodos y 7;, r. la resistencia por unidad de longitud de
los medios intracelular y extracelular.

Este modelo es adecuado para los largos axones de los nervios periféricos de
los vertebrados. Simulaciones numéricas del mismo [19] reproducen la propa-
gacion de impulsos nerviosos, que pueden ser ademads reconstruidos a trozos de
forma asintética para estudiar la influencia de los parametros. La propagacion
del impulso nervioso falla cuando el frente delantero se ancla [12], lo que ocurre
cuando las capas de mielina se deterioran o en presencia de drogas [19].



3.1.2 Ecuaciones de FitzHugh-Nagumo

El modelo de Fitz Hugh-Nagumo (FHN) discreto es una simplificacién del mod-
elo de Hodgkin-Huxley que es 1util para comprender las claves matematicas de
la propagacién de impulsos nerviosos y sus fallos [12, 13]:

du
7: = d(uk+1 —2uk+uk,1) +f(uk) — Vg,
d
% = € (uk — B'Uk),
k=0,%£1,.... Eneste modelo, ug y vx son el potencial de excitaciéon de la mem-

brana y una variable de recuperacién (que actia como una corriente saliente de
iones) en el node k-ésimo. El término fuente es una funcién cibica que repre-
senta la corriente de iones. El término difusivo es proporcional a la diferencia de
corrientes internodales en un nodo determinado. La constante B se selecciona
de modo que los términos fuente en el sistema FHN son O(1) para uy y vk, que
la 1inica solucién estacionaria constante es uy = 0 = v, de modo que el sistema
tiene dindmica excitable. La constante € > 0 es el cociente entre las escalas de
tiempo caracteristicas de ambas variables. Suponemos que € < 1 para que sean
distintas, es decir, excitacién rapida y recuperacién lenta.

3.2 Contraccién de fibras musculares

Modelos similares describen la contraccién y recuperacién de fibras musculares.
Por ejemplo, el modelo tipo Morris-Lecar

vy
dt
dw k

Gk _ h
o A cosh(

= D(’Uk_;,_l — 2u, + Uk)—l) + f(vk,wk) — 21,

v — Vs ) [1 + tanh(Lf — Vs

-2
o ) 2],

con

U—Vl

f(v,w) =2w(v — Vg) 4+ 2g1(v — V) + gca |1 + tanh( )] (v —1).

2
donde vy, es la desviacion del potencial de la membrana respecto a un potencial
de referencia y wy, es la fraccién de canales KT abiertos. La escala de tiempo
es 2’2%, donde g es la conductancia de iones Kt y Cy, la capacitancia de la
membrana.

Este sistema es una version simplificada del modelo de Morris-Lecar com-
pleto, que involucra una variable rapida adicional. Exhibe una dindmica rica,
que varia segun la estabilidad de sus soluciones constantes. Sule haber dos posi-
bilidades. Si existe una tnica solucién constante y es estable, el sistema genera
dindmicas excitables con impulsos o trenes de impulsos que se propagan. Si la
solucién constante es inestable, el sistema exhibe un comportamiento oscilatorio
y puede dar lugar a fenémenos de sincronizacion [20].



4 Formacion de particulas y burbujas

4.1 Nucleacién homogénea de particulas

La nucleacién homogénea se produce en muchos ejemplos de transiciones de
primera fase, como la condensacién de gotas liquidas a partir de un vapor su-
persaturado, las nucleacion de cristales en liquidos subenfriados, la cristalizacién
de coloides, el crecimiento de agregados esféricos superada una concentracion
micelar o la segregacién de aleaciones binarias.

Consideramos un modelo de nucleacién en una red en la que hay mas ubi-
caciones disponibles M, que particulas, N. Nos situamos en el limite ter-
modindmico N — oo, con una densidad de particulas fijada por ubicacion
p = N/M. Sea pj el nimero de clusters con k particulas (k-clusters) y sea
pr = pr/M la densidad de k-clusters. La conservacién de particulas implica que
la densidad total de particulas es constante

Z kpr = p.
k=1

En la teoria cinética de Becker-Doring, un k-cluster puede crecer o decrecer
capturando o emitiendo monémeros con el tiempo. La evolucién con el tiempo
viene dada por

p;c:jk—l_jkv k227
Jk = dk(e(ekH—ek)/(KBT)plpk = Pk+1)-

La densidad de monodmeros p; se puede obtener a partir de la identidad de
conservacion que relaciona todas las densidades de los diferentes tipos de cluster.
Se observan distintas eras en el proceso de formacién de clusters que se pueden
analizar mediante métodos asintéticos adecuados [17, 21].

4.2 Nucleacion heterogénea de burbujas en residuos ra-
dioactivos

La nucleacién heterogénea ocurre en sitios preferenciales donde se encuentran
irregularidades.

La formacién y crecimiento de burbujas de helio debidas a auto-irradiacién
en plutonio se ha modelado mediante ecuaciones cinéticas discretas para la den-
sidad numérica de burbujas con k dtomos. Este es un importante fenémeno que
ocurre en residuos radioactivos y puede danar los contenedores creando contami-
nacién radioactiva en el medio ambiente. A medida que una aleacién envejece, se
produce un estado transitorio inicial durante el cual la auto-irradiacién produce
lazos de dislocacion que saturan aproximadamente en dos anos. Las particulas
alpha que se crean durante este proceso se convierten en atomos de helio. Estos
atomos migran hasta encontrar huecos sin rellenar generados durante el pro-
ceso, hasta que son capturados por las burbujas de helio existentes. Un dtomo



de helio se difunde hasta que encuentra otro atomo de helio y forma un dimero
estable, o encuentra una burbuja de helio (un k-cluster estable con k &tomos),
que lo absorbe. Las burbujas de helio se anclan en los defectos, no se mueven y
no emiten atomos de helio porque el balance energético es desfavorable.

Denotamos por pg(t) la densidad numérica de k-clusters que tienen radio
efectivo ay (cuando el centro de un mondémero estd a distancia ay del centro del
cluster, se absorbe). p1(t) es el nimero de mondémeros por unidad de volumen, D
es el coeficiente de difusién y ¢(t) el niimero de mondémeros creados por unidad de
volumen y por unidad de tiempo. El siguiente modelo cinético discreto describe
el proceso

px = 4rDprag_1pk—1 — 47 Dprarpr, k =3,
py = 8mDpiay — 4w Dpyazpa,

oo ¢
P+ Z kpr = / g(s)ds.
k=2 0

Estudios asintéticos [22] muestran que este sistema genera un perfil de onda que
describe la evolucion del ntimero de clusters de distintos tamafios con el tiempo.

5 Propagacion de impulsos eléctricos en un semi-
conductor

Los semiconductores son materiales de gran interés en microelectrénica. Son
la base de numerosos dispositivos que explotan los fenémenos de formacién de
patrones y oscilaciones en el campo eléctrico.

5.1 Modelos discretos para dinamica de paredes de do-
minio en superredes

Las superredes semiconductoras estan formadas por una secuencia de capas
alternas de distintos semiconductores. A menudo se forman en ellas paredes
de dominio, que separan regiones con distinto campo eléctrico. La dindmica de
estas paredes la gobiernan sistemas de la forma

dE, | o(B)

D(El>
4+ —— (B, —E;,_1) —
dt v (E: i-1)

(Eiv1 —2E;+ Ei1) = J —v(Ey),

donde FE; es el campo eléctrico en el pozo i, siendo v, D funciones positivas
y v > 0 grande. v es una cubica que crece desde 0 a un maximo local, de-
crece a un minimo positivo, y luego crece hacia el infinito. Para un rango de
J tenemos tres ceros z1(J) < z2(J) < z3(J), dos de los cuales son estables.
Para v suficientemente grande, podemos construir soluciones de tipo frente [4],
en una situacién similar a la descrita para modelos de dislocaciones discretos.
Encontramos umbrales J;, (v) < J.,(v) tales que [8]



e Si J,(v) < J < J,(v), tenemos frentes estacionarios E; que crecen
monoténicamente de z1(J) en —oo a z3(J) en oo.
(

e SiJ., (v)>JoJ>J.,(v), tenemos frentes viajeros F;(t) = E(i — ct) con
velocidad de onda ¢(J) y perfil E(z) que crece monétonamente de z1(J)
en —oo a z3(J) en co. Tales ondas viajan con velocidades de signo opuesto
para cada rango de J, algunas de ellas en el sentido de los electrones, otras
en sentido contrario.

e Frentes viajeros y estacionarios no pueden coexistir.

Los frentes estacionarios representan paredes de dominio ancladas. Los frentes
viajeros representan paredes de dominio en movimiento. A medida que J —
Je,(v) o J = Je,(v), ¢(J) — 0, los perfiles F(z) desarrollan escalones en los
valores criticos de J. Este hecho esta relacionado con una bifurcacién global en
el sistema, que es localmente una bifurcacién de tipo nodo silla, lo que se puede
usar para estimar la velocidad como |c(J)| ~ |a(J.)|(|J — Je|)'/2.

Podemos anadir ruido +¢; a la corriente aplicada J, donde v > 0 carac-
teriza la magnitud del desorden y &; es una variable aleatoria de media cero
que toma valores en el intervalo (—1,1) con igual probabilidad [10]. Tomando
v = 0, tenemos una velocidad que escala como |.J — J|'/2. Sin embargo, cuando
anadimos ruido, para cada realizacién del ruido, los umbrales J, se desplazan
ligeramente hacia arriba o hacia abajo. La velocidad observada sera la media de
las velocidades observadas para un ntimero alto de realizaciones. Para J > J,,

enl ~ 2 \/alTIBUT — 72) 1806

1 & 1 [t
c= =3 len| = = / (BT — Ju) +BE)V/2de ~ (J — J7)/2

- 277 -1

donde el nuevo valor critico es J; = J. — 2.

A medida que v — 0, sélo persisten los frentes que viajan en una direccién,
la misma que en el limite continuo, que toma la forma de una ecuacién de
reaccion-conveccion-difusién

dE

5.2 Modelos continuos para el efecto Gunn

Cuando anadimos paredes y deseamos describir efectos de tipo Gunn, es decir,
la generaciéon de sucesivos pulsos eléctricos autosostenidos. Se crean en un
extremo, viajan hacia el otro, donde desaparecen para volver a generarse en el
primer extremo [5]. A nivel macroscépico, este fenémeno se describe mediante
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el sistema,

0’FE oE oF aJ

E(z,0) =0, z € (0,L),
E(Oat) :pJ(t), t20

L
/ E(z,t)dx = ¢, t =0,
0

donde p, ¢, L son positivos y A, B, C, D son funciones acotadas, siendo A y B
positivas, mientras que C' es negativa. FE(x,t) representa el campo eléctrico,
J(t) la corriente y ¢ el voltaje.

Modelos microscopicos mas detallados de este fendémeno conducen a ecua-
ciones de tipo Boltzmann para semiconductores [9].
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