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Tema 1

La medida de Lebesgue

El concepto de medida tiene una larga historia matematica, y sin embargo, no
surgi6 la necesidad de formalizar una teoria de la medida hasta el siglo XIX. La
idea clave a la hora de definir rigurosamente el término medida en sus diferentes
intentos ha sido siempre que la medida del “todo” debe ser igual a la suma de las
medidas de las “partes”. De hecho, la medida construida sobre R por Borel en 1894,
y que posteriormente recibié el nombre de medida de Lebesgue en R, parte de que
todo abierto de R se escribe como unién numerable disjunta de intervalos abiertos,
G = UZ": 1 In. Y asi, Borel define la medida de G como la suma de las longitudes de
los intervalos 1,,.

Pero nosotros estamos interesados en construir una integral para funciones de
varias variables reales que extienda a la integral de Riemann en R. ;Por qué deberia
preocuparnos el problema de la construccion de medidas?

Pues bien, ocurre que los conceptos de integral y medida estdn intimamente
relacionados. Si nos fijamos, la integral (de Riemann) de la funcién real de variable
real

1 sixe€[a,b]

Liap(x) =
0.1 (%) 0 six¢|a,b]

es justamente la medida del intervalo [a, b]; es decir, su longitud, b — a. Por lo
tanto, si A C R”, la integral de la funcién 14 —que vale 1 en los puntos de A y 0
en los puntos de A°— debera corresponderse con la medida del subconjunto A, que
entenderemos que serd el drea de A sin =2y el volumen de A sin = 3.

El problema es, ;qué entendemos por la “medida” de un conjunto? ;Cuanto
mide un cuadrado de lado 1 si le quito un punto? ;Y si le quito infinitos puntos?
(Cudnto mide el conjunto de los ndimeros racionales? ;Y el conjunto de los nimeros
irracionales? ;Podemos medir cualquier conjunto?

Si no tenemos respuesta para las preguntas anteriores, entonces no tiene sentido
que pensemos en construir una integral en R”. Por ello, primero introduciremos el
concepto de medida, determinaremos qué propiedades debe cumplir una medida, qué
conjuntos pueden medirse, y para aquellos que puedan medirse, cudl es su medida.



2 TemA 1: LA MEDIDA DE LEBESGUE

1.1. El problema de la medida

Nuestra idea natural de medida asigna longitudes a los subconjuntos de la recta,
areas a los subconjuntos del plano, y voliimenes a los subconjuntos del espacio.

Haciendo un poco de abstraccion, una medida en R” deberia asignar a cada
subconjunto A € R" un nimero real positivo —o bien +oco— al cual llamaremos medida
de A. Asi pues, estamos buscando una aplicacién y : Z(R") — [0, +0]. ;Qué
propiedades deberia satisfacer u para que tenga sentido llamarla medida? Veamos:

1. La medida de un intervalo en R debera ser su longitud: es decir, el intervalo
[a, b] mide b — a. Del mismo modo, la medida de un rectangulo en R? es
base por altura, y la medida de un paralelepipedo en R> es largo por alto por
ancho. En definitiva, los conjuntos de la forma

[ai,b1] X -+ X [ay, by] € R"
deberfan medir []}_, (b; — a;).

2. También parece razonable aceptar que si descomponemos una figura en partes
finitas (incluso numerables), entonces la suma de las medidas de cada parte
deberia ser la medida de la figura original. Es decir, que si escribimos un
subconjunto A € R"” como A = (J;.; Ax donde Ay N Ay = @ para k # k/,
entonces

H(A) = ) p(Ap).
k=1

3. Por tltimo, es 16gico pensar que la medida de un conjunto “no depende de su
posicion”. Es decir, que un subconjunto A € R" y cualquier trasladado suyo
x + A, donde x € R", deberan medir lo mismo.

Es una pena, pero no se puede tener todo a la vez:

Teorema 1.1.1. (de Vitali) No existe ninguna aplicacion p : Z(R) — [0, +o0] que
satisfaga las tres condiciones siguientes:

i) p asigna a cada intervalo su longitud;

u(a,b) =b-a.

ii) u es invariante por traslaciones, es decir, para todos x e Ry A C R,

ux+A) = p(A).
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iii) Si (Ap); | es una coleccion de conjuntos disjuntos dos a dos, entonces

H (O An) = iﬂ(An)-
n=1 n=1

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo: cualquier aplicacion u que
satisfaga las propiedades del enunciado debe cumplir también que si A C B, entonces
u(A) < u(B). En efecto, si escribimos B = AU (B \ A), la union es disjunta y se
tiene

u(B) = u(A) + p(B\ A) = u(A).

Nuestro objetivo es construir un conjunto patolégico V C R de manera que lleguemos
a contradiccién con las propiedades de u.

Consideremos la relaciéon de equivalencia
x=y & x-yeQ.

Cada clase de equivalencia es de la forma x + Q para cierto x € R, asi que todas ellas
son numerables. Por tanto, hay una cantidad no numerable de clases de equivalencia.
Observemos, ademas, que cada clase de equivalencia tiene un representante en (0, 1).

Consideremos, por medio del Axioma de Eleccion, un subconjunto V C (0, 1)
que contenga exactamente un representante de cada clase. Ahora, dado un nimero
racional g, llamaremos V, = g +V = {g + v : v € V}. Se tiene:

i) Sig # q’,entonces V, NV, = @.

En efecto, si existiera x € V, NV, se tendriax = g +v = ¢’ + v’ para ciertos
v,v € V. Asi, v —v' € Q, por lo que v y v’ son equivalentes. Esto entra en
contradiccion con la definicion de V.

w= ] v,

quﬁ(—l,l)

se verifica (0,1) c W c (-1,2).

ii) Para el conjunto

Asi es: dado x € (0, 1), debe existir v € V tal que x = g + v, y como también
v € (0,1), se deduce que ¢ = x —v € (=1,1), luego x € V, para un cierto
q € (—1,1). Por otra parte, como V C (0,1) y ¢ € (—1,1), es claro que
Vy € (-1,2).
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Asi pues, segun (ii), debe ser
1 <u(W)<3.

Pero, para cualquier ¢ € Q, se tiene u(V,) = u(V), ya que u es invariante por
traslaciones. Esto implica que

t<pWy = 3 uWV)= 3, p¥) <3,

qum(_lvl) qum(_lsl)

lo cual es imposible, ya que

Z 4(V) = 0 siu(V)=0
JEON(1.1) +oo  siu(V)>0.

Asi pues, concluimos que u(W) no puede tomar ningin valor de [0, +o0], en
contradiccion con nuestra suposicion inicial. O

(Qué acaba de ocurrir en la demostracion anterior? Quiza los argumentos que
hemos utilizado merecen un analisis un poco mas detallado. Parece claro que nuestros
problemas comienzan en el momento en que definimos el conjunto V eligiendo un
elemento de una coleccion infinita de conjuntos. Asi que es ldgico preguntarse: jes
legitimo el proceso por el cual hemos obtenido dicho conjunto? En otras palabras, ;es
razonable asegurar que, si tenemos una coleccion de conjuntos no vacios, podemos
extraer un elemento de cada uno de ellos?

Ya sabemos que las matematicas se basan en dos tipos de afirmaciones: axiomas
y teoremas. Los axiomas en los que se apoya la teoria matematica actual reciben el
nombre de axiomas de Zermelo-Frankel (ZF). Todos ellos estan relacionados con la
existencia de conjuntos, y de qué se puede hacer con ellos. Hemos de admitir, sin
embargo, que una buena parte de la comunidad matematica no se preocupa de qué
dicen los axiomas de Zermelo-Frankel en su quehacer diario.

Originariamente, en 1904, Zermelo también propuso aceptar como valido el
siguiente postulado:

Axioma de Eleccion 1.1.2. Dada una coleccion de conjuntos no vacios (X;)ier,
existe un conjunto X que contiene un elemento de X; para todo i € 1.

Parece razonable, ;no? El Axioma de Eleccion puede entenderse como una
extension del hecho de que un conjunto es vacio precisamente cuando no tiene
elementos. En efecto, si X e Y son dos conjuntos no vacios, habrd un x € X y un
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y € Y,y por tanto, X X Y también serd un conjunto no vacio. El Axioma de Eleccion
afirma que esta afirmacion, trivialmente valida para dos conjuntos, también se acepta
para cualquier coleccidon de conjuntos.

Un gran numero de resultados fundamentales en las matematicas utilizan el
Axioma de Eleccién, o incluso son equivalentes a él. Por ejemplo, la existencia de
bases en espacios vectoriales, la existencia de ideales maximales en cualquier anillo,
la ley de tricotomia para conjuntos (dados dos conjuntos, o ambos tienen “el mismo”
nimero de elementos, o bien uno tiene “mas” elementos que el otro)... Tanto es asi
que la comunidad matemadtica lo habia utilizado implicitamente durante bastante
tiempo.

Sin embargo, no hubo que esperar demasiado tiempo para que aparecieran
resultados contraintuitivos construidos a partir del Axioma de Eleccion. Ejemplos de
tales resultados son el Teorema 1.1.1, publicado en 1905 por el matematico italiano
G. Vitali, o el siguiente, mds sorprendente incluso, debido a los matematicos polacos
S. Banach y A. Tarski:

Teorema 1.1.3. (Banach-Tarski, 1924) La bola unidad de R> puede descomponerse
en una coleccion finita de conjuntos Ay, ..., A, de manera que, aplicando movimientos
rigidos sobre ellos, se obtienen conjuntos B, ..., B,, cuya union es exactamente dos
copias disjuntas de la bola unidad.

(A favor o en contra del Axioma de Eleccion?

Los trabajos de Godel y Cohen demostraron que el axioma de eleccion es
independiente del resto de axiomas de Zermelo-Frankel: es decir, ni €l ni su negacién
pueden demostrarse a partir de ellos. Con lo cual, uno es libre de aceptar o rechazar
el Axioma de Eleccién. Con todo, gran parte de la comunidad matemadtica hoy en dia
lo acepta. Y, al mismo tiempo, existe suficiente interés en estudiar qué resultados
vélidos bajo el Axioma de Eleccién pueden serlo también sin él.

(Qué ocurre, pues, con el Axioma de Eleccion en relacién con nuestro problema
de la medida? Los trabajos del matematico R. Solovay demostraron que el Axioma
de Eleccion es esencial para construir conjuntos como el del Teorema de Vitali. En
concreto, Solovay probo que, si se niega el Axioma de Eleccion, y en su lugar se
acepta otra propiedad —hoy en dia conocida como axioma de Solovay—, no pueden
existen conjuntos como el del Teorema 1.1.1.

De esta manera, puesto que no parece claro que podamos medir cualquier
subconjunto de R”, nosotros daremos un rodeo: trataremos de construir una familia
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de subconjuntos de R", suficientemente amplia, pero en la que pueda existir una
medida razonable.

1.2. La o-algebra de Borel

La nocion de “familia de conjuntos medibles” se formaliza en matemadticas con el
concepto de o-dlgebra, que también es fundamental en la Teoria de la Probabilidad.

Definicion. Una familia ./ de subconjuntos de R" es una o-dlgebra si:

(Al) @ € .

(A2) o es cerrada por paso al complementario; es decir, si A € </, entonces
AC e .

(A3) of es cerrada frente a uniones numerables, es decir, para cualquier coleccion
. . . o
numerable de conjuntos (A);7, contenida en <7, se tiene | J;_; Ay € <.

Gracias a las leyes de De Morgan, toda o--dlgebra es cerrada frente a intersecciones
numerables. Ademads, si </ es una o-dlgebray A, B € &7, entonces la diferencia
A\ B = AN B¢ también pertenece a 7.

bl

Supongamos que % es una familia de subconjuntos de R"” que queremos “medir
en algtn sentido. ;| Podemos encontrar una o--algebra que los contenga? La respuesta
es si: Z(R") es o-dlgebra y contiene a % . Pero esta claro que trabajar con & (R")
no solucionaria nuestros problemas. Nos preguntamos, entonces, si existe la menor
o-dlgebra que contenga a %’. Y asfi es, pues dada una coleccion {.7 };¢; de o--dlgebras
en R”, es sencillo ver que la interseccion de todas ellas,

o ={ACR": AedViel},

es de nuevo una o -adlgebra. Por lo tanto, podemos definir la menor o-dalgebra que
contiene a ¢ como la interseccion de todas aquellas o--dlgebras que contienen a €

o(%) = m{% : of es o-dlgebray € C «'}.

Una de las o-dlgebras mas importantes en R" es la que aparece asociada a la
topologia usual.

Definicion. Llamaremos o-dlgebra de Borel en R" a la o--algebra generada por los
abiertos de la topologia usual de R”. La denotaremos % (R"), y llamaremos boreliano,
conjunto de Borel o conjunto Borel medible a todo elemento de la o-4lgebra de
Borel.
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. Qué conjuntos contiene la o--algebra de Borel?

A continuacién comprobaremos que la o--dlgebra de Borel contiene a una familia
suficientemente amplia de conjuntos de R”. Por comodidad, dados a = (ay, ..., a,)
y b = (by, ..., b,) dos puntos de R", diremos que a < b cuando a; < b; para todo
ied{l,..,n}

1) La o-algebra de Borel contiene claramente a los conjuntos abiertos, y por
tanto, a sus complementarios, que son los conjuntos cerrados. En particular,
contiene a los rectangulos abiertos

(a,b) :{xeR":a<x<b}:l—[(a,-,b,-),
i=1

y a los rectangulos cerrados
n
[a,b] ={x eR":a<x <bh}= ]_[[al-,b,-],
i=1

donde a, b € R".

11) También contiene a conjuntos de la forma

(a,b]={xeR":a<x<b}= l_[(ai’bi]
i=1

para a, b € R", los cuales reciben el nombre de semi-rectangulos. En efecto,
cada semi-rectingulo puede escribirse como interseccion numerable de
rectangulos abiertos, y como unién numerable de rectdngulos cerrados:

(a,b] =(Y(ab+4) = Jla+1.b]
k=1 k=1

En la igualdad anterior hemos abusado de la notacion, entendiendo que %
representa al vector de R” cuyas coordenadas son todas iguales a %

Una advertencia: llamaremos semi-rectangulos solamente a los conjuntos
de la forma (a, b], y no alos de la forma [a, b). Por supuesto, estos dltimos
también son borelianos.

1) En general, los conjuntos que pueden escribirse como interseccion numerable
de abiertos se denominan G —se lee “gé delta”— y aquellos que son union
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numerable de cerrados se llaman F, —se lee “efe sigma”—. Todo G y todo
F, es un boreliano.

Por ejemplo, los puntos de R son cerrados, asi que cualquier subconjun-
to numerable es un F,. En particular, Q es un boreliano, y entonces su
complementario I también lo es.

1v) Este proceso puede continuar: la o-dlgebra de Borel también contiene a
las uniones numerables de conjuntos G, y a sus complementarios, las
intersecciones numerables de conjuntos F,-, y también contiene por tanto
a las uniones numerables de intersecciones numerables de F,, y a sus
complementarios...

Una propiedad fundamental de la o-algebra de Borel es que es estable frente a
anti-imagénes por funciones continuas.

Proposicion 1.2.1. Sea h : R" — R™ una aplicacion continua. Entonces, para cada
boreliano B C R™, h™'(B) es un boreliano de R".

Demostracion. Queremos probar que la familia de conjuntos
F ={BeBR") :h""(B) e BR")}
coincide con Z(R™). Para ello, sera suficiente con probar que .% es una o-algebra

que contiene a los abiertos de R™.

En primer lugar, como % es continua, para cualquier abierto G de R™ se tiene
que 41 (G) es un abierto de R”. Por lo tanto, .% contiene a los abiertos de R”. As{
que solamente falta por probar que .% es o-dlgebra:

(A1) Claramente @ € .%, pues h™ (@) = @.

(A2) Si B € .7, entonces h~!(B) es un boreliano de R”, y puesto que se tiene
h~Y(B¢) = h~'(B)¢, también B¢ € .Z.

(A3) Supongamos que By € .% para todo k € N. Entonces todos los conjuntos
h~'(By) son borelianos de R”, y por la igualdad

h! UBk) = ' (Bo)
k=1 =1
deducimos que también |J;_, By € Z. m|

Corolario 1.2.2. Si h : R" — R" es una aplicacion continua, biyectiva y tiene
inversa continua, entonces B es un boreliano si, y solo si, lo es h(B).
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Corolario 1.2.3. El producto de dos borelianos es un boreliano; es decir, si
By € Z(R") y By € Z(R™) entonces B X By € B(R"™™),

Demostracion. Las proyecciones
m :R'XR"™ - R", my(x,y) =x,
mm R'XR™" -5 R™, m(x,y) =y,

son continuas, de manera que si By € A(R") y B, € #A(R™), los conjuntos
nl_l(Bl) =B XR"y ngl(Bz) = R" X B, son borelianos de R"*". Por tanto, su
interseccion By X By = (B X R™) N (R" X B;) también es un boreliano. O

. Qué familias generan la o-algebra de Borel?

Por definicion, la o--dlgebra de Borel es la menor o-dlgebra que contiene a todos
los abiertos. Nos planteamos, entonces, si podemos conseguir generar la o--algebra de
Borel utilizando familias mds manejables de conjuntos. Por ejemplo, todo abierto de
R" es, por definicion, unién de rectdngulos abiertos. Pero, a menos que aseguremos
que dicha unién sea numerable, no nos sirve de mucho de cara a trabajar con la
o -algebra de Borel.

Lema 1.2.4. Todo abierto de R" se escribe como union numerable de rectangulos
abiertos.

Demostracion. Laidea es sencilla: en R, cualquier intervalo abierto (a, b) se puede
escribir como una union de intervalos con extremos racionales. En efecto, eligiendo
(qr)pey Y (rk);2, sucesiones de nimeros racionales tales que (gx);~, es creciente y
converge aa,y (ri),~, €s creciente y converge a b, se tiene que (a, b) = UL, (g, 7¢)-
Aplicando el mismo razonamiento coordenada a coordenada, se demuestra que todo
rectangulo abierto en R” es union de rectingulos abiertos (con extremos racionales).

Ahora bien, por definicion, cualquier abierto de R" es unién (en principio
arbitraria) de rectangulos abiertos, asi que, segun lo anterior, cualquier abierto de R"
puede escribirse como union de rectangulos abiertos con extremos racionales. Pero,
como Q" es numerable, solo hay una cantidad numerable de rectingulos abiertos
con extremos racionales. Asi que todo abierto de R” se escribe como una unién,
necesariamente numerable, de rectangulos abiertos con extremos racionales. O

El lema anterior permite probar que % (R") esta generada por los rectangulos
abiertos, y que también estd generada por los rectdngulos cerrados. Los detalles se
dejan como ejercicio, pero son similares a los del siguiente corolario:
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Corolario 1.2.5. La o-dlgebra de Borel en R" esta generada por los semi-rectangulos
de R".

Demostracion. Llamemos % a la coleccion formada por todos los semi-rectangulos
de R”. Se trata de probar que o (%) = #(R"). En primer lugar, como ¥ C #A(R"),
se tiene 0 (%) € H(R"). Para probar el reciproco, basta con ver que todo abierto
de R" pertenece a o (%’). A su vez, todo abierto de R” puede escribirse como unién
numerable de rectangulos abiertos. Asi que solo serd necesario probar que los
rectangulos abiertos pertenecen a o (%’). Pero esto es sencillo:

(a,b):U(a,b—%]. O
k=1

Parece razonable preguntar: ;por qué preferimos los semi-rectangulos a los
rectangulos abiertos o cerrados, si estos ultimos poseen mejores propiedades to-
poldgicas? Una de las razones es que los semi-rectingulos permiten construir uniones
disjuntas de manera muy sencilla. Por ejemplo, R? se escribe claramente como unién
numerable y disjunta de semi-rectangulos (por ejemplo, los “semi-cuadrados” de lado
1), cosa que no ocurre con los rectangulos abiertos o cerrados. De hecho, la siguiente
proposicion puede servir como ejemplo. Se trata de otro camino, mds explicito y
visual, para probar que la o-dlgebra de Borel estd generada por los semi-rectdngulos.

Lema 1.2.6. Todo abierto U C R" puede escribirse como union numerable disjunta
de semi-cuadrados con adherencia contenida en U.

Por supuesto, un semi-cuadrado no es mas que un semi-rectangulo (a, b] en el
que todos los “lados” son iguales; es decir, b — a es un vector que tiene todas las
coordenadas iguales.

Demostracion. Es facil escribir R> como unién disjunta de semi-cuadrados de lado
1: basta con considerar los semi-cuadrados de la forma [/, j + 1) X [k, kK + 1), donde
n'y k son nimeros enteros. Cada uno de estos semi-cuadrados puede escribirse como
unién disjunta de cuatro semi-cuadrados de lado 1/2, y estos a su vez son union
disjunta de semi-cuadrados de lado 1/4...

Esta es la idea que sigue la demostracion —véase la Figura 1.1. Fijado k un entero
no negativo, sea % la coleccion de los semi-cuadrados de la forma

m; + 1
2k

n. Mi
{xeR T — <x; <

, mi,...,m, € Z.
2k }
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Es claro que cada %} forma una particion de R”, y que cada semi-cuadrado de ¢} es
unién disjunta de 2" semi-cuadrados de %%.;. Ahora, dado un abierto U de R", sea:

= 9 la familia de los semi-cuadrados de %, con adherencia contenida en U.

= ) la familia de los semi-cuadrados de %) con adherencia contenida en U, y
que ademas no estén contenidos en ningln semi-cuadrado de Z.

= En general, para cada entero positivo k, sea & la familia de los semi-
cuadrados de %] con adherencia contenida en U, y que ademas no estén
contenidos en ningin semi-cuadrado de %y, %1, ..., Zk-1.

o*
B

..........

"""""""

Figura 1.1: Familias %, 2, y 9, parael abierto U = {(x,y) : x> + y*> < 1}.

Consideremos, entonces, Z = |,y Zk, y probemos que U = Upcy D. En
efecto, por construccién U contiene a todo semi-cuadrado de D, luego U 2 |Upecy D.
Ahora, si x € U, existe un rectangulo abierto C C U que contiene a x. Pero entonces,
para algin k suficientemente grande, el tnico semi-cuadrado de %} que contiene a x
tiene su clausura contenida en C, y por lo tanto, en U. Asi que x € | Jpegy D. O



12 TemA 1: LA MEDIDA DE LEBESGUE

La o-algebra de Borel en R

Necesitaremos, mas adelante, trabajar con la recta real extendida:
R = RU {—c0, +00}.

La razoén es, en realidad, una cuestion de pura conveniencia: en algunos puntos,
la exposicion se simplifica si admitimos funciones reales que puedan tomar los
valores +oco y —oo. Por ejemplo, si tenemos (f,),> | una sucesién de funciones reales
que verifican f,(x) < f,+1(x) para todo x, la funciéon “limite” f(x) = lim, f,(x)
puede definirse en todo punto si admitimos que pueda tomar el valor +co. Esto es
consecuencia inmediata de que cualquier sucesion creciente de nimeros reales es
convergente a un nimero real o bien a +oco.

Para extender el orden de R a R, diremos simplemente que —co < x < +0o para
cualquier x € R. De esta manera, el orden de R induce una topologia, que llamaremos
topologia usual de R, en la que los abiertos son aquellos conjuntos que pueden
escribirse como unién de los intervalos

= (a,b),cona,b eR,
» (a,+o0] = (a,+c0) U {+o0},cona €R.
m [—00,b) = (—00,b) U{—00},cona €R.

Definicion. Llamaremos o--dlgebra de Borel en R a la o-algebra generada por los
abiertos de la topologia usual de R. La denotaremos A(R).

Al igual que ocurria con Z(R), también Z(R) es la o-dlgebra generada por los
intervalos abiertos, los intervalos cerrados o los semi-intervalos.

Recordemos que las operaciones de R también pueden extenderse a R, aunque
solo parcialmente. Para a € R, tenemos

a+ (+00) = (+00)+a=o00, a+(—00)=—-0c0o+a=—00,
(+00) + (+00) = 00, (—00) + (~e0) = —o0

a-(+0)=(+00)-a=00 sia>0, a-(+o)=(4+0)-a=-c0 sia<O0.

Asi, los elementos +00 y —co no tienen opuesto ni inverso en R, asi que debemos
tener precaucion a la hora de operar con ellos. En particular, ni (+00) + (—o0) ni
0 - (+o0) estan definidos. Pese a ello, es habitual escribir +co como simplemente oo,
y de esta simplificacion surgen expresiones como “a — 00’ 0 como “co — 00 —que
significan “a + (—00)” y “(400) + (—00)”, respectivamente.
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1.3. Medidas y sus propiedades
Una vez que hemos construido una coleccién adecuada de conjuntos para medir,

veamos como podemos medirlos.

Definiciéon. Fijemos .o/ una o-algebra sobre R”. Una aplicacion u : &7 — [0, +o0]
es una medida sobre .7 si verifica las siguientes propiedades:

1. u(o)=0.

2. u es o-aditiva; es decir, para cualquier coleccion numerable A; € o7 de
conjuntos disjuntos dos a dos, se verifica

o
k=1

Fijémonos en que, para cualquier sucesion (A);7, de conjuntos de <7, la serie
2oy M(Ag) estd bien definida: es un nimero real no negativo, o bien +co.

oo

= > 1A
k=1

u

En este curso no estamos interesados en estudiar medidas abstractas, sino
Unicamente en construir la medida de Lebesgue. Para cada espacio R”, construiremos
una medida de Lebesgue, con la que podremos medir, en particular, longitudes, si
n = 1, areas, si n = 2, y voliumenes, si n = 3. Sin embargo, la construccion de
la medida y la integral de Lebesgue nos proporcionaran una amplia coleccion de
medidas. Tiene sentido, por tanto, detenerse a estudiar algunas propiedades sencillas
de las medidas en general.

Proposicion 1.3.1. Toda medida es monétona; es decir, dados A, B € </ tales que
A C B, se tiene u(A) < u(B). Si, ademas, u(A) < +oo, entonces

pu(B\ A) = u(B) — u(A).
Demostracion. Escribiendo B = AU (B \ A), como la unién es disjunta, se tiene
p(A) < pu(A) + u(B\ A) = u(B),
y si, ademas, u(A) < +oo, podemos despejar u(B \ A) de la igualdad anterior. O

Proposicion 1.3.2. Toda medida es o-subaditiva; es decir, para cualquier coleccion
{Ax}; | contenida en o, se verifica

M (O Ak) < iﬂ(Ak)-
k=1 k=1



14 TemA 1: LA MEDIDA DE LEBESGUE

Demostracion. Puesto que los conjuntos (Ag),>, no son disjuntos dos a dos, no
podemos utilizar que u es o-aditiva. Para solucionarlo, llamemos

By =A|, Bi=A\(AjU---UA;).

Claramente, By € 7, paratodo k € N, y se tiene UZ"ZI B, = Ule Ay, pero ahora si,
la sucesion (By),, si estd formada por conjuntos disjuntos dos a dos. Finalmente,
como By C Ay, tenemos

,U(OAk) :ﬂ(OBk) = iﬂ(Bk) Siﬂ(Ak) O
k=1 k=1 k=1 k=1

Dada (A )7, una sucesion de elementos de <7, denotaremos:
m AL TA :)AkQAkHVkGNyA:UZO:IAk.
m A A <:>Ak:_)Ak+1VkENyA=mio:1Ak.

A veces se dice que (Ag),~, €s una sucesion creciente de conjuntos, en el primer
caso; o decreciente, en el segundo, y que su limite es A.

Proposicion 1.3.3. (propiedades de continuidad) Consideremos u una medida
sobre o,y (Ay);~., una sucesion de elementos de 7.

i) Si A T A, entonces limy u(Ay) = u(A).
ii) Si Ay | A yexiste N € N tal que u(Ay) < oo, entonces limy, u(Ay) = u(A).

Demostracion. Es parecida a la de la proposicién anterior. Para (i), consideremos
los conjuntos
By =A1, Bi=Ar\ A,

que son disjuntos dos a dos, pertenecen a .o/ y verifican Ay = jf:l B;. Por lo tanto,
A = UL Ar = U, Bk, y ademds

o0 k
H(A) = ,Z::‘ u(Bj) = lim_ ; p(Bj) = lim p(Ag).

Para probar (ii), apliquemos (i) a la sucesion de conjuntos By = Ay \ Ag, con
k > N, que cumplen By T Ay \ A. Por lo tanto, limy 40 u(By) = u(An\ A). Ahora,
como u(Ay) < oo, la igualdad anterior se convierte en

i (4(A) = 1(A0) = u(An) = 1im_u(Ax) = u(An) = u(A),

de donde se deduce lo que queriamos. O
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1.4. La medida de Lebesgue sobre semi-rectiangulos

Nos disponemos a construir la medida de Lebesgue para R”. Como ya comentamos
anteriormente, nuestro objetivo no es definirla para rodos los subconjuntos de R”,
sino para una o -algebra de conjuntos suficientemente amplia. En primer lugar, la
definiremos sobre los semi-rectangulos. De nuevo, podiamos haber elegido, en su
lugar, los rectangulos abiertos, o los cerrados. Pero, ademds de su utilidad a 1a hora de
formar uniones disjuntas, los semi-rectangulos poseen ciertas propiedades respecto
de la interseccion y diferencia de conjuntos:

Proposicion 1.4.1. Se verifica:

i) La interseccion de dos semi-rectangulos es un semi-rectangulo.

ii) La diferencia de dos semi-rectangulos es union finita y disjunta de semi-
rectangulos.

Demostracion. Ambos enunciados son faciles haciendo un dibujo. En el primer caso,
se deduce que si I = (a,b] y J = (c, d], entonces

INJ={xeR":a;<x;<b;}Nn{xeR":¢c;<x;<d;} =

:{xeR”:mj <x; <M;}.

donde m; = max{a;,c;} y M; = min{b;,d;}.

(b1, b2)
e o o
bz :
dé ................. E :
.................. Seved il
o ! : :
: Vi
el ______4
az|  (ar,a):
éal 56‘1 édl ébl ’

Figura 1.2: Particion en semi-rectangulos de 7 \ J.
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Para el segundo caso, observemos que podemos suponer que J C I, ya que
I\J=1\(InNJ),yyasabemos que I N J es un semi-rectingulo. Por tanto, debe
ocurrir a < ¢ < d < b. De esta manera, si “prolongamos los bordes” de I y J —véase
la Figura 1.2— obtenemos, para cada j € {1, ..., n}, los intervalos

(aj,Cj], (Cj’dj]’ (dj9bj]
alguno de los cuales puede ser vacio. Asi, los semi-rectangulos
HlX"'XHn, Hj:(ajac]]9(cjad]]é(dj’b]]9

son disjuntos, suunidénes /,y como J = ]_[;?:1 (cj,d;], se tiene que J es uno de dichos
semi-rectdngulos. Por tanto, / \ J es union finita y disjunta de semi-rectdngulos. O

Definicion. La medida (de Lebesgue) de un semi-rectangulo I = (a, b] de R" es
m(l) = n(bi - a;).
i=1

Con esta definicidn, ;es entonces evidente que si dividimos un semi-rectangulo
I en otros dos, pongamos, I e I, se verifica que m(I) = m(Iy) + m(1p)? ;Y si
dividimos a un semi-rectingulo / en cien semi-rectingulos? ;Es también evidente
que si I es un semi-rectdngulo que contiene a otro semi-rectdngulo J, entonces
m(J) < m(I)? Estas preguntas deben quedar resueltas antes de pensar en extender la
medida de Lebesgue a otros subconjuntos.

Lema 1.4.2. (de aditividad) Sea I un semi-rectangulo.

i) Si I contiene a semi-rectangulos disjuntos Iy, ..., Iy, entonces Z;f:l m(l;) <
m(1).

ii) Si I esta contenido en la union de los semi-rectangulos I, ..., I, entonces
k

Demostracion. La idea también es sencilla, y puede intuirse realizando un dibujo.
En cambio, no resulta tan sencillo escribir una demostracion totalmente rigurosa de
este hecho, por lo que dejaremos algunos detalles para el lector.

Consideremos, primero, una coleccioén de semi-rectangulos 1, I, ..., Ix. Si “pro-
longamos los bordes” de los semi-rectangulos, como haciamos en la demostracion
del teorema anterior, obtenemos una colecciéon 4 de semi-rectangulos disjuntos,
de manera que tanto / como cualquier /; con j € {1,...,k} es unién de ciertos
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(al,cbz) (c,b2) (bl;bz)
E J1 5
(a) uz_) ____________________ (_Cj:lz_)__________zb_l az)

Figura 1.3: Semi-rectdngulos con un borde comun.

elementos de %. Para este tipo de particiones es sencillo probar que si J; y J>
son dos semi-rectangulos que tienen un borde en comun, entonces J; U J,> es un
semi-rectangulo, y m(J; U J2) = m(Jy) + m(J,). De hecho, la Figura 1.3 sugiere un
célculo directo:

m(J1) + m(J2) = (c—ay) - (b —az) + (b1 —c¢) - (by—az) =
=[c—ar+by—cl(by—az) = (b1 —ay) - (b2 —az) =
:m(J1 UJ2).

1

Figura 1.4: Semi-rectangulos disjuntos (gris oscuro) contenidos en / (gris claro).

De esta manera, se prueba (i) sin dificultad: si suponemos que ademds / contiene
aly,..., I, entonces I = |Jjep J, y como Iy, ..., I} son disjuntos, se tiene, tal y como

muestra la Figura 1.4, que
D im1j) < > m(I) = m(1),
j=1 Je¥

Para probar (ii), supongamos que I C U;‘.Zl I;. En tal caso, la subcoleccion de
semi-rectangulos {J € € : J C I} estd contenida en la subcoleccién {J € € : J C
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k p . .
U =1 1;}, asi que, de acuerdo con la Figura 1.5, concluimos que

mhy= Y mH< Y m() < ml).
j=1

Je€ Jcl Jet: JeUs_ 1

Observemos que la tltima desigualdad puede ser estricta: como los semi-rectingulos
11, ..., I no son disjuntos, es posible que sea necesario tomar algin J € % mas de
una vez. O

Figura 1.5: Semi-rectangulos (gris claro) cuya unién contiene a / (gris oscuro).

Para extender el lema anterior a uniones numerables, utilizaremos el siguiente
resultado:

Lema 1.4.3. Sea I un semi-rectangulo. Para todo & > 0, existen semi-rectangulos J;
vy J tales que J; C 1 C Jozy

m(Jy) —e <m(l) <m(Jy) +e&.

Demostracion. La aplicacion

n
hiR'XR' SR, A(xy) = | [0 -x),
j=1

es continua —se trata de un polinomio en 2n variables—y si x < y, entonces h(x,y) =
m(x, y]. Por lo tanto, si escribimos I = (a,b], el semi-rectangulo J, = (x, y]
se obtiene tomando puntos x,y € R" tales que x; < a; < b; < y; para todo
Jj €{1,...,n} y de manera que se satisfaga h(x,y) — & < h(a, b). Un razonamiento
similar permite obtener el semi-rectangulo Ji. O
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Teorema 1.4.4. Si un semi-rectangulo I esta contenido en la union de los semi-
rectangulos (1), entonces

m(l) < > m(ly).
k=1

En particular, si los semi-rectangulos (Ix);, son disjuntos dos a dos, y se tiene
I = Uy Ix, entonces se da la igualdad:

[ee]

m(I) = Zm(lk).

k=1

Demostracion. Para aplicar el Lema 1.4.2, necesitamos reducir nuestra colecciéon
infinita de semi-rectdngulos (/x);7, a una subcoleccion finita. La clave estd en la
definicion de compacidad: el lema anterior nos permite suponer que / es compacto,
y que los I; son abiertos, pagando, eso si, un pequefio precio de € en sus respectivas
medidas. Pero todo recubrimiento por abiertos de un conjunto compacto admite un
subrecubrimiento finito, lo que nos deja en posicion de aplicar los resultados previos.

Asi que fijemos € > 0 y utilicemos el lema anterior, que nos proporciona:

= Un semi-rectingulo H tal que H C Iy m(I) < m(H) + 2.

» Para cada k € N, un semi-rectangulo J tal que I; C fk ym(Jy) <m(Iy) +

Dk+1

De esta manera, el conjunto compacto H estd recubierto por [ J;; Jx, asi que podemos
extraer un subrecubrimiento finito; es decir,

N N
HCHC UJk < UJk,
k=1 k=1
asi que por el Lema 1.4.2, tenemos

(o]

N
m(H) < Y m(Ji) £ Y m(Jp).
k=1

k=1

Finalmente,

[ee)

(m([k) + %) + g = m(I) +e,

1 k=1

m(I) <m(H) +

Ms

SN

< > m() + g <
k=1

=~
Il
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y como ¢ era arbitrario, concluimos.

En particular, si I = | J;_, Ix y la unién es disjunta, entonces para cada N € N,
también es disjunta la unién Ulk\’:l I, que estd contenida en /. Por el Lema 1.4.2, se

tiene que
N
D m(Ix) < m(D),
k=1
y como esto ocurre para todo N € N, concluimos. m|

1.5. La medida exterior de Lebesgue

Ya hemos comprobado que la medida de Lebesgue respeta las propiedades
bésicas con respecto a semi-rectdngulos. Pero también querriamos poder medir otros
conjuntos que no sean semi-rectdngulos. A continuacion, definiremos la medida de
Lebesgue sobre conjuntos mas generales.

Para ello, imaginemos por un momento que A C R" estd contenido en una unién
numerable de semi-rectdngulos, pongamos |}, Ix. Entonces, aceptando que m(A)
existe, las propiedades de las medidas dirdn que m(A) < 3777, m(Ix) sean como
sean los semi-rectangulos /; con k € N. Este hecho motiva la siguiente definicion:

Definicion. Llamaremos medida exterior de Lebesgue en R" a la aplicacion m™ :
Z(R") — [0, +o0] definida por

m*(A) = inf Zm([k), (Ix);~, semi-rectdngulos : A C U I ¢,
k=1 k=1

es decir, el infimo se toma sobre los recubrimientos numerables de A por semi-
rectdngulos (/x);> ;.

Observemos que el infimo de la definicion anterior siempre existe, pues cualquier
subconjunto A de R” admite al menos un recubrimiento por semi-rectangulos —ya
que el propio R" puede recubrirse mediante semi-rectiangulos—, y todas las cantidades
2oy m(Iy) estdn acotadas inferiormente por cero. Fijémonos, también, en que
podemos calcular m*(A) para cualquier subconjunto A C R.

Lo primero que debemos hacer es comprobar que esta definiciéon de medida
exterior es coherente con la medida de Lebesgue que ya hemos construido sobre
los semi-rectangulos. Para ello, nos apoyaremos en las propiedades de la medida de
Lebesgue que probamos en la seccion anterior.
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Proposicion 1.5.1. La medida exterior de Lebesgue de un semi-rectangulo coincide
con su medida de Lebesgue; es decir, si I es un semi-rectangulo, entonces m*(I) =
m(1).

Demostracion. El propio I es un recubrimiento por semi-rectangulos de 7, asi que la
definicion de medida exterior implica que m*(I) < m(I). La desigualdad contraria
es consecuencia directa del Teorema 1.4.4: si (Ix),>, es un recubrimiento de I por
semi-rectdngulos, entonces m(I) < X7, m(Iy), y por la definicién de infimo se
concluye que m(I) < m*(I). |

A continuacién, veamos qué propiedades tiene la medida exterior de Lebesgue.

Proposicion 1.5.2. La medida exterior de Lebesgue m* cumple:
i) m* (@) =0.
ii) m* es monoétona; es decir, si A C B, entonces m*(A) < m*(B).

iii) m* es o-subaditiva; es decir, si (Ay)," | es una familia de conjuntos de R" se

m* OAk Sim*(Ak)'
k=1 k=1

Demostracion. En primer lugar, es claro que m* (@) = 0, pues cualquier coleccion

tiene

de semi-rectangulos recubre al conjunto vacio. Para probar que m* es mondtona,
basta con darse cuenta de que si A C B, entonces cualquier recubrimiento numerable
por semi-rectdngulos (/x);7, de B también recubre a A, con lo que

(o)

m*(A) < ) m(Ly),
k=1
y por la definicién de infimo, se deduce que m*(A) < m*(B).

Finalmente, probemos que m* es o-subaditiva. Sea (A);>, una sucesion de
conjuntos de R”, y pongamos A = | J;._; Ax. Paracualquier & > 0, podemos considerar
(Ix j);’;l un recubrimiento por semi-rectingulos de Ay tal que

% = % 8
m*(A) < - m(li) < m*(Ag) + o
J=1
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De esta forma, la coleccion {/j j k. jE N} es un recubrimiento numerable de A por
semi-rectangulos, asi que ocurre

m*(A)Siim(lk])<i(m (A +57) = Zm(Ak)+s

k=1 =l k=1
y como ¢ era arbitrario, tenemos la desigualdad deseada. m|

Proposicion 1.5.3. La medida exterior de Lebesgue es invariante por traslaciones;
es decir, m*(x + A) = m*(A) para todos A CR" y x € A.

Demostracion. Es sencillo comprobar que, si I = (a,b] es un semi-rectingulo,
entonces x + I = (x + a,x + b], de manera que

n n

m(x+1)= n (bi +x;i — (a; + x;)) = n(bi —a;) =m(l).

i=1 i=1
Ahora, sea cualquier A C R" y tomemos (I),>, una coleccién numerable de semi-
rectdngulos tales que A C (J;, Ix. Entonces, claramente x + A C ;. (x + Ix), de
modo que

oo

m*(x +A) < im(x +Iy) = Zm(lk).
k=1

k=1
Por tanto, m*(x + A) < m*(A). La desigualdad contraria se obtiene sin mas que
efectuar una traslaciéon por —x:

m" (A) <m*(—x+ (x + A)) =m*(x + A). |

Lamentablemente, a pesar de que m* es o-subaditiva, no es una medida: nada
nos garantiza que la desigualdad

O Al £ i m*(Ak)
k=1 k=1

se convierta en una igualdad cuando la unién (J;., Ax sea disjunta. De hecho,
teniendo en cuenta el Teorema 1.1.1, los dos resultados anteriores nos indican que
m* no puede ser o-aditiva en todo R".

Sin embargo, aunque m™ no sea una medida, si puede usarse para construir una.
El dltimo paso en la construccion de la medida de Lebesgue consiste en comprobar
que, si nos restringimos a la o-algebra de Borel, entonces m* si es una verdadera
medida. De hecho, haremos mds, y es que construiremos una o--algebra que contendra
a A(R") y sobre la cual m* sera o-aditiva.
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1.6. La o-algebra de los conjuntos Lebesgue medibles

Definicion. Diremos que un subconjunto A de R” es Lebesgue medible si para
cualquier E C R", se tiene

m*(E) =m*"(ANE)+m"(A°NE).

Denotaremos .2 (R") a la familia de subconjuntos Lebesgue medibles de R”.

Fijémonos en que, como m™ es o-subaditiva, siempre se tiene
m (E) <m*(ANE)+m"(A°NE)

para todos A, E C R". Asi que a la hora de probar que un conjunto es Lebesgue
medible, solo serd necesario probar la desigualdad contraria.

La idea detras de la definiciéon de conjunto Lebesgue medible es que son lo
suficientemente razonables, en el sentido de que la medida exterior de cualquier
subconjunto E, sea E como sea, puede obtenerse descomponiéndolo mediante
conjuntos Lebesgue medibles. Otra interpretacion de la definiciéon de conjunto
Lebesgue medible viene sugerida por el siguiente resultado:

Lema 1.6.1. (de Carathéodory) Para un subconjunto A de R", son equivalentes:

i) A es Lebesgue medible.

ii) Para cualquier semi-rectangulo I, se verifica
m(l) =m*"(ANI)+m* (A°NI).

Demostracion. Solo es necesario probar (ii) = (i). Asi pues, sea A un subconjunto
de R" que verifique (ii). Dado cualquier E C R", consideremos un recubrimiento
suyo por semi-rectangulos, E C (J;~, Ix. Entonces, ANE C L, AN, ydela
misma forma, AN E C UZ"zl A€ N I. Por tanto, la monotonia de m* afirma que

m (ANE) +m*(A°NE) < > m"(ANL) + ) m"(A°N 1) =
k=1 k=1

(m*(ANI) +m* (AN 1)) = Z m*(I),
k=1 k=1

donde la dltima igualdad se tiene por hipétesis, y tomando infimos se concluye. O
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El lema de Caratheodory sugiere lo siguiente: si A es un subconjunto acotado
de R", entonces existe un semi-rectangulo / que lo contenga. Asi, tiene sentido
considerar el nimero

m.(A) =m(l) —m*"(I\ A),

al cual se le llama medida interior de A. No es dificil probar que m,. esta bien definida,
en el sentido de que no depende del semi-rectdngulo 7 escogido. Asi pues, que A sea
Lebesgue medible equivale a decir, segtin el lema de Caratheodory, que la “medida
interior” de A coincide con la “medida exterior” de A.

Teorema 1.6.2. La familia de conjuntos Lebesgue medibles es una o-algebra, y m*
es o-aditiva sobre ella.

Demostracion. Es inmediato comprobar, a partir de la definicion, que el conjunto
vacio es Lebesgue medible, y que si A € R" es Lebesgue medible entonces su
complementario también lo es.

Para probar que .2 (R") es cerrada frente a uniones numerables, examinemos
primero qué ocurre con la unién finita. Asi pues, si A}, A, € Z(R"), se tiene

m*(E) 2 m*(Ay NE) +m"(AS N E) =

ot (A1 A E) +m*(AS 0 Ay NE) +m* (AS N AS N E) =

=m"((A1UA) NAINE) +m" (A1 UA) NA{NE)+
+m((AfUA)NE) =

Y (AU A) N E) +m((A U A)° NE),

donde en (*) y (**) hemos usado la medibilidad de A y A;, respectivamente.

Ahora, consideremos (A );> | una sucesién de conjuntos Lebesgue medibles, y
llamemos A = J;._; Ax. Como la familia de los conjuntos Lebesgue medibles es
cerrada por uniones finitas y complementarios, podemos suponer que los A; son
disjuntos dos a dos sin més que reemplazar (Ag);”, por

By =A1, Br=Ar\(A1U---UA;_1),

que también estd formada por conjuntos Lebesgue medibles, y verifica que A =
Uy~ Bk.Probaremos al mismo tiempoque A € .Z(R"),yquem*(A) = 377, m*(Ax).
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Sea, pues, E C R". Utilizando que A; y A, son disjuntos, se tiene que

m*(E) =m"(AiNE)+m*(A{NE) =
=m"(AiNE)+m" (Al NAyNE)+m"(A{NASNE) =
=m"(AINE)+m* (A, NE)+m"(A{NASNE).

Este razonamiento puede extenderse por induccion, utilizando que para cada k € N,
Ay es disjunto con A U - - - U Ag_1. De esta forma, obtenemos que para cualquier
N € N ocurre

N N c
m*(E) = Zm*(Ak NE)+m* ((UAk) NE| >
k=1

k=1
0o c

( U Ak) NE
k=1

donde la desigualdad es consecuencia de la monotonia de m*. Asi, tomando limite

b

N
> Zm*(Ak NE)+m*
k=1

cuando N — +oo y utilizando que m™ es o-subaditiva, obtenemos que
m*(E) > Y m*(Ag N E) +m’ (ﬂA;) NE
k=1 k=1

Zm*((QAk)ﬂE (QAk)CnE

Por lo tanto, todas las desigualdades de la cadena anterior son igualdades. De aqui
deducimos que A € .Z(R"), y ademds, tomando E = A = [J;_, Ax en la cadena de

=

+m" >m"*(E).

desigualdades anterior, que m*(A) = 3.}, m*(Ax). O

Definicion. Segin el teorema anterior, dado A € .Z(R"), llamaremos medida de
Lebesgue de A al nimero
m(A) = m*(A).

El siguiente paso es asegurarnos de que en .Z’(R") hay suficientes conjuntos

como para desarrollar una teoria de integracion satisfactoria. Asi pues:

. Qué conjuntos son Lebesgue medibles?

Proposicion 1.6.3. Todo semi-rectangulo es Lebesgue medible.
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Demostracion. Sea I un semi-rectangulo de R". En virtud del lema de Carathéodory,
basta con probar que para cualquier semi-rectangulo J, se verifica

m*(J)y=m*(INJ) +m*(I° N J).

Pero esto se deduce facilmente de las propiedades de m sobre los semi-rectangulos.
En efecto, I N J es un semi-rectangulo, mientras que /° N J es unién finita y disjunta
de semi-rectidngulos, pongamos, I° N J = |J;_,; Hx. Como la medida exterior de un
semi-rectangulo es justamente su medida de Lebesgue, la o--subaditividad de m*
implica ya que

m*(IﬂJ)+m*(I\J)Sm(IﬂJ)+Zm(Hk) = m(J). O
k=1

Teorema 1.6.4. Todo boreliano es Lebesgue medible.

Demostracion. Los semi-rectangulos generan ZA(R"), segun el Corolario 1.2.5. O

Teorema 1.6.5. Todo conjunto de medida exterior nula es Lebesgue medible.

Demostracion. Si A C R" cumple m*(A) = 0, la monotonia de m* implica que para
cualquier E C R", m*(ANE) = 0. Asi,

m*(E) <m*(ANE)+m"(A°NE)=m"(A°NE) <m*(E),
luego todas las desigualdades de la cadena anterior son, en realidad, igualdades. O

Los conjuntos de medida nula resultaran fundamentales en la integracién, como
mas adelante comprobaremos. Veamos algunos ejemplos de conjuntos de medida
nula:

1) Todo punto tiene medida nula; pues dado p € R”", el conjunto {p} puede
recubrirse por semi-rectidngulos con medida tan pequefia como se quiera.

1) La unién numerable de conjuntos de medida nula también es un conjunto de
medida nula. En particular, cualquier conjunto numerable mide cero.

Por ejemplo, ahora sabemos que m(Q) = 0. Asi que

m([0,1] NI) = m(0,1] = 1,
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II1)

ya que la diferencia entre (0, 1] y [0, 1] NI es el conjunto de racionales del
intervalo (0, 1), que es numerable. También deducimos que la medida de un
intervalo en R no depende de si incluye o no a sus extremos, es decir,

m(a,b) =m(a,b] =mla,b] =b - a,

pues (a,b) = (a, b] \ {a}, y m{a} = 0.

Por dltimo, esta propiedad nos proporciona una nueva demostracion de que
cualquier intervalo abierto contiene una cantidad no numerable de puntos:
de lo contrario, deberian ser conjuntos de medida nula.

También existen conjuntos no numerables de medida nula. Por ejemplo, en
R?, el eje X
A={(x,0):x eR}

tiene medida nula.

La idea consiste en probar que A es unién numerable de segmentos ho-
rizontales, y cada uno de ellos mide cero. Con detalle, fijado n € N, el
segmento

A ={(x,0) : =k <x < k}

esta contenido en cualquiera de los semi-rectangulos de la forma
I=(-k-1,k+1]x(-¢,¢]

sea cual sea € > 0. Asi que m(Ay) < 2(k + 1)¢&, de donde se deduce que

m(Ay) = 0. Finalmente, como A = | J;__; Ak, debe ser m(A) = 0.

Incluso en R, existen conjuntos no numerables que miden cero. El ejemplo
clésico lo proporciona el llamado conjunto de Cantor.

Consideremos el intervalo [0, 1], dividamoslo en tres segmentos iguales, y
eliminemos el intervalo abierto del medio. Obtenemos asi el conjunto

12
ci=1011\(43).
Si repetimos la misma accién con cada segmento de C;, obtenemos
— 12 7 8
= (53 v (5)]
Repitamos este proceso inductivamente: es decir, el conjunto C, resulta de

dividir cada segmento de Cj_; en tres partes iguales y eliminar la parte central
de cada uno de ellos, sin contar los extremos.
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Figura 1.6: Construccién del conjunto de Cantor.

El conjunto de Cantor es la interseccion de todos estos conjuntos: A =
ﬁle Cy.

No es dificil probar que A es no vacio: como [0, 1] es un subconjunto
compacto de R, toda cadena decreciente de cerrados contenido en [0, 1]
es necesariamente no vacia. De hecho, A tiene el mismo cardinal que el
intervalo [0, 1], como veremos a continuacion. Para ello, consideremos la
representacion en base 3 de un nimero x € [0, 1]:

o0

a;
X = 0,a1a2a3a4...(3) = Z 3—; , aj € {0, 1,2}.
j=1

Algunos puntos admiten varias representaciones: por ejemplo,
1=0,13) =0,0222222... 3

Por construccion, el conjunto de Cantor esta formado por aquellos nimeros
del intervalo [0, 1] para los cuales existe una expresion en base 3 sin unos:

= En Cq, eliminamos el intervalo (%, %), que son aquellos de la forma
0, 1612613614...(3).
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= En C; eliminamos los intervalos (é, %) y (g, g), los que contienen los
niimeros de la forma 0, 0lazay...3) y 0,21azay...(3) —los niimeros de
la forma 0, 11a3ay...(3) ya los habiamos eliminado en C;.

J—
33/(2’3 1), donde j €

{1, ..., k}, son precisamente aquellos cuya expresioén en base 3 tiene
un 1 en la posicion j-ésima.

» En definitiva, los puntos de los intervalos (

Por tanto, la aplicacion

A— | 23—] kzzl

J:

N‘l\)l'—‘

es decir, sustituir los doses por unos en la expresion ternaria de x y a conti-
nuacion interpretar el resultado como una expresion binaria, es sobreyectiva.
Asi que A es un conjunto no numerable.

Sin embargo, m(A) = 0: como Cy, es la unién de 2% segmentos de longitud
3%, y Cr | A, se tiene

2 n
m(A) = limm(Cy) = lim (—) =0
n k 3

. Todo Lebesgue medible es un boreliano?

La pregunta es obligada: sabemos que se tienen las inclusiones
HB[R") ¢ Z(R") € Z(R"),

y sabemos también que la segunda de ellas es estricta, al menos, si aceptamos el
Axioma de Eleccion. En realidad, la primera inclusion también es estricta (también
bajo el Axioma de Eleccion): existen Lebesgue medibles que no son borelianos.
Construir un ejemplo de uno de tales conjuntos no es del todo sencillo. Sin embargo,
puede darse un rodeo para probar, de manera indirecta, la existencia de conjuntos
Lebesgue medibles que no son de Borel.

Larazon de que Z(R") € Z(R") es, sencillamente, que .2 (R") tiene el cardinal
de Z(R"), mientras que A(R") tiene el cardinal de R". Probar esta tltima afirmacion
no es dificil utilizando propiedades de cardinales y ordinales, pero son herramientas
cuyo manejo queda mds alld del alcance de este curso. En cambio, es sencillo probar
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que |-Z(R)| = |Z2(R)|: todo subconjunto del conjunto de Cantor A mide cero, asi
que es medible. Pero A tiene el mismo cardinal que R, asi que las contenciones

Z(A) € Z(R) € Z(R)

permiten concluir que .2 (R) tiene tantos elementos como Z(R).

Sin embargo, puede demostrarse que los conjuntos Lebesgue medibles son casi
borelianos, en el sentido de que para cualquier A € .Z(R") existe B € A(R") tal
que B € Ay m(A\ B) = 0. Una demostracion de este hecho viene indicada en el
ejercicio 14 de este mismo tema.

1.7. Propiedades de la medida de Lebesgue

Ya tenemos en nuestro poder la medida de Lebesgue, que ademas estd definida
sobre una o -algebra suficientemente rica. En esta seccion analizaremos hasta qué
punto la medida de Lebesgue recoge propiedades de nuestra forma intuitiva de medir.

Teorema 1.7.1. (Primer teorema de unicidad) La medida de Lebesgue es la uinica
medida sobre (R") que asigna a cada semi-rectangulo su n-volumen.

Demostracion. Sea u otra medida sobre Z(R") tal que (1) = m(I) para cualquier
semi-rectangulo 7, y probemos que u(B) = m(B) para cualquier B € Z(R"). Dado
B € #(R"), consideremos una coleccion numerable de semi-rectangulos (/x);> |
que recubre a B; se tiene entonces que

u(B) < Y p(h) = Y mIy),
k=1 k=1

asi que, tomando infimos, se deduce que p(B) < m(B). Para la desigualdad contraria,
observemos que si B es acotado, entonces existe un semi-rectangulo / tal que B C I.
Entonces u(B) < m(B) < m(I) < +o0, es decir, todas las cantidades involucradas
son finitas, y podemos escribir:

p() = u(B) = u(I\ B) <m(I\ B) =m(I) —m(B) = m(B) < u(B).

Por lo tanto, u y m coinciden sobre los borelianos acotados. Pero como cualquier
subconjunto Lebesgue medible puede escribirse como unién creciente de conjuntos
acotados, hemos terminado: dado B € #(R"), no necesariamente acotado, la sucesion
de conjuntos medibles acotados By = {x € B : ||x|| < k} cumple que By T B, y por
tanto

m(B) = h’lgnm(Bk) = Hl?lll(Bk) = u(B). O
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El siguiente teorema de unicidad afirma que, salvo un cambio de escala, la medida
de Lebesgue es la tnica medida no nula en Z(R") que es invariante por traslaciones.

Teorema 1.7.2. (Segundo teorema de unicidad) Sea u una medida sobre (R")
invariante por traslaciones y tal que 11((0,1]") < co. Entonces, u es un miltiplo de
la medida de Lebesgue; concretamente,

u=c-m donde c¢=pu((0,1]")

Demostracion. El caso ¢ = 0 es sencillo: R"” se escribe como unién numerable
disjunta de semi-cuadrados de lado 1, todos ellos trasladados de Q = (0, 1]". Asi que
si u(Q) =0, entonces u(R") = 0, y por lo tanto, u(B) = 0 para cualquier boreliano
B C R

Asi, podemos suponer que ¢ # 0. Probaremos entonces que
1
v '%(Rn) - [0’ +OO]’ V(B) == ,LI(B),
c

es la medida de Lebesgue, para lo cual es suficiente con probar, segtin el teorema
anterior, que v y m coinciden sobre los semi-rectdngulos. Ahora, como v es invariante
por traslaciones, debe ocurrir v(a, b] = v(0, b — a] para cualesquiera a, b € R" con
a < b. De este modo, basta con probar que v y m coinciden sobre los semi-rectangulos
de la forma (0, a], con a > 0. La demostracién tiene un marcado cardcter geométrico,
y procede por etapas:

i) vy m coinciden sobre los semi-cuadrados de la forma (0, %]”), con k € N.

Sea, de nuevo, Q = (0, 1]" el semi-cuadrado unidad, y consideremos una
particién de Q en k" semi-cubos Q1, ..., Qk» de lados % —véase la Figura 1.7.
Todos ellos son, por tanto, trasladados de (0, %]”, de manera que

kn
v(Q) = D v(Q)) = K" - v((0, 41",
i=1
kn
m(Q) = > m(Q)) = k" -m((0, "),
i=1
y como v(Q) = m(Q), se tiene la igualdad deseada.

ii) v y m coinciden sobre los semi-rectangulos de la forma (0, a], con a € Q".

Pongamos, paracadai € {1,...,n}, a; = %, conn;, k; € N, y sea k el minimo
1

comun multiplo de ki, ..., k,. Entonces, el semi-rectangulo (0, a] admite



32 TemA 1: LA MEDIDA DE LEBESGUE

1 1

Figura 1.7: Divisién de (0, 1]? en cuatro semi-cuadrados trasladados de (0, 1/2]°.

una particion por semi-cuadrados de lados % —como se muestra en la Figura
1.8— sobre los que v y m coinciden, segin hemos probado en la etapa anterior.

3/2 3/2

]
]
]
]
]
]
]
k]
Ve Wl L E Ll L]

4/3 1/6 4/3

Figura 1.8: Division del semi-rectangulo (0, 4/3] x (0, 3/2] en semi-cuadrados trasladados
de (0,1/6]>.

iii) v y m coinciden sobre los semi-rectangulos de la forma (0, a], con a € R".

Consideremos una sucesion (by),- , de puntos en Q" tales que by < by41 < a
para todo k € N, y limg by = a. Asi, (0,br] T (0, a], luego por la etapa
anterior,

v((0,a]) = H/?l v((0,bi]) = l’lgnm((O, al) =m((0,q]). o

Para finalizar, utilizaremos los teoremas de unicidad para probar que la medida
de Lebesgue respeta el producto cartesiano.
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Teorema 1.7.3. (de la medida producto) Si B € A(R") y B’ € B(RP), entonces
B x B’ € Z(R"P). Ademas:

i) Si By B’ tienen medida finita, entonces

m(B x B") = m(B) - m(B’).

ii) Sim(B) =0ym(B’) = 400 —o al revés—, entonces m(B x B") = 0.

iii) Sim(B) > 0y m(B’) = +oo, entonces m(B X B’) = +oo.
El teorema anterior se suele resumir diciendo simplemente que
m(B x B") = m(B) - m(B’),
y que, en este contexto, 0 - (+c0) = 0.

Demostracion. Ya probamos en el Corolario 1.2.3 que el producto de borelianos es
un boreliano. Para probar las afirmaciones (i)—(iii), trabajaremos por etapas aplicando
el Segundo Teorema de Unicidad 1.7.2.

Para demostrar (i), nos lo pondremos facil: probaremos primero que para cualquier
B’ € AB(RP),
m(Q x B') = m(Q) - m(B’) =m(B'),

donde Q = (0, 1]" es el semi-cuadrado unidad. Para ello, consideraremos la aplicacién
p: BRP) — [0,+00], u(B)=m(QxB).

Es sencillo ver que u es una medida sobre 4 (R?) invariante por traslaciones, pues si
x = (x1,...,x,) € R?, entonces

u(x+B)=m(Qx (x+B))=m((0,...,0,x1,...x,) + (Q X B)) =
= m(Q X B) = u(B).

Ademds, 1((0, 1]7) = m((0, 1]"*7) < +o0. Por lo tanto, en virtud del Teorema 1.7.2,
u=c-m,conc=m(Q) =1,y se deduce que

p(B’) =c-m(B") =m(Q) -m(B') =m(B).
Ahora, si fijamos B’ € Z(RP) tal que m(B’) < +co, la siguiente medida

v:BR") — [0,400], u(B)=m(BXxB).
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es invariante por traslaciones. Ademads, en virtud del paso anterior, cumple
v(Q) =m(Q X B") =m(Q) - m(B') = m(B) < +oo,
asi que debe ser v = ¢ - m para ¢ = m(B’), es decir,
v(B") =m(B x B") = m(B) - m(B’).

Esto es suficiente para probar (i), y si ademas m(B’) = 0, de nuevo el Teorema 1.7.2
afirma que v(B) = m(B x B’) = 0, lo que demuestra (ii).
Finalmente, probemos (iii). Si m(B) > 0y m(B’) = +o0, consideremos la
sucesion de conjuntos
B, ={xe B :|x|| <k},

todos ellos acotados, asi que sus medidas son finitas. Por lo tanto, en virtud de (i),
sabemos que m(B X B,) = m(B) - m(B)) para todo k € N. Por otra parte, B} T B,
por lo que limy m(B)) = m(B’) = +oo. Juntando ambas propiedades, llegamos a

m(B x B') > m(B X B}) =m(B) - m(B},).

Con lo cual, debe ser m(B X B’) = +co. O

Autoevaluacion

Elijase una de las respuestas (a), (b), (c) 6 (d) para cada pregunta. Solamente hay una
respuesta correcta en cada caso.

1. Sefalese la afirmacion correcta:

a) Todo boreliano es unién de un abierto y un cerrado.
b) Todo conjunto Lebesgue medible es boreliano.
c¢) Existen borelianos que no son ni abiertos ni cerrados.

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

[

2. Consideremos (A,),
m(Ap) =27". ;Qué podemos asegurar acercade A = ;| A,?

, una sucesion de conjuntos Lebesgue medibles tales que

a) A es acotado.

b) Silos A,, son disjuntos dos a dos, entonces m(A) = 1.
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c) m(A) > 1.

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

3. Consideremos (1), | una sucesion de semi-rectangulos en R? tales que m(1,,) = 1
para todo n € N. Sefidlese la afirmacion correcta sobre A = |5, I,:

a) Puede ocurrir que A no sea un semi-rectdngulo.
b) Puede ocurrir que m(A) < 1.
c) Puede ocurrir que A sea un conjunto no Lebesgue medible.

d) Puede ocurrir que A = 2.

4. Dados dos borelianos A y B tales que A C B, sefidlese la afirmacion correcta.
a) Si B\ A es no vacio, entonces m(A) < m(B).
b) Sim(B\ A) = +o0, entonces m(A) = +co.
¢) Sim(A) = m(B), entonces m(B\ A) = 0.

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

5. Seiadlese la afirmacién correcta sobre la medida exterior de Lebesgue m™:

a) El valor m*(A) solo puede calcularse si A es Lebesgue medible.
b) Si Ay B son disjuntos, entonces m*(A U B) = m*(A) + m*(B).
¢) Para cualesquiera subconjuntos Ay B, m*(A) = m*(A N B).

d) Sim*(A) = +oo, entonces A es Lebesgue medible.

6. La medida de Lebesgue del conjunto A = ([-1,1) N Q) U ((2,3) N1) es...

a) ..1.
b) ..2.
c) ..3.

d) A no es Lebesgue medible.

7. Sefidlese cudl de los siguientes conjuntos tiene medida nula en R?:
a) A={(x,y) eR>:0<x<1,yel}.
by A={(x,y) eR>:x>0, yeZ).
¢) A=[0,3]x(-11).
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d) A={(x,y) eR?:x?+y?> < 107%}.

8. Seiidlese cudl de los siguientes conjuntos tiene medida nula en R?:

a) A =NxV, donde V es un subconjunto no medible de R.
b) A =AXR, donde A es el conjunto de Cantor.
1)) A:{(n,#+%): n,m € Z}.

d) Todas las afirmaciones anteriores son correctas.

9. Senalese la afirmacién correcta:
a) Si K es compacto, entonces m(K) < +oo.
b) Si G es abierto, entonces m(G) < +oo.
¢) Si F es cerrado, entonces m(F) < +oo.

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

10. Dado un subconjunto A de R, ;en qué caso podemos asegurar que es Lebesgue
medible?

a) A eslaunién de un F, con un conjunto de medida nula.
b) A es el complementario de un conjunto de medida nula.
c) Existe un boreliano B talque B =ANL

d) Todas las afirmaciones anteriores son correctas.

Ejercicios

1. Sea f : X — Y una aplicacién. Estidiese si las igualdades siguientes son ciertas. En
caso de que no sean ciertas, indiquese si es posible afiadir hip6tesis sobre f para que

lo sean:
@) [~ (Uier Bi) = Uier 7' (Bi), donde B; C Y.
b) [ (Nier Bi) = Nies S~ (Bi), donde B; C Y.
) f(Uier Ai) = Uier f(Ai), donde A; C X.
d) [ (Uier Ai) = Uier f(Ai), donde A; C X.
e) f~1(B°) = f~1(B)°,donde BCY.
) F(A€) = f(A)°, donde A C X.
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2. Pruébese que la o--dlgebra de Borel en R" estd generada por la familia de rectingulos
abiertos, y también por la familia de rectdngulos cerrados.

3. Consideremos A C R".

a) Pruébese que si A € R" es acotado, entonces m*(A) < +oo. (Es cierto el
reciproco?

b) Pruébese que si m*(A) = 0, entonces A=0. (Es cierto el reciproco?

c) Pruébese que si la frontera de A mide cero, entonces A es medible. ;Es cierto
el reciproco?

4. Dado A un subconjunto de R" y ¢t € R, definimos tA = {tra : a € A}.
a) Pruébese que, sit > 0, entonces m*(tA) = t" - m*(A).

b) Pruébese que m*(—A) = m*(A), y dedizcase que, en general,
m*(tA) = [t|" - m"(A).

5. Pruébese que la medida de Lebesgue de un rectingulo depende tnicamente de sus
extremos, y no de si se consideran o no. Es decir, que dados a, b € R", con a < b, se
tiene

m(a,b) = m[a, b] = m(a,b].

6. Indiquese si cada uno de los enunciados siguientes son verdaderos o falsos. Si son
verdaderos, propongase una demostracion; si son falsos, péngase un contraejemplo.
En todos los enunciados, A y B son subconjuntos de R".

a) Si existe un conjunto B tal que A N B es medible, entonces A es medible.

b) Si existe un conjunto B tal que A N By A\ B son medibles, entonces A es
medible.

¢) Si ANT"*es medible, entonces A es medible.
d) Si A es medible y B es no medible, entonces A U B es no medible.
e) Si Ay B son no medibles, entonces A U B es no medible.
f) Si A es medible y B es no medible, entonces A N B es no medible.
g) Si A mide cero, entonces para cualquier B, A X B es medible.
h) Si A X B es medible, entonces A 'y B son medibles.
7. Sea A C R” tal que m*(A) < +oo. Pruébese que si existe un boreliano B C A tal

que m(B) = m*(A), entonces A es Lebesgue medible. ;Es cierto este resultado si
m*(A) = +o00?
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10.

11.

12.

13.

14.

. Pdngase un ejemplo de dos conjuntos Lebesgue medibles A y B tales que:

a) m(A) =m(B) =m(A\ B) = +co.
b) m(A) = m(B) = +co, perom(A \ B) < +oo.

Péngase un ejemplo de una sucesion de conjuntos Lebesgue medibles (A,), | tales
que A, | A, pero que lim, m(A,) # m(A).

Péngase un ejemplo de un subconjunto medible A de R tal que m(A) < m(A) < m(A).

Consideremos el conjunto de los nimeros reales del intervalo [0, 1] en cuya expresion
decimal no aparece ningtin nueve. Pruébese que es medible, y calcilese su medida.

Sobre conjuntos F.
Sea f : R"™ — R una aplicacion continua.

a) Pruébese que cualquier cerrado en R” puede escribirse como unién numerable
de conjuntos compactos.

b) Pruébese, a partir del apartado anterior, que todo conjunto tipo F, puede
escribirse como unién numerable de conjuntos compactos.

c) Dedtzcase de aqui que la imagen de un conjunto F, por una aplicacién
continua es un F-.

Asi pues, las aplicaciones continuas no tienen por qué llevar abiertos en abiertos, ni
cerrados en cerrados, pero si llevan conjuntos F, en conjuntos F, .

Sobre conjuntos G 5.

Sea f : R" — R™ una aplicacién. Para cada k € N, consideremos el conjunto
Gr={xeR:36>0:[ly—x[ <6, [ly =xll <6 = [If/ ()= FO)II < £}
a) Pruébese que f es continua en un punto x si, y solo si, x € (_; Gk.

b) Dedtizcase que el conjunto de puntos donde f es continua es de tipo G 5.

En particular, si admitimos (sin demostracion) que Q no es un conjunto G s, deducimos
que no existe ninguna aplicacién f : R — R que sea continua en cada punto racional
y discontinua en cada punto irracional.

Caracterizacion de los conjuntos Lebesgue medibles.

a) Utilicese la definicién de medida exterior de Lebesgue para probar que, dado
A C R" Lebesgue medible con m(A) < +oo, existe un boreliano B tal que
A C Bym(B) =m(A).
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b) Pruébese que todo conjunto Lebesgue medible puede escribirse como unién
de un boreliano y un conjunto de medida nula. Para ello, supéngase primero
que A es un conjunto Lebesgue medible acotado, y apliquese el apartado
anterior al conjunto / \ A, donde / es un semi-rectangulo que contiene a A.






Tema 2

La integral de Lebesgue

La medida de Lebesgue constituye una herramienta muy potente, y gracias a
ella, se obtiene la llamada integral de Lebesgue en R", que desarrollaremos en este
capitulo.

Aligual que la teoria de integracion Riemann solo consideraba funciones acotadas,
también nosotros necesitaremos restringirnos a una cierta coleccion de funciones —las
llamadas funciones medibles— para definir la integral de Lebesgue. ;Por qué? Pues,
sencillamente, porque no todo subconjunto de R" es Lebesgue medible: recordemos
que, en cualquier teoria de integracion razonable, la integral de la funcién

1 sixeA

Ia(x) = ,
0 six¢A
debe ser la “medida” de A, y no todo subconjunto de R"” admite tal cosa. Asi, del
mismo modo en que hemos renunciado a medir cualquier conjunto, deberemos
renunciar a integrar cualquier funcion. Pero no hay de qué preocuparse: veremos que
la integral de Lebesgue esta definida para una coleccion de funciones muchisimo
mads amplia que la integral de Riemann.

La idea fundamental de la construccion de la integral de Lebesgue es agrupar los
puntos del dominio de integracion segin la proximidad en el rango; es decir, segin la
proximidad de los valores que tome la funcién que queremos integrar. Aqui es donde
se encuentra la diferencia fundamental con respecto a la integracion de Riemann, en
la cual los puntos se agrupaban segtin su proximidad en el propio dominio.

Las Figuras 2.1 y 2.2 ilustran la diferencia entre ambas teorias de integracion. En
la figura superior, se aproxima el drea que encierra funcién f bajo el eje X mediante
una suma de Riemann, que se corresponde con una particion del dominio de f en
intervalos pequenos. En la figura inferior, correspondiente a la integral de Lebesgue,
observemos que se ha dividido el eje Y en segmentos del mismo tamafio, y se han
representado en el eje X las anti-imagenes por f de cada uno de los segmentos. De
esta manera, se obtiene una aproximacion del area que hay entre f y el eje X. De

41



42 TeMA 2: LA INTEGRAL DE LEBESGUE

—X X X X X X T X a3 X X X *—

Figura 2.1: Esquema de la integracién Riemann.

hecho, esta es la idea de la demostracion del Teorema de Convergencia de funciones
simples, (2.1.6), pag. 49.

Sin embargo, la imagen puede hacernos pasar por alto un detalle de gran
importancia: para agrupar los puntos del dominio segin el rango, podemos utilizar
cualquier conjunto medible, sin necesidad de que sean rectdngulos. Esta flexibilidad
es lo que en realidad permite que la integral de Lebesgue pueda definirse para un
mayor nimero de funciones.

2.1. Funciones medibles

Definicion. Diremos que una funcién f : R” — R? es
= Borel medible si para cada B € Z(RP), f~1(B) € B(R").
» Lebesgue medible si para cada B € Z(RP), f~1(B) € Z(R").
Observemos que toda funcién Borel medible es claramente Lebesgue medible.
Proposicion 2.1.1. Dadas funciones f : R" — RP y g : R? — RY, se verifica:

i) Si fy g son Borel medibles, entonces g o f es Borel medible.
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Figura 2.2: Esquema de la integraciéon Lebesgue.

ii) Si f es Lebesgue medible y g es Borel medible, entonces g o f es Lebesgue
medible.

Demostracién. Como g es Borel medible, para cada B € %(R9), g~'(B) es un
boreliano de R?, asi que (g o f)"'(B) = f~'(g~'(B)) es un boreliano de R” en el
primer caso y un Lebesgue medible de R” en el segundo. O

Sera habitual que tratemos al mismo tiempo funciones Borel medibles y funciones
Lebesgue medibles, tal y como ha ocurrido en la demostracion de la proposicion
anterior. Para no perder rigor, pero al mismo tiempo mantener un lenguaje comodo,
escribiremos &7 = ZA(R") 6 Z(R"), y hablaremos simplemente de funciones < -
medibles. Por ejemplo, si reescribiéramos el enunciado de la proposicion anterior con
este lenguaje, dirfamos sencillamente que la composicion de una funcién .o/ -medible
con una funcién Borel medible da como resultado una funcién .o7-medible. En la
mayoria de los casos, sin embargo, utilizaremos el adjetivo medible para hablar
indistintamente de funciones —y conjuntos— Borel medibles o Lebesgue medibles
cuando no sea necesario distinguir.

Proposicion 2.1.2. Una funcion f : R" — RP es o/ -medible si, y solo si, lo son
todas las funciones coordenadas f; : R" — R, j € {1,...,m}.
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Demostracion. Si f es </-medible, entonces las funciones coordenadas f; = 7rj o f
lo son, segiin indica la proposicion anterior. Reciprocamente, si cada funcion f; es
a7 -medible, consideremos .% = {B C R" : f~1(B) € &/} y probemos que se trata
de una o-dlgebra que contiene a los semi-rectangulos. Esto dltimo es sencillo, pues
sil] =(a,b] = Hle(a_i, b;], se tiene que

p
FHUD = {x eR": f3(x) € (aj, b1 Vi € {1, p}} = [ ) £7 ' (a). b1,
j=1

y este conjunto es .27 -medible por hipdtesis. Probar que .# es o--dlgebra es rutinario,
y se deja como ejercicio al lector. O

La mayoria de funciones medibles con las que trabajaremos este curso seran de
la forma f : R* — R o bien de la forma f : R” — R. Para este tipo de funciones es
mas sencillo estudiar el caracter <7 -medible.

Lema 2.1.3. Para una funcién f : R* — R, son equivalentes:

i) [ es o/ -medible.

ii) Paracada @ € R, {x e R" : f(x) > a} € .
iii) Paracadaa € R, {x e R" : f(x) < a} € .
iv) Paracadaa € R, {x e R": f(x) < a} € .

v) Paracadaa € R, {x e R": f(x) > a} € &.

La demostracion se deja como ejercicio. La implicacién (v) = (i) puede hacerse
probando que .% = {B C R : f~!(B) € &/} es una o-algebra que contiene a los
semi-intervalos.

Los resultados anteriores permiten poner gran cantidad de ejemplos de funciones
medibles. De hecho, la gran mayoria de las funciones que podemos imaginarnos son
medibles:

1) Dado un subconjunto A de R", se llama funcion indicador a la funcién

1 sixeA

IAZRn—>R s IA(x): .
0 six¢gA
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Se tiene que /4 es ./-medible si, y s6lo si, A € &7, sin mds que observar que
para cada @ € R:

@ sia>1
{xeR": I4(x)>a}=4A si0<a<l1

R" sia<0

1) Toda funcion continua es Borel medible —y por tanto, Lebesgue medible—,
gracias a la Proposicion 1.2.1.

Sin embargo, existen funciones Borel medibles que no son continuas. Por
ejemplo, /g, la funcién indicador de los niimeros racionales, es un ejemplo
de una funcion Borel medible que es discontinua en todo punto.

1) Maximo y minimo de dos funciones.

Dadas dos funciones f'y g, definimos el mdximo de fy g como

max(f, g)(x) = max{f(x),g(x)}

y el minimo como
min(f, g)(x) = min{f(x), g(x)}.

Es sencillo comprobar que si /'y g son ./ -medibles, también lo son max( f, g)
y min(f, g), pues para cada a € R,

{x e R" :max(f,g)(x) > a} =
={xeR": f(x) >a}U{x eR": g(x) > a},

y para min( f, g), podemos hacer algo parecido:

{x e R" :min(f, g)(x) > a} =
={xeR": f(x) >a}n{xeR": g(x) > a}.

1v) Partes positiva y negativa de una funcion.

Llamaremos parte positiva y parte negativa de una funcion f a las funciones

fT=max{f,0}, [~ =mix{-f,0},
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de manera que se tienen las igualdades
f=rr=f. fl=f+f.
Tengamos cuidado con el signo menos en la primera igualdad: la parte

negativa de f es una funcion no negativa.

Veamos que si f es medible, entonces también lo son f*y f~. En efecto,
como la funcién constante 0 es medible, se tiene que f* es medible. Ahora,
si f es medible, también lo es — f, ya que para cada @ € R,

{xeR": f(x) >a}={xeR": - f(x) < —a},

de modo que f~ también es medible.

Como consecuencia, se deduce que si f es medible, también lo es | f|, pues

|f] = max{f,-f}.

v) Limite puntual de una sucesion de funciones medibles.

Una sucesion de funciones (fx);>, converge puntualmente a una funcién f
si para cada x € R" y cada € > 0, existe v € N tal que

k>v = |filx) - fx)] <e.

En otras palabras, si para cada x € R”", la sucesiéon de nimeros reales
(fx(x)),2, converge a f(x). Lo denotaremos f 5 f.

Se verifica que el limite puntual de funciones medibles es medible, es decir, que
si (fx);~, es una sucesion de funciones medibles que convergen puntualmente
a f, entonces f es medible.

Para probar esta afirmacion, recordemos que, dado a > 0, f(x) > a si, y sdlo
si, existe un m € N y un indice N € N para el cual se satisface f;(x) > a + %
siempre que k > N. En efecto:

= si f(x) > a, entonces existe m € N tal que f(x) > a + %, y por
lo tanto, todos los términos f;(x), salvo quiza finitos, son también
estrictamente mayores que @ + %

= siexistenm € Ny N € N tales que fi(x) > a + % paratodo k > N,

entonces f(x) > a + % > a.
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Asi, se obtiene que

f(x)>@ & TmeN,INeN:Vk >N, fi(x) >a+<

& dmeN, INeN:xe ﬂ{y:fk(y)>a+%}
k=N

— dmeN: xEUﬂ{)’:fk()’)>“+%}

N=1k=N
= xe| JUNO: ) >a+ i)
m=1 N=1k=N

Es decir,

ﬂ{xeR”:fk(x) >a+%}

1 k=N

(s

{xeR”:f(x)>a}:U

m=1

=
Il

Ahora, los conjuntos de la forma {x € R" : fi(x) > a + %} son medibles
para cualquier valor de k, asi que sus respectivas intersecciones y uniones
son medibles. Por lo tanto, f es medible.

Teorema de convergencia de funciones simples

A continuacidn consideraremos un caso particular de funciones medibles, las
llamadas simples. Su papel es parecido al de las funciones escalonadas en la
integracién Riemann.

Definicion. Diremos que una funcién f : R” — R es simple si es medible y toma un
numero finito de valores reales.

Insistimos en que, por definicion, una funcién simple no toma valores infinitos.

Lema 2.1.4. Una funcion s : R" — R es simple si, y solo si, existe una particion de

R" en conjuntos medibles Ay, ..., Ay y niimeros reales ay, ..., a; tales que
k
s= ) ala,. (2.2)
j=1

En otras palabras, las funciones simples son precisamente combinaciones lineales
de funciones indicadores sobre conjuntos medibles, que pueden suponerse disjuntos.
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Demostracion. Si s es una funcion simple, entonces por definicién es medible y
toma un nimero finito de valores ay, ..., a,. La coleccion de conjuntos medibles

Aj=s5sYap), jel{l,...k}

forman una particién de R", y s(x) = a; precisamente cuando x € A;. Por lo tanto, s
cumple la igualdad (2.a).

Reciprocamente, toda funcién que satisfaga la igualdad (2.a) solo puede tomar
los valores ay, ..., ax. Ademas, los conjuntos A; = s~ (a;) forman una particién de
R”, y si son medibles, entonces s es una funcién medible, pues dado « € R,

{xeR":5(x) >a} = U{s‘l(aj) taj>af = U Aj

{J:aj>a}
que es un conjunto medible. m|

Proposicion 2.1.5. Se verifica:

i) La suma y el producto de dos funciones simple es simple.

ii) El cociente de dos funciones simples cuyo denominador no se anula es una
funcion simple.

Demostracion. Es obvio que la suma, producto y cociente de dos funciones que
toman una cantidad finita de valores toma, de nuevo, una cantidad finita de valores.
El problema reside en que no es automatico probar que las operaciones de funciones
medibles dan como resultado funciones medibles.

Para evitar esta dificultad, podemos dar un rodeo mediante el lema anterior.
Dadas s y s’ dos funciones simples, escribamoslas de la forma s = Zt’.‘zl aily,
ys = Z’]’.’zl b;lp,, donde {Ai}l’.‘:1 y {B; };fl: , son particiones de R" formadas por
conjuntos medibles. Entonces, los conjuntos

{Ai N Bj 1l € {1, ,k},] € {1, ,m}}

también forman una particion de R”, y es claro que, si fijamos i € {1,...,k} y
J € {1,...,m}, la funcién s + s’ toma el valor a; + b; en los puntos del conjunto
A; N Bj. Asi que

k m
s+s' = Z Z(a,- +bj) a8,

i=1 j=1
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Andlogamente ocurre con el producto y el cociente, asi que tenemos:

k m s k m a:
’— b = -t
S-S5 = : Z(al b_])IA,'ﬁBj5 o —Z : (bj)IAimBj,
i=1 j=1 i=1 j=1
donde en la tltima igualdad se requiere que b; # 0 para todo j € {1,...,m}. O

La importancia de las funciones simples radica en que, a pesar de su sencillez,
son suficientes para aproximar cualquier funcién medible mediante la convergencia
puntual.

Teorema 2.1.6. (de convergencia de funciones simples) Sea f : R" — R una
funcion medible no negativa. Entonces existe una sucesion (sx);., de funciones
simples no negativas tales que:

i) (sk)p., es creciente; es decir, si(x) < sg+1(x) para todo x € R".
i) sy - f.

Demostracion. La idea se ilustra en la Figura 2.3, y consiste en utilizar funciones
simples que aproximen a f “cada vez mejor” en un conjunto “cada vez mds grande”.
Para ello, fijemos k € N y consideremos el conjunto

A ={x eR": f(x) <k},

que puede descomponerse como unién disjunta de los conjuntos medibles

S J |-
Aj’k:{XERn. K Sf(X)<2—k}:f [2k ,?)
donde j € {1, ..., k2¥}. Observemos que los valores de f en A j.k oscilan poco, pues
six,x’ € Aj, entonces | f(x) — f(x")| < 27. Por otra parte, es sencillo comprobar
que Uy Ax = {x e R" : f(x) < +00}.
Esta idea nos lleva a considerar una sucesion de funciones simples (sx);>, que
sean constantes en cada A; , y que fuera de A tomen el valor k. Asi pues, llamemos
-1 . =1 / .
50 (x) = L sify < f(x) < Zconje{l,..,k2"},
k si f(x) > k.
Probemos en primer lugar que s (x) < s¢4+1(x) para todo x € R". Para ello,
distingamos dos casos:
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12 1 T
1/4 1

Figura 2.3: Primeras aproximantes para f(x) = v/x.

= Si f(x) < k entonces existe j e {l,...,k2%} tal que x € Aj k, en otras
palabras, L 2k < fx) < 2k, y por tanto,

2j -2 2j
2k+1 <f) < 2k+1"

De esta forma, se deduce que x € Asj_o k1 U Aj_1 k+1, asi que Sg41(x) >
2j-2 _ j-1 _
2k+l T ok Sk(.X).

= Si f(x) > k, es decir k = kzzk—k:,l < f(x), entonces concluimos que existe
joe (k24 k25 12, (k + 1)25*1} tal que x € Aj 41, O bien

f(x) = k + 1. En cualquier caso, si+1(x) > 22,::1 =k = sg(x).

Para concluir, probemos que s; — f. Fijemos x € R". Si f(x) = +co, entonces
sg(x) = k, con lo cual se tiene sx(x) — f(x) trivialmente. Por otra parte, si
f(x) < o, existe un N € N tal que f (x) <N. A51 que, para cualquier k£ > N, debe
existirun j € {1, ..., k2¥} tal que 2k < f(x) < 2k’ y por tanto:

@) = 5] = £ = sk (x) szf—;—%szik. .

La hipétesis de no negatividad de la funcién f en el teorema anterior puede
omitirse para obtener:

Corolario 2.1.7. Toda funcién f : R" — R es limite puntual de funciones simples.
Demostracion. Basta con aplicar el teorema anterior a f*y f~. O

Corolario 2.1.8. Dadas dos funciones f,g : R" — R, se verifica



2.2. CONSTRUCCION DE LA INTEGRAL DE LEBESGUE 51

i) Sila suma f + g esta bien definida —es decir, f(x) + g(x) # +oo — oo para
todo x € R"—, entonces es medible.

ii) El producto f - g es medible.

ii) Si el cociente f|g esta bien definido —es decir, g no se anula en ningiin
punto—, entonces es medible.

Demostracion. Dadas dos funciones medibles f'y g, consideremos dos sucesiones
de funciones simples (fi),>; ¥ (gx);, que converjan puntualmente a f'y a g,
respectivamente. Entonces, claramente fi + g« — f+8y fi - 8k — f - g, asi que
tanto f + g como f - g son medibles, por ser limites puntuales de funciones medibles.

Finalmente, es posible que, aunque g no se anule en ningin punto, si lo hagan las
funciones g. Para ello, vamos a modificarlas ligeramente para evitar este problema:
la sucesion de funciones

) 1 gi(x)  sige(x) #0
81 (%) = 8k (¥) + ~ Lixgi(x)=0y (¥) =
1 i =
T sigr(x) =0
también son simples, convergen a g y no se anulan en ningtn punto. Asi que, ahora
si, fr/g) % f/g, conlo que f/g es medible. O

2.2. Construccion de la integral de Lebesgue

Estamos ya en condiciones de definir la integral de Lebesgue. Nuestro punto de
partida para definir la integral es que para cualquier funcion f no negativa, la integral
sobre f debe coincidir con la medida del conjunto que queda bajo la gréifica de f.

Definicion. Dada una funciéon f : R" — R medible no negativa, llamaremos
conjunto de ordenadas de f a

Ord f ={(x,y) e R" X [0,+0) : 0 <y < f(x)}.

Fijémonos que los puntos de la gréafica de f no pertenecen al conjunto de
ordenadas.

Como era de esperar, la existencia de conjuntos no Lebesgue medibles hace
imprescindible restringir la integral a la clase de funciones medibles. Para ello, nos
aseguraremos de que, para cualquier funcién medible no negativa f, su conjunto de
ordenadas sea también medible.
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Proposicion 2.2.1. Si f es una funcion <7 -medible no negativa, entonces Ord f es
un conjunto <7 -medible.

Demostracion. Si f es 7-medible, entonces la funcion
h:R"%[0,+00) >R , h(x,y)=f(x)—y
es también .7 -medible, pues es composicion de las funciones

(x, ) = (f(x),y) = f(x) =y,

la primera de las cuales es <7 -medible, puesto que lo es coordenada a coordenada
—Proposicion 2.1.2—, y la segunda es continua. De esta forma, Ord f = hl (0, 400),
luego se trata de un conjunto .o/ -medible. O

La definicion de integral se hara por etapas. Primero definiremos la integral para
funciones simples no negativas, y después para funciones medibles no negativas. Por
ultimo, extenderemos la definicion de integral a funciones medibles arbitrarias.

2.2.1. Integral de funciones simples no negativas

Definicion. Sea s : R” — R una funcién simple no negativa, y escribamos
s = Z]le ajly,, donde Ay, ..., A son disjuntos dos a dos. Llamaremos integral de s

J
k
/sdm = Zaj-m(Aj).
j=1

al numero
En particular, si A € .Z(R"), la integral de la funcion /4 es justamente la medida
del conjunto A.

Es necesario comprobar que la definicion de integral que acabamos de dar no
depende de los conjuntos Ay, ..., A ni de las constantes ay, ..., ax. Probaremos esto
directamente viendo que / s dm coincide con la medida del conjunto de ordenadas
de s: tal conjunto es intrinseco a s, y por tanto no depende de la forma en la que
escribamos.

Proposicion 2.2.2. Sea s : R" — R una funcion simple no negativa, y escribamos
_ vk
s = ijl aila,. Entonces

n

m(Ord s) = Zaj -m(A)).

Jj=1

En particular, la integral f s dm esta bien definida.
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Demostracion. Puesto que s = Z?:l aily;, se tiene que

k
Ords = {(x,y) :x€A;,0<y<a;} = U (Ax x [0,a))),
j=1
y como los conjuntos Ay, ..., Ax son disjuntos, también es disjunta la unién de la

igualdad anterior. Por lo tanto, segin el Teorema 1.7.3,

k n k

m(Ord s) = Zm(Ak x [0,a,]) = Zm(Aj) -m[0,a;] = Zaj -m(A;). O

j=1 J=1 J=1
Proposicion 2.2.3. La integral de funciones simples no negativas verifica las
siguientes propiedades:

i) Eslineal; es decir, para cualesquiera funciones simples no negativas s y s’,

/(s+s’)dm:/sdm+/s’dm,

y sic > 0, entonces
/(cs)dm:c/sdm.

ii) Es monétona; es decir, si s y s’ son dos funciones simples no negativas tales

/sde/s'dm.

Demostracion. Sean s = Zf‘:l ails, y s’ = Z’;’zl bjlg; dos funciones simples no

se tiene

que s < §', entonces

negativas, donde los conjuntos Ay, ..., Ay y By, ..., B, son particiones de R" formadas
por conjuntos medibles. Entonces,

/(s+s)dm ZZ@,M) m(A; N B;)) =

i=1 j=

k m m k
Za,Zm(AiﬂBj)+ij2m(A,~ﬂBj) =
=1 =

i=1 ]:1

k

= Zai-m(Ai) +ibj'm(3j) =
=1

i=1

:/sdm+/s’dm.
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Por otra parte, es claro que c¢s = Z?zl(caj) 14, asi que
k n
/(cs) dm = Z(caj) -m(Aj) = cZaj -m(Aj) = c/ s dm.
Jj=1 j=1

Para probar que la integral es monétona, basta con observar que si 0 < s < 7,
entonces Ord s € Ord s, por lo que

/sdm:m(Ords) <m(Ords’) :/s' dm. O

2.2.2. Integral de funciones no negativas

El siguiente paso consiste en extender la integral a funciones medibles no
negativas. Para ello, nos ayudaremos del Teorema 2.1.6, por el cual toda funcion
medible no negativa es limite creciente de funciones simples.

Definicion. Si f es una funcién medible no negativa, llamaremos

/fdm:sup{/sdm,ssimple:OSssf}

Antes de continuar, debemos asegurarnos de que esta nueva definicion de integral
extiende a la anterior; es decir, que para funciones simples no negativas, ambas
definiciones coinciden. Esto puede hacerse comprobando que, también para funciones
medibles no negativas, la integral coincide con la medida del conjunto de ordenadas.

Proposicién 2.2.4. Si f : R" — R es una funciéon medible no negativa, entonces

/f dm = m(Ord f).

Demostracion. Por una parte, observemos que si s es una funcion simple tal que
0 < s < f, entonces Ord s < Ord f, con lo cual se tiene

/fdm

sup{/sdm,ssimple:OSssf}:

sup {m(Ords), s simple : 0 <s < f} <
<m(Ord f).
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Para probar la desigualdad contraria, consideremos, en virtud del Teorema 2.1.6,
una sucesion creciente de funciones simples no negativas (s,);”, que converjan
puntualmente a f. Probemos que entonces se verifica Ord s, T Ord f. En efecto,
observemos que para todo n € N, se tienen las igualdades s, < s,4+1 < f, con
lo que Ords, € Ords,s; € Ord f y por tanto | J;°, Ords, C Ord f. Por otra
parte, si (x,y) € Ord f, entonces y < f(x), y puesto que la sucesion (s,);”,
converge puntualmente a f, debe existir algin n € N tal que y < s,(x), es decir,
(x,y) € U,~, Ord sp,.

Esto es todo lo que necesitamos para concluir, pues en virtud de la Proposicion
1.3.3, se tiene que

m(Ord ) = limm(Ord s,,) = h’m/ s dm < / f dm. O

Analicemos un momento la demostracion de la proposicion anterior. Para probar
que Ords, T Ord f, en ningin momento se ha necesitado la hipétesis de que las
funciones sean simples. Esta observacion produce, en realidad, uno de los teoremas
fundamentales de la integracién Lebesgue:

Teorema 2.2.5. (de la convergencia monétona) Sea (fi);~, una sucesion creciente
de funciones medibles no negativas que convergen puntualmente a una funcion f.

Entonces, f es medible, y
/fdm:lflfn/fkdm

En otras palabras, el teorema de la convergencia mondtona permite permutar el
limite con la integral:

/ (Im i) dm = lim / fi dm

Para concluir, comprobemos que la integral, tal y como la hemos extendido para
funciones medibles no negativas, sigue siendo lineal y mondétona.

Proposicion 2.2.6. La integral de funciones medibles no negativas verifica las
siguientes propiedades:

i) Eslineal; es decir, para cualesquiera funciones medibles no negativas f y g,

se tiene
[egran= [ ran+ [ gan
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/(cf)dm:c/fdm.

ii) Es monotona; es decir, si f y g son dos funciones medibles no negativas tales

/fde/gdm.

Demostracion. Si f'y g son funciones medibles no negativas, consideremos, en virtud
. . o o . .
del Teorema 2.1.6, dos sucesiones crecientes (fx);~, y (8x);., de funciones simples

y si c > 0, entonces

que [ < g, entonces

no negativas y convergentes, respectivamente, a f y a g. Entonces, fi + g« — f + &,
y el Teorema de la Convergencia Monoétona, (2.2.5), pag. 55, afirma que

/(f+g)dm:h’lgn(fk+gk)dm=11’I£n/fkdm+h’]£n/gk dm =

:/fdm+/gdm.

Del mismo modo, si ¢ > 0, entonces c f A f, por lo que
/(cf) dm :ngn/cfk dm :ch'lgnfk dm :c/fdm.

La monotonia se demuestra andlogamente que en el caso de funciones simples. O

Corolario 2.2.7. Si (fi),>, es una sucesion de funciones medibles no negativas,

)5 e

Demostracion. Basta con aplicar la linealidad de la integral y el Teorema de la
Convergencia Mond6tona 2.2.5 a la sucesion de funciones g = f1 + ... + fx, que son

entonces

medibles no negativas y convergen puntualmente a g = 3\, fx. O

Integral de funciones no negativas sobre conjuntos medibles

Dada f : R" — R una funcién medible no negativa, y A € .Z(R"), llamaremos
conjunto de ordenadas de f sobre A al conjunto

Ordg f={(x,y) eR"XR:x€e A, 0<y< f(x)}.
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Es evidente que Ord4 f = Ord(f - I4), lo que sugiere definir la integral de f sobre

‘/Afdm:‘/‘f-IAdm,

de manera que siga siendo cierta la igualdad

A como

/f dm = m(Ordy f).
A

Asi, se tiene el siguiente resultado fundamental:

Teorema 2.2.8. Si h : R" — R es una funcién Lebesgue medible no negativa,

u(B) = /Bhdm

entonces la aplicacion

es una medida sobre £ (R").

Demostracion. Por definicion, Iy = 0, asi que

p(@):/@hdm:/h-I@:O.

Ahora, si (Ax);> | es una sucesion de conjuntos Lebesgue medibles disjuntos dos a
dos, y llamamos A = [ J;, Ak, entonces Ordy & = |J;_, Ordy, &, y la unién de la
derecha es disjunta. Por lo tanto,

/h dm = m(Ordy h) = Zm(OrdAk h) = Z/ h dm. 0
A k=1 k=1 A«

2.2.3. Integral de funciones medibles de signo arbitrario

Finalmente, supondremos que f : R” — R es una funcién medible cualquiera, y
analizaremos en qué casos podemos hablar de su integral de Lebesgue.

Definicion. Dada una funcion medible f : R" — R, diremos que:

= f tiene integral si alguna de las dos integrales / ffdmy f f~ dm es finita;

es decir, si
/f+dm—/f_¢+00—00.

En tal caso, llamaremos integral de f a

/fdm:/f+dm—/f—dm.
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= fes integrablesi [ f dm es finita.

Para funciones medibles de signo arbitrario, la integral mide la diferencia de
medidas entre los conjuntos de ordenadas

/ fdm=m(Ord f*) —m(Ord 7).

siempre que tenga sentido dicha expresion.

A continuacién probaremos que la integral de funciones medibles es lineal
y monoétona. Esto, sin embargo, requiere de algunas precisiones, pues habra que
asegurar que las expresiones correspondientes estan bien definidas. Comprobaremos
que, salvo en aquellos casos en los que se obtengan expresiones del tipo co — oo, la
integral se comporta como esperdbamos.

Teorema 2.2.9. (Linealidad de la integral) Sean f y g dos funciones medibles con
integral.

i) Si f+ g esta bien definida y / fdm+ / g dm # oo — oo, entonces f + g tiene
integral, y ademas

[egran= [ fan+ [ gan

ii) Si c € R, entonces cf tiene integral, y

/(cf)dm:c/fdm.

Demostracion. Para probar (i), observemos primero que las hip6tesis hechas sobre
fy g se traducen en las siguientes implicaciones:

(%) Si/ frdm =+ obien/ g* dm = 400, entonces ambas integrales/ [~ dm
y /g‘ dm son finitas.

(%) Si f f~ dm = +ocoo0bien f g~ dm = +o0, entonces ambas integrales f f*dm
y fg+ dm son finitas.

Puestoque (f +g)* < f*+¢",y(f+g)~ < f™ + g ,lamonotonia de la integral
para funciones no negativas permite concluir que

[egrans [ ans [ g an.
[serans [ ans [ ¢ an
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y ademads, gracias a () y (*%), al menos una de las integrales de la izquierda en las
desigualdades anteriores es finita. Asi que f+g tiene integral. Ahora, descomponiendo
f, gy [+ g en sus partes positivas y negativas, respectivamente, obtenemos la
igualdad

ff+e+(f+e) =f+g +(f+9)",

y utilizando que la integral de funciones no negativas es lineal, deducimos que

[rans [grans [ (7o) dn-
:/f‘dm+/g‘dm+/(f+g)+dm.

Para concluir, basta con reorganizar los términos de la igualdad anterior. Observemos
que, en general, esto no puede hacerse sin obtener expresiones del tipo co — co. Sin
embargo, bajo las hipdtesis (x) y (xx), la igualdad anterior si puede convertirse en

/f+dm—/f_dm+/g+dm—/g_dm:

:/(f+g)+dm—/(f+g)—dm,

es decir, [ fdm+ [gdm= [(f+g) dm.

La demostracion de (ii) es sencilla: si ¢ > 0, entonces (cf)* =cf*y (cf)” =
cf~, por lo que si f tiene integral, también c f tiene integral, y como la integral es
lineal sobre las funciones no negativas, se tiene

/(cf)dm:/cf+dm—/cf_dm:c/f+dm—c/f_dm:c/fdm.

Elcaso ¢ < 0 esandlogo, porlasalvedad de que ahora (¢ f)* = —cf~y (cf)” = —cf™*.
Por tltimo, si ¢ = 0, entonces f cfdmn=0=c f f dm, entendiendo siempre que
0 (xo00) =0. O

Teorema 2.2.10. (Monotonia de la integral) Sean f y g dos funciones medibles
tales que f < g.
i) Siexiste la integral de f y ademas / f dm > —oo, entonces existe la integral

de g.

ii) Si existe la integral de g y ademas f g dm < +oo, entonces existe la integral
de f.
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Y en ambos casos se verifica que / fdm< f g dm.

Demostracion. En primer lugar, si f < g, tenemos f* < g*y g~ < f~. Por lo tanto,
en el caso (i), como / f~ dm < +00, la monotonia de la integral para funciones no
negativas permite concluir que f g~ dm < 400, asi que g tiene integral. El caso (ii)
es similar: puesto que f g dm < co, también f fT dm < co, de modo que f tiene
integral.

Finalmente, en cualquiera de los dos casos, se tiene

/f+dm$/g+dm, /f_dmZ/g_dm,

de donde se concluye que f fdm < / g dm. O

2.3. Elreticulo vectorial de las funciones integrables

Fijado A € Z(R"), diremos que una funcién f : R” — R medible es integrable
sobre A cuando la funcién f - I4 sea integrable, y denotaremos

/Af dm:/f-lA.

Escribiremos .#’! (A) para referirnos al conjunto formado por todas las funciones
integrables sobre A.

La siguiente propiedad de la integral de Lebesgue es una de las mds importantes.

Proposicion 2.3.1. Sea A € o7,y f : R" — R una funcion medible. Entonces f es
integrable sobre A si, y solo si, | f| lo es, y se verifica

Afdm SAlfldm.

Demostracion. Observemos que f es integrable sobre A precisamente cuando

/f+dm<+oo, /f_dm<+oo,
A A

lo cual equivale a que

[istam= [ rrans [ £ an <o
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es decir, f es integrable sobre A siy solamente si | f| es integrable sobre A. Ahora,
como f < |f|y—f <|f|, la monotonia de la integral implica que

‘/Afdmszlfldm, _AfdeA|f|dm

y concluimos. O

Corolario 2.3.2. Fijado A € £ (R"), el conjunto £ (A) de las funciones integrables
sobre A satisface:

i) Es un espacio vectorial, y la integral

fHLfm

es un funcional lineal sobre él.

ii) Si f es una funcién medible para la cual existe g € L'(A) que verifica
|f(x)| < g(x) paratodo x € A, entonces f € L' (A), y ademds

/Afdm S/Agdm.

Se dice que £ (A) es un reticulo vectorial, pues es un espacio vectorial y posee
un orden parcial

f<g < f(x) <g(x)paratodox € A,

satisfaciendo que, para cualesquiera funciones f, g € .Z!(A):
= las funciones max{f, g} y min{f, g} también pertenecen a .Z'(A).
» si f <g,entonces f + h < g+ hparatoda h € L'(A).

m si f<gyAd>0,entonces Af < Ag.

Como consecuencia del corolario anterior se obtienen dos condiciones suficientes
de integrabilidad muy utiles en la practica. La demostracion se deja como ejercicio
al lector.

Corolario 2.3.3. Se verifica:

i) Toda funcion medible y acotada sobre un conjunto de medida finita es
integrable sobre dicho conjunto.
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ii) En particular, toda funcion continua en un conjunto compacto es integrable
sobre dicho conjunto.

Por dltimo, si f es una funcion integrable, también es integrable sobre cualquier
conjunto A medible, ya que se verifica |f - I4| < |f|. Asi que podemos definir la
funcién de conjuntos

wa) = [ 1 dm.

donde A € .Z(R"). Observemos que u ya no es una medida, por la sencilla razén de
que puede tomar valores negativos. Sin embargo, la o-aditividad se conserva, y esto
resultara ttil en numerosas ocasiones.

Corolario 2.3.4. Si f : R" — R es una funcién integrable, entonces la aplicacion

u: 2R >R , ,u(A):/Afdm

es o-aditiva. En particular, si (Ay);", es una sucesion de conjuntos medibles tales
que Ay T A o bien Ay | A, entonces

hm f dm = / f dm.

Demostracion. La idea es probar que u se puede escribir como la diferencia de dos
medidas finitas —es decir, para las cuales R" tiene medida finita—. En efecto:

u(A) = /Afdm:‘/AfJ’dm—/Af_dm.

Asi, basta con probar que la diferencia de dos medidas finitas es una funcion o--aditiva,
lo cual se deja como ejercicio. O

2.4. Conjuntos de medida nula en la integral

Definicion. Diremos que una propiedad de los puntos de R” se verifica casi seguro o
en casi todo punto si el conjunto de puntos en los que no se verifica dicha propiedad
es de medida nula.

Por ejemplo:
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1) Sean fy g dos funciones medibles. Diremos que f coincide con g en casi
todo punto, o que f es igual a g casi seguro, si el conjunto

{x eR": fx) # g(x)}

es de medida nula.

Del mismo modo, f < g casi seguro significa que

{xeR": f(x) > g(x)}
es un conjunto de medida nula.

11) Una funcién f : R" — R es continua casi seguro si el conjunto de puntos en
los que f no es continua mide cero.

) Dada una sucesion (fi);2, de funciones medibles, diremos que (fx);7,
converge puntualmente casi seguro si

Z={xeR": ﬂliinf(x)}

es un conjunto de medida nula. En este caso, se puede definir una funcién
limite puntual f como

) limy, fu(x)  six¢Z
fx = {0 six € Z

Proposicion 2.4.1. Sea f : R" — R una funcién medible no negativa. Se verifica
que f f dm = 0si, y solo si, f =0 casi seguro.

Demostracion. Consideremos el conjunto A = {x € R" : f(x) # 0}. Como f es no
negativa, A es unién de los conjuntos

Ap={xeR": f(x) > +}.

Ademés, para todo n € N, se verifica:

/fdmz fdmZ/ 1 g = AR
A A

k k

De este modo, si f f dm = 0, entonces m(A,) = 0 para todo n € N, y por tanto,
también m(A) = 0.
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Reciprocamente, si m(A) = 0, consideremos s = ;" | b;Ip, una funcién simple
no negativa tal que 0 < s < f. Entonces, s(x) = 0 para todo x € A€, asi que

/sdmz/sdm+/ sdm:/sdm+/ O0dm =
A C A c
m
=/sa’m:/s-IAdm:ij-m(AﬂBj):O.
A i=1

Por lo tanto, la definicion de la integral afirma que / fdm=0. O

Corolario 2.4.2. Sea f : R" — R una funcién medible tal que f = 0 casi seguro.
Entonces, / f dm = 0. En particular, dos funciones iguales casi seguro tienen la
misma integral.

Demostracion. Se deduce aplicando la proposicion anterior a las partes positiva y
negativa de f. O

Corolario 2.4.3. Sea f : R" — R una funcion medible. Si m(Z) = 0, entonces
[, f dm=0.

Demostracion. La funcién f - Iz se anula en Z€, asi que f - Iz = 0 casi seguro, y
concluimos por el corolario anterior. O

Los resultados anteriores vienen a decir, intuitivamente, que para calcular una
integral /A f dm solamente necesitamos conocer los valores de f en casi fodo punto
de A. En particular, podemos ignorar los valores que toma f en cualquier conjunto
de medida nula a la hora de calcular integrales. Una de las principales consecuencias
de este hecho es que, al trabajar con funciones integrables, podemos suponer que
toman valores en R.

Proposicién 2.4.4. Toda funcion f : R" — R integrable es finita casi seguro.

Demostracion. Se trata de probar que el conjunto A = {x € R" : |f(x)| = +oo}
tiene medida cero. Para ello, observemos que

/Alfl < [ 1f] dn < +e0,

pero, por otra parte, tenemos
[ 11 dm = m(Ords 111) = m (4 X [0, +00)) = m(4) - m[0. 429
A

Asi que la tnica posibilidad de que m(Ordy | f]) < +oo es que m(A) = 0. O
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Teoremas con hipdétesis “‘casi seguro”

El Corolario 2.4.3 es muy util, pues permite debilitar las hip6tesis de ciertos
teoremas sustituyéndolas por hipétesis “casi seguro”. Por ejemplo, el Teorema de la
Convergencia Monotona, 2.2.5, puede extenderse como sigue:

Teorema 2.4.5. (de la convergencia moné6tona con hipdtesis casi seguro) Sea
(fk)r~, una sucesion de funciones Lebesgue medibles no negativas tales que:

» Para cada k € N, fi < fr41 casi seguro.

» (fi)pe, converge a f casi seguro.

Entonces f es Lebesgue medible, y

/fdm:lfin/fkdm

Demostracion. Consideremos los conjuntos

Zy={x €R":lim fi(x) # f(0)},
Zy ={x e R": fi(x) > frs1(x)}, k €N,

Por hipétesis, todos ellos son de medida nula, asi que también lo es Z = U;":O Zy. Por
lo tanto, podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Mondtona a la sucesion de
funciones gy = fi - Izc, pues son crecientes y convergen puntualmente a g = f - Izc.
Esto, junto con el Corolario 2.4.3, permite concluir:

/fdm: fdm:/gdmzlilgn/gkdm—hm fkdm—hm/fkdm
ZC

2.5. Riemann vs. Lebesgue

Ya tenemos acceso a la integral de Lebesgue, y ademds, conocemos una buena
parte de sus propiedades fundamentales. Sin embargo, ain quedan dos tareas
pendientes. En primer lugar, querriamos ver que la integral de Lebesgue extiende a
la integral de Riemann; en otras palabras, que toda funcién acotada f : [a,b] — R
Riemann integrable es también Lebesgue integrable, y que ambas integrales coinciden.

Por otra parte, aunque la construccion de la integral de Lebesgue no permite
calcular integrales de manera sencilla. Por ejemplo, ;cudnto vale la integral (de
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Lebesgue) de la funcién f(x) = x? en el intervalo [0, 1]? Calcularla como el supremo
de las integrales de las funciones simples que cumplen 0 < s(x) < x? para todo
x € [0,1] no parece muy practico. Necesitamos, pues, una manera practica de
calcular integrales.

En realidad, si probamos que la integral de Lebesgue extiende a la de Riemann,
obtendremos una solucién al problema de cdlculo de integrales, ya que podremos
utilizar la regla de Barrow para calcular integrales de una buena coleccion de
funciones definidas en intervalos acotados. Asi que nos centraremos en probar que
toda funcién Riemann integrable lo es también en el sentido de Lebesgue, y que
ambas integrales coinciden.

Recordemos primero algunas nociones de la integracion Riemann. Consideremos
f : [a,b] — R una funcién acotada. Una particion finita del intervalo [a, b] se
interpreta en este contexto como un subconjunto de [a, b]:

WZ{CI:X() < X1 <---<xk:b}.
En realidad, la particién de [a, b] la forman los intervalos disjuntos

11 = [x0,x1), Ir = [x1,x2), ..., I = [Xp—1,xk].

Paracada j € {1,..., k}, pondremos m; = infyes, f(x), M; = SUPycq, f(x) y diremos
que

k k
L(f,P) =Y my-(xj=xj2), Uf, P) = > M- (xj—x4).
=1 =1

J J

1

son la suma inferior y la suma superior' asociadas a &. Se dice que f es Riemann

integrable si
supL(f, P) =inf U(f, P).
2 z

A este valor comun lo llamaremos integral de Riemann de f en el intervalo [a, b], y
lo denotaremos /a b f(x) dx.

Teorema 2.5.1. Sea f : [a, b] — R una funcion medible acotada. Si f es Riemann
integrable, entonces es Lebesgue integrable, y se tiene

b
/ f(x) dx = f dm.
a [a,b]

'La notacién para sumas inferiores y superiores proviene del inglés “lower” y “upper”, respecti-
vamente.
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Demostracion. En primer lugar, observemos que f es una funcién acotada en un
conjunto compacto, asi que es Lebesgue integrable. Para comprobar que ambas
integrales coinciden, fijemos & = {a = xg < x| < --- < x; = b} una particion del
intervalo [a, b], y observemos que, si x € [a, b], entonces x € [x;,x;41] para algiin
j €A{l,...,k}, y por tanto

inf ]f(x):mjsf(x)ij: sup  f(x).

xe[xj,l,xj xe[xj_l,xj]

Este hecho sugiere considerar las funciones simples

k k
l(x) = Zm] : I[)Cj_l,)Cj] (X), M()C) = ZM] : I[Xj—l?-xj] (X),
j=1 j=1

ambas Lebesgue integrables, ya que también son acotadas. Ademads, para todo punto
x € [a, b] se verifica [(x) < f(x) < u(x). Por lo tanto, la monotonia de la integral
de Lebesgue implica que

L(f,@):/ [ dm < fdms/ wdm = U(f, P),
la,b] la,b] [a,b]

y como estas desigualdades son validas para cualquier particion &2 del intervalo
[a, b], concluimos que

supL(f,gz)S/ fdm <infU(f, P). m
P [a,b] z

A partir de este momento, utilizaremos indistintamente las notaciones fa f(x) dx
y f[a bl f dm para la integral de una funcién f Riemann integrable en el intervalo

[a, b]. En ocasiones, utilizaremos también la notacidn f[a bl f(x) dm(x), pararesaltar
que la integral se realiza respecto de x.

Con un poco mas de trabajo, podemos caracterizar las funciones acotadas que
son Riemann integrables en un intervalo [a, b]. La demostracion utiliza el siguiente
concepto:

Definicion. Sea f : [a,b] — R una funcién. Dado x € A, llamaremos oscilacion de
f en un subconjunto A C [a, b] a

osc(f,A) = sup [f(y) = f(¥)] =sup f(y) - ;’relg F),

y,y'€A yeA

y six € [a, b], llamaremos oscilacion de f en x a

osc(f,x) = (1;r>11(?)osc(f, (x=08,x+0)
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Veamos algunos ejemplos:

1. En primer lugar, si & = {a = xg < x] <--- <X} = b} es una particion del
intervalo [a, b], y llamamos /; = [x;_1, x;], entonces

>~

k
U(f,P) = L(f,P) = > (Mj—mj)(x; —x;1) = »_ osc(f, 1) - m(I;).
J=1

j=1
2. Parala funcién f(x) = Io +c0), S¢ comprueba ficilmente que

osc(f.x) = {0 six #0,
1 six=0.

3. En cambio, si f(x) = Ig, entonces osc( f,x) = 1 para cualquier punto x € R.
Esto ocurre porque, fijado cualquier x € R, en cualquier intervalo (x—38, x+9)
hay nimeros racionales e irracionales, y | f(y) — f(y")| = 1 si y es racional e
y’ es irracional.

Lema 2.5.2. Una funcion f : [a,b] — R es continua en un punto xy € |a, b] si, y
solo si, osc(f,xp) = 0.

Demostracion. Si f es continua en xg, entonces para cada € > 0, existe un ¢ > 0 tal
que

x—xol <6 = [f(x) = fx0)| <

y por lo tanto, dados y, y" € (xo — 8, x9 + ), se tiene que

9

(SR

FO) = FON < 1F () = fxo)l +1f (x0) = F(Y)] < &.

Asi, osc(f, (xo —d,x0 +0)) < &,y por lo tanto, osc( f,x) < €. Como esto ocurre sea
cual sea el € > 0, concluimos que osc(f,x) = 0.

Reciprocamente, sea £ > 0. Por hipdtesis, se tiene que osc(f,x) < &, luego
existird un § > 0 tal que osc(f, (x — §,x + 0)) < &. Esto implica, en particular, que

lx —xol <6 = [f(x) - fxo)| <&,
asi que f es continua en x. m|

Teorema 2.5.3. (de Lebesgue) Una funcion f : [a,b] — R acotada es Riemann
integrable si, y solo si, es continua casi seguro.



2.5. RIEMANN vs. LEBESGUE 69

Demostracion. Dado k € N, llamemos
A, ={x€ela,b]:osc(f,x)>1}.

Como f es continua en x siy solo si osc(f,x) = 0, se tiene que el conjunto de puntos
de discontinuidad de f coincide con J;? ; A,. La idea de la demostracion es probar
que f es Riemann integrable en [a, b] precisamente cuando m(A,) = 0 para todo
n e N.

Supongamos, pues, que f es Riemann integrable. Fijados n € Ny £ > 0, existe
una particion &2 = {a = xog < x| < --- < xx = b} del intervalo [a, b] tal que

U(f,P)—L(f,P)<§.

Si uno de los intervalos /; = [x;_1, x;] interseca con A,, es porque existe un punto
x € I; tal que osc(f,x) > % luego debe cumplirse que

M;—mj =osc(f,[xj-1,x;]) > osc(f,x)> 1

S

Asf, si llamamos J al conjunto de indices j € {1, ..., k} tales que Ax N I; es no vacio,
se tiene que A C Ujes 1),y

> =) < DMy = mp) (1 =) UG P) = L(F P < &,

jeJ jeJ
porlo que 3 ;c; m(I;) < &,y como consecuencia, m(A,) < &. Como este argumento

es valido sea cual sea € > 0, se obtiene que m(A,) = 0.

Reciprocamente, supongamos que m(A;) = 0 para todo n € N. Probaremos que,
fijado &€ > 0, existe una particion P del intervalo [a, b] talque U(f, P)—L(f,P) < &.
Esto sera suficiente para concluir, pues en tal caso se tendria que

irIng(f,P) —supL(f,P)<U(f,P)-L(f,P)<e,
P

luego seria
irlng(f, P) =sup L(f,P),
P

y concluiriamos que f es Riemann integrable en [a, b].

Fijemos, pues, € > 0, y sea n € N tal que % < &. Segun la definicion de
medida exterior, existe una coleccién numerable de semi-intervalos (J;)2, tales
que A, C U2, Jiy X2, m(J;) < €. Ahora, reemplacemos cada J; por un intervalo
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abierto H; tal que J; C H; y m(J;) < m(H;) + % de manera similar a como se hacia

en el Lema 1.4.3. De esta forma, también se tiene A, C J:2, H; y ahora

i m(H;) < i (m(Ji) + %) <2e.

i=1 i=1

Ahora, para el resto de puntos x € [a, b] \ A, se tiene que osc(f,x) < % < g, por
lo tanto, cada punto x € [a, b] \ A, admite un intervalo abierto U, tal que x € U,
y osc(f,Uy) < €. Asi, hemos obtenido un recubrimiento por abiertos del intervalo
[a, b]:

oo

[a,b]QUHiU U U,.
i=1 x€[a,b]\An

En virtud de la compacidad de [a, b], podemos extraer un subrecubrimiento finito;
pongamos,
l[a,b] CH U---UHyN, UU U---UUy,. (2.b)

En particular, observemos que:
n XN m(H) < 52 m(H;) < 2e,
» osc(f,U;) <eparatodo j € {1,..., Na}.

Finalmente, consideremos P la particidn del intervalo [a, b] formada por los extremos
de los intervalos del recubrimiento (2.b), que serd de la forma

P={a=xp<x1<---<x, =Db}.

Sea J el conjunto de indices k € {1, ..., m} para los cuales el intervalo [x;_1,x;] estd
contenido en algin H;. Por lo tanto, si k ¢ J, entonces [x;_1, Xx] estd contenido en
algin Uj, luego osc(f, [xk-1,xx]) < osc(f,U;) < . Asi, si consideramos M una
cota de f, se verifica que

U(f, ) = L(f, P) < Y ose(f, [xx-r,xx] - m([xx = xim])+

keJ
+ Y 0se(f, [, 1] - m( e = xa1]) <
k¢J
< ZMZm([xk —Xxp-1]) + SZm([xk —xr-1]) <
kel k¢J

Ny m
< 2MZ}m(H,~) + S;m([xk - Xxr-1]) <

<[2M + (b -a)le. O
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2.5.1. Laintegral de Riemann impropiavs. laintegral de Lebesgue

La integral impropia de Riemann es una extension de la integral de Riemann
para calcular integrales de funciones no acotadas o en intervalos no acotados.
Concretamente, dado un intervalo / de extremos a 'y b, con —co < a < b < 400,y
f : I — R una funcién acotada y Riemann integrable en cada intervalo cerrado
contenido en I, se define la integral impropia de Riemann de f en I como

[ s ac=tim [ e a

t—b~

siempre que el limite del miembro derecho de la igualdad exista; es decir, si para
cualesquiera sucesiones (s,) > | 'y (1,); talesque s, | ay 1, T b, existe el valor

In
lim / f(x) dx
nJs,

y no depende de las sucesiones escogidas.

Observemos que, si los extremos a y b del intervalo son nimeros reales, no
importa si f estd definida en ellos a la hora de calcular la integral impropia de
Riemann. Igualmente, tampoco es relevante para la integral de Lebesgue, pues los
extremos de un intervalo forman un conjunto de medida nula.

Veamos algunos ejemplos en relacion con la integral de Riemann impropia y la
integral de Lebesgue:
1) La funcién f : [0, +00) — R, f(x) = e7, es acotada, pero esta definida en
un intervalo no acotado. Sin embargo, para cada intervalo [0, 7] es integrable,
y se tiene

1
/ e dy=[-e]y=1-e",
0

cuyo limite existe y vale 1. Asi, f es Lebesgue integrable en [0, +0), pues
segutn el Corolario 2.3.4,

/ e dm(x) = lim e dm(x) =1.
[0,400)

—+o00 [O,I]

1) Lafuncion f:(0,1) - R, f(x) = }C no es acotada, aunque esta definida en
un intervalo acotado. Su integral de Riemann impropia existe, ya que en cada
intervalo [s,7] C (0, 1), f es Riemann integrable, se tiene

t
1
/ — dx = [logx]% = logs — logt,
s X
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I11)

y el limite de la expresion anterior cuando s — 0" y ¢+ — 1~ existe, aunque
es +oco. Del mismo modo, f es también Lebesgue integrable en (0, 1), pues

1 1
/ —dm(x) = lim — dm(x) = +oo.
0.1 * 0" 5] X

En cambio, la funcion

o (=D
fil040) >R, fx)= ) -
k=1

T ke+17(X)

tiene integral de Riemann impropia y es finita, pues dadot € [N, N + 1], con
N € N, tenemos:

/f(x)d Z( D', 1)N( t—N).

1 -k
k) y YA %, con lo cual

/0+°° f(x) dx = tgrpwfotf(x) dx :g (—;)" <

Sin embargo, f no es Lebesgue integrable, ya que no lo es | f|:

00 e 1
dm = E — =

En otras palabras, una funcion puede admitir integral de Riemann impropia
finita en un intervalo no acotado y no ser Lebesgue integrable.

Tal cantidad estd comprendida entre Z

Autoevaluacion

Elijase una de las respuestas (a), (b), (c) 6 (d) para cada pregunta. Solamente hay una

respuesta correcta en cada caso.

1.

Sea f : R — R. ;Bajo cudl de los siguientes supuestos podemos asegurar que f es
medible?

a) Existe un « € R tal que el conjunto {x € R: f(x) = a} es medible.
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b) Existe un a € R tal que el conjunto {x € R : f(x) > a} es medible.
¢) Paracada a € R, el conjunto {x € R: f(x) = a} es medible.

d) Paracada a € R, el conjunto {x € R : f(x) > a} es medible.

2. Senalese la afirmacion correcta:

a) Toda funcion medible no negativa tiene integral.
b) Toda funcién medible no negativa es integrable.
c) Toda funcién medible tiene integral.

d) Toda funcién medible es integrable.

3. Supongamos que f : R — R es una funcién integrable. Sefidlese la afirmacién
correcta:

a) [ fdm=m(Ord f).
b) ffdm:sup{fsdm:ssimple,OSsSf}.
) ffdm:ff+dm+ff_dm.

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

4. Parala funcién f real de variable real que vale Vk en el nimero natural k y 1/2 en el
resto de los niimeros reales, sefidlese cudl de las siguientes afirmaciones es correcta:

a) f es medible e integrable.
b) f es medible y tiene integral pero no es integrable.
c) f es medible pero no tiene integral.

d) f no es medible.

5. Consideremos la funcién f : R — R que toma el valor & en los puntos irracionales
del intervalo (k, k + k_ék) y se anula en el resto. La integral de f respecto de la medida
de Lebesgue...

a) ..no existe, porque f no es una funcion medible.
b) ...no existe, porque f no es una funcién simple.
c) ...existe pero vale +oo.

d) ...existey es finita.

6. Consideremos h : R” — R una funcién integrable. Sefidlese la afirmacién correcta:
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a) Si Ay B son subconjuntos medibles disjuntos, entonces se verifica / o hdm +

[ghdm= [, . hdm.
b) Si Ay Bsonmediblesy A C B, entonces se verifica fA hdm < fB h dm.

c) Si f h dm = 0, entonces se verifica f ', h dm = 0 para cualquier subconjunto
A medible.

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

L

7. Parala funcién f = Ig + X3 15

a) f[o’w)) fdm=0.
b) fio.1y f dm =0.
c) ffdm:[Qfdm.

d) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

“ I(k,k+1), sefidlese la afirmacion correcta:

8. Consideremos f'y g dos funciones medibles. ;En cudl de los siguientes casos podemos
asegurar que f + g es integrable?

a) f esnonegativay g es continua.
b) fy g son ambas no negativas.
¢) f estdacotaday g es integrable.

d) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

9. Si f : R" — R es una funcién medible, entonces...

a) f se puede escribir como un limite puntual de funciones simples.
b) f toma valores finitos salvo en un conjunto de medida nula.
c) f es Lebesgue integrable.

d) Todas las afirmaciones anteriores son correctas.

10. Consideremos una funcién medible f : R — R tal que / f*dm = 2024 y que
f f~ dm = +o0. Sendlese la afirmacion correcta:

a) f esintegrable.
b) f tiene integral.
¢) |f| no tiene integral.

d) |f] es integrable.
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Ejercicios

10.

. Pruébese que la funcién f(x) = x> es medible utilizando directamente el Lema 2.1.3.

Complétese la demostracion del Lema (2.1.3), pag. 44.

. Sean f : R"” — Ry g :R" — R dos funciones medibles, y A C R”" un conjunto

medible. Pruébese que la funcién

es medible.

Pruébese que si f : R — R es derivable, entonces f y f’ son Borel medibles.

. Pruébese que toda funcién monétona es Borel medible.

Sean f, g : R" — R dos funciones medibles. Pruébese que los siguientes conjuntos
son también medibles:

a) {xeR": f(x) <gx)}.
b) {x eR": f(x) # g(x)}.
o) {xeR": f(x) =g}
d) {x e R": f(x) = +o0}.

. Considérese la funcién f : [0, 1] — R que se anula sobre los racionales y sobre cada

nimero irracional x de [0, 1] vale el nimero de ceros que hay antes de la primera
cifra no nula de la expresion decimal de x. Pruébese que f es medible y calcilese

[ f dm.

. Pruébese que si f : R” — R es una funcién Lebesgue medible y g : R” — R es

otra funcidn que coincide con f en casi todo punto, entonces g también es Lebesgue
medible.

Pruébese que si f : R" — R es una funcién integrable sobre un conjunto medible A,
entonces también es integrable sobre cualquier subconjunto medible B C A, pero en

LfmfAfm-

Pruébese que si f es una funciéon medible no negativa, entonces

/fdm:lim/ f dm.
" [_nsn]

(Ocurre lo mismo si f es una funcién integrable?

general
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11. Indiquese si cada uno de los enunciados siguientes son verdaderos o falsos. Si son

verdaderos, propongase una demostracion; si son falsos, pngase un contraejemplo.

En los siguientes enunciados, se supone que todas las funciones que aparecen son

medibles.

a)
b)
c)
d)
e)

D

8)
h)

i)
)
k)
)

Toda funcién f : [0, +o0) — R acotada es integrable.

Toda funcién f : [0, +o0) — R continua es integrable.

Toda funcién f : [0, +o0) — R positiva es integrable.

Toda funcién f : [0, +o0) — R tal que limy—, 40 f(x) = 0 es integrable.

Si f: [0,+00) — R es continua y existe & integrable tal que | f(x)| < h(x)
para todo x > 2024, entonces f es integrable.

Si f es integrable y g = f casi seguro, entonces g es integrable.
Si f es finita casi seguro, entonces es integrable.

Si f es continua casi seguro y acotada en un conjunto de medida finita,
entonces es integrable.

Si f es continua casi seguro en un conjunto compacto, entonces es integrable.
Si | f| es integrable, entonces lo es f.
Si f y g son integrables, entonces f + g lo es.

Si f no es integrable, o bien g no es integrable, entonces f + g tampoco es
integrable.

12. Sean f y g dos funciones continuas definidas de R" en R. Pruébese que si f = g casi

seguro, entonces f = g en todo punto.

Indicacion: el conjunto donde coinciden dos funciones continuas es cerrado (piénsese
por qué).

(%)
()
a)
b)

13. Seauna funcién f : R" — R, y consideremos las siguientes afirmaciones:

S es continua casi seguro.

Existe una funcién continua g tal que g = f casi seguro.

(Existe relacion entre las afirmaciones (x) y (%%)?

Pruébese que, en cualquier caso, una funcién que satisfaga alguna de las dos
afirmaciones anteriores es medible.

14. Péngase un ejemplo de funcién f : [0, 1] — R tal que | f| sea Riemann integrable,

pero f no lo sea.
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15. El Teorema de la Convergencia Monétona es falso para la integral de Riemann.

Consideremos Q N [0, 1]. Puesto que se trata de un conjunto numerable, podemos
escribirlo como {qy : k € N}. Definamos ahora las funciones

1 sixe{qi,...q1}

0 sino

fix) =1g,,...q0y(x) = {

a) Pruébese que todas las f; son Riemann integrables, y que / fr(x)dx = 0.

b) Pruébese que (fi);., es una sucesion creciente de funciones medibles cuyo
limite puntual existe, pero no es Riemann integrable.

16. Estidiese para qué valores de p > 0 es integrable la funcién f(x) = x~7 en los
intervalos (0, 1] y [1, +00), y calcilense las integrales cuando sean finitas.

17. Sea f : (a,b] — R una funcién medible y continua en cualquier intervalo de la
forma [c,b] cona < ¢ < b.

a) Silim,_,,+ f(x) existe y es finito, pruébese que f es integrable en (a, b].
b) (Qué ocurre si lim,_,,+ f(x) existe, pero no es finito?
¢) ¢Qué ocurre si lim,_, 4+ f(x) no existe?

18. Consideremos f : R — R una funcion Lebesgue integrable y g : R — R una funcién
acotada.

a) Pruébese que f - g es Lebesgue integrable.

b) (Es cierto que si f es Riemann integrable y g es acotada, entonces f - g es
Riemann integrable?

c) Poéngase un ejemplo de dos funciones f y g Lebesgue integrables tales que
f - gnolo sea.

19. Consideremos una funcién f : R — R no negativa que admita integral impropia de
Riemann finita. Pruébese que entonces, f es Lebesgue integrable, y se tiene

‘/fdm:‘/_:of(x)dx.

Indicacion: ejercicio 10.

20. Estudiese si las siguientes funciones son integrables en los intervalos que se indica:

a) f(x)=

o en el intervalo [0, +c0).
X
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21.

22.

23.

by f(x) =

en el intervalo (-1, 1).
)

¢) f(x) =log(x) -log(l —x) en el intervalo (0, 1).

sin’ x

d) f(x) =

5— en el intervalo [0, +00).
X

e) f(x)= ¢~ en todo R.

1
f) f(x) = —— enelintervalo (0, x).
sinx

Pruébese que la funcién f(x) = xXe ™ es integrable en [0, +00) para cualquier k € N,
y calctlese f f dm utilizando el método de integracién por partes.

Deduzcase de lo anterior que la funcién f(x) = x*e™ es integrable incluso si « es
un ndmero real positivo.

Consideremos la familia de funciones fi(x) = x - logk x, donde k£ € N. Si llamamos
I = /01 fr(x) dx, demuéstrese que I = —%Ik_l. Dedtzcase de aqui que fi es
integrable en (0, 1) para cualquier k € N, y ademas, el valor de I.

Una funcién Riemann integrable que no es Borel medible.

Sea A un subconjunto no numerable de [0, 1] tal que m(A) = 0 —por ejemplo, el
conjunto ternario de Cantor. Aceptemos la existencia de un subconjunto Lebesgue
medible A € A que no es de Borel, y consideremos la funcién f = I4, que por
definicién no es Borel medible.

a) Pruébese que, sin embargo, f es Riemann integrable.
Indicacion: para cada & > 0, existen intervalos I = (ax, bx), con ap < by <
a1, talesque A € Uy Ik y 27y m(Ix) < . Fijado N € N, considérese
la particion &y » = {0,a1, by, ...,an,bn, 1}, y calcilense L(f, PN.¢) Y
U(f, PN.e)-

b) Pruébese que, a pesar de no ser Borel medible, f coincide con una funciéon
Borel medible en casi todo punto.



Tema 3

Teoremas fundamentales de la
integracion Lebesgue

Los resultados estructurales basicos de la teoria de integracion Lebesgue pueden
resumirse en tres:

» ¢l Teorema de la Convergencia Dominada, que nos indica condiciones
suficientes para garantizar la igualdad

lim / fi dm = / lim fi dm. (%)

» ¢l Teorema de Fubini-Tonelli, que reduce el calculo de integrales en varias
variables a integrales de una variable,

n y el Teorema de Cambio de Variable, util para simplificar el célculo de
integrales en ciertos conjuntos.

El marco de la teoria de integracion Lebesgue permitird enunciar y demostrar el
Teorema de Fubini-Tonelli y el Teorema de Cambio de Variables en contextos mucho
mds generales. Por ejemplo, en la integracion Riemann, es habitual exigir continuidad
para demostrar estos dos teoremas, cosa que no necesitaremos hacer nosotros.

Con todo, atin podriamos preguntarnos: ;por qué no nos hemos contentado con
extender la teoria de integracion de Riemann a varias variables? Pues bien, una de las
razones mds poderosas para descartar la integracion Riemann es la dificultad con la
que se permite pasar al limite. En otras palabras, las hipdtesis que deben imponerse
sobre (fi),, para que se verifique la igualdad (x) son excesivas si trabajamos con la
integral de Riemann. El resultado habitual en este contexto (en una variable) exige
convergencia uniforme:

Teorema de convergencia e integrabilidad. Si (f,) | es una sucesion de funciones
(acotadas) Riemann integrables en un intervalo [a, b] que convergen uniformemente
a una funcion f, entonces f es Riemann integrable en [a, b], y se verifica

/abf(x) dx = li,{n/abfn(x) dx.

79
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El fallo de la integracion Riemann en este sentido puede justificarse por la relativa
escasez de funciones Riemann integrables. Es decir, el limite puntual de funciones
Riemann integrables ya ni siquiera es Riemann integrable, como veiamos en el
ejercicio 15 del tema anterior.

En cambio, para la integral de Lebesgue ya hemos visto el Teorema de la
Convergencia Mondtona, (2.2.5), pag. 55, y a partir de él, demostraremos el Teorema
de la Convergencia Dominada, que garantiza la igualdad (%) bajo condiciones de
convergencia puntual. Ambos resultados son falsos en general para la integracion
Riemann.

3.1. Teorema de la Convergencia Dominada

Los dos resultados fundamentales de la integraciéon Lebesgue que permiten
intercambiar el limite con la integral son el Teorema de la Convergencia Monétona,
valido para sucesiones crecientes de funciones no negativas, que vimos en (2.2.5),
pag. 55, y el Teorema de la Convergencia Dominada, mucho mas general, que
desarrollaremos a continuacién. La demostracion del Teorema de la Convergencia
Dominada descansa, como es 16gico, en el Teorema de la Convergencia Monétona.
Asi que el primer paso serd analizar hasta qué punto pueden debilitarse las hipotesis
de este ultimo.

Supongamos que tenemos una sucesion creciente de funciones (f),>, que
convergen puntualmente a f, pero sin que sean necesariamente no negativas. Entonces,
podriamos pensar en aplicar el Teorema de la Convergencia Monétona a la sucesion
de funciones no negativas g = fx — f1, que también son crecientes y convergen
puntualmente a g = f — fj. Obtendriamos, por lo tanto, que

lim / i - fi) dm = / (f - /i) dm. (3.a)

Ahora, querriamos aplicar el Teorema de Linealidad 2.2.9 para concluir que / fi —
/ f. El problema es que no podemos. No disponemos de las hipdtesis necesarias
para hacerlo: podria ser, por ejemplo, que / fdm = / f1 = +oo.

Sin embargo, si exigimos, ademads, que fi sea integrable, nuestros problemas
desaparecen. En efecto, como f; < f; para todo k € N, deducimos que todas las
funciones fj tienen integral, y por el mismo motivo, también la tiene f. Ahora, como
/1 es integrable, entonces por la Proposicion 2.4.4, es finita en un conjunto A tal que
m(A€) = 0. Por lo tanto, todas las funciones f; — f; estan bien definidas en A, y
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utilizando el Teorema de Linealidad 2.2.9 junto con el Corolario 2.4.3, llegamos a
que para todo k € N,

/(fk—fl)dm=/A<fk—f1>dm:/Afkdm—/Afldm
=/Afkdm—/Af1dm=/fkdm—/fldm.

Razonando de igual manera, concluimos que

[=syan=[ran- [ ian
Por lo tanto,

[ram= [ sian= [ =gy am =i [ - si) am-
:lilgn‘/fkdm—/fldm,

y simplificando, 1imy / Jr dm = f f dm.
Ahora, ;qué ocurre si f] no es integrable? Veamos:
s Si f J1 dm = 400, entonces el Teorema de Linealidad no funciona en (3.a).

Sin embargo, en este caso se tiene f fk dm = +00, ya que fi < fi para todo
k € N. Por el mismo motivo, / f dm = +00, y entonces se tiene trivialmente

que
h’in/fkdm:/fdm.
= En cambio, si f Jf1 dm = —oo, ya no podemos garantizar nada. La sucesion
de funciones constantes f;(x) = —% convergen puntualmente a la funcién

constante igual a cero, pero
lilgn/fkdm:—ooth:/h’linfkdm.

A la vista del razonamiento anterior, en realidad lo que necesitamos pedir es
que para alguna funcion fi,, —y por lo tanto, para todas las f; con k > ko— se tenga
/ fx dm > —co. En la mayoria de los casos, es mds comodo exigir la existencia de
una funcion auxiliar h tal que

» h < fy paratodo k € N.
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. / h dm > —co.
Asi, tenemos:
Lema 3.1.1. (de la convergencia monétona extendido) Sea (fy); | una sucesion

de funciones medibles que convergen puntualmente a una funcion f. Bajo cualquiera
de los siguientes supuestos,

i) (fi);~, es creciente, y existe una funcion h con integral tal que / hdm > —c0
y h < fi para todo k € N;

ii) (fi)y., es decreciente, y existe una funcion h con integral tal que / hdm <
+00y fr < h para todo k € N;

h’lgn/fkdm:/fdm.

Demostracion. El caso (i) queda probado con el razonamiento anterior, salvo por
el hecho de que el papel de 4 1o juega f. El caso (ii) se deduce de (i) aplicado a la
sucesion (—fi)yo - O

se verifica

Abhora, ;qué podemos hacer si tenemos una sucesion de funciones medibles
(f&)r~ que no es mondtona? En ese caso, podemos considerar

gk = sup{ fk, fe+1,...} = sup fj,
=k

que también son medibles, pues fijado @ € R,

{x:ge(x) <a}=( lx: f(x) <a}.
=k

J

Ademds, (gx);- , es decreciente, y converge a g = lim sup; fx. Supongamos que nos
encontramos ante las hipotesis del lema anterior, es decir, que existe una funcion
h tal que fy < hparatodo k € Ny f h dm < +oo. Entonces, también se cumple
gk < h para todo k € N, y podemos concluir que

/limsupf;< dm = / h’lgngk dm = h’l{n/gk dm = h’msup/gk dm >
k k
> lim sup/ Jfx dm,
k

donde la dltima desigualdad se tiene utilizando que g > fi paratodo k € N.
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También podriamos haber considerado las funciones g = inf ;> f;,y el resultado
es andlogo: (gx);~, €s una sucesion creciente de funciones medibles que convergen
a ¢ = liminfy f;. Si asumimos, como antes, que existe una funcioén A tal que
f hdm > —coy h < fi paratodo k € N, entonces también & < g, para todo k € N,
y se tendria

/limkinffk dm = / lilgngk dm = h’lgn‘/ 8k dm = h’mkinf/ 8rdm <
< lfmkinf/ fx dm.

Ahora bien, el siguiente detalle es crucial: en ningin momento hemos necesitado
que la sucesion (fi),2, sea convergente o no. Hemos probado, por tanto:

Lema 3.1.2. (de Fatou) Sea (fi),>, una sucesion de funciones medibles.

i) Si existe una funcion h medible con integral tal que h < fi para todo k € N
y f h dm > —oo, entonces

h’mkinf / S dm > / h'mkinf fx.

ii) Si existe una funcion h medible con integral tal que f; < h para todo k € N
y / h dm < +o0, entonces

lim sup / Sk dm < / lim sup f%.
k k

Finalmente, si ademds sabemos que ( f),>, converge puntualmente a f, entonces
limsup,, fx = liminfy f; = lim; fi, y el Lema de Fatou se convierte en el

Teorema 3.1.3. (de la convergencia dominada) Sea (fy);>, una sucesion de
Jfunciones medibles. Supongamos que:

i) (fx)g., converge puntualmente a una funcion f.

ii) Existe una funcion h integrable tal que, sea cual sea k € N, se verifica
| fi (x)| < h(x) para todo x € R".

Entonces f es integrable, y se tiene

/fdm:ll’lzn/fkdm.



84 TeMA 3: TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA INTEGRACION LEBESGUE

Demostracion. Puesto que fi — f, también | fi| — |f], y como | fx(x)| < h(x)
para todo x € R”, debe ser | f(x)| < h(x) para todo x € R". Asi que f es integrable.
Ahora, aplicando el lema de Fatou dos veces, se deduce que

/fdm:/lfmkinffkﬁh’mkinf/fk dmsh’msup/fk dm <
k

S/h’msupfkde/fdm.
k

Por lo tanto, todas las desigualdades anteriores son igualdades. En particular, como
lim infy / fk dm = lim sup, / fx dm, deducimos que existe limy / fr dm y coincide
con f f dm. m|

Veamos algunos ejemplos sencillos.

Ejemplo 3.1.4. Para estudiar la existencia de
1
lim / x* cos(2knx) dx,
0

podemos considerar las funciones f; (x) = x* cos(2k7mx), que son medibles en [0, 1].
Fijado xg € [0, 1], se tiene que

si x#1

0
lim fi (xo) = lim x} cos(2kmxo) =
k k 1 six=1

asi que (fx),~, converge puntualmente en [0, 1] ala funcién f(x) = I{;(x). Ademds,
paracada k € Ny x € [0, 1], se tiene

lfe(x) < xF <1

y la funcién A(x) = 1 es integrable en el intervalo [0, 1]. Por tanto, el Teorema de la
Convergencia Dominada permite concluir que

1 1
lim / x¥ cos(2knx) dx = / f(x) dx=0
0 0
ya que f se anula en casi todo punto del intervalo [0, 1]. ©

Ejemplo 3.1.5. Veamos como estudiar la existencia del limite

1 +xk
Ii — dx.
11?1/1+x2k d
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Consideremos la sucesion de funciones medibles

1 +x*

1 + x2K’

fr(x) =

que verifican
0 sijx]>16x=1
h’gnfk(x) =41 sifx]<1
B osix=-1

Asi que podemos modificar el valor de f; enel puntox = —1 para obtener convergencia
puntual en todo R, sin por ello alterar el valor de las integrales. Con todo rigor,

definimos:
fr(x) six#1
gn(x) = 1

six =1,

que son medibles, pues lo son las f;, y convergen puntualmente a la funcion
g(x) = I—1,17(x). Ademads, se satisface f fr dm = f gk dm, para todo k € N, pues
fx coincide con gx en caso todo punto.

Para poder aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada, necesitamos acotar
las funciones g por una funcidn integrable. Para ello, observemos que:

= Si|x| > 1, entonces |x|* < |x|**, con lo cual

1 +xk

1+ |x|* B 1+ |x|* A |x|* L2
1 + x2k x2k

S 142k T 2k T2k T 2k T ke

Por lo tanto, para x| > 1y k > 2 —podemos eliminar el caso k = 1 si nos
conviene—, | fx(x)| < )% Esto sugiere tomar la funcién h(x) = é, que es
integrable en el conjunto {x : |x| > 1}.

= Ahora, en |x| < 1, se tiene

1 +xk
‘ * lcti+pf<2

1 + x2k

y la funcién hp(x) = 2 es integrable en [—1, 1].
Por lo tanto, la funcién

{2 si x| < 1
h(x) =

4 sifx[>1
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es integrable en todo R, y sin > 2, |g,(x)| < h(x) para todo x € R. Asi en virtud el
Teorema de la Convergencia Dominada obtenemos que

1
hm/ +at dx:h’?l/gn(x) dx:/I[_l,l](x) =2 ©

1+ x2k

Observemos que, si no se dispone de una funcién 4 integrable que “domine” a

las funciones > , entonces no es cierto, en general, que pueda permutarse el
k) k=1
limite con la integral.

Ejemplo 3.1.6. La sucesion

/i) = T ()

converge puntualmente (incluso uniformemente) a la funcién constante igual a 0.
Pero / fx dm =1 para todo k € N, con lo cual limy f fx #0.

La raz6n de este fendmeno es que no hay ninguna funcién integrable 4 tal que
| fx (x)| < h(x): cualquier funcién & debe cumplir A (x) > % para todo x € (k — 1, k],
con lo cual

(o)

h(x) > Z % A g-1,x (%),

n=1

asi que & no puede ser integrable:

/hdm 2i%~m([0,k]) = +o0. ©
k=1

3.2. Integrales dependientes de un parametro

Como aplicacién del Teorema de la Convergencia Dominada, podemos estudiar
propiedades de funciones definidas mediante una integral. Fijemos / un intervalo
de extremos a y b, con —oco < a < b < +o0o, un subconjunto medible Q C R”, y
consideremos una funcién medible

[ IXQ—>R, (t,x)— f(t,x)

de forma que para cada ¢ € I, la funcién f;(x) = f(¢,x) sea integrable. Podemos
pensar que f es una familia de funciones integrables parametrizadas por ¢ € 1. En tal
caso, tiene sentido considerar la funcién

F@=Lﬂmwmm
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donde hemos denotado dm (x) para recordar que la integral se realiza respecto de x.
En la mayoria de los casos, la integral que define a F' no es expresable en términos de
funciones elementales. Sin embargo, es posible conocer propiedades de F a partir de
las propiedades de f, sin calcular F explicitamente. En esta lecciéon veremos cémo
hacerlo apoyandonos en el Teorema de la Convergencia Dominada.

Fijado x € Q, denotaremos

fe: Il >R ,  fi(t) = f(t,x).

Observemos que, si interpretamos f como una familia de funciones parametrizadas
por el intervalo 7, pedir que, por ejemplo, para cada x € R”", f, sea continua (o que f;
sea diferenciable) equivale a pedir que la familia de funciones { f; : t € I} dependa
continuamente (o diferenciablemente) del parametro t. De hecho, probaremos que,
asumiendo ciertas hipdtesis sobre la familia de funciones {f; : ¢ € I}, el caracter
continuo o diferenciable del parametro ¢ implica la continuidad o diferenciabilidad,
respectivamente, de F.

Teorema 3.2.1. (dependencia de un parametro en la integral) Fijemos ty € [a, b],
y supongamos que:

i) Sea cual sea x € Q, existe el limite 1im,_,, f (¢, x).
ii) Existe una funcion integrable h tal que | f(t,x)| < h(x) para todo t € 1.

Entonces

t—1y

lim / f(t,x) dm(x) = / lim f(t,x) dm(x).
Q Q=
En particular, si para cada x € Q, f, es continua en ty, también es continua
F(t) = / f(t,x) dm(x).
Q

Demostracion. Sea (1x);7 | una sucesion convergente a to, y consideremos la sucesion
de funciones medibles gy (x) = f(tx, x). Por hipétesis, todas ellas estan acotadas por
una funcién integrable &, y ademds, (gx),., converge puntualmente a la funcién
g(x) = lim,, f(¢,x), sin mds que comprobar que, para cada x € Q,

lim g (x) = lim f (¢, x) = lim f(z,x) = g(x).
—1o

El Teorema de la Convergencia Dominada, (3.1.3), pag. 83, afirma entonces que
limy / gr dm = f g dm, en otras palabras, que

h’lgn/Qf(tk,x) dx = /Qtlinl})f(t,x) dm(x).
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Como esto es vélido para cualquier sucesion (z,).7 , convergente a to, se tiene que

lfm/f(t,x) dm(x) = / lim f(t,x) dm(x).
Q Q=

t—1to

En particular, si para cada x € R", f, es continua en ¢y, también F es continua en f,
ya que

lim F(¢) = lim / f(t,x) dm(x) = / lim f(t,x) dm(x) =
=1 Jo Q=M

1>ty

= /f(to,x) dm(x) = F(tg). O
Q
Teorema 3.2.2. (de derivacion bajo la integral) Supongamos que I = (a, b), y que
se tiene

i) Para cadat € I, la funcion f; es integrable en Q2.
ii) Existe la derivada parcial %—{ en I X Q.

iii) Existe una funcion integrable h tal que

'a—f(t,x) <|h(x)| Vrel.

ot

Entonces F(t) = A) f(t,x) dm(x) es diferenciable en (a, b), y para cada t € I se
verifica

d
F'(t) = —
() =—

_ [of
/Qf(t,x) dm(x)] —/Q Fy (tg,x) dm(x).

Demostracion. Tratemos de ponernos en las hipotesis del teorema anterior. Para ello,
fijemos ty € I y consideremos las funciones

f(2,x) = f(10,%)

g(t,x) = P— t# 1o,
G(1) = /Qg(r,x) dm(x) = %ﬁ;(“’) t # to.

En primer lugar, para cada x € Q, el limite lim,_,,, g(#, x) existe, pues coincide
con %(Io,x). Ahora, si fijado x € Q, aplicamos el teorema del valor medio a las
funciones f;(7) = f(¢,x), se obtiene que

_‘f(l‘,X)—f(t(),X) af
B r—to

< | =L
ot

|g(z,x)] (&, x)| < |h(x)].
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De esta manera, el teorema anterior afirma que

lim G(¢) = lim / g(t,x) dm(x) = / lim g(z,x) dm(x) = / %—{(lo,x) dm(x),
1=t Jo Q= Q

t—1
es decir, existe F’(tg) y coincide con / %—{(to,x) dm(x). O

Fijémonos en que, en las hipétesis del Teorema de derivacion bajo la integral,
si ademas para todo x € Q las funciones f; son de clase 1, entonces aplicando el
Teorema 3.2.1, se deduce que F’ es continua en todo punto de /; en otras palabras,
que F también es de clase 1.

Asi, combinando los dos teoremas anteriores, se obtiene que para cualquier
k € N, el caracter de clase k de la familia de funciones {f, : x € Q} implica, bajo
las hipotesis de integrabilidad adecuadas, que F también es de clase k.

Corolario 3.2.3. Supongamos que I es un intervalo I = (a, b) un intervalo abierto.
Supongamos que se satisfacen las siguientes hipotesis:

i) Para cada x € Q, f,(t) es de clase k.

ii) Para 1 < j < k, existen funciones integrables hy, tales que

ok f

0| < @] Viel.

Entonces F(t) = fo(t,x) dm(x) es de clase k en 1, y para cada j € {1, ..., k},

FO (1) = / Zjl(t,x) dm(x).
Q

t]
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.2.4. Dado ¢ € R, la funcién f(t,x) = cos(¢x?) es claramente integrable
en el intervalo (0, ), asi que tiene sentido definir la funcion

F:R—>R, F()= / cos(tx?) dx.
0

Tratemos de aplicar el Teorema 3.2.1. Primero, observemos que la funcién f (¢, x) es
continua en todo R2. Por otra parte, para cualquier ¢ € R, la funcién f; estd acotada en
madulo por la funcién constante 1, que es integrable en (0, 7). Por lo tanto, podemos
elegir h(x) = 1 en (0, ). El Teorema 3.2.1. afirma ya que F es continua en todo R.
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Veamos a continuacion si estamos en las hipétesis del Teorema de Derivacion
bajo la integral 3.2.2. Primero, observemos que f admite derivada parcial respecto
de ¢ en todo punto de R?, y su valor es

af

a—(r,x) = —x? sin(tx?).
X

Ahora, para cualquier ¢ € R, se tiene

= |x? sin(2x?)| < x2,

af
‘a(t’x)

lo cual sugiere llamar A (x) = x2, que es integrable en (0, 7). Estamos en condiciones
de aplicar el Teorema de derivacion bajo la integral, por lo que F es derivable, y se
tiene

F'(1) = / n—xzsin(txz) de. ©
0

A la hora de aplicar los resultados anteriores, conviene darse cuenta de que, en
realidad, las hipétesis que exigen son locales. Para concretar, pongamos que queremos
aplicar el Teorema de Derivacion bajo la integral para probar que una determinada
funcién F(t) = /Q f(t,x) dm(x) es derivable en cada punto de un intervalo abierto
I. Entonces, debemos recordar que una funcion es derivable en [ si, y solo si, para
cada punto ¢y € [ existe un intervalo I, = (to — &,t9 + &) C I tal que F es derivable
en I,,. De esta manera, basta con encontrar una funcion 4 integrable tal que

0
'a—]:(t,x) < |h(x)| Vtel,.

Esto facilita mucho el trabajo en la practica, pues es habitual que la eleccion de la
funcion auxiliar 2 dependa del punto ¢. En el siguiente ejemplo, utilizaremos esta
idea.

Ejemplo 3.2.5. Consideremos la funcién

+00 t3
F :[0,+00) —> R, F(t):/ —-— dx.
1 3+ x3

Es claro que la funcién
/3
ft,x) = 5——
’ B+ x3
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es continua en [0, +00) X [1, +00). Ademads, para cada ¢ > 0, f; es integrable sin mas

que observar que
3

t
(0l < 5.
X
Pero esto no es, en principio, suficiente para concluir que F es continua en [0, +c0),
pues la cota es una funcién que también depende de t. Razonemos como sigue:
fijemos un 79 > 0 y consideremos el entorno [0, a), con a un nimero real fijo mayor
que t9. Sit € [0, a), entonces claramente

3 3
t a

feols 5 <,

X X

. 3 .

lo cual sugiere tomar h(x) = %, que ya no depende de t. Este razonamiento prueba,
P

ahora si, que F es continua en fy. Pero como ¢y era un nimero real no negativo

arbitrario, se deduce que en realidad F es continua en [0, +00).

Del mismo modo, se tiene

2.3
a_f([’x) — 3t—x’
ot (13 +x3)2

de manera que, fijado un 7y > 0 y considerando un nimero real a > f(, para todo

t € (0, a) ocurre que

3a%x3 34’
< = —,
x6 x2

of
E(t’X)

asi que, en virtud del teorema de derivacion bajo la integral, concluimos que F' es

derivable en todo (0, +0), y

+00 3t2 3
F’(t):/ Y ©
1

X.
(83 +x)?2

En muchos casos, el Teorema de Derivacion bajo la integral 3.2.2. puede utilizarse
para calcular integrales. Veamos cémo hacerlo:

Ejemplo 3.2.6. Consideremos la funcién

+00 e — e—lx
F:(0,+0) > R, F(t) :/ — dx.
0

X

En primer lugar, veamos que F' esta bien definida. En otras palabras, comprobemos

que la funcion
e — e—tx
f(t’ x) = -

X
es integrable en (0, +o00) para cada t > 0. Debemos estudiar el comportamiento de f;

cuando x — 0* y cuando x — +o0:
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= Para el primer caso, observemos que, aplicando la regla de 1’Hopital,
lim fi(x) = lim (e +te™™) =1 +1.
x—07* x—0*

de donde se sigue que | f;(x)| < 2+ en un cierto intervalo [0, §], y por tanto,
[ es integrable en dicho intervalo.

m Ahora, si x > 1, entonces

et +e
|fi(x)] < — = et +e ™,

asi que f; es integrable en [1, +00).
= Por ultimo, habria que analizar el comportamiento de f; en [J, 1], pero esto
es directo: f; es continua en el compacto [, 1], asi que es integrable.

El integrando anterior no admite, en general, una primitiva en términos de
funciones elementales. Sin embargo, observemos que

—(t,x) = e ™,
5, (%)

de manera que, si fijamos un ¢t > 0 y elegimos un cierto a < ¢, para cualquier
t € (a,+o0) y cualquier x € [0, +c0) se verifica

2
ot

1 1
< —
eax

(,x)

etx

Con lo cual, el Teorema de derivacion bajo la integral permite concluir que F es

+0o0
F'(1) = / e dx.
0

La clave estd en que la integral que define F’ es inmediata: para cualquier t > 0,
la funcién e~ es Lebesgue integrable en cada intervalo compacto [0, b], asi que

derivable, y que

utilizando la regla de Barrow,

+00 b 1
/ e ™ dm(x) = lim e ™ dx = e
0

b—+o0 0

e ’ _ 1 —
Asf que F’(t) = ; para todo ¢ > 0, de donde se deduce que F(t) = log? + C, con C
una cierta constante. Por ultimo, como

+o0o —x _ ,—X
F(l):/ £ "¢ =0,
0

X
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se deduce que C = 0. Asi que F(t) = logt para todo ¢t > 0. En otras palabras, para
todo ¢ > O se verifica

X

+00 —x _ —Ix
/ € —¢ dx =logt. ©
0

3.3. Teorema de Fubini-Tonelli

A pesar de ser relativamente intuitiva, la definicién de la integral de Lebesgue no
resulta particularmente ttil para calcular integrales de funciones de varias variables
reales. En realidad, nuestros problemas son mucho mayores: ni siquiera sabemos
calcular de manera eficiente la medida de subconjuntos de R”. Por ejemplo, el circulo
unidad de R?

C={(x,y) eR*: x> +y> < 1},

deberia cumplir m(C) = x. Pero lo tinico que sabemos por el momento es que

m(C) = inf Z m(ly):C C U Iy, Iy semi-rectangulos

n=1 n=1

En otras palabras, ni siquiera sabemos calcular integrales de funciones indicadoras
de borelianos. Asi pues, no es demasiado sorprendente que, por el momento,
no dispongamos de un método eficiente para calcular la integral de una funcion
f:R"—> R cuando n > 1. Para funciones de una variable, resolvimos este asunto
mediante la regla de Barrow, cuando probamos que la integral de Lebesgue extendia
a la integral de Riemann. El objetivo de esta seccion es desarrollar los teoremas
de Fubini y Tonelli, que constituyen el método habitual para reducir el cdlculo de
integrales de funciones de varias variables reales al de funciones de una sola variable.

Para fijar ideas, consideremos E un boreliano de R2. Entonces, no es dificil
comprobar que, por la propia definicion de medida de Lebesgue, m(E) puede
calcularse como el infimo de las medidas de las sumas de los recubrimientos
numerables por semi-rectangulos de “anchura” menor que un cierto ¢ fijado de
antemano. Esto sugiere que la medida —el area— de E pueda estar relacionado con la
medida —en este caso, longitud— de las intersecciones de E con cada una de las rectas
verticales x = a, con a € R. Por supuesto, andlogamente ocurre si reemplazamos
“anchura” por “altura” y rectas verticales por rectas horizontales. Este razonamiento
nos lleva a introducir el siguiente concepto:

Definicion. Dado E € R” x R?, llamaremos:
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seccion de E por un x € R" al conjunto E, = {y € R? : (x,y) € E}.

seccion de E porun y € R? al conjunto EY = {y e R” : (x,y) € E}.

De la misma manera, si f : R” X R” — R es una funcién, llamaremos:

seccion de f porun x € R" alafuncion f; : R? —» R, fi(y) = f(x,y).

seccion de f poruny € R” alafuncién f7 : R" - R, fY(x) = f(x,y).

La relacion entre secciones de funciones y secciones de conjuntos se manifiesta
mediante las igualdades

(Ig)x = Ly, (Ug) = IEy),
cuya demostracion es directa, pues basta con observar que, para un x € R” fijo,
1 si(x,y)€eE 1 siyekE,
I = = =1 :
(e () {o si (x,y) € E} {o s yer,| =0

La otra igualdad es analoga.

Veamos algunos ejemplos:

1) Sil = (a,b] x (c,d] es un semi-rectangulo en R?, entonces para cada x € R,
tenemos

Ly e R () € ) {(c,d] si x € (a,b]}’

@ si x ¢ (a,b]
y andlogamente se comprueba que, siy € R,
P (a,b] si ye(cd] .
@ si yé¢(cd]

Lo mismo ocurre para cualquier semi-rectdngulo / de R"” X R”, pues podemos
escribir I = J| X Jp, donde J; € R" y J, € R” son semi-rectingulos. En
general, si A C R" y B C R”, entonces

B sixeA A siyeB
(AXB), = . . (AxB)’ = . .
@ six¢A @ siyé¢B

1m) Consideremos el circulo unidad:

C={(x,y) eR*: x> +y* < 1}.
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II1)

Fijado x € R, tenemos
Co={yeR:?+y*<1}={yeR: |y <VI-x2},

y por lo tanto,

c - [-V1-x2,V1-x2| sixe[-1,1]
e six ¢ [—1,1]

|
(x NT=22) (—VT—32%.y) a(w ~2.y)
X 1 1

(x,—V1 —x2)

Figura 3.1: Secciones del circulo unidad.

Graficamente —véase la Figura 3.1—, la seccion de C por un punto xg € [—1, 1]
puede interpretarse como la interseccion de C con la recta de ecuacion x = x.
Pero, en realidad, esto no es del todo correcto, ya que dicha interseccién no
es un subconjunto de R. Precisamente para solucionar este inconveniente, se
define Cy, como el subconjunto de los puntos y € R tales que (xo,y) € C;
es decir, el subconjunto de los puntos y € R tales que (x, y) pertenece a la
interseccion de C con la recta x = xo. Lo mismo ocurre con las secciones por
un punto y.

Para un subconjunto B C R3, tenemos varias posibilidades para definir
secciones. Por ejemplo, sea

B={(x,y,z2) eR*: x> +y?<1,0<z<1}.
Si fijamos (x, y) € R?, entonces

[0,1] six’?+y* <1
B(x,y) = {Z eR: (x,y,z) S B} = ,

@ si x2+y%>1
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mientras que, dado z € R,

B ={(x,y) €R*: (x,y,2) € B} =

{1y size0,1]
o size[0,1]]°

De otra manera, podemos fijar (v, z) € R?, en cuyo caso
B9 = {xeR: (x,y,z) € B} =

_ {Hl “VANT=2] si(r2) e [-L 1T x [0, 1]}
g ,

si (y,2) ¢ [-1,1] x[0,1]
y dado x € R, se tiene

B, ={(y,z) €R*: (x,y,2) € B} =

_ {[—\/1 —x2V1-x2 x[0,1] sixe [_1,1]}

%) six ¢ [—1,1]

Observemos que B es un cilindro de altura 1 y radio 1. Las secciones de B por
un punto zo € R se pueden interpretar como las intersecciones de B con el
plano z = zo, mientras que las secciones de B por un punto (xo, yo) € R? se
corresponden con la interseccion de B y la recta de ecuaciones x = xq, y = yo.
En el primer caso, se obtiene un circulo de radio 1, siempre que zg € [—1, 1],
y en el segundo caso, se obtiene un segmento de longitud 1, siempre que
(x0, yo) sea un punto del circulo unidad.

Del mismo modo, las secciones B por un punto (yo, zo9) son segmentos de
longitud variable en funcién de yq, siempre que |yo| < 1y 0 < z9 < 1,
mientras que las secciones de B por un punto xo son rectangulos de base
variable y altura fija igual a 1, siempre que |xg| < 1.

Proposicion 3.3.1. Las secciones de conjuntos Borel medibles y de funciones Borel

medibles son medibles. Es decir, se verifica:

i) Si E C R" X RP es un boreliano, entonces para todo x € R y para todo

y € R", tanto E, como E” son borelianos.

i) Si f : R*XRP — R es una funcion Borel medible, entonces para todo x € R"

yparatodoy € RP, las funciones f, y f> son Borel medibles.
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Demostracion. Probaremos los enunciados (i) y (ii) para las secciones por puntos
x € R", pues para las secciones por puntos y € R” es anélogo.

Para probar (i), fijemos x € R" y consideraremos la familia
F ={B e B(R"xRP): B, € A(RP)}.

Es sencillo probar que .# contiene a los semi-rectangulos, pues si [ = J; X J, C
R? x R", entonces se tiene
D sixeJ 1
m(l) = ] :
@ six¢J;
Ademas, .# es una o-algebra, lo cual se deduce trivialmente de las igualdades

= O(En)x
X n=1

—pruébense—

(o)

w

n=1

(Ec)x = (Ex)c s

Por lo tanto, .% = A(R" x RP).
Para probar (ii), basta con observar que f; es la composicion de las aplicaciones
y = (x,y) = fx,y)

la primera de las cuales es continua, y la segunda es f, que es Borel medible. O

Las secciones de conjuntos y funciones son la clave de los teoremas de Fubini-
Tonelli, que enunciamos a continuacién. Para ello, introduciremos la siguiente
notacion: si f : R” X R? — R es una funcion medible con integral, suele escribirse

[ram= [ ey an = [ ren acay

para resaltar que la integral se produce respecto de la medida de Lebesgue en R” X R”.
Por otra parte, la notacién

/fmwwm>

significa que estamos integrando la funcién f, : R? — R, fi(y) = f(x,y), para un
x € R" fijo, respecto de la medida de Lebesgue en R? —es decir, respecto de y. Del
mismo modo,

[ ey dmiy)

es la integral de la funcién f; : R? — R, f¥(x) = f(x,y), para un y € R” fijo,
respecto de la medida de Lebesgue en R”.
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Teorema 3.3.2. (de Tonelli) Si f : R” XxR? — R es una funcién medible no negativa,
entonces las funciones

x o / £() dn(y). y / £ (x) dm(x)

son medibles, y se verifica

[ sy amen = [ ( [ 1) dm<y>) dm(x) =
-/ ( [ rw dm<x>) dn(y)

Teorema 3.3.3. (de Fubini) Consideremos f : R" X R? — R una funcién medible
con integral. Entonces:

i) Las funciones

x o / £() dm(y), v / £ (x) dm(x)

estan bien definidas en casi todo punto. Ademas, si f es integrable, ambas
funciones son finitas casi seguro.

ii) Se verifica:

[ ey aneen = [ ( [ 1o dm(y)) dm(x) =
-/ ( [ rw dm(x)) dm(y)

Las igualdades que se deducen como consecuencia de los teoremas de Fubini-
Tonelli suelen escribirse en la forma

[ ey amen = [ ( [ e dm(y)) dm(x) =
-/ ( [ sy dm<x>) dm(y).

Con esta notacién, recordamos que al escribir / f(x,y)dm(x) estamos integrando
una funcién que solo depende de x, para un valor de y fijo, y andlogamente ocurre
cuando escribimos f f(x,y)dm(y).

Pospondremos la demostracion de los teoremas de Fubini-Tonelli por el momento.
Veamos cémo aplicarlos:
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Ejemplo 3.3.4. La funcién f(x,y) = xy es no negativa sobre el conjunto E =
{(x,y) €eR>: 0 <x <y <1}.Como, fijado x € R, se tiene

[x,1] six € [0,1]
Ex:{y:(x,)’)GE}={® sixgé[ol]},

el Teorema de Fubini afirma que

'//Exydxdyz//xy.IE(x,y)dxdy:/(/xy.]Ex(x’y)dy) e =
:/(/Exxydy)dx:/()l(/xlxydy)dx:

1

1 3 2 471
X—Xx X X
dx:/ dx:[——— = —.

)Cy2

2

1

Alternativamente, también puede calcularse la integral haciendo secciones por y:

siye[O,l]}

0,
Ey:{x:(x,y)EE}:{; : siy ¢ [0,1]

En tal caso, tenemos:

1 y
//xydxdy:/(/ xydx)dyz/ (/ xydx)dy:
E E, 0 0
17,271 1.3 411
X7y y y 1
= e d = —d = | — = —.
/0[2]oy/02y[8]08

Naturalmente, ambos procedimientos dan el mismo resultado. ©

Ejemplo 3.3.5. La funcién f(x,y) = y - sin(27x) es continua sobre el conjunto
compacto E = [0, 1] x [—1, 1], asi que es integrable en él. Asi, el Teorema de Fubini
asegura que

//Ef(x’y)dxdy:/01(/0‘1y'5in(27fx)dX)dy:
:/Oly(/olsin(an)dx) dy =
:(/OIYdy).(/Olsin(%rx)dx) =0. ©
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Ejemplo 3.3.6. Consideremos la funcion

2

_y—*
fxy) = NS

sobre el conjunto E = (0, 1] x (0, 1]. Por una parte, es claro que f no tiene signo

constante sobre E. Tratemos de probar que f es integrable sobre E. Para ello,
escribiremos \
vy x? 1 1

If(xy)l—T \/_ \/_ 5

que es una funcidén no negativa e integrable. Luego f es integrable sobre E, y
podemos calcular /fE fdxdy utilizando el Teorema de Fubini:

sy = [ {2 -5 ) ax -
A LV e
1

Alternatlvamente, cuando no parece sencillo probar directamente la integrabilidad
de una funcién f sobre el dominio de integracidén, podemos tratar de dividirlo en
regiones mds pequeiias de manera que f tenga signo constante en cada una de ellas.
En nuestro caso, es sencillo comprobar que f es no negativa en el conjunto

f={(x,y) €E:y>x*},

asi que podemos aplicar el Teorema de Tonelli para calcular /fE+ f(x,y)dxdy:

/E+f(x,y)dxdy:/01 /1(%—3—2_) )dx:

1'2y% 3 1
= == —2x24fy dx =
/0 _3\/)? vy

/1 2 o3 4 s p 4 4+8
= — —2x2 + =X X==-—-—=—+—.
o \3vVx 3 3 5 21
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Por otra parte, f tiene signo negativo en el conjunto
E™={(x,y) € E:y<x?},

asi que, de nuevo por el Teorema de Tonelli,

/Ef(x,y)a’xdyz/o1 ‘/OXZ(\/g—f/—i)dy)dx:

1[H .2 * 1
2y2 3 / 4 s -8
= ———2)(,'2 dX:— —xzdx__.
</O 3\/)_6 \/yo 0 3 21

Por lo tanto, se concluye que

//Ef(x,)’)dxdy=//E+f(x,y)dxdy+//Ef(x,y)dxdy:%l—g:%‘ ©

Una de las hipétesis mas habituales que permiten aplicar los teoremas de Fubini-
Tonelli es la que recoge el siguiente resultado:

Corolario 3.3.7. Sea f : R" Xx R? — R una funcion medible. Si se satisface
cualquiera de las siguientes hipotesis:

i) [ ([ 1fGp)dm(x) dm(y) <+ o
ii) f (/ |f (x,y)| dm(y)) dm(x) < + co.

entonces [ es integrable, y

[ ey dmen = [ ( [ e dm(x)) dm(y) =
-/ ( [ e dm(y)) dm ().

Demostracion. Como f es medible, | f| es una funcion medible no negativa, asi que
por el teorema de Tonelli,

[1reldnten = [ ( / |f(x,y>|dm<x>) dm(y) =

-/ ( / If(x,y)ldm(y)) dm(x).

Asi, en cualquiera de los dos casos, las hipdtesis aseguran que | f| es integrable, luego
también lo es f, y concluimos por el teorema de Fubini. O
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Demostracion de los teoremas de Fubini-Tonelli

El nidcleo de 1la demostracion de los teoremas de Fubini-Tonelli se encuentra en
el siguiente resultado:

Lema 3.3.8. (Principio de Cavalieri) Si B C R" X R? es un subconjunto Borel
medible, entonces la funcion
x +— m(By)

es Borel medible, y
m(B) :/m(Bx) dm(x). (3.b)

Demostracion. Si aceptamos que la funciéon x — m(B,) es medible para cualquier
boreliano B, la igualdad (3.b) se prueba sin dificultad. Para ello, observemos que la
aplicacion

u:BR"XRP) - [0,+0] , wu(B)= / m(By) dm(x)

es una medida. En efecto, claramente u(@) = 0, y si (B,);, es una sucesion de
borelianos disjuntos dos a dos tales que B = ;" By, entonces By = {J,~, (By)x, y
la unién es disjunta, de manera que

w(® = [ s dnt) = [ S ml(By)e] dmx) =
n=1

= i/m[(Bn)x] dm(x) = iu(Bn),
n=1 n=1

donde la penultima igualdad es consecuencia del Corolario 2.2.7. Ademas, si
I = J; X Jp es un semi-rectangulo de R"” X R”, entonces

u(l) = / (L) dm(x) = /J m(Js) dm(x) = m(Jy) - m(Jz) = m(1).

De esta forma, el Primer Teorema de Unicidad (1.7.1), pag. 30 permite concluir que
u es la medida de Lebesgue sobre Z(R" X R?).

Ahora, probaremos que la funcién x — m(By) es medible para cualquier boreliano
B de R" x R?”. Sin duda alguna, esta es la parte mas técnica de la demostracion.
Vamos a fijar / un semi-rectangulo de R"” X R”, y consideremos la familia

F ={B e BR"XRP): x> m((BNI),) es medible}.
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Se trata de probar que .# = Z(R" x RP). Observemos primero que esto basta para
concluir que la funcién x — m(B,) es medible, pues escribiendo R” X R” como
unién disjunta de semi-rectangulos (1) ,, se tiene que

m(By) = m (O(B N In)x) = im((B N In)x),
n=1 n=1

y de esta forma, si la funcién x — m((B N I),) es medible para cualquier semi-
rectangulo /, entonces también lo es la funcidén x — m(B,) por tratarse de un limite
de funciones medibles.

Lamentablemente, para probar que .% es una o-dlgebra que contiene a los
semi-rectdngulos, serd necesario dar un rodeo. La razon estriba en que, en general,
resulta dificil dar una férmula para la medida de A U B que dependa tnicamente de
las medidas de A y de B. En cambio, si que es sencillo dar estas formulas para la
unién disjunta, o para la diferencia A \ B cuando B C Ay m(B) < +o0. Asi pues,
observemos que:

= .7 contiene a los semi-rectangulos, pues si J € R”XR?” es un semi-rectangulo,
entonces I N J también lo es, asi que escribamos I NJ = H; X Hp, donde
H; € R"y Hy C R? son también semi-rectingulos. Asi,

m(Hy) sixe€ Jl}

m((I0J),) = {0 ier

que es claramente medible.

= Si By, B, € .% son tales que B; C By, entonces By \ B, € .%#. En efecto,
se tiene (B \ B2)x = (B1)x \ (B2)y, y todos los subconjuntos involucrados
tienen medida finita, de manera que

m[((Bi\Bo)NI) | =m[((BinI\(B2n1)) | =

=m[(BiN1D)\ (BoNI),] =
=m((BiN1)y) —m((B2NI)y).

= Si (Bk),‘;":l es una sucesion de conjuntos de .% disjuntos dos a dos, entonces

el mismo argumento que utilizamos al principio de la demostracién permite
concluir que B = ), B € #, sin mds que observar que

m[(BNI),]=m (O(Bk N I)x) = im(Bk N Iy.
k=1 k=1
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Asi que, para concluir, necesitamos garantizar que las propiedades que conocemos
de .# garantizan que es una o-dlgebra.

Lema 3.3.9. (de Dynkin) La o-dlgebra de Borel en R¢ es la menor familia de
conjuntos .F C 2 (R?) tal que:

i) F contiene a los semi-rectangulos.

ii) % es cerrada frente a diferencias propias; es decir, si Fy, Fy € % son tales
que Fy C F», entonces F1 \ F> € 7.

iii) % es cerrada frente a uniones numerables disjuntas; es decir, si (F, k),‘z":l es
una sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos en F, entonces | J;_, Fr € Z.

Cualquier familia de subconjuntos de R4 que verifique las propiedades (ii) y
(ii7) del enunciado anterior se denomina d-sistema. Asi que se trata de probar que el
menor d-sistema .% que contiene a los semi-rectangulos es la o-dlgebra de Borel.

Observemos que Z(R?) cumple las propiedades (i) — (iv) del enunciado, asf que,
por definicién de .%#, debe darse .# C % (R?). Para probar el otro contenido, solo
necesitamos ver que .% es o-dlgebra. Veamos: como R¢ es unién numerable disjunta
de semi-rectangulos, R? € .7, de manera que si F € %, entonces F¢ = R4 \ F, asi
que .7 es cerrada por paso al complementario. Falta por probar que .% es cerrada
frente a uniones numerables arbitrarias. Para ello, intentemos razonar hacia atras:

1. Dada (F});7 | unacolecci6n de conjuntos de .%, querriamos escribir £y = Fj\
(F1U---UFi_1), yaquelos Ey son disjuntos dosados y (2, Ex = Uy, Fk.
Para que este argumento funcione, necesitamos que E; € .%. Pero como .%
es cerrada por paso al complementario, y se tiene

Ex=Fcn(Fin---NF,_,),
sera suficiente con probar que .7 es cerrada frente a intersecciones finitas.

2. Consideremos, pues, Fy, F> N %, y tratemos de probar que F} N F, € .Z.
Para ello, tendria sentido fijar E € .% y considerar

F1={FeZ:ENFeF}

Nuestro objetivo es demostrar que .#| es un d-sistema que contiene a los
semi-rectangulos. De esta forma, se tendria .| = .%, y como este hecho no
depende del E € . considerado, habriamos probado que .# es cerrada frente
a la interseccion finita. Es sencillo probar que .7 es un d-sistema, ya que:
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— si Fy, F, € %1, en particular pertenecen a .%, con lo cual E N (F; \
F>) = (EN F,) \ (E N Fp) también pertenece a .%].

—si F = Uf;’:l % es union disjunta de elementos de %, EN F =
Us (E N fx) es unién disjunta de elementos de .7, asi que F € 7.

Sin embargo, no parece facil probar que E NJ € .% para todo semi-rectangulo
J.

3. Para solucionar el inconveniente del punto anterior, utilizaremos el hecho de
que la familia de los semi-rectdngulos es cerrada frente a la interseccion. Lo
que haremos serd fijar un semi-rectangulo J y considerar la familia

Fr={Fe ¥ :FnJe.ZF}.

Ahora si es claro que .#; contiene a los semi-rectingulos, y los mismos
razonamientos del punto anterior permiten comprobar que .7, es un d-sistema.
Con lo cual, %, = ..

Ahora bien, esto es suficiente para concluir: el punto (3) indica que .%, = .%; con
lo cual, la familia .#; del punto (2) contiene a los semi-rectangulos, y por lo tanto,
F1 = Z. Pero esta igualdad se traduce en que .# es cerrada frente a intersecciones
finitas. Por tanto, segtin (1), .% es cerrada frente a uniones numerables, es decir, .7
es una o-algebra. De aqui se deduce que .# = Z(R" X RP), y asi se concluye que
para cualquier boreliano B de R"” X R?, la funcién x +— m(B,) es medible. O

El principio de Cavalieri afirma esencialmente que la medida de un conjunto
B C R" X R? estéd determinada por sus secciones. Equivalentemente, podemos decir:

Corolario 3.3.10. Si dos subconjuntos medibles E y E" de R" X R? satisfacen
E, = E} para casi todo x € R", entonces m(E) = m(E’).
Demostracion del teorema de Tonelli

A continuacién extenderemos el principio de Cavalieri para funciones medibles
no negativas, con lo que demostraremos el Teorema de Tonelli 3.3.2. De hecho, el
principio de Cavalieri es, en realidad, el Teorema de Tonelli cuando f es la funcién
indicador de un conjunto B € R" X R”:

/ I(x.y) dm(x,y) = m(B) = / m(B,) dm(x) = / ( / I5.(5) dm(y)) dm(x).



106 TeMA 3: TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA INTEGRACION LEBESGUE

Por lo tanto, no resulta dificil probar que el teorema de Tonelli es valido para una
funcién simple no negativa y Borel medible s = Zle naj-lyu;:

k
[ sty dmee) = Y a; [ 1, e dmix) -
=1

J
aj/ (/ Tiap, ) dm(Y)) dm(x) =

thwmﬂmm.

M=

1

~.
Il

M~

1

~.
Il

I
—

Ahora, si f : R" XR?P — R es una funcién medible no negativa, consideremos
(Sk);~, una sucesion creciente de funciones simples no negativas que convergen
puntualmente a f. En primer lugar, el Teorema de la Convergencia Monotona, (2.2.5),
pag. 55, afirma que

[ty dmisy) =1tim [ seey) dmey) Go)

Por otra parte, fijado x € R", la sucesién ((sk)x)zoz1 también es creciente y converge
puntualmente a f,, asi que de nuevo por el Teorema de la Convergencia Mond6tona
tenemos que

[ 50 ) =t [ (520, dm.

De esta forma, las funciones hi(x) = f (sx)x(y) dm(y) forman una sucesién
creciente, gracias a la monotonia de la integral, y ademas, el limite puntual de
(hi)pe, es h(x) = f fe(y) dm(y). Por lo tanto, gracias una vez mas al Teorema de
la Convergencia Monétona, deducimos que limy, f hi(x) dm(x) = f h(x) dm(x),es
decir,

i [ { [ 6o ant) | amt) = [{ [ ) anc) ameo.— 0
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Juntando 3.c y 3.d, concluimos:

[ sy dmtn) =tim [ seey) dmiey) =

~in [ ( [ dm(y)) dm(x) =
:/(/fx(w dm<y>) dm(x). o

Demostracion del teorema de Fubini

Finalmente, probaremos el Teorema de Fubini 3.3.3, a partir del Teorema de
Tonelli. Puesto que f tiene integral, la idea es aplicar el Teorema de Tonelli a sus
partes positiva y negativa. Concretamente, puesto que

/ £ y)dm(x,y) = / (e y) dm(x.y) - / £ (x.y) dm(x.y)

al menos una de las integrales del miembro derecho de la igualdad anterior, pongamos
f f* dm, es finita. Esto nos dice, en virtud del teorema de Tonelli, que la funcién

oo [ g0 an()
es finita casi seguro, pues es integrable:
J ([ 20 an) anco = [y dny) < oo
Si ademas f fuera integrable, también tendriamos que la funcién

oo [ g0y an)

es finita casi seguro, asi que podriamos encontrar un conjunto de medida nula fuera
del cual la funcién

oo [ R0y an) = [ 170 dne) - [ 509 dney)
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es finita. En cualquier caso, extendiendo la funcién x +— / fx(y) dm(y) por cero en
el conjunto de medida nula donde no esté definida, tenemos:

/ fx.y) dm(x,y) =
= [ £y dneey) - [ £ ) dneey) -

=[] #o dm(y)) an(x) - [ ( [ dm(y)) dm(x) =
- [ ([ roranm- [ o dm(y)) -
- [ ([ £ dm(y>) dm(x). O

3.4. La medida de Lebesgue bajo transformaciones

lineales

Una de las cuestiones fundamentales de la medida es cdémo se comporta mediante
transformaciones. Es decir, dado un boreliano £ C R” y una aplicaciéon 7 : R* — R”,
(existe alguna relacion entre m(E) y m[T(E)]?

A la hora de plantear dicha pregunta, debemos resaltar que, si 7" es una aplicacion
cualquiera, en principio T (E) no tiene por qué ser ni siquiera medible. Sin embargo,
el Corolario 1.2.2 garantiza que T(E) € A(R") siempre que pidamos que T sea
inyectiva. Por otra parte, sabemos qué relacion existe entrem(E) y m[T(E)] si,
por ejemplo, T es una traslacion (T (x) = a + x para cierto a € R") o si T es una
homotecia (T (x) = Ax para cierto 4 € R). Asi que parece razonable analizar, en
primera instancia, qué ocurre cuando 7" es una transformacion lineal.

Este tipo de cuestiones nos conducird de manera natural al Teorema de Cambio
de Variables, otro de los resultados fundamentales de la integracion Lebesgue, y que
resulta particularmente util en el cdlculo de integrales.

Proposicion 3.4.1. Sea T : R" — R" un isomorfismo lineal. Dado B C R", se tiene
que B es Borel medible si, y solo si, lo es T(B), y se verifica:

m[T(B)] = |detT| - m(B).

Demostracion. La aplicacion u(B) = m[T(B)] define una medida sobre Z(R")
—pruébese— y como T es lineal, u es invariante por traslaciones:

p(x +B) =m[T(x + B)] = m[T(x) + T(B)] = m[T(B)] = u(B)



3.4. La MEDIDA DE LEBESGUE BAJO TRANSFORMACIONES LINEALES 109

Ademads, como T es una aplicacion lineal entre espacios de dimension finita, es
continua, por lo tanto lleva conjuntos compactos en conjuntos compactos. De esto se
deduce que, si Q = (0, 1]", entonces

#(Q) < u(Q) = m[T(Q)] < +co.

Asi, en virtud del Segundo Teorema de Unicidad, (1.7.2), pag. 31, concluimos que
u(B) =m[T(B)] = c-m(B),donde c = m[T(Q)].

Se trata de ver a continuacién que m [T (Q)] = |det T|. Para ello, utilizaremos la
siguiente idea, que viene sugerida por el método de Gauss-Jordan para el calculo de
una matriz inversa. Diremos que un isomorfismo lineal 7" : R” — R" es elemental si
es de alguna de las siguientes formas:

1) Intercambiar dos coordenadas.

T(X1,5 e Xy ooy Xy ooXn) = (X1 oo Xy oo Xy ooy X))

i1) Multiplicar una coordenada por un nimero real a # 0.

T(X1,.ey Xiy oo Xp) = (X1, oo0y AXjy ooy X))

ii1) Sumar a una coordenada otra coordenada multiplicada por un nimero real.

T(X15 o0y Xiy ooy Xy o Xp) = (X1 ooy Xiy oy Xj + QX4 ooy X))

Los isomorfismos elementales estan asociados a las transformaciones elementales
que se realizan sobre una matriz para calcular la matriz inversa o para hacer ceros en
el calculo del determinante. Es sencillo probar que la matriz en las bases usuales de
R" de un isomorfismo elemental es la matriz obtenida al aplicar la transformacién
elemental correspondiente sobre la matriz identidad. De hecho, la propia definicion
del producto de matrices implica que efectuar una transformacion elemental sobre
una matriz A equivale a multiplicar A por la izquierda por la matriz que resulta de
aplicar a la matriz identidad esa misma transformacion elemental.

La utilidad de los isomorfismos elementales radica en el siguiente lema:

Lema 3.4.2. (de Gauss-Jordan) Todo isomorfismo lineal T : R" — R" descompone
como composicion de isomorfismos elementales.

Demostracion del Lema 3.4.2. El procedimiento es conocido. Primero, se transforma
la matriz del isomorfismo 7 en una matriz cuya primera columna es la primera
columna de la matriz identidad de orden n. Para ello:
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1. Intercambiar, si es necesario, la primera fila por otra fila cuyo primer elemento
sea no nulo; pongamos, c.

2. Multiplicar la primera fila por 1/c para obtener un 1 en la posicién (1, 1).

3. Sumar a las otras filas un multiplo adecuado de la primera fila para obtener
ceros en las posiciones (1, j) con j € {2,...,n}.

Anélogamente se obtiene un 1 en la posicion (2, 2) —intercambiando la segunda
fila por otra, si fuese necesario, y después multiplicindola convenientemente por
un nimero real—, y un 0 en las posiciones (2, j) con j # 2 —sumando un multiplo
adecuado de la segunda fila al resto de filas—. O

Utilizando el lema de Gauss-Jordan, podemos escribir un isomorfismo lineal
comoT =E;---E,, donde Ey, ..., E,, son isomorfismos elementales. Puesto que el
determinante es multiplicativo, tendremos que

det7T =detE---detE,,.

Por lo tanto, solo serd necesario probar que m[7(Q)] = |detT| para un isomorfismo
lineal T elemental:

1. SiT esdel tipo (i), es decir, “intercambia dos coordenadas”, entonces es claro

que T(Q) = Q,asique m[T(Q)] =1 = |detT|.

2. Si T consiste en multiplicar un coordenada i-ésima por un nimero real a > 0,

entonces
i-ésimo
—_—
T(Q)=(0,1]x---x (0,a] x---x(0,1]

y entonces m[T(Q)] = a = |detT|. Si a < 0, es totalmente andlogo,.

3. Finalmente, si T consiste en sumar a una coordenada otra coordenada
multiplicada por un niimero real, pongamos

T(x1,x2, ..., Xn) = T(x1,x2 + axy, ...x,),

entonces

T(Q) = Ax(0,1]"72,
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donde A = {(x1,x2 + axy) : x1,x2 € (0,1]}, y m(A) se puede calcular
facilmente utilizando el principio de Cavalieri: fijado x € R”, se tiene

Ar={y:(x,y)eA}={y:y=x+az, z€(0,1]} =

_ [x,x+a] sixe][0,1]
o si x¢[0,1]]°

1 x+a
m[A] :/ / dydx = a = |detT|. O
0 X

La proposicién anterior puede utilizarse para calcular la medida de algunos

con lo que

conjuntos. Este es el punto de partida del Teorema de Cambio de Variable, que
veremos en la siguiente seccion.

Ejemplo 3.4.3. SiT(x,y) = (ax, by), con a, b > 0, entonces la imagen del circulo
unidad C = {(x,y) : x> +y> =1} es

T(C) = {(ax,by) : x> +y* =1} = {(u,v) : z_i+z_z= 1},

la elipse de semiejes a y b. De manera que
m[T(C)] = |detT|-m(C) = ab - m(C),

y si aceptamos que m(C) = m —se probara mds adelante—, concluimos que el drea de
una elipse de semiejes a 'y b es mab. ©

Observemos, para terminar, que la Proposicion 3.4.1 también es vdlida aunque la
aplicacion T no sea inyectiva:

Proposicion 3.4.4. Sea T : R* — R" una aplicacion lineal. Si T no es inyectiva,

entonces m|T(B)] = 0 para todo B € (R").

Demostracion. Es suficiente con probar que m [T (R")] = 0. Observemos que, como
T no es inyectiva, T(R") es un subespacio vectorial de R” de dimensioén k < n, asi
que podemos encontrar un “cambio de base” S : R” — R”" —es decir, un isomorfismo
lineal- tal que

S[T(RM] = {x € R" : xg41 = --- = x, = 0} = R¥ x {0}.
Por lo tanto, m[S[T (R")]] = 0. Pero, en virtud de la Proposicién 3.4.1,
0 =m[S[T(R")]] = |detS| - m[T(R")],

asi que, necesariamente, m [T (R")] = 0. |
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3.5. Teorema del cambio de variables

Los resultados de la seccion anterior establecen relaciones entre m[F (E)] y m(E)
cuando E es un boreliano de R” y F : R” — R” es una aplicacién lineal. Nuestro
objetivo es extender este tipo de ideas a una coleccion més amplia de funciones F.
Parece razonable considerar que F sea de clase 1, pues estas son las aplicaciones que
pueden “aproximarse continuamente” mediante aplicaciones lineales en cada punto.

Recordemos que, dado U un abierto de R", una funcién F : U € R" — R?,
F(x) = (Fi(x), ..., Fy(x)), es diferenciable sobre U si para cada punto xo € U existe
una aplicacion lineal DF, : R" — R? tal que

. IF(x) = F(x0) = DFy,(x —x0)|| _
IFell—0 llx = xoll

0.

La aplicacion D F(xg), si existe, es Unica, y recibe el nombre de aplicacion lineal
tangente o diferencial de F en el punto xo. Puesto que D F(x() es una aplicacion
lineal que actiia entre R"” y R”, puede interpretarse como una matriz de dimensiones
p X n. Asi, el elemento que esta en la posicion (7, j) de dicha matriz es la derivada
parcial de la componente i-€sima respecto de la coordenada j-ésima en el punto xo,
es decir, gTF;(xo). Podemos definir, por lo tanto, la aplicacion

DF:U CR" - Z(R",RP) = Mpxn(R), x— DF,,

que se conoce con el nombre de derivada de F.

Si colocamos normas en R" y R” entonces podemos dotar al espacio vectorial
Z(R",RP) de las aplicaciones lineales T : R” — R” de una norma, sin mas que
definir

1Tl = sup [[T(x)Il,
lel=1

aunque, en realidad, como .Z (R”,R”) es un espacio de dimension n - p, todas las
normas que definamos en €l son equivalentes. Sea cual sea la norma que se ponga, la
cuestion es que podemos hablar de continuidad en el espacio .2 (R", RP)

De esta forma, se dice que F es de clase 1 en U si la aplicaciéon D F es continua
en U; lo cual equivale a decir que todas las derivadas parciales

OF;
—x):U—->R, xm

Ox;

oF;
@
Xj
son continuas en U. Finalmente, si, en el caso de que que p = n, F es biyectiva, y su
inversa F~! es también de clase 1, entonces diremos que F es un difeomorfismo de
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clase 1. Una condicion necesaria y suficiente para que F sea difeomorfismo en un
entorno de un punto x € U es que D F(x) sea invertible. Es mas, se tiene:

Proposicion 3.5.1. Una aplicacion inyectiva F : U C R" — F(U) € R" es un
difeomorfismo si, y solo si, para cada punto x € U, DF (x) es invertible.

Consideremos ahora F : U C R" — F(U) C R” un difeomorfismo de clase 1.
Dado B € F(U) un boreliano, debe ser B = F(A) para un cierto boreliano B C U.
(Podemos establecer alguna relacién entre m(B) y m(A)?

La misma pregunta puede extenderse al caso de funciones medibles. Si g :
F(E) — R es una funcién medible, la composicién g o F : E — R también es
medible. Asi que podemos preguntarnos por larelacion entre las integrales fE goF dm
y /F( £ 8 dm.

El resultado fundamental que da respuesta a estas cuestiones se conoce general-
mente como Teorema del Cambio de Variables.

Teorema 3.5.2. (del Cambio de Variables) Sea U un abierto de R" y F : U C
R" — F(U) C R" un difeomorfismo de clase 1. Entonces, para cualquier boreliano
E C F(U) y cualquier funcion medible g : F(U) C R" — R, se verifica

/ga’m:/ goF -|detDF| dm,
E F-1(E)

en el sentido de que si alguna de las integrales existe, entonces existe la otra y son
iguales.

Es necesario hacer algunas observaciones al resultado anterior:

1. En el caso particular de que g = I, se tiene que g o F' = Ip-i(p), y por lo
tanto, el Teorema del Cambio de Variables permite calcular m(B):

m(B) = / |det DF| dm.
F~1(B)
De otra forma, si ponemos B = F(A) para un boreliano A C U, obtenemos
m[F(A)] = / |det DF| dm,
A

féormula que permite calcular la medida de la imagen de un boreliano por
un difeomorfismo de clase 1. En este sentido, el Teorema del Cambio de
Variables viene motivado por la Proposicion 3.4.1, sin mas que recordar que,
para cada x € U, DF, es la aplicacion lineal que mejor aproxima a los valores
de F en un entorno del punto x.
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2. Observemos que, si F' : (a,b) — (¢, d) esun difeomorfismo de clase 1 entre
intervalos abiertos de R, entonces

|det DFy| = |F'(x)| Vx € (a,b).

Por lo tanto, el Teorema del Cambio de Variables 3.5.2 indica que, para
cualquier funcién medible g : (a,b) — R, se tiene

/ gdm:/ goF - |F'| dm
F(a,b) (a,b)

Esta formula extiende al resultado que conociamos para la integracion Rie-
mann, aunque con una apariencia ligeramente distinta. Primero, observemos
que, como F es una aplicacion continua y biyectiva en (a, b), debe ser
estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente. Si ademads, F puede
extenderse a una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces
Fla,b] es el intervalo de extremos ¢ = F(a) y d = F(b); si no es asi,
podemos interpretar las integrales de Riemann en el sentido impropio. Con
estas notaciones, el teorema fundamental del cédlculo para la integracion
Riemann permitia escribir, si F' es creciente,

d b
/ ¢(x) dx = / g[F(0] - F'(x) d, 3.

y, si F' es decreciente,

d c a
/C g(x)dx = —/d g(x)dx = —/b glF(x)] - F'(x) dx. (3.9)

Asi, el miembro derecho de las igualdades 3.e y 3.f coincide con /(a b & °
F - |F’| dm, sin mas que observar que F’(x) > 0 para todo x € (a, b) en el
primer caso, y F’ < 0 en el segundo.

Antes de dar una demostracion del Teorema del Cambio de Variables, veremos
algunos ejemplos de aplicacion.

Ejemplo 3.5.3. Calculemos

2 3
//dedy,
D X

donde D = {(x,y) eER?:1<xy<4,0< 75y< x}. En otras palabras, D es la
region del primer cuadrante encerradas por las hipérbolas y = )lc ey = % y las rectas
y=xey =x/4—véase la Figura 3.2.
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T y=4/x

Figura 3.2: La regién D.

Para ello, elegiremos un cambio de variables adecuado. Fijémonos en que
D:{(x,y)€R2:1§xy§4, %S%Sl,x>0},

lo cual sugiere considerar como “nuevas variables” u = xy, v = )XC, y como “nueva
region”
E={(uv):1<u<4, 1 <v<1}=[14]x[41].

En tal caso, la propia definicion de D nos daria que
(u,v) e E & (x,y) €D,

con el anadido de que integrar sobre E es mucho mas fécil que integrar sobre D.
Para encontrar el difeomorfismo F adecuado, deberemos expresar (x, y) en funcién
de (u,v). Esto puede hacerse sin mas que despejar: se tiene que x = m y = Vuv.
Asi que, si llamamos

F: (0,+00) X (0, +00) > R, F(u,v) = (\u/v, Vav),

entonces F es un difeomorfismo de clase 1 en el abierto U = (0, +00) X (0, +00),
y se verifica que D = F(E). En efecto, la segunda afirmacion esta clara por el
razonamiento anterior, y la primera se comprueba facilmente mediante la Proposicion
3.5.1:

1 I [u
2vuvy - 2\3 1
DF(M,V) = . . = |detDF(u,v)| = Z >0
1% u
2Vu 2\v
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y
| | |
' + T T T

1/2 I

Figura 3.3: La region E bajo el cambio de variables F(u,v) = (\/u/v, Vuv).

De esta manera, el Teorema del Cambio de Variables afirma que, para g(x,y) =
2y3 /x, se tiene

/ g(x,y)dxdy = /(g o F)(u,v) - |det DF, )| dudv. (3.2)
F(E) E

Asi,

2 3 2 3 1 4 1
/ dedy:/(—\/u_v)~—dudv:/ / ududv=3. ©
F(E) X E ulv 2v 1 Ji

1

Cambios de coordenadas habituales

En el contexto del Teorema del Cambio de Variables, los difeomorfismos de
clase 1 suelen denominarse cambios de coordenadas. Hay algunos cambios que
ocurren con mucha frecuencia en problemas fisicos y geométricos, asi que conviene
conocerlos bien.

Coordenadas polares

Todo punto (x,y) € R? que no pertenezca al semieje positivo de las x puede
representarse en funcion de la distancia al origen r y del dngulo 6 que forma con el
semieje positivo de las x. Explicitamente,

r= +vx2+y2% 6 =arctan X, (3.h)
X
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con la precaucidon de tomar el dngulo 6 en el cuadrante correspondiente, y entendiendo

que
5 siy>0,x=0
arctan — =
X 3 .
7” siy<0,x=0
S o
r 1
Y
6 l

Figura 3.4: Coordenadas polares.

La Figura 3.4 indica que
x=rcosf, y=rsinf (3.1)
Asi, podemos considerar U = (0, +o0) — (0, 27) y definir la aplicacién
F:U—->R*\{(x,0): x>0}, F(r,0) = (rcos6,rsinb),

a la que llamaremos aplicacion de cambio de coordenadas polares. Las ecuaciones
anteriores 3.h y 3.1 implican que F es biyectiva. Ademds, su matriz jacobiana en un
punto (r,0) € U es
cos —rsiné
DF, = )
(r:6) (sin 6 rcosé )
con lo cual, F es de clase 1. Finalmente, puesto que
|detDF(r79)| =r,

se deduce que DF, ) es invertible en todo punto de U, y por lo tanto F es un
difeomorfismo de clase 1.

El Teorema del Cambio de Variables nos permite conocer que para cualquier
boreliano B C U y cualquier funcion Borel medible f : U — R, se tiene

f(x,y)dxdy = /f(rcos@,rsin@)-rdr deo.
F(B) B

Fijémonos en que F(U) no es todo R?, lo cual podria ser un inconveniente. Sin
embargo, el complementario de F(U) en R? es un conjunto de medida nula en R?,
con lo cual, no necesitaremos preocuparnos por este detalle.
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Ejemplo 3.5.4. Veamos cémo calcular en coordenadas polares el area del circulo
unidad. Se trata, entonces, de calcular la medida de

D= {(x,y) eR*: x* +y* < 1}.

Para ello, observemos que los puntos (x,y) € D son aquellos cuyas coordenadas
polares (r,6) cumplen 0 < r < 1y 0 < 6 < 2nx. Esto sugiere considerar

E={(r,0) € (0,+0) x (0,27) : 0<r <1, 0<6 <2n},

yaque D = F(E). El conjunto E se utiliza para describir en coordenadas polares al
conjunto D = F(E), tal y como se indica en la Figura 3.5. En la practica se dice que
E se obtiene “expresando E en coordenadas polares”.

Asi, el Teorema del Cambio de Variables afirma que

1 2n
m[F(E)] = / dm = / |det DF(, 9)| dm = / / r dodr =
F(E) E 0 0

1
:27r/ rdr=n©
0

Figura 3.5: Transformacion en coordenadas polares.

Ejemplo 3.5.5. Calculemos el volumen del sélido que queda entre el circulo unidad
en R? y bajo la gréfica de la funcién f(x,y) = sin (7(x? + y?)). Observemos que
f(x,y) es no negativa en D = {(x,y) : x> + y> < 1}, asi que el volumen pedido
coincide con la integral

/ sin(ﬂ(x2 + yz)) d(x,y).
D
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Para calcularla, observemos de nuevo que D = F(E), para E = {(r,0) € (0, +c0) X
(0,27) : 0 < r < 1}, por lo tanto,

/ sin (7 (x* + y%)) dx dy = / rsin(zr?) dr do =
F(E) E

2 1 1 1 2r
:/ —/ 2nr sin(zr?) dr dé):—/ 2do=2. ©
0 2 0 21 0

Ejemplo 3.5.6. La curva cuyas ecuaciones en coordenadas polares es r(6) = 1+cos 6,
se conoce como caracol de Pascal. Se puede hacer un esbozo de la curva dando
algunos valores a 6 € (0, 27), como se muestra en la Figura 3.6.

s

Figura 3.6: Caracol de Pascal r = 1 4+ cos 6.

El 4rea que encierra dicha curva puede calcularse mediante una integral doble,
pues coincide con la medida del conjunto F(E), donde

E={(r,0):r<1+cosb, 0 € (0,2m)}

Por lo tanto,

m[F(E)] :/ d(x,y) =/|detDF(,,9)|dra’9=
F(E) E

2r 1+cos @ 1 2
=/ / rdrdH:—/ (1 +cosb)?do =
o Jo 2 Jo

2 3

=-r. ©

1 3
:[sin9+§sin20+190 >
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Coordenadas cilindricas

Dado un punto (x, y,z) € R? que no pertenezca al semieje positivo de las x,
podemos considerar (r, 8) las coordenadas polares de su proyeccion sobre el plano
z = 0. De esta manera se obtienen las coordenadas cilindricas.

z
P=(x,y,2)
z

0 r\
P’ Y

Figura 3.7: Coordenadas cilindricas.

Formalmente, consideramos U = (0, +o0) X (0,27) X R y definimos
F:U—->R\{(x,0,2): x>0}, F(r,0,7) = (rcos6,rsinb,z),

que recibe el nombre de aplicacion de cambio de coordenadas cilindricas. Se trata,
claro estd, de un difeomorfismo de clase 1, ya que su matriz jacobiana es

cosd —rsing O
DF( gz =|sinf rcosf O],
0 0 1

y, por lo tanto, det(DF, ¢,)) = r > 0 para todo (r,6,z) € U. Fijémonos en que
los puntos (x,y,z) € R? que pertenecen al semiplano y = 0,z > 0 no tienen
“coordenadas cilindricas”, pero se trata de un conjunto de medida nula en R3. Asi
que podemos utilizar el Teorema del Cambio de Variables para calcular integrales de
funciones en R* mediante el difeomorfismo F de cambio de coordenadas cilindricas
sin tener en cuenta este detalle.
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Ejemplo 3.5.7. El volumen de un tronco de paraboloide hiperbdlico de altura 4 > 0,
D={(x,y,z2) eR*: x* +y* <z, 0<z < h},

se calcula facilmente utilizando coordenadas cilindricas. Para ello, basta con observar
que, salvo un conjunto de medida nula, D coincide con F(E), donde F es el
difeomorfismo de cambio de coordenadas cilindricas y E se obtiene “expresando D
en coordenadas cilindricas”, es decir,

E={(r,0,2) € (0,+0) x (0,21) xR : r <z, 0 < z < h}.

Por lo tanto,

m(D) = / d(x,y,2) —/ |det DF(, 9| d(r,0,z) =

2r 27r
/ / / rdrdedz—/ / —d@dz—ﬂh ©

Coordenadas esféricas

Dado un punto P = (x, y, z) € R? que no pertenezca al eje z ni al semieje positivo
de las x, podemos asignarle tres valores (r, 8, ¢) como se muestra en la Figura 3.8.
Es decir,

= r es la distancia al origen.

= ¢ es el dngulo polar, es decir, el angulo que forma P con el semieje positivo
de las z.

= § es el angulo azimutal, es decir, el angulo que forma la proyeccion del punto
P sobre el plano XY con el semieje positivo de las x.

Concretamente, utilizando que el tridngulo O PP’ de la figura 3.8 es rectangulo,
se tiene
z=rsin(5 —¢) =rcos¢, 1 =rcos(§—¢)=rsing,

y puesto que (7’, 8) son las coordenadas polares del punto (x, y), deducimos que
x=r'cosf =rsingcosd, y=r'sinf =rsin¢sinf
Asi, si llamamos U = (0, +c0) X (0, 27) x (0, 7r), la aplicacion

F:U—-R*\{(x,0,2) : x>0,z €R},
F(r,0,¢) = (rsin¢cos0,rsin¢sinf,rcos @),
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P =(xy,2)

Figura 3.8: Coordenadas esféricas.

es biyectiva en U, segun el razonamiento anterior. Ademas,

singcos@ rcos¢cosf —rsingsinb
DF( 4 =|singsing rcos¢cosf rsingcosh |,
cos 6 0 —rsin ¢

luego
|det(DF,.9,4))| = r*sin ¢,

que es distinto de cero para todo punto (r, 8, ¢) € U. Por tanto, F es un difeomorfismo
de clase 1.

De nuevo, R3 \ F(U) mide cero, con lo cual, el difeomorfismo anterior puede
utilizarse para el cdlculo de integrales triples sin ninguna dificultad afadida.

Ejemplo 3.5.8. El volumen de la esfera centrada en el origen y radio R, es decir
D ={(x,y,2) eR®: x> +y? + 22 < R?},

puede calcularse observando que, salvo un conjunto de medida nula, D coincide con
F(E), donde F es el difeomorfismo de cambio de coordenadas esféricas y

E={(r,0,0):0<r<R}=(0,R)x(0,27) x (0, 7).
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Por lo tanto,

(D) = / d(x.y.7) = / (det(DFy0.5)] d(r, 0, 6) =
F(E) E

R 2 bd A7
=/ / / r’singd¢ dodr = —R>. ©
o Jo 0 3

Demostracion del Teorema del Cambio de Variables

Fijemos, durante toda esta seccion, F : U C R" — F(U) € R" un difeomorfismo
de clase 1. Se trata de probar la férmula

/ga’m:/ goF -|detDF| dm,
E F-1(E)

donde E C F(U) es un borelianode R" y g : F(U) — R es una funcién medible.
En primer lugar, observemos que si probamos una de las desigualdades, pongamos

/g dm < / goF -|detDF| dm, (3.)
E F-1(E)

la otra desigualdad se sigue utilizando el difeomorfismo F~!'. En segundo lugar,
basta con probar la formula (3.j) para el caso particular de g = 1p(p), con B C U,y
tomando E = U:

Lema fundamental 3.5.9. Dado un boreliano B C U, se verifica que F(B) es un
boreliano de F(U), y

m|[F(B)] S/B|detDF(x)| dm(x).

En efecto, una vez probado el lema anterior, el Teorema del Cambio de Variables
se obtiene a partir de €l aplicindolo primero a funciones simples, después a funciones
medibles no negativas con la ayuda del Teorema de la Convergencia Mondtona,
y finalmente a funciones integrables. En efecto, si g = ;" axla,, entonces por
linealidad,

m m

gdm = ar-m(AyNE) < ag (/ |det DF| dm) =
/E Z Z F_I(AkﬂE)

k:] k:]

m
:/ ” )(ZakIFl(Ak))-ldetDFl dm:/ gOFldetDF| dam.
F-YE

k=1 F=I(E)
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Si g es medible no negativa, existe una sucesion creciente de funciones simples
(sk);-, convergentes a g. Entonces, la sucesion de funciones sx o F - [det DF|
converge puntualmente a g o F - [det DF|, y

/gdm
E

h’m/skdmsh’m/ sgoF -|detDF| dm =
k JE k JF-1(E)

/ goF -|detDF| dm,
FY(E)

aplicando el apartado anterior y el Teorema de la Convergencia Mondtona. Finalmente,
si g es integrable,

/ (goF-ldetDFl)*dm:/ g+oF-|detDF|dm§/g+dm<+oo,
F-I(E) F-1(E) E

/ (gOF-ldetDFl)_dm:/ g_OF-ldetDFlde/g_dm<+oo,
F-1(E) F-1(E) E

con lo cual, la funcién g o F - |[det DF| es integrable en F~!(E), y la suma de las dos
igualdades anteriores es justamente la formula (3.)).

La prueba del Lema fundamental 3.5.9 se hard por etapas. Durante todo el
desarrollo, denotaremos, Q (xo, d) al semi-cuadrado de centro xo € R" y radio § > 0;

es decir,
Q(x0,0) ={xeR":xg—6 <x <x9+6}.

La idea fundamental es que, para difeomorfismos de clase 1, las distancias || F(x) —
F(x0)|| pueden aproximarse por las distancias ||DFy,(x — xo)|| en un entorno del
punto xo.

Lema 3.5.10. Sea xo € U. Para todo &€ > 0 existe un § > 0 tal que, si x,y € Q(xop,9),
entonces
1F(x) = F(xo)ll < (1 + &) [|DFy, (x = xo) |- (3.k)

Demostracion. La definicion de diferenciabilidad de F en el punto x( afirma que,
dado n > 0, existe 6 de manera que si ||xg — x|| < J, entonces

[1F(x) = F(xo) = DFyo (x = x0)[| < nlx = xol|.

Ahora bien, como DF,, es invertible, ||[DFy,(x)|| > 0 en todo punto x de la esfera
unidad de R”". Por lo tanto, la compacidad de la esfera unidad y la continuidad de
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DF,, garantizan la existencia de un M > 0 tal que ||[DFy,(x)|| > M para todo x tal
que ||x|| = 1, con lo cual

X — X0

1D Fry (x = x0)|| = [lx = xol| - HDFX() ( )H > Mlx = xoll-
llx = xoll

Asi, obtenemos que
n
IF() = Fo)ll < ke =yl + 1Dy (x = xo)ll < (14 25 ) 1Dy (x = xo)ll
de modo que eligiendo n < M e se concluye. O

Consideremos, pues, F' : U C R" — F(U) C R" un difeomorfismo de clase 1.

Es esencialmente una consecuencia del Corolario 1.2.2 que F(B) es un boreliano

de R" para todo boreliano B contenido en U. ;Qué podemos decir, en este caso, de

la medida de F(B)? Pongamoslo facil: veamos qué ocurre si tomamos como B un

semi-cuadrado Q(x, d), al cual denotaremos simplemente Q. El Teorema del Valor
Medio afirma que

I1F(x) = F(xo)ll < Mllx — xoll 3.1

donde M es una cota de los valores ||DF,||, con x € Q. Por lo tanto, la propia
definicién de Q implica que F(Q) C Q(F(xg), Mo), asique m[F(Q)] < M"-m(Q).
Nuestra desigualdad (3.k) es mas fina que (3.1), y de hecho puede aplicérsele
el mismo razonamiento sin més que reescribirla utilizando el difeomorfismo G =
DF;! o F:
1G(x) = G(xo)|l < (1+&)llx —xoll-

Deducimos, pues, que G(Q) € Q(G(xgp), (1 +&)d), y asi
F(Q) = DF[G(Q)] € (1 +¢&) - DFy,[Q(G(x0),0)].

De esta manera, podemos comparar la medida de F'(Q) con la medida de DFy(Q).
Hemos probado, por tanto:

3.5.11. Dado xo € U, para todo € > 0 existe un 6 > 0 de manera que el semi-
cuadrado Q = Q(xo, 0) verifica

m[F(Q)] < (1 +¢)"-|detDF,,|-m(Q).

Ahora, trataremos de extender el resultado a borelianos contenidos en un cierto
semi-cuadrado de lado suficientemente pequefio. Fijado xo € U, consideremos un
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semi-cuadrado Q C U centrado en x y de radio ¢ que satisfaga 3.5.11. Dado B € Q
un boreliano, consideremos un recubrimiento numerable de B por semi-cuadrados
Qk = Q(xk, 6x) contenidos en Q. Entonces, F(B) C Uy, F(Qk), y la desigualdad
3.5.11 afirma que

(o)

mlF(B)] < )" m[F(Qu] < (1 +2)" Z |det DFy, | - m(Qy). (3.m)
k=1
La desigualdad anterior no es demasiado util, pues depende de los centros de los semi-
cuadrados elegidos. Para solucionar esto, utilizaremos que, si ¢ es suficientemente
pequeiio, los valores de det DF, con x € Q oscilan poco. En otras palabras, la
aplicacion x +— det DF es continua en xo y no se anula en xg, asi que si 6 > 0
es suficientemente pequefio, podemos asegurar que det D F, es no nulo para todo
x € Q(x0,0), y ademas

(1+&)!-|det DF,| < |det DFy,| < (1+¢)-|det DF,| (3.n)

Por lo tanto, utilizando (3.n), se deduce de (3.m) que

m[F(B)] < (1+¢&)"*!. |det DFy,| im(Qk).
k=1

Ahora, tomando infimos, llegariamos a la desigualdad
m[F(B)] < (1+&)"!-|detDFy,| - m(B)

siempre que pudiéramos garantizar que la medida de Lebesgue de B puede calcularse
considerando tinicamente recubrimientos por semi-cuadrados de lado menor que 6.
Pero esto es cierto, y se deduce facilmente del Lema 1.2.6: dado un semi-rectangulo
I, fijemos un € > 0 y sea J un semi-rectangulo tal que / C J ym(J) <m(l) + ¢.
Como J es unién disjunta de semi-cuadrados (Qx),~, y es fécil ver que dichos
semi-cuadrados pueden tomarse de lado menor o igual que un cierto ¢ > 0 prefijado,
se tiene que

> m(Qi) =m() <m(D) +e,
k=1

y por tanto, m(I) coincide con el infimo de las sumas }.;” | m(Qy), donde (Q);7,
es un recubrimiento numerable de I por semi-cuadrados de lado menor que 6. La
propia definiciéon de medida (exterior) de Lebesgue permite extender esta igualdad
para cualquier subconjunto de R”

En resumidas cuentas, hemos probado:
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3.5.12. Sea xy € U. Para todo € > 0 existe un 6 > 0 de manera que, si B es un
boreliano contenido en Q(xo, ) N U, entonces

m[F(B)] < (1+¢&)"™!.|detDF,,| - m(B)

Para terminar la demostracion, necesitamos extender 3.5.12 para cualquier
boreliano B. Fijémonos en que no podemos hacer directamente € — 0: el radio del
semi-cuadrado ¢ depende de €, y si 6 — 0 cuando € — 0, entonces no tendremos
nada de interés. Lo primero que debemos eliminar es la dependencia del punto x( en
3.5.12. Esto no es dificil utilizando de nuevo las desigualdades (3.n):

m[F(B)] < (1+6)”+1/|detDFxO|dms (1+8)”+2/|detDFx|dm.
B B

Asi pues, llegamos a:

3.5.13. Sea xy € U. Para todo & > 0 existe un 6 > 0 de manera que, si B es un
boreliano contenido en Q(xq,0) N U, entonces

m[F(B)] < (1 + g)”+2/ |det DF| dm.
B

Finalmente, consideremos B un boreliano contenido en U. Como, segun el Lema
1.2.6, U puede escribirse como union disjunta de semi-cuadrados con adherencia
contenida en U, entonces B puede escribirse, a su vez, como union disjunta de
borelianos, cada uno de ellos contenido en un semi-cuadrado con adherencia en U.
Asi que vamos a fijarnos en un boreliano C que estad contenido en un semi-cubo Q
cuya adherencia estd, a su vez, contenida en U. Fijado £ > 0, cada punto x € C posee,
segln 3.5.13, un J, de manera que para cualquier boreliano C, € Q(x, d,) se verifica

m[F(Cy] < (1 + g)"+2/ |det DF| dm.
Cx

Pero Q es compacto, y los semi-cuadrados abiertos Q(x, d,) forman un recubrimiento
suyo, asi que podemos extraer un subrecubrimiento finito

ccoc|Jow.an el ot o)
k=1 k=1
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Ahora, escribiremos C como union disjunta de borelianos Cy, ..., C,,, cada uno de
ellos contenido en un semi-cuadrado Q (x, 5¢), y apliquemos 3.5.13, para concluir
que

m[F(C)] = Zm[F(Ck)] < (1 +8)"? Z/ |det DF| dm =
k=1 =1 Ck

= (1+¢&)"? / |det DF| dm.
C

Y, ahora si, hemos eliminado la dependencia de ¢ en la cadena de desigualdades
anterior. Luego, como esto se tiene para todo & > 0, concluimos que todo boreliano
C contenido en un semi-cuadrado con adherencia contenida en U verifica el Lema
Fundamental 3.5.9:

m[F(C)] S/C|detDF| dm.

Pero hemos quedado en que nuestro boreliano B era, a su vez, unién numerable
disjunta de borelianos By, con k € N, cada uno de ellos contenido en un semi-
cuadrado con adherencia contenida en U. Por lo tanto, escribiendo B = UZ’ZI B
concluimos que

mF(B)] = > m[F(B)] <) [ |detDF|dm :/BldetDFl dm,

k=1 k=1 Bk

lo cual es suficiente para concluir la demostracion del Lema Fundamental 3.5.9, y
con ello, la demostracion del Teorema de Cambio de Variables 3.5.2.

Autoevaluacion

Elijase una de las respuestas (a), (b), (¢) 6 (d) para cada pregunta. Solamente hay una
respuesta correcta en cada caso.

1. (A cudl de las siguientes sucesiones de funciones puede aplicarsele el Teorema de la
Convergencia Dominada?

a) fi(x) = x*.

b) fi(x) = Ijo,k)(x).

) fi(x) = Ig 17 (x).

d) fi(x)=k- I[k,k+# (x).
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2. Dada f : [0,+00) — R una funcién medible, consideremos la sucesién a, =
+00 1~ . . ~ . . )
fk f(x)dx. ;Qué hipétesis necesitamos afiadir para concluir que limg az = 0?

a) f esintegrable.
b) f es acotada.
¢) f esno negativa.

d) No es necesario afiadir ninguna hipétesis.

3. Consideremos la sucesién de funciones fi (x) = %-I [k, k+1](x). Sendlese la afirmacion
correcta:

a) Existe el limite puntual f, y en virtud del Teorema de la Convergencia
Dominada, se tiene f fdm = limg f fr dm.

b) Existe el limite puntual f, se cumple / fdm = limg f fx dm, pero no se
puede aplicar el teorema de la convegencia dominada.

c) Existe el limite puntual f, pero no es integrable, y por tanto no se puede
aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada.

d) No existe el limite puntual, y por tanto, no se puede aplicar el Teorema de la
Convergencia Dominada.

4. Consideremos la sucesion de funciones for(x) = Ijo,17(x) y fars1(x) = (1 +
%)I [1,2](x). Sefdlese la afirmacién correcta:

a) Se puede aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada.
b) Se puede aplicar el lema de Fatou, pero se tiene lim sup f Jr < / lim sup f;.
c) Se puede aplicar el lema de Fatou, y ademds lim sup f Jr = / lim sup f.

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

5. Consideremos una sucesion de funciones (fi);, tales que f frx dm = 1 para todo
n € N. Sefidlese la afirmacidn correcta:

a) Si(fkx);., converge puntualmente a 0, entonces no se puede aplicar el Teorema
de la Convergencia Dominada.

b) Si existe M tal que |fx| < M para todo n € N, entonces se puede aplicar el
Teorema de la Convergencia Dominada.

¢) Si fr < fr+1 paratodo k € N, entonces se puede aplicar el Teorema de la
Convergencia Mondtona.
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d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.
6. Sean f,g : [0,1] — R funciones medibles de las que conocemos que /01 f(x)dx = 1.
La funcién 4 : R> — R definida por i(x,y) = f(x) - g(¥)...
a) ...esintegrable.
b) ...cumple que /01 /01 h(x,y)dxdy =0si /01 g(x)dx =0.

¢) ..cumple que /01 fol h(x,y)dxdy = /01 fol h(x,y) dy dx, si asumimos que g
es no negativa.

d) Todas las afirmaciones anteriores son correctas.

7. Sea B = [0,1] x [0,1], y consideremos f : B — R una funcién continua en

B\ {(0,0)}. Si queremos asegurar que /01 /01 fx,y)dydx = /01 fol f(x,y)dxdy,
(qué hipotesis necesitamos afiadir sobre f?

a) f =0 en una bola centrada en (0, 0) de radio 1/4.
b) El limite lim, ) (0,0) f(x,y) es finito.
¢) Las dos afirmaciones anteriores son correctas.

d) No es necesario afadir ninguna condicion.

8. Sea el conjunto B = {(x,y) : 1 <x*+y? <2, V2 <x—y < 2}. ;Cudl de las
siguientes expresiones da como resultado el area de B?

a) /12 /_Oﬂ/z r dodr.
2 10
b) /1 f_ﬂ/zx dxdy.
2 2
c) fl /ﬁ dodr.
2 2
d) fl f\/j 2(x — y) dxdy.
9. (Cuadl de los siguientes cambios de variable transforma el tridngulo de vértices (0, 0),
(0,1) y (1,0) en el tridangulo de vértices (1,2), (2,3) y (3,1)?
a) T(x,y)=(x+1,y+2).
b) T(x,y)=(x+2y+1,y—2x+2).
o) T(x,y)=2x+y+1,-x+y+2).

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.
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10. SeaT : R" — R" un difeomorfismo de clase 1 y E un boreliano de R". Sefidlese la

afirmacion correcta:
a) Sim(E) =0, entonces m[T(E)] = 0.
b) Si |det DTx| < 1 en todo punto x € E, entonces m[T(E)] < m(E).

¢) Si E es compacto y f es integrable sobre T(E), entonces f o T es integrable
sobre E.

d) Todas las afirmaciones anteriores son correctas.

Ejercicios
1. Seala sucesion de funciones fox = Ijo,1] Y fak+1 = I[1,2]-

a) Escribanse explicitamente las sucesion gx = liminf fi y 2y = lim sup f;.

b) ;Puede aplicarse el lema de Fatou? En caso afirmativo, ;se da la igualdad?
2. Considérese la sucesion de funciones fi = %(l[o,k] =Lk 2x))-

a) Pruébese que (fk),., converge puntualmente a una funcién f.

b) (Se puede aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada para probar que

limg [ fi = [ fdm?

3. Sea (fx)y., una sucesion de funciones medibles reales definidas en [0, +o0) que
convergen puntualmente a 0. ; Bajo cudles de las siguientes hipétesis se puede asegurar

que /[0,+oo) fr dm =07
a) Paratodo k > 2026, | fi(x)| < e™*.
b) Paracadax >0y k €N, fi(x) > frs1(x).
¢) Paracadax >0y k €N, fr(x) £ fir1(x).
d) Paracadax >0y k €N, fir(x) < fr+1(x), y ademas, fr026 €s integrable.
e) fr(x) < % para todo x > 0.
f) Todas las fj son continuas.
g) Todas las fj estan acotadas.
h) Todas las f; se anulan fuera del intervalo [0, 1].

i) Todas las f; estdn acotadas, y ademads, se anulan fuera del intervalo [0, 1].
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4. Para los siguientes limites, se pide calcular su valor, o probar que no existen. El
Teorema de la Convergencia Dominada (3.1.3), pag. 83, puede ser de ayuda, pero el
hecho de que no se pueda aplicar no implica que el limite no exista.

2r
a) lim sin® x dx.
k Jo

+0o0 X
b) lim — dx.
) k ‘/1 B rkcostx

+00
c) h’m/ e cos(kx) dx.
k- Jo

d) hm/ — dx.
V1 + k*x4

+o0
e) lflzn'/ e~ R gy

kx1
)hm/ xogx

k2x2
5. Sea (fk);., una sucesién de funciones medibles no negativas tales que f; < f para
todak e Ny fi N f. Pruébese que, aunque la sucesion (fi),, no sea creciente, se
tiene igualmente que / fr — / f-

6. Entnciese y demuéstrese una version del Teorema de la Convergencia Dominada con
hipétesis casi seguro.

7. Sea (fi);., una sucesion de funciones definidas en un subconjunto A C R". Recorde-
mos que (fx);., converge uniformemente a f si para cualquier & > 0, existe N € N
de manera que, si n > N, entonces | fx (x) — f(x)| < & paratodo x € A.

Pruébese que si (fx),._, converge uniformemente a f, y ademds m(A) < +oo, entonces

lfm/fkdm:/fdm.
ko Ja A

(Puede suprimirse la hipétesis de m(A) < +co?
8. Un corolario del Teorema de la Convergencia Dominada para series.

a) Consideremos (fi);., una sucesion de funciones medibles para las cuales
Yo | fk| es integrable. Pruébese que la funcién

F) =2 filx)
k=1
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estd bien definida en casi todo punto, es integrable, y se puede permutar el

limite con la integral, es decir,

/fdm=g/fkdm.

b) Como aplicacién del apartado anterior, considérese la funcién

fx) = Z I_Ls(kx)’

k
k=1 2

calctlese foﬂ f dm,y dedizcase el valor de fom fdm.

9. Consideremos la funcién

sintx

, x> 0.

f(t.x) =

X

a) Pruébese que para todo ¢ € R, la funcion f;(x) = f(z,x) es integrable; es

decir, que la integral
/ U sin zx
0 X

b) En virtud del apartado anterior, podemos considerar

1 .
t
F(t) = / R .
0 X

Pruébese que F' es continua y derivable en todo R, y calcilese F’.

+00 e—tx
F(t) = / > dx
0 1+x

a) Demuéstrese que F estd definida en [0, +00).

es finita sea cual seat € R.

10. Sea la funcion

b) Calcilese lim;_, o F(2).
¢) ¢Existe lim;—+ F(¢)? Si es asi, ;coincide con F(0)?
d) Pruébese que F es de clase 2 en (0, +c0), y que verifica la ecuacion F”' (1) +

F(r) =1

11. Consideremos la funcién

Xt

Fltx) = (x2 + 12)2
0 si(¢,x) = (0,0)

si(t,x) # (0,0)
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a) Pruébese que no se cumplen las hipétesis del teorema de derivacion bajo la
integral en ninguin entorno de t = 0.

b) En cambio, compruébese mediante un célculo directo de la integral, que
F(r) = /01 f(t,x) dx es derivable en todo R, aunque

1
0
F’(0) ;t/ —f(O,x) dx.
0 ot
12. La funcion Gamma.

Consideremos la funcién
+0o0
I':(=1,40) = R, [(r) = / x' e ™ dx.
0

a) Pruébese que I" estd bien definida, y que es continua. Puede ayudar estudiar el
comportamiento del integrando por separado en (0, 1) y en (1, +00).

b) Pruébese que I es de clase 1, y calciilese una expresion integral para I’ (7).

¢) Generalicese el argumento del apartado anterior para probar que I" es de clase
infinito.
Indicacion: los ejercicios 21 y 22 del tema anterior pueden ser ttiles.

d) Pruébeseque I'(r+1) =¢-T'(¢),yque f(1) = 1,yporlotanto, ['(n+1) = n!
para todo n € N.

Nota: el Teorema de Bohr-Mollerup caracteriza la funcion Gamma como
la tnica funcidn f : [0, +00) — R positiva que verifica f(t + 1) =t - f(z),
f(1) =1,y con la propiedad de que F(¢) = log[ f(¢)] es convexa.

13. Formulas de derivacion de Leibniz.

Fijemos, durante todo el ejercicio, / y Q dos intervalos abiertos de R. Sea f : IxQ — R
una funcién de dos variables tal que, para cada t € I, la funcién f;(x) = f(¢,x) es
integrable en R.

a) En este apartado supondremos, para simplificar, que Q = (0, +0), y conside-
raremos

F(t)='/0 f(t,x)dx.

Asumiendo que f cumple las hipdtesis del teorema de derivacion bajo la
integral, pruébese que F esté bien definida en todo ¢ > 0, es diferenciable y
verifica

F' (1) :f(t,t)+/0 %(r,x) dx.

Indicacion: para cada t > 0 fijo, el cambio de variable x = fu elimina la
dependencia de ¢ de los limites de integracion.
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b) Como aplicacién, pruébese por induccidon sobre n que dada una funcién
f :(0,+00) — R continua, la funcién

Fa)= /0 FEO =" dx

es n veces derivable, y F,E") () = f(¢). Estaigualdad se conoce como formula
de Cauchy para integrales iteradas, y es un de los puntos de partida del
llamado cdalculo fraccional.

14. Para las siguientes integrales iteradas, se pide expresarlas como integrales dobles,
cambiar el orden de integracion, y calcular la integral:

a) fol fyl sinx? dxdy.
by [0 [257 dxay.
c) /0] /y‘gy dxdy.

1 r24V1-x2
d) fo f\}rm xy dydx.

15. Calciilese el valor de las siguientes integrales triples:

a) /f , 2" dxdydz, donde A es la piramide de base el cuadrado de lados
(1,1,0), (1,-1,0), (-1,1,0) y (=1,-1,0) y vértice (0,0, 2).

b) ffA(x + y + 2) dxdydz, donde A es el tetraedro de vértices (0, 0,0), (0,0, 1),
(0,1,0) y (1,0,0).

) fff \(xz — y) dxdydz donde A es el recinto comprendido entre el cilindro
x2+y? =1yelplanox — 3y + 2z = 5.

1 x2 y
/ / / xyzdzdydx
o Jo Jo

cambiese el orden de integracion, indicando todas las maneras de calcular la integral,

16. Para la integral

y héllese el valor de la misma.

17. Un contraejemplo para el teorema de Fubini-Tonelli.

Consideremos la funcién )

yP—x
(x2 + y2)2'

a) Pruébese que f es medible en [0, 1] x [0, 1], pero no tiene integral.

flx,y) =

b) Pruébese que las integrales iteradas

'/Ol('/olf(x,y)dx)dy, /01(/01f(x,y)dy)dx
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no coinciden.

Indicacioén: las igualdades

T

ay \x2+y2) ~ ox \x2+y?
pueden simplificar el célculo.

18. Sea f : R"™ — R una funcién medible. Pruébese que su grdfica

L(f) ={(x,y) eR" xR : f(x) = y}
es un conjunto de medida nula.
19. Seaelrecinto D = {(x,y) e R 1 x <y <2x,x < y*> < 2x}.
a) Dibtjese el recinto D.
¥y
X

b) Justifiquese que la funcién ¢(x, y) = (%, ) define un cambio de variables

admisible en D.

¢) Utilizando el cambio de variable anterior, héllese el valor de //D )y—c dxdy.

20. Larectax +y = 6y la circunferencia x> + y> — 6x — 4y = 0 dividen a R? en cuatro
regiones. Si llamamos A a la regién que contiene al punto (1, 1), calcilese

y
—_ dxdy.
//Ax2+y2 e
XyzZ
dxdyd
5 eave

donde A = {(x,y,2) : 1 <x*+y? <4, 0<z<2}.

21. Halla el valor de

En los ejercicios del 22 al 26, ambos inclusive, se trata de calcular las integrales que

aparecen utilizando los teoremas fundamentales de la integracion Lebesgue, segiin se indica.

+00 )
/ e ™ dx.
—00

Para ello, siganse los pasos indicados a continuacion:

22. Calculese la integral

a) Considérense las funciones
t R 1 e—t2(1+x2)
F(1) =/ e X dx, G(1) =/ —— dx.
0 0 1+ x2

Pruébese que G estd bien definida y que puede derivarse bajo la integral, y
calculese G’ (t).
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b) Dediizcase que la funcién [F(7)]? + G(t) es constante.
¢) Calcilese lim; ., F (1), y conclilyase que f_t: e dx = \r.

d) Como aplicacion, calcilese T’ (%) y T'(k + %) con k € N, donde I'(z) =

too 4y . ‘ S
/0 x'~le™ dx es la funcion Gamma —véase el ejercicio 12.

23. Calcilese la integral /01 l)‘ff dx. Para ello, escribase
log x _ R —xk-logx
x—1 por ’

y utilicese el Corolario 8 para intercambiar el limite con la integral.

24. Una funcién que no es integrable Lebesgue pero tiene integral de Riemann
impropia finita.
Sea f(x) = % en el intervalo (0, +00).

a) Pruébese que, para cada n € N, se verifica

2
|fldm > ————
/[nn,n(nn)] n(n+1)

y dedizcase de lo anterior que f no es Lebesgue integrable.

b) Apliquese el teorema de derivacion bajo la integral a la funcién

+00 —1X o3
F(r) = / e Fsinx
0 X

: + sin x _n
para deducir que /0 = dx = 7.

1
-1
/x dx
o logx

Para ello, exprésese la integral //(0 1x(0.1) xY d(x,y) de dos maneras distintas cam-

25. Hallese el valor de la integral

biando el orden de integracién mediante el teorema de Fubini-Tonelli.

+00 )
I:/ e X dx

puede calcularse también a través del teorema de Fubini o mediante el teorema de

26. La integral

cambio de variables.

a) Primero, obsérvese que

I? = /R2 e‘<x2+y2)d(x,y).
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b) A continuacidn, introdizcase una nueva variable y = sx y pruébese, mediante
el teorema de Fubini, que

+00 +00 s +00 +00 R R
% = 4/ (/ e~ (XY )dy) dx = 4/ (/ x - e X U gol dx
0 0 0 0

Céambiese el orden de integracién en el miembro derecho de la igualdad
anterior y concldyase que I = /x.

Obsérvese que este cdlculo sugiere la eleccion aparentemente misteriosa de la
funcién G en el ejercicio 22.

¢) Por otra parte, la integral

I? = /RZ e_(x2+y2)d(x,y)

puede calcularse directamente mediante coordenadas polares. Hagase y
dedidzcase nuevamente que I = /7.

En los ejercicios del 27 al 30, ambos inclusive, el objetivo es representar algunas curvas
habituales en coordenadas polares y calcular el area que encierran.

2)2 2 2

27. La curva cuya ecuacién en coordenadas cartesianas es (x> + y = x" — y° se

denomina lemniscata. Esbocese y calcilese el drea que encierra.

28. Las curvas cuya ecuacion en coordenadas polares es r = cos(nf), con n € N, se
denominan rosas polares. Hallese el 4drea que encierran. Puede ser conveniente
distinguir entre n par y n impar.

29. Hallese el area que encierra el cardioide, cuya ecuacién en coordenadas polares es
r=a(l +cos6),cona > 0.

30. Las curvas cuya ecuacién en coordenadas polares son de la forma r = a + b cos 6 con
a,b >0y a < breciben el nombre de caracoles de Pascal.

a) Compruébese, mediante un esbozo, que la curva del enunciado divide al plano
en tres regiones, dos de las cuales estdn acotadas.

b) Calcilese el drea de cada una de las dos regiones acotadas del apartado
anterior.

En los ejercicios del 31 al 41, ambos inclusive, se trata de calcular el volumen de algunos
conjuntos utilizando el teorema de Fubini-Tonelli y el teorema de cambio de variables.

31. Un casquete esférico es el recinto que queda contenido en una esfera y a un lado de
un plano que la corta transversalmente.

a) Hallese el volumen de un casquete esférico de radio R y altura h.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

b) Hallese el volumen del conjunto
2 2 2
Xy b4
C={(x,y,z):;+ﬁ+§sl, th},
es decir, un “casquete elipsoidal” de altura h correspondiente a un elipsoide

de semiejes a, b y c.

Hallese el volumen comprendido entre el plano z = 0y el paraboloide z = x? + y* de
dos formas distintas; utilizando una integral doble y utilizando una integral triple.

Hallese el volumen de la region interior a la esfera x> + y* + z> = 25 y al cilindro
x?+y? = 16.

Hallese el volumen encerrado por la esfera de centro el origen de coordenadas y radio
R y el cilindro que pasa por el origen de coordenadas, por el punto (%, 0,0) y cuyo
eje es paralelo al eje Z.

Hillese el volumen que encierran las esferas de ecuacién x> + y> +z2 = 1y
2 +y?+?2 =2

Un vaso cilindrico de radio R y altura & estd inclinado de modo que el agua del
interior bisecta la base y toca el borde superior del vaso. Héllese el volumen del agua
contenida en el vaso.

Las superficies cuya ecuacién en coordenadas esféricas es
. . 1
r = (1+ asin(bf)sin(cg))?3

con0 <a<1lyb,c >0, se utilizan para modelar tumores. En inglés reciben el
nombre de “bumpy spheres”.

a) Plantéese una integral triple cuyo resultado sea el volumen que contiene dicha
superficie en funciénde a, b y c.

b) Haillese el valor de dicha integral.

¢) Estudiese, en funcién de a, b y ¢, cuando el volumen es maximo o minimo.
En particular, analicese qué ocurre cuando b y ¢ son nimeros naturales.

Un flan tiene forma del tronco de paraboloide z = 4 — x? — y? limitado por los planos
z=0yz=1.

a) Hallese el volumen del flan.

b) Héllese el volumen del trozo de flan que se obtiene mediante un corte vertical
tangente a la base superior.
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39. La base de un s6lido tridimensional es una circunferencia de radio R, y todas las
intersecciones del sélido por planos verticales paralelos a una direccién fija son
rectdngulos de altura la mitad de la base. Héllese el volumen de dicho sélido.

40. Volumenes de cuerpos de revolucion.

Consideremos f : [0, +o0) — R una funcién medible no negativa.

a) Pruébese que el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al hacer girar
la gréfica de f alrededor del eje X es

i 2
x /0 LF ()] do.

b) Pruébese que el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al hacer girar
la gréafica de f alrededor del eje Y es

2ﬂ/+wxf(x) dx.
0

41. Al hacer girar un circulo alrededor de una recta que no lo corta, se obtiene un sélido
de revolucién llamado toro. Calctlese el volumen de dicho sélido en funcién del
radio del circulo y la distancia del centro del circulo a la recta de giro.

42. Una solucion al problema de Basilea.

Utilizando los teoremas fundamentales de la integracién Lebesgue podemos dar una
. oo 2 o .
demostracién de que 3, # = % . Para ello, considérese la integral

1
I:/ dm(x,y),
[0,1]x[0,1] 1 —xy

y siganse los pasos detallados a continuacidn:

o] 1

a) Utilizando que si |¢| < 1, entonces lth = Yo t*, pruébese que I = el 73

Para ello, utilicese el Corolario 2.2.7 y el Teorema de Tonelli 3.3.2.

b) Pruébese que, efectuando el cambio de variable

1 1
M=§(X+y) , V=§(X—)’)
se tiene

1—u?+v2

I= 2/ _ d(u,v), (3.0)
A

donde A es el cuadrado de vértices (0, 0),(%, %), (1,0)y (%, —%).
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c) Pruébese que

1 4/Zl ! t ( “ )d+
= arctan u
0 VI -—u? V1 —u?

’

+‘/1 L -u arctan( L -u )d

u
1 V1 —u? V1 —u?
utilizando que f m dx = % arctan(Z) + C.

d) Concluyase, utilizando las igualdades

s ) 4= g ()
arctan dt = — arctan ,
/ 1-72 1-72 2 1-172

1 ( 1—1 ) 2( 1 -1t )
arctan dt = — arctan .
-/V1—t2 V1 -12 V1 -1¢2

Estas integrales no son dificiles de calcular: basta con hacer los cambios de

: _ t : I
variables z = s (para la primera) y z = eres (para la segunda).
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