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1. Determinante

En este documento vamos a explicar la utilidad del determinante para ca-
racterizar aplicaciones lineales que sean isomorfismos.

1.1. Determinante de una matriz

Definicion 1.1. Consideremos una matriz n x n de la forma

a1 ai12 AT
a1  G22

A=
an1 . Ann

El determinante de A, denotado por det(A), estd dado por

det(A) = Z (_1)‘("@10(1) ©Qpo(n)-
oc€Sy

Para una interpretacion geométrica del determinante, véase la Figura 1.
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Figura 1: Intepretacion geométrica del determinante



Teorema 1.2. El determinante det respeta el producto, esto es
det(AB) = det(A) - det(B)
para cualesquiera matrices A y B.
Corolario 1.3. Sea A una matriz n X n. Se tiene que
det(PAP™') = det(A)
para toda matriz invertible P.

Demostracion. Por la proposicién anterior, tenemos que
det(PAP™') = det(P) det(A) det(P~!) = det(P) det(A) det(P)™" = det(A),

como queriamos demostrar. O

1.2. Determinante de una aplicacion lineal

Definicién 1.4. Sea f: V — V una aplicacion lineal. Consideremos una base
B ={vi,...,u,} €V deV ysea A= (a;;) la matriz de f en la base 5. El
determinante de f se define como

det(f) = det(A).

Proposicién 1.5. El determinante de una aplicacion lineal f : V. — V no
depende de la base escogida.

Demostracion. Si A es la matriz de f en una cierta base, entonces la matriz de
f en otra base es PAP~! para cierta matriz invertible P. Entonces, el resultado
se sigue del Corolario 1.3. O

Teorema 1.6. Una aplicacidn lineal f es invertible si y solo si det(f) # 0.

Corolario 1.7. Consideremos un sistema de ecuaciones lineales con n incogni-
tas y n ecuaciones de la forma

a11r1 + apexze + ... + appz, = 0,
asry + axery + ... + aopr, = 0,

(1)
Ap1T1 + ApoTo2 + ... + apprn, = 0.

Entonces (1) admite una solucidn no trivial si y solo si det(A) = 0, donde
A= (aij).



