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Cobordismos y sus consecuencias

Cobordismo

Definicion: Cobordismo

Dadas dos variedades diferenciables cerradas y conexas My y
My, un cobordismo entre ellas es una variedad diferenciable
compacta y conexa, W, tal que oW = My U M.

Mo
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Teorema del h-cobordismo

Definicion: h-cobordismo

Un cobordismo W entre My y M; se dice h-cobordismo si M,
y M; son simplemente conexas y las inclusiones My, My — W
son retractos de deformacion.

Teorema (Del h-cobordismo)

Si W es un h-cobordismo entre My y My con dim W > 6,
entonces W es trivial, esto es, W = My x [0, 1]
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Caracterizacion del disco

Teorema (Caracterizacion del disco)

Sea M™ una variedad compacta simplemente conexa con
frontera simplemente conexa y m > 6, entonces son
equivalentes:

@ M™ es difeomorfa a B™.

@ M™ es homeomorfa a B™.
@ M™ es contractil.
@ M™ tiene la homologia de un punto.

Idea de la demostracion.- Consideremos M™ — B™. Usando
la sucesion exacta del par (M™, B™) se tiene que

H,(M™ — B™ S™=1) = H,(M™, B™) = 0 luego, por el teorema
del h-cobordismo, M™ — B™ = §M=1 x [0, 1].



Cobordismos y sus consecuencias
oeo
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Conjetura de Poincaré

Teorema (Conjetura generalizada de Poincaré)

Sea M™ una variedad compacta y conexa tal que
H.(M™) = H,(S™) de dimensién m > 5. Entonces M™ es
homeomorfa a S™.
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Afinando la conjetura de Poincaré

Teorema (Kervaire y Milnor)

Si M™ es una esfera homolodgica para m = 5, 6, entonces
existe una variedad compacta, simplemente conexa, y
contractible W tal que oW = M™.

Corolario
No existen esferas exoéticas en dimension 5 o 6.

Numero de estructuras diferenciables en la esfera

Dim [T 1234 [5][6] 7 [8]
| Estructuras | 1 [ 1 [ 1 [ 2 [ 1 [ 1 [28 [ 2]

[10] 11 JT127 1814 15

216]992]1[3]2[16256

W
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Descomposicion en asas

Adjuncion de un asa

Definicion: Adjuncion de un asa

Sea W™ una variedad compactay ¢ : S} ! x B™* — M un
embebimiento. El resultado de adjuntar una \-asa a W via ¢,
W+ A}, es

W+ AL = WU, B x BT
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Anatomia de un asa

B x ™ Conticleo
(0 = B>

Esfera transversal

[0} x gma-t

Nucleo

B < {0y

Esfera de pegado

§1 x {0}

Frontera de pegado

A1 grA
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Descomposicion en asas

Zooldgico de asas en dimension 3

B x B2

B x B

3-asa
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Descomposicion en asas

Descomposicion en asas de un cobordismo

Teorema

Para todo cobordismo W entre My y M; existen
Al < Ao <...< Artales que

n no nr
WMo x [0, ]+ AN+ AR +--+ ) Ay,
s=1 s=1

s=1

para ciertos k-embebimientos engrosados ¢k s respetando el
borde M.
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Intercambiando asas

Simplificando el cobordismo

Objetivo: Cancelar las asas entre si para conseguir un
cobordismo trivial.

Lema de desentrelazamiento

Sip: 81 xB™ A 5 Wy : S} x BMAT — (W + A))
son dos embebimientos tales que Spy» h Sy es un solo punto,
entonces W = W + A} + A}




Demostracion del teorema del h-cobordismo
[e] Te]e]

Intercambiando asas

Handle trading

Objetivo: Cambiar un asa por otra de dimensiéon mayor.

Teorema de cancelacion de asas

Sea W™ un cobordismoy 0 < A < m — 2 y supongamos que W no
tiene asas de indice menor que . Fijemos un asa @20 y supongamos

que existe ¢ : S* x B>~ s 3" W, tal que

@ En 0W,: ¢ es isétopo a un embebimiento desentrelazado de <p,§o
y cuya esfera transversal es disjunta a de las de otras A-asas.

@ En 0W, 1: ¢ es isbtopo a un embebimiento trivial.
Entonces, 9020 puede ser sustituido por un (A + 2)-asa, i.e., existe
¢ SM1 x B™" A2 5 9W, ¢ tal que

M1

W= Mo x [0,1]+ Z Ay + ) AL+ AT+ Z ZA“
k=1

k=0, k+ko p=A+2 k=1
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Intercambiando asas

El poder del algebra

Sea W™ un h-cobordismo con m > 6.

Lema de homologia

Sea 1 < A <m—2tal que W no tiene asas de indice menor
que \. Sea f : S* — 9W, un embebimiento tal que

. )\ . ’ . e
[f] = i[A%], entonces f es isétopo a una aplicacion
desentrelazada de ¢y,

Lema de modificacion

Seaf:S - W, un embebimiento. Escojamos un borde
belmo: Cy 1 — C,, entonces existe un embebimiento

g:8 — N W, isotopico a f en W, ¢ tal que [g] = [f] + b
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Intercambiando asas

La forma normal

Cancelacion de asas en dimension baja

Si (W, My, My) es un cobordismo con dim W > 6 y tal que la
inclusién My — W es 1-conexa, entonces W es 2-trivial.

Lema de la forma normal

Sea W un h-cobordismo orientado con m = dim W > 6.
Entonces, para cualquier 1 < A < m — 2 existe un
difeomorfismo

| \

ny N1
W Mo 01143 4+ Y- AL
k=1 k=1

N,
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Finalizacion de la demostracion

Finalizacion de la demostracion

Gracias al lema de la forma normal, escogido cualquier

1 <A< m-—2,eloperador 0 : Cy.1 — Cy es un isomorfismo,
luego define una matriz A con coeficientes en Z.

Objetivo: Convertir A en diagonal usando el método de Gauss
y alterar el cobordismo en consecuencia. Entonces aplicar el
lema de homologia y convertir el cobordismo en trivial.

Operacion Gauss Operacion cobordismo
Fi:= Fi+ aF; Lema de modificacion para homotopar
con [4}] = [A}] + ol 42
Fi:=—F; Precomponer con automorfismo
SM1 - 8*1 de grado —1
Fi < F; Renombrar asas
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Truco de Whitney

Truco de Whitney

Teorema (Truco de Whitney)

Sea Mj, M5 — W' cerradas y transversales,conr+s>5y
s > 34 Sean x,y € M; N My con ex = —e, unidos por dos
caminos tales que el lazo que definen es contractil. Entonces
existe una isotopia f : My x [0,1] — V tal que

@ fo = idM1

@ fi(M)N My =My My — {x,y}

@ Laisotopia es constante un entornode My N M, — {x,y}y

fuera de una bola abierta conteniendo a Im ;1 y Im ~5.

@Ademas, sir = 1 o r = 2, debemos pedir que la aplicacién inducida por
la inclusion w1 (W — Mz) — 71(W) sea inyectiva.
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Truco de Whitney

Dibujo estandar
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Truco de Whitney

Embebiendo un disco

Teorema débil del embebimiento de Whitney

Sea f : M — W una funcién continua que es embebimiento en
un conjunto cerrado A C M. Entonces, sidim W >2dimM + 1,
existe un embebimiento g : M — W hométopo a f y tal que
glA = flA.
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Muchas gracias
por su atencion
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