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A. GONZALEZ PRIETO

INTRODUCCION

El objetivo de este curso es introducir los conceptos fundamentales de geometria diferencial y

algunas de sus aplicaciones. Estas nociones generalizan las ideas de céalculo diferencial e integral a

un contexto mas general donde, de hecho, veremos que tienen una formulacién mas natural.

Prerequisitos: Algebra lineal y calculo diferencial e integral en varias variables. Recomendados

conocimientos basicos de topologia general tales como las nociones de compacidad, conexion y

separabilidad en espacios topoloégicos arbitrarios.

Convenciones y notaciones. A lo largo de estas notas, usaremos las siguientes convenciones de

forma consistente.

Un espacio topoldgico es un par (X,7) donde X es un conjunto y 7 es una coleccion de
subconjuntos de X, llamados abiertos de X, tal que ), X € 7 y de manera que 7 es cerrada
por uniones arbitrarias e intersecciones finitas. Ademas, omitiremos la mencién explicita a
la topologia 7 en la notacién y denotaremos un espacio topolégico simplemente por X.

Un espacio topologico X se dice compacto si todo recubrimiento por abiertos de X admite
un subrecubrimiento finito. También, X se dice conexo si no existen abiertos disjuntos U y
V de X tales que X = U UV (equivalentemente, si los tinicos subconjuntos que son abiertos
y cerrados simultdneamente son () y X).

Dado un punto x de un espacio topolégico X, por un entorno de x nos referiremos a un
abierto U de X tal que x € U. En particular, por definicién, los entornos considerados en
estas notas seran siempre abiertos.

Una aplicacion F' : X — Y entre espacios topologicos se dice continua si F~*(U) es un
abierto de X para todo abierto U de Y. Un homeomorfismo es una aplicaciéon continua con
inversa continua.

El cuerpo de los ntimeros reales se denotara por R, y el espacio euclideo n-dimensional por
R™.

Todos los espacios vectoriales considerados seréan sobre el cuerpo R de los ntimeros reales
y tendran dimension finita. De forma muy intensa, utilizaremos espacios vectoriales que no
son candnicamente isomorfos a R™, por lo que se debera tener familiaridad con el concepto
de espacio vectorial abstracto.

Una base de un espacio vectorial V' seré una tupla ordenada (b1, . .., b,) de vectores by, ..., b, €
V' linealmente independientes que generan V. El nimero n de vectores que conforman una
base se llama la dimension de V.

Para el espacio vectorial V' = R", denotaremos su base candnica como eq,...,e,, con
i
~ =
ei=(0,..., 1 ,...,0)

el vector que tiene un 1 en la posicion i-ésima y el resto de entradas son 0.
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Si en una tupla (xy,...,x,) queremos omitir la entrada i-ésima, lo denotaremos por

(IL‘l,...,@,‘..,(L'n) = (]71,...,ZEZ‘_1,ZL‘Z‘+1,..‘,ZEn).

El espacio proyectivo real de dimension n se denotara RP™. Las coordenadas homogéneas de
un punto de RP™ se denotaran [zg : xy : ... : x,] € RP", estando tnicamente definidas salvo
producto por un escalar no nulo.
Dada una aplicacion F' : U — V', donde U C R™ y V' C R™ son abiertos, diremos que F' es C*°
si admite todas las derivadas parciales de orden arbitrariamente alto. No exigiremos ningin
requisito de analiticidad en estas funciones i.e. expansion en serie de Taylor convergente.
También diremos que F' es un difeomorfismo si F' es C™° y admite una inversa C°.
Dada una aplicacion f : U C R™ — R que sea C* y p € U, la i-ésima derivada parcial de f
en el punto p se denotara por
of
Oz |,
Dada una aplicacion F' = (Fy,..., F,,) : U — V,con U C R" y V C R™ abiertos que sea
C*,y p € U, la diferencial de F' en p la denotaremos por D,F" : R" — R™. Recuérdese

que, en las base canoénicas de R" y R™, la matriz de la aplicacion lineal D, F' es la matrix de
derivadas parciales

o O or
oz Oz 0y
p p p
0F» 0Fy 0Fy
) ) Oy,
D,F = “lp 92lp nlp
OFm, OFm,
81‘1 a-’En
p p

1. FUNDAMENTOS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES Y ALGUNOS EJEMPLOS.

Variedades topoloégicas.

Definiciéon 1.1. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es una variedad topoldgica si:

1. X es Hausdorff. Es decir, si dados =,y € X distintos, existen entornos U y V de z e y

respectivamente tales que U NV = () (ver Figura 1).

F1GURA 1. Representacion de la propiedad de ser un espacio topolégico Hausdorff.



4 A. GONZALEZ PRIETO

2. X es segundo axioma de separabilidad. Es decir, si existe una base de entornos numerable.
Esto significa que existe una base {U;};2, de la topologia de X formada por una cantidad
numerable de abiertos.

3. X es localmente euclideo. Es decir, si para todo = € X, existe un entorno U C X de z, un
abierto V' C R" y un homeomorfismo ¢ : U — V (ver Figura 2).

Vo .

o \r\ov\/\.e.omo')fis\:wo

F1GURA 2. Representacion de la propiedad de ser localmente euclideo.

Ejemplo 1.2. 1. R™ es una variedad topologica.
2. Si W C R™ es un abierto, entonces W es una variedad topologica.
3. [0,1] no es una variedad topologica. En efecto, los entornos conexos de 0 € [0, 1] son de la
forma [0, €) que no son homeomorfos a abiertos de R™. Mas adelante lo llamaremos variedad

topologica con borde.

ol 14
L |

Ejemplo 1.3. La esfera S* = {(x,9,2) € R®: 22 + y*> + 22 = 1} es una variedad topologica. En
efecto, es trivial que es Hausdorff (por ser subespacio de un espacio Hausdorff) y segundo axioma
de numerabilidad (por ser compacta). Veamos que es localmente euclidea.
Consideramos los abiertos
Uf ={(z,y,2) €S*:2>0} CS* V, ={(u,0) eR*: v’ +v> <1} CR%.
Sobre ellos, definimos las aplicaciones continuas
i UF o — V()T VS — Ut

(r,y,2) — (y,2) (u,v) +—> (\/1—u2—v2,u,v)

Un célculo directo prueba que son, en efecto, aplicaciones inversas. Analogamente, tomamos

U, ={(z,9,2) €S*: 2 <0} €S, V, ={(u,v) eR*:u? +0> <1} CR®.
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y las aplicaciones

ey U —— V7 (o)t Vo U,

x T

—
(x,y,2) — (y,2) (u,v) +— (—\/1 —u? — 2% u, U)
Para cubrir los puntos con z = 0, de igual forma tomamos
U; = {(x,y,z) €S*:y >0 (resp. y < O)} C s Vyi = {(u,v) eR*: w4+ < 1} C R
junto con las aplicaciones

gp;t: U;E — VyjE (gozt)_l: VyjE — U+

Y
(x,y,2) — (x,2) (u,v) — (u,£vV1—u?—2v%0)
Con estos abiertos, hemos cubierto toda la esfera salvo los dos polos con x = y = 0. Para ellos,

tomamos

US ={(z,y,2) €S*:2>0 (resp. 2 <0)} CS* V5 ={(u,v) eR*: v’ +0v*> <1} CR%.

z
junto con las aplicaciones

pEiUE s VE L (D VE vt

z

(x,y,2) — (z,y) (u,v) — (u,v,i\/lz—uz—vz)

Observacion 1.4. Para demostrar que un espacio topologico es localmente euclideo basta con exhibir
un recubrimiento por abierto {U,} de X y homeomorfismos ¢, : U, — V,, C R™.

Notacion 1.5. » El par (U,, ¢o) se llama una carta de X.
» La coleccion {(Ua, ¢aq)} con |J, Uy = X se llama un atlas de X.

= La inversa gp;l : Vo, — U, se llama una parametrizacion.

Ejemplo 1.6. La esfera n-dimensional 8" = {(21,...,2,41) € R™™ |2+ ... + 22, =1} es una

variedad topologica. Para todo 1 <17 < n + 1, consideramos los abiertos de S™

Ut ={(z1...0p41) €S" |2; >0}, U'={(x1...0p41) €S"|2; <0}.

)

Consideremos también el abierto V' = {(Uy,...,U,) € R*|U +...+ U2 < 1}. Definimos asi las

aplicaciones

il U* — 1%
(33'1,272,. .. ,Zlﬁ'n+1) — (,I’l, Ce ,.fi, C 7-77n+1)
(o)t v — U
(UlUn) — (Ul,UQ,,:l:\/l—Ulg——UTZL,UZ,Un)

J

Vv
i-ésima posicion
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Ejemplo 1.7. Consideremos el espacio proyectivo RP" = (R"™! — {0})/ ~, con la relacién de
equivalencia x ~ y si y solo si y = Az para cierto A € R — {0}. Obsérvese que RP™ es un espacio
topologico con la topologia cociente. Mas atn, puede comprobarse que es un espacio Hausdoff y
segundo axioma de numerabilidad (de hecho es compacto).

Veamos que es localmente euclideo. Para ello, consideramos los abiertos para 0 < ¢ < n dados

por
U={[zo:2z1:...:2,) €eRP" | z; #0}, V; =R",
junto con las cartas
Vi - U, — R™
[zo: 21 ...ty —> (%},,@,,i—?)
cuya inversa es
it R™ — U,
(uy...uy) +— [u12u2:...:\1/_/:ui:...,un]

Obsérvese que la carta ¢; : U; — R™ se conoce en geometria proyectiva como deshomogeneizar
las coordenadas, mientras que la parametrizacion ¢; ' corresponde a la homogeneizacion. Tenemos
entonces que {(U;, p;)}i_, forman un atlas de RP" y, por tanto, RP™ es una variedad topologica.

1.2. Variedades diferenciables. La intuion detras de una variedad diferenciable es una varie-
dad topologica en el que las mapas coordenados son C'*°. Sin embargo, no existe una nocion de
diferenciabilidad intrinseca en la variedad topologica, pues no hay una nocién de “derivada” en un
mero espacio topologico.

Para abordar este problema, supongamos que (U, ¢.) ¥ (Us, ¢3) son dos cartas de una variedad
topologica. Podemos formar la aplicacion continua

08l yanu, © P (v P (Ua NU3) CR* — 03 (U NU5) C R

Esta aplicacion se conoce como cambio de cartas. Obsérvese que esta aplicacion esté definida entre
dos abiertos de R™, por lo que si tiene sentido preguntarse si es diferenciable.

Definicién 1.8. Una variedad diferenciable es un par M = (X,.A), donde X es una variedad
topolégica, A = {(Ua, ¢a)}, €s un atlas para X y todos los cambios de carta

050 Pa’ o (UaNUs) — 05 (Ua N Ups)
son aplicaciones C'*° de R".

Notacion 1.9. El atlas A = {(U,, ¢o)} de una variedad diferenciable se llama el atlas diferencia-
ble.
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Notaciéon 1.10. Cuando el atlas diferenciable A de una variedad diferenciable M = (X, .A) se
sobreentiende por el contexto, lo omitiremos de la notaciéon y confundiremos M con el espacio
topologico X subyacente.

Observacion 1.11. El atlas diferenciable en una variedad diferenciable estéa fijado, y no es arbitrario.
Como veremos posteriormente, una misma variedad topologica puede equiparse con multiples atlas

diferenciables no equivalentes.

Observacion 1.12. En ocasiones, en lugar de hablarse de una variedad/atlas “diferenciable” se habla

de una variedad/atlas “suave”.

Ejemplo 1.13. Consideremos S? = {(x,y,2) € R® | 22 4+ y* + 2? = 1}. Para las cartas ¢} : U —
Vye, U — V. tenemos que U NU, = 0y, por tanto, este cambio de carta es automaticamente
diferenciable.

Consideremos ahora la carta ¢, : U~ — V. Tenemos que U N U, = {(z,y,2) € $* | x >
0,y < 0}.

La aplicacion de cambio de cartas esta dada por
oy o (1) () = gy (VIS —Fouv) = (VIS —7,0)

Obsérvese que esta es una aplicacion C* como aplicacién de (un abierto de) R* a R? ya
que 1 — u? —v? # 0 en el dominio del cambio de cartas. Para ser precisos, el abierto ima-
gen es of (UFNU;) = {(u,v) € R? | u®+v* < 1,u <0} y el abierto codominio esta dado por
e, (UFNU,;) ={(u,v) € R* | u? +v* < 1,u > 0}. El resto de los cambios de cartas son similares,

y demuestran que S? con este atlas es una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.14. Generalizando el Ejemplo 1.13, tenemos que S™ con el atlas del Ejemplo 1.6 es
una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.15. RP™ con el atlas afin del Ejemplo 1.7 es una variedad diferenciable. En efecto,
recordemos que el atlas estd dado por A = {(U;, ¢;) }o<i<n con

Ui={[zo:...: 2| z; # 0}

y i Ui — R™ es tal que ¢; ([zo: ... x,)) = (%,...,%).Suinversaes ot (ug, . up) = Jug
co ).
~—

i
En ese caso, tenemos que

-1 — . . . .
©;j 0 ¥; (ul,...,un)gpj<[u1..... 1 un]>
i
Uy u2 1 Un L ;
s {
- Ujpr? wjpr? T ujgn? ’Uj+1> St
Uy U 1 Un

sij>i.

Uj’“j"""uj"'."ui
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Obsérvese que, en ambos casos, esta aplicacion es C'* porque el denominador no se anula en el

dominio del cambio de carta. De este modo, RP™ es una variedad diferenciable con esta carta.

Definiciéon 1.16. Sea M = (X, A) una variedad diferenciable y (U, : U — V) € A una carta del
atlas diferenciable. Se dice que una carta (U’, ¢’ : U' — V'), no necesariamente de A, es compatible
con (U, p) si los cambios de carta po (¢')™1: ¢ (U'NU) = (U NU)y @ opt:oUNU) —
@ (U NU")son C*. Se dice que (U, ¢') es compatible con A si es compatible con cada carta de A.

Si (U',¢') es compatible con A, entonces el nuevo atlas A" = AU {(U’,¢’)} también es un atlas

diferenciable para M.
En ese caso, si M = (X, A) una variedad diferenciable, el atlas mazimal para M es

Ansx ={(U", &) | (U',¢") es compatible con A} .
Sin pérdida de generalidad, siempre podemos suponer que M esta equipado con su atlas maximal.

1.3. Dimension.

Definicion 1.17. Sea M = (X,.A) es una variedad diferenciable y sea p € M. Si (U, p) € A es
una carta alrededor de p, con ¢ : U — V C R", diremos que n es la dimension de M en p.

Observacion 1.18. La definicion anterior no depende de la carta escogida. En efecto, si (U’,¢" :
U’ — V' CR™) es otra carta de A alrededor de p, tenemos que el cambio de cartas

o ip(UNU)CR"— ¢ (UNU') CR™

es una aplicacion C™ y biyectiva (pues tiene una inversa, @op’~! ) con inversa C*°. En consecuencia,

¢' 0 =1 es un difeomorfismo y, por tanto, su diferencial
D, (¢ op7'):R" — R"
es un isomorfismo lineal, lo que obliga a que n = m.

Observacion 1.19. La Definicion 1.17 también puede considerarse para variedades topologicas de
forma totalmente analoga. En este caso, la dimensiéon también resulta no depender de la carta
escogida, aunque la demostracion de este hecho es més complicada pues el cambio de cartas ¢'op™? :
e(UNU") CR" — ¢ (UNU’") CR™ es solo un homeomorfismo. En este contexto, también es
cierto que sendos abiertos de R® y R™ respectivamente pueden ser homeomorfos solo si n = m,
lo que nuevamente implica que la definiciéon de dimension alrededor de p no depende de la carta.
No obstante, la demostracion de este hecho no es tan sencilla como en el caso diferenciable, y en

ocasiones recibe el nombre de “teorema de invariancia del dominio”.

Gracias a la definicién anterior, tenemos una funcién bien definida
dime(M) : M — N

que asigna a cada punto p € M su dimension, denotada dim,(M).



VARIEDADES DIFERENCIABLES 9

Lema 1.20. Si M es conezxa, entonces la funcion dime(M) es constante.

Demostracion. Tomemos un punto py € M y sea n = dim,, (M) su dimensién. Consideremos el

conjunto
U,={pe M| dim,(M) =n}.

Vamos a demostrar que U, es abierto y cerrado. Como es no vacio (pues py € U,,) y M es conexa,
eso implicara que U,, = M o, lo que es lo mismo, la funciéon dim,(M) es constante.

En primer lugar, obsérvese que U, es abierto pues, sip € U,y (U,p : U -V C R") es una
carta para p, entonces también es una carta para cualquier ¢ € U con destino el mismo R™. Asi,
dim, (M) = n para todo ¢ € U y, por tanto, U C M. Analogamente, se tiene que U, es cerrado
pues si p € U, digamos dim,(M) = m # n, entonces una carta (U,p : U = V C R™) alrededor
de p demuestra que dim,(M) = m para todo ¢ € U y, por tanto, U C M — U,,. O

Notacion 1.21. Gracias al resultado anterior, si M es conexa tiene sentido hablar de la dimension

de M, sin hacer referencia a ningin punto, que se denotara dim M.

Observacion 1.22. Revisando la demostracion del Lema 1.20, puede observarse que lo que hemos
demostrado en general es que la aplicacion dime(M) : M — N es continua cuando dotamos a N de
la topologia discreta. En particular, en general eso implica que dim,(M) es localmente constante
i.e. constante en cada componente conexa de M. Ahora bien, la dimension si puede variar entre

componentes conexas, como en la Figura 3.

dim=2

Ma IR

N\,lulv\z_, C,O\\wx?

w\d\'m:’l

F1GURA 3. Variedad diferenciable con componentes conexas de distinta dimension.

1.4. Aplicaciones diferenciables. Inmersiones y encajes.

Definicién 1.23. Sean M = (X, A) y N = (Y, A’) dos variedades difereciables. Una aplicacion

diferenciable

F:M—N
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es una aplicacién continua F' : X — Y tal que, para cualquier carta (U,p : U — V) € Ay
cualquier carta (U', ¢’ : U — V') € A’ se tiene que

Y oFopt:ipFU))CV —V

es una aplicacion C'°.

Observacion 1.24. La nociéon de diferenciabilidad no depende de la carta compatible escogida. En
efecto, si tenemos dos cartas compatibles (U, ¢) y (U, ¢) alrededor del mismo x € X, tenemos que
oFop = (g oFop)o(pop™)),

———— ——
coo o
y analogamente para otra carta en N. En particular, para demostrar que un mapa es diferenciable

basta con comprobarlo en algin atlas compatible.

Notacién 1.25. Denotaremos por F a la aplicacion entre abiertos del espacio euclideo
F=goFopt:pFXU)CV —V,
y la llamaremos la expresion en cartas de F.

Definiciéon 1.26. Una aplicacion diferenciable F': M — N se dice:

= Difeomorfismo si F : M — N tiene una inversa F~!: N — M diferenciable.
» Difeomorfismo local si para cada p € M existen entornos U C M y U' C N de py F(p)
respectivamente, tales que F'|y : U — U’ es un difeomorfismo.

Recuérdese que existe un criterio perfecto para decidir si una aplicacién diferenciable entre

abiertos de R™ es un difeomorfismo local.
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Teorema 1.27 (de la aplicacion inversa). Una aplicacion diferenciable
F:VCR*=V CR"
es un difeomorfismo local si y solo la diferencial D, F es un isomorfismo lineal para todo x € V.

Observacion 1.28. El teorema de la aplicacion inversa implica que F es un difeomorfismo si y solo

si es un difeomorfismo local biyectivo.

Definicion 1.29. Dos variedades diferenciables M y N se dicen difeomorfas si existe un difeo-
morfismo F': M — N entre ellas.

Ejemplo 1.30. Si M = (X, A) es una variedad diferenciable y A’ es un atlas compatible con A,
entonces M = (X, A) y M’ = (X, A') son difeomorfas (de hecho, el difeomorfismo es la aplicacion
identidad id : X — X). En particular, una variedad diferenciable siempre es difeomorfa a ella

misma equipada con su atlas maximal.

Observacion 1.31. Una pregunta fundamental en geometria es: “Dadas dos variedades diferencia-
bles, ;como saber si son difeomorfas?”. Sin embargo, a pesar de su importancia, esta pregunta es
extremadamente dificil de responder, y en dimensién > 4 est4 mayormente abierto.

Observacion 1.32. Los conceptos de variedad topologica y diferenciable son en general muy distin-

tos, por ejemplo, por los siguientes motivos:

= No toda variedad topolégica admite un atlas diferenciable. Dicho de otro modo, hay varie-
dades topologicas que no admiten una estructura de variedad diferenciable.

» Existen variedades topoldgicas que pueden admitir diferentes estructuras diferenciables no
difeomorfas. En otras palabras, sobre el mismo espacio topoldgico, es posible tomar varios
atlas diferenciables no difeomorfos. El ejemplo méas famoso a ese respecto es la esfera 7-
dimensional S7, que admite 28 estructuras diferenciables distintas. Estas estructuras “no
estandar” se conocen como estructuras exoticas.

= Sin embargo, en dimension n < 3, si es cierto que toda variedad topolégica admite una y

solo una estructura diferenciable.

Definicion 1.33. Una aplicacion diferenciable F' : M — N se dice una inmersion si, para todo
p € M y toda carta (U, ) alrededor de p y (U’,¢’) alrededor de F(p), se tiene que Dm,)p es
inyectiva, donde F = @' o F o' eslaexpresion en cartas de F.

Ejemplo 1.34. Sea F' : R — R" diferenciable de la forma F(t) = (Fi(t),..., F.(x)). Se tiene que
F = F, y la diferencial es
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De este modo, D, F es inyectiva si F}(t) # 0 para algin 1 < i < n. Esta es la definiciéon usual de

una curva regular.

Ejemplo 1.35. Consideremos una aplicacion diferenciable F: U C R? — R3. Como F = F, su
diferencial esta dada por

or| - om

ou lp v Ip

Dpf: %‘p %‘p
oRy | oF

ou ‘p v ‘p

De este modo, se tiene que F' es una inmersion si y solo si los vectores 8—F| = 8ﬂ| @‘ @‘
’ ou lp Ou lp? Ou lp? Ou lp

or| _ (om| oRm| oF : - ~ ' i
Y 5 |p = ( 5 ’p, 5 |p, 5 ‘p) son linealmente independientes para todo p € U o, equivalente

mente, si g—i X %—f » # 0 para todo p € U. Esta es la definiciéon usual de una superficie reqular.

Definicion 1.36. Una aplicacion diferenciable F' : M — N se dice un encaje, también llamado

un embedding si:

s I es inmersion.

= F' es un homeomorfismo sobre su imagen.

Observacion 1.37. La segunda condiciéon sobre F', que sea homeomorfismo sobre su imagen, quiere
decir que F' es un homeomorfismo entre M y F(M). En particular, F' es una biyeccién entre
M y F(M) o, lo que es lo mismo, F' es inyectiva. Sin embargo, no basta con que F' sea una
inmersion inyectiva para que sea un encaje. En efecto, debe cumplirse también que la inversa
F~!': F(M) — M sea continua. De este modo, una reformulacién equivalente de la condicion de

encaje es que la inmersion F' sea inyectiva y abierta.

Observacion 1.38. Si M es compacta, entonces toda inmersion inyectiva es un encaje, pues toda
aplicacion continua entre un espacio compacto y un Hausdorff es cerrada (y, por tanto, abierta).

Definiciéon 1.39. Sea M una variedad diferenciable. Un subespacio N C M se dice una subvariedad
regular (también llamada subvariedad diferenciable o suave) si, para todo punto p € N, existe una
carta (U, : U — V) de M alrededor de p tal que

e(UNN) =Vn ({0}~ xR

para cierto d > 0.
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Observacion 1.40. Implicitamente, estamos equipando a N C M con la topologia del subespacio.

De este modo, los abiertos de N son precisamente los conjuntos de la forma U N N con U un
abierto de M.

Consideremos la aplicacién proyeccion sobre las tltimas coordenadas 7 : R* = R"~¢ x R? — R,

dada por 7(z1,. .. Tn_d, Tndi1s- - Tn) = (Tn_dits- - Tn)-

Proposicion 1.41. Si N C M es una subvariedad regular, entonces (U NN, mop: UNN — 7(U))
es una carta para N.

Demostracion. Sea ¢ : U — V tal que (U NN) =V N ({0}"~¢ x R?). Como ¢ era un homeomor-
fismo, entonces |y s un homeomorfismo entre U NN y V N ({0}"7% x R?). Pero este ultimo
espacio es homeomorfo a 7(V') mediante 7. Ademaés, los cambios de cartas para estas nuevas cartas

son restricciones de cambios de cartas de M y, por tanto, son automaticamente C°. 0

Notacion 1.42. Las cartas (U, ¢) de M como antes se llaman cartas de subvariedad, y las cartas
(U,oln) =(UNN,mo@:UNN — m(U)) construidas a partir de ellas se llaman cartas adaptadas
para N (ver Figura 4).

?

FIGURA 4. Carta adaptada a una subvariedad.
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Observacion 1.43. Si N C M es una subvariedad regular de M, el conjunto de cartas adaptadas
para N es un atlas diferenciable en N. En particular, N es una variedad diferenciable de dimensiéon
d.

Teorema 1.44. Sean M y N wariedades diferenciables con N C M. Se tiene que N es una

subvariedad reqular si y solo si el mapa inclusion i : N — M es un encaje.

Demostracion. =) Sea (U, ¢) una carta de M de subvariedad para N. Recordemos que esta carta
induce una carta (U, p|n) = (UNN,mop:UNN — 7(U)) para N. De este modo, en coordena-
das, la aplicaciéon ¢ : N — M se escribe

i(21, .. 2q) = @oiop|N (T, ... xq) = poi(p(0,...,0,21,...,24))
= (e 10,...,0,21,...,29)) = (0,...,0,21,...,24))
En consecuencia, tenemos que su diferencial es
~ On—d
Dx = )
Z ( Iq )

donde 0,,_; denota la matrix cuadrada de orden (n — d) x (n — d) con entradas todo ceros e I; es

la matriz identidad de tamano d x d. En particular, el rango de D,i es d, que es el rango méximo.
Luego i es una inmersion.

Adicionalmente, el mapa inverso a i sobre su imagen es :=(0,...,0,2y,...,2q) = (T1,...,2q)
que es continuo, bego i es un homeomorfismo. Como tanto ¢ como |y son también homeomorfis-

1 o4 o¢|y también es un homeomorfismo sobre su imagen y, por ende,

mos, eso implica que i = ¢
es un encaje.
<) Para demostrarlo, usaremos el teorema de rectificacion de la imagen (un corolario del teorema
de la funcién inversa). Este teorema afirma que si F': U C R - V CR" cond < n, es una
aplicacion diferenciable tal que D,F : RY — R™ es inyectiva (i.e. un monomorfismo) para todo
x € U, entonces existen abiertos V! C V y W C R™ y una aplicaciéon diferenciable H : V! — W
tal que
HoF(xy...2q) =(0,...,0,21,...,24)
——
n—d
para todo (zy...z4) € UNF (V).
Usando este teorema, vemos la implicacion <). Sea p € N y consideremos cartas (U’,¢’) en N
y (U, @) en M alrededor de p. La funcion i=@oioyw': V' — V aumple que Di es ingectiva, pues
i es un encaje. Asi, por el teorema de rectificacion de la imagen, existe una aplicacion H : V' — W
tal que
Hoi(xy...x,) = 0,...,0,21,...,2,) .
De este modo, la carta de subvariedad de M para N alrededor de p es asi H o ¢. En efecto, para
todo p € N tenemos

Hogo(p):Hogooi(p):Ho%ogo'(p):(O,...,O,xl,...,xd),
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Observacion 1.45. El Teorema 1.44 demuestra en particular que si M es una variedad diferenciable
y U C M es un abierto, entonces U es una subvariedad regular de M.

1.5. Valores regulares y subvariedades. En este apartado, daremos un criterio muy util para
construir ejemplos de subvariedades regulares de R™, utilizando contraimagen de valores regulares.

Definicion 1.46. Sean U C R™ y V' C R™ abiertos y sea F': U — V una aplicacion diferenciable
con m > n. Un punto z € U se dice un punto reqular si la diferencial de F' en x, D, F : R™ — R",
tiene rango maximo. Un valor y € V se dice un valor reqular si todo r € F~1(y) es un punto
regular. En caso contrario, se dice que y es un valor singular.

Teorema 1.47. Consideremos enteros m > n y abiertos U CR™ y V C R™. Dada una aplicacion
diferenciable F : U — V., si y® € V' es un valor reqular de F, entonces F~(y°) es una subvariedad
reqular de R™.

Para demostrar este resultado, nos apoyaremos en el siguiente teorema fundamental de calculo
diferencial, que es una version alternativa (de hecho, equivalente) del teorema de la funcion inversa.

Teorema 1.48 (de la funcion implicita). Consideremos enteros m > n, abiertosU CR™ yV C R"

y una aplicacion diferenciable F : U — V. Supongamos que, en un punto z° = (2, ... a0, x) 1, ..., x5,) €
U, se cumple que el menor de tamano n X n de la matriz diferencial formada por las primeras n
columnas

OF: OF' OF

(@) =) ... @)

ox ox ox

O 0y Oy OB

0x1 8302 8In

OF, o OF, , OF, .

o, (") oy (%) ... o, (")

es de rango maximo. Entonces, denotando por m : R™ — R™™™ la aplicacion proyeccion sobre las

dltimas m — n coordenadas e y° = F(2°), se tiene que existe un abierto U' C w(U) alrededor de
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(284, ...,20) y una funcion diferenciable ¢ : U' — R™ tal que F(¢(x),x) = y° para todo x € U’ y
todo punto (2',z) € F~1(y°) con x € U’ es de esta forma.

Demostracion del Teorema 1.47. Sea x° = (2, ..., a0, 20 1, ..., 20) € F71(y°) CU. Como z° es

un punto regular, la matriz diferencial de F' en g

O oy ooy . ey OFp
ox ox ox ox
O 0y Ooiny Oy O
DyoF = | 0n ! Oy S Oxy, v 0T .
OF, .. OF, OF, . OF, .
D) S e S )

tiene n columnas linealmente independientes. Por simplicidad notacional, supongamos que las
columnas linealmente independientes de D,oF' son las n primeras. Entonces, por el teorema de la
funcién implicita, existe una funcién diferenciable ¢ : U’ — R™™™ tal que F(¢(x),z) = y° para
todo z € U’. Consideremos el abierto W = 7=}(U") N U C R™, sobre el que definimos la funcion ¢

dada por

p(r',2) = (z,2" — ¢(x)),
donde hemos escrito un punto (xq,...,2,) € W como (2/,z), con 2’ = (z1,...,2,) y =
(Tpit,- -, ZTm). Obsérvese que si (/,x) € F~1(y°) N W, entonces se tiene que =’ = () y, por
tanto

90(1'/,33) = (.’I, l'/ - ¢($)) = (337 ¢(3§’) - ¢($)) = (‘1'7 O)
Mas atn, como ¢ es una funcion diferenciable, se tiene que (W), @) es una carta compatible con el

atlas estandar de R™. En consecuencia, (W, ¢) es una carta de subvariedad para F~*(y°), como
queriamos demostrar. O

Observacion 1.49. Utilizando la carta (W, ¢) de R™ de la demostracion anterior, se tiene que la
carta inducida en F~*(y%) es (W N F~1(y?), pr-1(y9)), donde pp-1(,0))(2', ) = z. En particular, la
dimension de F~1(y") es m — n.

2. ESPACIO TANGENTE Y DERIVACIONES.

En esta seccion, definiremos el espacio tangente a un punto de una variedad diferenciable. Ob-
sérvese que, en principio, esta definicion no es obvia, pues no podemos utilizar nuestra intucién
de R™ de hablar del hiperplano “tangente” a la variedad. En efecto, una variedad diferenciable es
en principio un espacio topoloégico abstracto no encajado dentro de ningiin R™ y, por tanto, no
podemos usar la estructura lineal del ambiente para definir el espacio tangente.

Para salvar ese problema, utilizaremos en su lugar la nocién de derivacién, como se explota en
la Seccion 2.1. La idea crucial es que, si bien en una variedad abstracta no tiene sentido hablar

de la “direccion tangente definida por v”, si tiene sentido hablar de la “derivada direccional en la
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direccion de v”. De este modo, en cierto modo el espacio tangente a un punto en una variedad se
define como el conjunto de posibles “derivadas direccionales” en dicho punto.

Esto tendra como consecuencia que los vectores tangentes tendran en si mismos una estructura
adicional de derivacion. Esto puede resultar confuso en primera instancia pero, como veremos, una
vez nos acostumbremos a trabajar con esta definicion, ésta resulta mucho mas operativa y natural,

y convierte a muchas definiciones derivadas en casi tautologicas.
2.1. Definicion de espacio tangente.

Definicion 2.1. Sea M una variedad diferenciable y p € M un punto cualquiera. El conjunto de
las funciones diferenciables definidas en un entorno de p, y denotado por C*°(p), es el conjunto de
funciones diferenciables de la forma f : U — R donde U es un entorno abierto de p.

Observacion 2.2. El conjunto C*(p) es un R-espacio vectorial. En efecto, tenemos las operaciones

= Dado A € Ry f: U — R es una funcién entorno a p, entonces Af : U — R es la funcién
dada por (Af)(¢ = Af(q) para todo ¢ € U.
»Sif:U — Ryg:U — R son dos funciones entorno a p, entonces podemos definir
f+g:UNU —Rtal que (f +g)(q) = f(q) + g(q) para todo g € UNU".
Mas atn, C*°(p) puede dotarse de una estructura de anillo con el producto (f - ¢)(q) = f(p)g(q)

en el dominio comin de definicion. Con esta estructura, se dice que C>(p) es una algebra sobre R.

Definicion 2.3. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Una derivacién en p es una funcion:
X:C*®(p) —»R

tal que
1. X es R-lineal.
2. X satisface la “regla de Leibniz™ X (f - ¢g) = X(f)g(p) + X(g9)f(p) para cualesquiera f,g €
> (p).

Ejemplo 2.4. 1. Consideremos M = Ry p = 0, de manera que C*°(0) es el conjunto de las
funciones diferenciables f : U — R donde U C R es un abierto conteniendo a 0. Podemos

considerar la derivacion X = 4| _ - C*°(0) — R dada por
X(f)=2 f=70)
Codt|,_, '

Obsérvese que las propiedades (1.) y (2.) son propiedades estandar de la derivada.
2. Consideremos M =R" y p = (0,...,0). Dado 1 < i < n, podemos considerar la derivacion
dada por la i-ésima derivada parcial

0

X =
&Ei

of
C™(0 R, X(f) = )
O R X() = g
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Nuevamente, las propiedades (1.) y (2.) son consecuencia directa de las propiedades de la
derivada.

3. En general, si tomamos M = R" y p € R® un punto cualquiera, para cualquier v € R"
podemos definir la derivacion dada por “tomar la derivada direccional en la direccion de v

evaluada en p”, esto es

) of
X=—| :C%™ R, X = = .
5 () =R, X(f)= 5
p p
Explicitamente, si v = (vq,...,v,) entonces %‘p =5, % cv; = Vf|p - v, donde Vf|p
“Ip

es el gradiente de f evaluado en p.

Definicién 2.5. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Definimos el espacio tangente a M

en p como

T,M ={X : C*(p) - R | X es una derivacion}.

Observacion 2.6. El espacio tangente T,/ tiene una estructura natural de R-espacio vectorial,
dado por

» (AX)(f) =AX(f) para X €e T,M, \€ Ry f e C®(p).
e (X +Y)(f) = X(f) + Y(f) para X,Y € T,M y | € C*(p).

Ejemplo 2.7. Vamos a generalizar la construccion del Ejemplo 2.4 a una variedad arbitraria. Sea
M una variedad diferenciable y p € M. Consideremos una carta

0:UCM—V CR"

Observemos que, dada f € C°°(p), la composicién foe™! es una funcion diferenciable en el sentido
usual de un abierto de R™ a R (en concreto, es la expresion de f en cartas).

De este modo, dado 1 < i < n, definimos la derivacién

a o
ar| C*(p) —R
P
definida, para f € C*°(p), por
0 0
(f) = (fop™).
O P Oz; ©(p)

Es decir, tomamos la derivada direccional i-ésima de la funcion fo¢~! y la evaluamos en el punto

©(p).
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Teorema 2.8. Sea M una variedad diferenciable y p €, con dimension n entorno a p. Entonces,

T,M es un R-espacio vectorial de dimension n. Mds ain, las derivaciones

0 0

’81,’”

(9x1

)
p p

forman una base de T, M.
Antes de demostrar este resultado, hagamos algunas observaciones al respecto.

Observacion 2.9. Moralmente, el Teorema 2.8 muestra que, en algtn sentido, todos los elementos
de T, M son “derivadas direccionales”, pues son una combinacion lineal de derivadas parciales.

0 0
ox1 7Y Qxg

de una eleccion: la carta escogida para definirla. Esto es una caracteristica central de las variedades

Observacion 2.10. La base no es candnica. Depende, por contra, profundamente

diferenciables, en las que 7, M es un espacio vectorial de dimensién n pero es totalmente abstracto,
pues no tiene ninguna base “preferida’”.

Demostracion del Teorema 2.8. Para ver que forman una base, demostraremos que son linealmente
independientes y un sistema generador.

Linealmente independientes. Consideremos una combinacién lineal

0 0
ZT; p Tn P
para ciertos Aq,..., A\, € R. Queremos ver que todos los \; =.

Para ello, consideramos la funcion #; = x1 o ¢, donde 21 : R* = R, (x1...2,) — x1 es la
proyeccion sobre la primera variable. Se tiene que 7; : U — R, luego z; € C*(p). Ademas,

tenemos que

0

oy

0
(./El (e} QO O QO_I) = a—.rl (]31) — 1

©(p)

(T1) = Ere

P »(p)
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Anéalogamente, para i # 1 tenemos

0 . 0 - _ _ 0
Ozil, = Oz; ¢(p) (551 oY 1) - Ox; ¢(p) (5’31 e 1) B 0z; ¢ (p) =0
De este modo, tenemos que
0= A\— 0 (T1) + Ao=— 0 (;z1)+...+>\ni (1) =AM -14+X-0+...4X,-0,
8x1 0xs » o, »
luego A\ = 0.
Analogamente, para cualquier j = 1,...,n, definimos &; = z;0p, donde z; : R* = R, (z1...2,) —

x; es la proyeccion sobre la i-ésima variable. En ese caso tenemos

) (f')_{1 si i =,
b, 0 siij.

8%
Por lo que, argumentando como anteriormente, obtenemos que A\; = 0 para todo j, como querfamos

demostrar.
Sistema generador. Para demostrarlo, necesitaremos antes un pequeno lema de céalculo diferen-
cial.

Lema 2.11. Sea h : V C R" — R una funcion C* y sea p € V fijo. Entonces, para todo x € V,
tenemos que

(1) +Z —pi) gix

donde g1,...,9, : V — R son funciones C* satzsfaczendo

oh

9i(p) = :

al'i p

Demostracion. Recuérdese que la regla de Barrow implica que
1
d
) = hip) = [ Ghlo + ol = p) .
0

De este modo, tenemos que

(o) =) = [ bl o= =[S Sl e =) o) e =

_Z / af(p—i—t(x—p))dt.

)

1 on

Asi, si llamamos g;(z ) 0 9z,

(p+t(x — p))dt, tenemos (1). Ademaés, se tiene que

o= [ =) [a= 2

p
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Corolario 2.12. Sea M wuna variedad diferenciables arbitraria, p € M y f € C*®(p). Entonces si
(U, @) es una carta de M alrededor de U, se tiene que

(2) )+ Z p)i) gi(x)-

o)
ox;
p

para ciertas funciones diferenciables gy, ..., g, € C(p) satisfaciendo g;(p) =

(f).

Volvamos a la demostracion del Teorema 2.8. Sea X € T,M una derivacién cualquiera y sea

f € C*(p). Entonces, usando (2) tenemos que

X(f) = ( )+ Z p)i) gi(w )) = X(f(p)) + ZX (((x); — ©(p)i) gi(x))
1)+ Z X (p(x)i — o(p)i) 9:(p) + (p(p)i — w(p)i) X(g:) =

Z/\

donde hemos definido \; = X (¢(x); — gp(p)i) y, en la pentltima igualdad, hemos usado que X (1) =
0, pues X (1) = X(1-1) = X(1)-1+1-X (1) = 2X(1). Obsérvese que los coeficientes \; no dependen
de f y, por tanto, hemos probado que

= 3 X (p@) — o)) axz

P

como quieriamos demostrar. 0

Observacion 2.13. En el transcurso de la demostracion anterior, hemos observado un hecho de gran
importancia que utilizaremos en miltiples ocasiones futuras. Como ya hemos visto, si fijamos una

carta (U, ) alrededor de un punto p € M, esto nos induce una base

0 0
TpM - <8_ 5 y a— > .
T1 P Tn P
Ahora, para 1 < i < n, definimos las funciones
donde z; : R™ — R es la proyeccion sobre la i-ésima variable. Entonces, tenemos que
. 1 sii=y,
» 0 sii#j.

Esta propiedad suele indicarse sucientamente como que %‘ (Z;) = 0,4, donde §;; es la llamada
p

Ti=wz;op:U—R,

delta de Kronecker, que satisface d,; =1y 0;; = 0 para i # j.
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De este modo, las funciones ; actiian como “indicadores” para estas bases. Estas funciones se
conocen como la funcion coordenada i-ésima vy, cuando el contexto no da lugar a confusion, se

denotan simplemente por x; : U — R.

Observacion 2.14. La Observacion 2.13 sirve, en particular para encontrar la expresion de cualquier

vector X € T, M en términos de la base 8%1) . %‘ inducida por una carta. En efecto, como
P "lp

es una base, tenemos

.0
X:Z;Aia—%

)
p

para ciertos coeficientes Ay,..., A, € R. Ahora, si evaluamos esta expresiéon en Z;, usando que
2| (%;) = b;; tenemos
p n 6
X(z;) = Ai —| ()= A
( J) Z 2 8In p( J) J

=1

De este modo, tenemos la expresion en coordenadas

®) X =3 X o

p

Como hemos visto, la base 8%1

R %‘p de T,M depende de la carta (U, ) escogida. De

este modo, si tenemos otra carta (U’,¢’) alrededor de p, también tenemos otra base asociada
o

, como se muestra en la Figura 5. Vamos a calcular el cambio de base entre ambas

oy | o Baly
bases.
F1GURrA 5. Cambio de base inducido por el cambio de cartas.
Para ello, observemos que, para todo j = 1,...,n, existen coeficientes a;; € R tales que
0 ot
— = ay,— i
7 J nj
ox’; , 0y ) oz, »
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Para calcular estos coeficientes a;;, recuérdese de la Observacion 2.13 que

0 = L sii =k,
;| M T 0 sii k.

p

De este modo, tenemos que

0

/
ox f

(k) = ajp.
p

. - 0
) (Tr) = ; %

En consecuencia, tenemos que
0 0 _ 0
(1) = (F0()Y) = o
or’:
J ©'(p)

o ox;
donde (p o (¢’ )_l)i denota la i-ésima coordenada de la funcién de cambio de cartas ¢ o (¢')
o'(UNU") = p(UNU"). Dicho de otro modo, la matriz de los coeficientes a;; es

(xi opo (90')71> = 862:’.

¥'(p) J

CLZ'j

(cp o (90’)*1> .

1

P ¥'(p)

_1.

aig (sOOW)_l)l aig <900(90/)_1>1 8(3:; <900W)_1>1
(i), - = aig (@0@0’)*1)2 aig <s00(90'>*1>2 af:; <¢°(¢)71>2
aia (o)) aig (poe)™), - aiz (pote”), 0

Es decir, la matriz de cambio de base es la matriz jacobiana del cambio de carta.

Observacion 2.15. En el caso de que M = R™ (o un abierto de R"), visto como una variedad
diferenciable tenemos una carta “preferida” que es la carta identidad id : R” — R™. Para la base

inducida por esta carta, tenemos que %‘ son las derivadas parciales usuales.
K
p

[

Esta carta induce, en este caso, un isomorfismo natural 7T,R™ = R", que permite identificar
implicitamente

0
al’i

< €;.
p

2.2. Diferencial de una aplicacion.

Definicion 2.16. Sea F': M — N una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables y

sea p € M. La diferencial de F' en p es la aplicacion lineal
dpF : TpM — TF(p)N
X r— X(eoF)

donde e indica que el argumento se inserta en ese lugar. Explicitamente, el vector d,F(X) € Tpg) N

es la derivacion que para g € C*(F(p)) asigna
dpF(X)(g) = X(g o F).
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Tomemos una carta (U, p) de M alrededor de p y una carta (U’,¢') de N alrededor de F(p).

Estas inducen sendas bases

0 0
TPM_<8_$1

p,...,axn

En efecto, tenemos coeficientes a;; tales que

0
d,F' | —
P ( 833]'
Para encontrar estos coeficientes, usamos la Observacion 2.13, que dice que 3~

d;; la delta de Kronecker. De este modo, tenemos

0 N 0], B
aij = dpF’ (8_:1:“)) (7)) = oz, p(%OF)—
B , ) o -
=) WeFee )= g0 B
J 1(p) 7 1e(p)

)

>, TrpyN = <
p

0

! 0!

(w04 0 F) =

0 0
021 |pey 07l pg)
F(p)

2]

(IZ‘%) = (51‘7]‘, con

7
[

(xiogoloFogo_l)

»(p)

8:5']-

donde F = ¢ o F o™ denota la expresion de F en cartas y FJ es su j-ésima coordenada.

De este modo, la matriz de d,F" : T,M — Tpy N en las bases 5 -

%)

7""81‘;1

de Tr N es
P )

OF,
Oy
OF,
Oy

oF,
8:151

OF,
Oy
OF,
Oy

oF,
81'2

OF,
9z,
OF,
Iz,

oF,
ox,,

0 0

p,...,%

0z1 » de TpM y

©(p)

Dicho de otro modo, la matriz de d,F" en las bases anteriores es la matriz diferencial de F' (a veces

llamada la jacobiana de F).

Observacion 2.17. Consideremos el caso de que F' : R® — R™ sea una funcion diferenciable entre

espacios euclideos. Como se explico en la Observacion 2.15, estos espacios son variedades diferen-

ciables equipadas con la carta identidad. De este modo, tenemos que F' = idoF oid™! = F. Asi,

en las bases inducidas por la carta identidad, tenemos que la aplicacién diferencial d,F" coincide

con la diferencial usual D,F' cuya matriz es, en efecto, la matriz de derivadas parciales de F'. Sin

embargo, seguiremos manteniendo ambas notaciones para poder resaltar la diferencia conceptual

de que d,F" es una aplicacion lineal entre espacios tangentes mientras que D,F' es una mera matriz

de derivadas parciales.
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Gracias a esta definicion de diferencial de una aplicacion, tiene sentido hablar de inmersiones y

encajes de una forma més intrinseca. De este modo, una aplicacion diferenciable
F:M— N

se dice:

» Inmersion si d,F : Ty,M — Tr@N es un monomorfismo para todo p € M.

= Encaje si F' es inmersion y un homeomorfismo sobre la imagen.

Adicionalmente, si dim M > dim N, un punto ¢ € N se dice un wvalor reqular si para todo
p € F~1(q) se tiene que d,F : T,M — T,N es de rango méaximo (epimorfismo). En este lenguaje,
una adaptacion del Teorema 1.47 demuestra el siguiente resultado.

Teorema 2.18. Consideremos una aplicacion diferenciable F': M — N con dim M > dim N. Si

q € N es un valor reqular de F, entonces F~'(q) es una subvariedad reqular de M.

2.3. Campos vectoriales y flujos. En esta secciéon, veremos como las nociones de ecuaciones
diferenciales ordinarias pueden generalizarse de forma sencilla a variedades diferenciables. Esta
idea, aparte de ser muy natural, también proporciona poderosas herramientas para el estudio de
la geometria de variedades diferenciables.

Definiciéon 2.19. Sea M una variedad diferenciable. Un campo vectorial sobre M es una coleccion
de vectores tangentes X = {Xp}peM con X, € T,M para todo p € M y tal que para cualquier
carta (U, p : U — V) se tiene que

- 0
i=1 v

donde \; : U — R son funciones diferenciables.

pel,

p

Ejemplo 2.20. Consideremos la variedad M = R?. Con la carta identidad, tenemos una base

natural
0 0
TR = <8_ " Oy >
Ty Y@y
De este modo, un campo vectorial es, por ejemplo
0 0
Xy = y2a— + xya— .
Tl Yl@y)

Si identificamos T}, ,R* = R?, entonces podemos identificar X(, ) = (y?, zy).

Definicion 2.21. Sea I C R un abierto y a: I € R — M una aplicacion diferenciable i.e. una
curva en M. Para cada t € I, definimos la derivacion o/(t) € TouM dada por
a(t): C®(a(t)) — R
fr—=(foa)(t)
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donde foa: I — R es una funcién de una variable real y (f o a)'(t) = %(f o a) es su derivada

evaluada en t.

Definicion 2.22. Sea X un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M consideremos
p € M. Se dice que una curva o : I C R — M es un flujo para X comenzando en p (también
llamado curva integral integral) si a(0) = p y para todo t € I se tiene

O{/(t) = Xa(t) .

Ejemplo 2.23. Consideremos M = R? y X el campo vectorial dado por

0 0
Xy = 92% + JUya—y

(z,y)

Busquemos un flujo para X comenzando en p = (0,0) de la forma
a: ] — R?
t— a(t) = (au(t), ax(t))

con z(t),y(t) dos funciones C°.

Para calcular o () € T,(»)R?, usando (3) tenemos que podemos escribirlo en la base - |a 0 a%
ot
como ©
0 0
/ t — / t 7\ / t AN
W)= A O@g |+

donde T = zoid = x e § = y oid = y son las funciones proyeccién sobre la primera y segunda
coordenada.

Ademas, usando la definicion de o/(t), tenemos

o(t)(x) = (xoa)(t) =ai(t),  ()(y) =(yea)(t)=ai(),

luego

o/ (1) = 0 (1)() -

+ ay(t)(9) 5
a(t) ay
De este modo, para que « sea un flujo para X, debe cumplirse

0 0 0 0
/ ~ / ~ ! 2
A (O)(@) -] +aa()@) 5| =) = Xawaw) = )5~ +oa()az(t) -
Ox a(t) 9 a(t) Ox a(t) dy a(t)
En consecuencia, como {a%, 8%} es base, se ha de cumplir la igualdad componente a componente,

por lo que debe satisfacerse

{ ol (t) = a3(t),
4(t) = a

junto con la condicién inicial (0,0) = «(0) = (a1(0),a2(0)). Esto es, en efecto, un problema de

valor inicial para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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El ejemplo anterior da la clave para calcular un flujo en una variedad general: reducirlo a una
ecuacion diferencial ordinaria en cartas.

Consideremos una variedad diferenciable M, un campo vectorial X en M y un punto p € M.
Para encontrar el flujo, elegimos una carta (U, ) alrededor de p, lo que determina una base

0 0
- (2] i)

e ey 8_%
De este modo, en esta base, para todo ¢ € U podemos escribir

n
0
X, =Y wi(a) -
=1
Ademés, si consideramos una curva « : I — M cerca de p, también podemos escribir

() = Y a(0)(E) 5

i=1

)
p

q

a(t)
Los coeficientes los podemos calcular més explicitamente como
o (1)(7i) = (Ti 0 @)/ (t) = (w; 0 p o) (t) = &(t),
donde & = ¢ o a es la expresion de a en coordenadas (ver Figura 6) y &; : I — R es su i-ésima

coordenada.

FIGURA 6. Expresion de la curva « en cartas

De este modo, la condiciéon de que « es un flujo para X es que

- 0
> a5
i=1 Ori a(t) a(t)

Esto inmediatamente implica que tiene que cumplirse &.(t) = z;(a(t)) = (x; o ¢ ')(a(t)) para

0
85Ei

=d(t) = Xop) = Zazi(a(t))

1 = 1,...,n, que es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1. Si anadimos
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la condicién inicial &;(0) = ¢(p); para todo i, tenemos que el problema de calcular el flujo es

equivalente a resolver el problema de valor inicial

(4)

para 1 < < n.

Gracias a estas observaciones, es practicamente inmediato demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 2.24. Sea M una variedad diferenciable con un campo vectorial X sobre ella y un
punto p € M fijado. Entonces, el flujo a: I TR — M de X comenzando en p existe y es tunico.

Demostracion. Por la discusion anterior, encontrar el flujo es equivalente a resolver el problema
de valor inicial (4). Ahora bien, el lado derecho de la ecuacion es C*°, luego en particular es
localmente Lipschitz y, por tanto, el teorema de existecia y unicidad de ecuaciones diferenciales

ordinarias garantiza que la soluciéon existe y es tnica. 0

Observacion 2.25. = La unicidad debe entenderse en el mismo sentido que el teorema para
ecuaciones diferenciales ordinarias: Sia: I CR —- M y g : J C R — M son dos flujos,
entonces a(t) = B(t) en I N J.

= La Proposicion 2.24 solo garantiza que existe una soluciéon « definida en un cierto intervalo
I C R, pero no garantiza que I = R. Esto suele conocerse como “existencia a tiempos cortos”.

» En general, la existencia para todo tiempo (I = R) no es cierta. Hay varios motivos por
los que el flujo podria dejar de existir. En primer lugar, porque la ecuacion (4) explota, de
manera que diverge. Pero también puede ocurrir otro fenémeno, y es que la solucion “se
salga” de la variedad, por ejemplo, porque a la variedad le falta un punto por el que deberia
pasar la solucion (ver Figura 7).
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U

A ///}'/ FAr) R

F1GURA 7. Flujo que no esta definido para todo tiempo porque la variedad no es completa.

= No obstante, si M es compacta, entonces se tiene existencia para todo tiempo. Esto es,

siempre existe un flujo a : R — M.

2.4. Derivada de Lie y corchete de Lie. La Proposiciéon 2.24 puede mejorarse ligeramente

al siguiente resultado.

Proposicion 2.26. Sea M una variedad diferenciable compacta y X un campo vectorial en M.

Entonces, existe una aplicacion diferenciable
O:MxR—->M
tal que, para todo p € M, la curvat € R — O(p,t) € M es el flujo de X comenzando en p.

Demostracion. Como la variedad es compacta, el flujo existe para todo tiempo, por lo que la tinica
parte que hace falta demostrar es que la aplicacion © es diferenciable. Pero esto es consecuencia

inmediata del teorema de dependencia continua de los datos iniciales para ecuaciones diferenciables.

O

Observacion 2.27. La Proposicion 2.26 también es cierta si M no es compacta. Sin embargo, en
ese caso, la aplicacion © no esta definida en todo M x R, sino en un cierto abierto U C M X R que
contiene a M x {0}.

Notacion 2.28. Fijado t € R, es comun denotar ©, : M — M a la aplicacion ©,(p) = O(p,1).
Informalmente, la aplicacion ©; nos indica “a dénde se mueven los puntos de M mediante el flujo
de X tras pasar ¢ unidades de tiempo”. Cuando queramos referirnos a la curva ¢ — ©,(p) para un
p € M fijo, lo denotaremos con O4(p).

Observacion 2.29. El flujo ©, cumple las siguientes propiedades:
u @0 =id M-
» O,00, = 0O, para todo t,s € R. Esto es consecuencia directa del teorema de unicidad de
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias: Tanto ¢ — ©; o O4(p) como t — O y4(p)
son flujos de X comenzando en O,(p) y, por tanto, deben ser iguales.
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» O_, = ©; ! para todo t € R. En particular, cada aplicacién ©, : M — M es un difeomorfismo
(ver Figura 8). Esto es consecuencia de que ©_; 00, = 0,0 0_;, = Oy = idy,.

” S, (p)

o,

F1GURA 8. Aplicacion ©; : M — M inducida por un flujo.

» O.(p)'(t) = Xo,(p)- Esto es literalmente una reescritura del hecho de que ©,(p) es el flujo de

X comenzando en p. En particular, para toda f € C*°(p), se tiene

d

- t (f00.(p)) =Oup) (t)(f) = Xo,pn) ([f)

Observacion 2.30. En ocasiones, sobre todo en la literatura fisica, dado un flujo ©; que genera una

familia de difeomorfismos, al campo vectorial X del que surge se le llama el generador infinitesimal

de O.

Con esta nociéon en la mano, dados dos campos vectoriales X e Y en M, vamos a definir la
derivada de Lie de Y con respecto a X, denotada LxY . Intuitivamente, LxY es el resultado de
derivar Y en la direccion de X . Es decir, miramos como varia Y cuando nos movemos en la direccion
de X (es decir, siguiendo el flujo de X) y tomamos la derivada de esa variacion.

La formalizacion de esta idea geométrica es un poco engorrosa, pero como veremos, posterior-

mente tendremos un resultado que nos permitira calcularla rapidamente.

Definiciéon 2.31. Sea M una variedad diferenciable, con dos campos X e Y definidos sobre ella.
Sea O el flujo de X. Definimos la derivada de Lie de Y con respecto a X como el campo vectorial
LxY en M dado por

(5) (LxY),(f) = lim do,»O-1 (Youn) (f) = Yo(f)

h—0 h ’

para todop € My f € C*(p).

Observacion 2.32. Obsérvese que la expresion anterior tiene sentido porque ©_, : M — M vy, por
tanto, su diferencial es

de,)O-n : To,mM — To_,@,pnM = T,M.

De este modo, como Yo, () € To,pM, se tiene que dg, ,»)O-r(Yo, ) € TpM, luego tiene sentido
evaluarlo en f € C*°(p). Ademas, el cociente (de,;»©O-n (Yo,u) (f) — Yp(f)) /h es una funcion
de h con valores en R, pues todos los campos vectoriales estdn evaluados. Por este motivo, tiene

sentido tomar el limite cuando h — 0.
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Observacion 2.33. Es ilustrativo comparar el paralelismo entre la definicion de LxY con la defini-
cion de derivada direccional de una funcién F' : R™ — R en la direccion de un cierto vector v € R™,
dada por

OF F(p+ hv) — F(p)

ool =0 p

En este sentido, la expresion (5) es una generalizacion de esta derivada direccional donde el “flujo

en linea recta” p + hv es sustituido por un flujo méas complejo dado por un campo vectorial X.

A pesar de que la definicion de la derivada de Lie es clara, su formulacion es tan compleja que
parece casi imposible ser capaz de evaluarlo en ejemplos concretos. Sin embargo, gracias a la nocién

de corchete de Lie, es posible calcular estas derivadas de forma casi inmediata.

Definicion 2.34. Sean X e Y campos vectoriales en una variedad diferenciable M. El corchete de
Lie de X e Y es el campo vectorial [X, Y] dado por

(X, Y1(f) = X, (Y(f)) = Yo(X (),
para f € C™(p).

Observacion 2.35. Obsérvese que Y (f) puede entenderse como la funcion definida en un entorno
de p dada por ¢ — Y,(f). Es precisamente esta funcion la que es derivada mediante X, en la
definicion del corchete de Lie.

Notacion 2.36. Es muy comiin escribir el corchete de Lie de forma descuidada como
(X, Y]=XY -YX.
En este sentido, [X, Y| puede entenderse como una suerte de conmutador de X e Y.

Obsérvese que el corchete de Lie es calculable de forma sencilla utilizando la expresion de los
campos X e Y en cartas. En concreto, consideremos una carta (U, ) alrededor de p, de modo que

podamos escribir

0

. 0
Xy =D Xi(a) 5
i=1 !

Yy =) Yila) 5
i=1 ’

) )
q q

donde ai
r1

es la base de T, M inducida por la carta.

_9_
7Y Oz
q

q
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Entonces, tenemos que

X)) = X, (Z K%(f)) =3%, (Y ) = X0

Y, analogamente, se tiene

Z Y 8%

En consecuencia, se tiene que

(X, Y],(f) = X,(Y(f)) — ZX 8:61
N ZY 8% ;

- ZX 8:701 ZY;) Xz

- 306,00 =, () ai

De este modo, concluimos que la expresion de [X, Y], en cartas es

+ZZXJ 8:6 T
i=1 j=1 I
ZJZIX] 3%@

Li p

(f)-

0
X, Y]y = D2 () = ¥, (X0) <XZ->) a
i=1 ! p ‘1,
Es decir, para calcular el corchete de Lie de X e Y, simplemente hay que derivar los coeficientes
de Y con respecto de X y viceversa, y restar el resultado.

La importancia del corchete de Lie viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 2.37. Para cualesquiera campos vectoriales X eY en una variedad diferenciable M se
tiene

LxY =[X,Y].
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Demostracion. La demostracion es simplemente un célculo directo. Veamos para ello qué es X,(Y'(f)).

Usando el hecho de que O,(p) es el flujo de X comenzando en p, tenemos

X, () = DOV () = | ()0 0u(p) = Jimy LD
i Yo () = Y1)
h—0 h )

Sumamos y restamos ahora dg, ;,»©_p (Y@h(p)) (f) para obtener que

X,(Y(f)) = lim Yo, (f) = Yu(f) + de), () O-n (Yeh(p)) (f) — de,»©O-n (th(p)) (f)
» —

o
_ (Liy)p () + Iim Yo (f) — demz@?h (Youw) (f)
= (LxY), (f) + lim Yo (f) = qup) (fo®_4)
= (Ex¥), (F) + i You (W) = (LxY), (f) + Yoo ) (}Lg(l) W) .
Ahora, si realizamos el cambio de variable s = —h, tenemos que
X, (Y () = (LxY), (f) + Y, (131 w> (L), () +Y, (gn M)

- L), () + % (

(fo @.>) — (LaY), () + Y, (X ().

=0
donde, en la tdltima igualdad, nuevamente hemos usado que © es el flujo de X. De este modo,
despejando tenemos que (LxY), (f) = X,(Y(f)) — Y,(X(f)), como querfamos demostrar. O

3. ESPACIO COTANGENTE. FORMAS DIFERENCIABLES.

3.1. Algebra lineal de formas alternadas. Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita
n (més adelante, serd en concreto V' = T,M).

Sea {by,...,b,} una base de V' y sea {bj,..., b’} su base dual, esto es, la base satisfaciendo
1 sii=j
¢ (B) =0y {0 sii# j.

Definicion 3.1. Una forma multilineal alternada de grado r, o simplemente una r-forma es una
aplicacion
T veces

——
w:VxVx...xV—R

satisfaciendo:
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1. w es multilineal, es decir, es lineal en cada argumento en el sentido de que
!/ !/
W1, U F AV ) =WV, U ) Aw(Ug V),

para cualesquiera vy, ..., v, v € V .y A €R.
2. w es alternada, es decir

W(UL, oy Uiy ooy Uy e, Up) = —wW(U1, o, Uy e, Uiy, ),
para cualesquiera vy,...,v, € V.

Notacion 3.2. El espacio de r-formas multilineales alternadas en V' se denota por A"V*. Con la
suma y el producto por escalares natural, A"V* es un R-espacio vectorial.

Observacion 3.3. 1. A'V* = V*, el espacio dual a V formado por aplicaciones lineales v : V' —
R.
2. Si hay un argumento repetido, se tiene
W1,y Uy Uy 0) = —w (U1, 0,0, )
y, por tanto, w (vy,...,v,...,v,...,0.) = 0.
3. Sio €5, es una permutucion de {1,...,r}, entonces:
w (v1, ..., v,) =sign(o) w (Veqy, - - ., Vo(r))

donde sign(o) es el signo de o, dado por

ian() { 1 si o es un producto de un ntmero par de trasposiciones,
sign(o) =

—1 si o es un producto de un namero impar de trasposiciones.

4. 81 r = n = dim(V) y fijo una base B = {by,...,b,} de V, entonces hay una n-forma
alternada destacada, el determinante detz : V> — R, dado por

detg(vy, . ..,v,) = det(a;;) Z sign(o )Haw(i),
i=1

oESh

donde a;; son las coordenadas de v; en la base B, es decir, v; = ) y a;b;.

Definicién 3.4. Sean ay,...,«a,. € V*. El producto exterior o wedge de ay,...,«,, denotado
ar Aas... A, es la r-forma definida por

ar Nag AL A ag (v, ..., 0,) = det (o (v5)) Z sign(o )Hai(va(i))
ocE€Sh i=
para cualesquiera vq,...,v, € V.
Proposicién 3.5. Sea by, ..., b una base de V. Una base del espacio vectorial A"V* es

{b*/\b* CDND [T <y < <z'r<n}.
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Demostracion. Vamos a probar que estos vectores son linealmente independientes y que son un
sistema generador. Para ello, una observacién crucial serd que si b;,,...,b; es una coleccion de r

vectores de la base by,...,b, de V con j; < j» < ... < j,, entonces

0 si no.

D
b;/\.../\bjr(bjl,...,bjr):det(bfa(bjb)):{ SLIL=J1s et = s

» Linealmente independientes. Supongamos que existen )\;, ;. tales que

Z Ny bi A ADE =0

Entonces, se tiene que

> Xkl A A (b by) = Ay, =0,

» Sistema generador. Sea w € A"V*. Supongamos que w si fuese combinacién lineal de las

formas 07 A...AD; , digamos

W = Z )\ilmirb;: VANPIRAN b:

Entonces, un argumento similar al anterior muestra que los coeficientes son \;, ;. = w (b;,...,b;,).

Por tanto, de poder expresorse como combinacion lineal de b}, A ... Ab; , debe ser

w= Y wbiy,.. b)) b AL AL

Ahora bien, se tiene que, en efecto, esta igualdad es cierta porque

> w(biy by ) U A ABE (Bays s ba,) =

)0 si algln o estd repetido
] sign(o)w (bay,s---sbay,)  siai, <...<ay yo(j)=ij

Por otro lado, también se tiene

0 si alglin o estd repetido
sign(o)w (bay, s -1 bay,) Sty <...<ai yo(j) =i

W(bal,...,b%)Z{

De este modo, ambas formas coinciden en cualquier combinaciéon de elementos de una base

y, por tanto, son iguales.

O

Corolario 3.6. La dimension de A"V* es

n n!
mA V= R
dim ATV (r) kl(n —r)!
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Ejemplo 3.7. Tomemos V = R3, con la base canénica V = (ey, €3, €3). Tenemos asf
V* = (el,e5,€5), e (ej) =0
Una base de A2V* es por tanto,
{eIney, el Nes, e3Neq}

Estas formas acttian, por ejemplo

0 1
ey{/\eg(eg,el):det<0 0 ) =0,

e; Nej(er,e3) =det () =1,

0 1
e”{/\e}ﬁ)(eg,el):det( Lo ) =—1.

Con w una 2-forma cualquiera, se tiene
w=uw/(eyez)e] Nes+wler,er)e] Aes+wl(eg, es)es Aes

Observacion 3.8. Como dim A"V* = = 1, se tiene que la tnica n-forma multilinear alter-
n

nada es, salvo reescalado, el determinante. De hecho, se tiene que
by A...A\by =detp

con B={by,...,b,}.

Notacién 3.9. Si tomamos r = 0, el Corolario 3.6 nos dirfa que dim A°V* = 1. Por este motivo,

definiremos A°V* = R.

Observacion 3.10. Esta observacion es para aquellos lectores que estén familiarizados con el produc-
to tensorial de espacios vectoriales. El espacio vectorial A”V* puede entenderse como un subespacio
vectorial del producto tensorial de r copias de V*, &" V*. El espacio Q" V* es precisamente el
espacio de las formas r-multilineales, no necesariamente alternadas, y A"V* son las que, ademas,
cumplen la condiciéon de alternancia. Obsérvese que esta observacion concuerda con el Corolario
3.6, pues dim (®Q" V*) = n" > dim A"V*, con desigualdad estricta para r > 1.

En particular, para r = 2, de hecho tenemos que

V*@V* = A*V* @ Sym(V*),

donde Sym(V*) denota las formas bilineales simétricas (i.e. w(vy,vs) = w(ve,v1)). Esto no es
més que el hecho bien conocido de que toda forma bilineal se puede escribir como suma de su
parte simétrica y su parte antisimétrica. Para r > 2, por contra, aparecen nuevos términos de

semi-alternancia en esta descomposicion.
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Observacion 3.11. Obsérvese que el espacio vectorial )" V* es naturalmente isomorfo a Q" V*®R.

Por ese motivo, tiene sentido que para r = 0 tengamos simplemente A°V* = R.
3.2. Formas diferenciales. Diferencial exterior.

Definiciéon 3.12. Sea M una variedad diferenciable y p € M. El espacio cotangente a M en p es:

TyM = (T,M)" = {a: T,M — R | w lineal }

)

ToM = ((dr1)p, ..., (dr,),)

0 0 sii#j
Jlp S11 =]

En particular, una base de AJM := A"T7 M es

Si fijo una carta (U, ¢) de M entorno a p, tengo que

0
TpM:<8—x1

es una base de T, M. Denotemos la base dual de T); M por

0

p,...,axn

Se tiene que

A;M:<dxi1p/\.../\dxirp> con 1<y <ig<...<i, <n=dmM.

Definicion 3.13. Una r-forma diferencial w en M es una colleccion {wy,}pen tal que, para toda
carta (U, p) de M, se tiene que
Wy = Z Qiyin (D) iy A oo A dzi,
1< <...<tp<n

donde a;, . ;, : U — R son funciones diferenciables.

Notacion 3.14. 1. El conjunto de r-formas diferenciables en M se denota Q2"(M). En parti-
cular, Q'(M) son los “campos covectoriales”.
2. Para ahorrar espacio, en ocasiones se denota I = (i1, ...,i,) y dv;, = dxiz.p Ao Ndx;, . En

ese caso, una forma se denota
Wy = E ar(p)dxy,.
[I|=r

3. En concordancia con la Notacion 3.9, definimos Q°(M) = C>(M,R), las funciones diferen-
ciables f : M — R.

Sea I': M — N una aplicacion diferenciable con diferencial d,F : T,M — T, N. Esta induce
una aplicaciéon lineal

F*: Q(N) — Q" (M)
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llamado el pullback y dada por

(F*w)p(Xb - 7Xr) = wF(p)(dpF(Xl)a <. adpF(Xr))v
paraw € Q' (N) y Xy,..., X, € T,M.

Observacion 3.15. Esta construccion es general de algebra lineal. Si L : V' — W es una apli-
cacion lineal, entonces tenemos un pullback L* : A"W* — A"V* dado por (L*w)(vy,...,v,) =
w(Lvy, ..., Lv,).

Notacién 3.16. Para una O-forma en N, es decir, para f € Q°(N) = C*(N,R) una funcién
f: N =R, definimos F*(f) = fo F € Q(M).

Ejemplo 3.17. Sea N C M una subvariedad con inclusion ¢ : N < M. Entonces ¢* : " (M) —
Q"(N) es la restriccion *(w) = wl,,, ya que
(Fw), (X1, ., X)) = wip,y (dpt (X1) 5y dpt (X)) = wp (X100 X))
Vamos a ver como actua el pullback en coordenadas. Supongamos que w € Q" (M) esta dada
por w = . @i dri A...A\dz;, entonces
(ffw), (X1...X,) =
=3 i (/) (d% F A A dxiw) (dof (X1) ..., dpf (X))

1.0

= D i, (f(p)) det (di, (4, f(X4)))

Ejemplo 3.18. Sea f : R2 — R? dada por f(z,y) = (2%, y?). Tomamos r = 2 y w = (2%y) dz Ady

(va que la base de A*TyR* = (dx, A dyj).
Entonces f*w € Q2 (R?) y esta dada por

0

) df(:c,y) ( a.

<x,y>> dy

8 )

(x%,y?)

0
= W2y?) (df(m/) <_
(x,y>> Or
0
= T 2 - 9 2 ~
W(z2,y2) ( x@x g y@y
2z 0
= zly? det . = P day = 4aPy.
0 2y

0

9]
(f*w)(z,y) ( %

@y Y

0 0
42
=z y“dr N\ dy (2x8x72y8y>

Vamos ahora a construir una aplicaciéon lineal

d: Q" (M) — QM)
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de gran importancia, conocida como la diferencial exterior.
Consideremos primero el caso r = 0 para el que d : Q°(M) — Q(M). Dada f € Q°(M) =
C>(M,R), definimos df € Q'(M) por
(df)p(X) = X(f),

para X € T,M. Dicho de otro modo, df es la 1-forma “evaluar en f”.

Observacion 3.19. La notaciéon dz; de hecho puede interpretarse como la diferencial exterior de la

funcién coordenada i-ésima z; = z; : U C M — R. En efecto, tenemos

(dz:)p(X) = X(2:) (= X(2:)),

que no es sino la i-ésima coordenada de X en la base 8%1 s % , como corresponde a que
P "lp
(dx1)p, ..., (dx,), sea la base dual.
Vamos a escribir esta forma df en coordenadas. Fijamos una carta (U, p) y T, M = <da71, ceey d:z:np>.
Tenemos
&y = (P, .+ a (P, donde ap) = df, [ | | = 2| (=] f
=a x oo ta, Zn,, donde a;(p) = — = =
P 1P 1p P P P P 81’1 (91’1 8:62
P P ©(p)
Por tanto. se tiene
0 0 0 0
dfy = =—| (f)der +...+ —| (f)dz,, = or dry + ...+ / dx, € T, M.
oy ) o, ) 0y » oz, »

Veamos ahora la aplicacion d : Q" (M) — Q"(M) en general. Dado w € Q"(M), localmente
ésta se escribe
W = Z Ay .. iy dl’il VANPIRAN dl‘ir,

1.y COOA(U)

por lo que podemos crear da;, . ;, € Q'(M) y definimos

dw = Z dailmir VAN dxil VAP dxl-r S QT+1(M>.

i1t
Ejemplo 3.20. Tomemos M = R3. Aqui, tenemos que

» QO(R3) = C=(R?).

» QY(R3) = C*(R3)(dx, dy, dz).

» O(R3) = C°(R¥)(dx A dy,dy A dz,dz A dx).

» Q3(R?) = C®(R3){dz A dy A dz).
Gracias a esta descripcion, obsérvese que podemos identificar formas de Q'(R?) y Q*(R®) con
campos vectoriales de R?, mediante las identificaciones

0 0 0
d"L’Ha—x, dyHa—y, d,Z(—)&,
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dx/\dyH%, dy/\dzHé%, dz/\dxH%.

De este modo, explicitamente, el operador diferencial exterior esta dado de la siguiente forma.
w d:Q°(R?) — Q' (R?) satisface que dado f € Q°(R?) = C*°(R?), se tiene
df = %dw + g—gdy + %dz ~ %% g_;c(% %%
De este modo, bajo esta identificacion, df puede identificarse con el campo vectorial gradiente V f
de f.
wd: Q'R — Q*(R?). Siw e Q'(R?) se escribe como w = ay(z,y, 2)dr + as(z,y, 2)dy +
as(x,y, z)dz, entonces tenemos

dw = day N\ dx + das N\ dy + das N\ dz = <%dx+%dy+%dz)/\dx

Ox dy 0z
8@2 8@2 3@2 (’3(13 Gag 8a3
—d —dy + —d d —d —d —d d
+<89§ $+8y y+8z Z)/\ y+(6$ x+8y y+8z z)/\ :
. 8a2 80,1 8@1 8a3 aag 8&2
_<8x ay)da:/\dy+(az ax)dzAdx+(ay az>dy/\dz.

De este modo, bajo la identificacién anterior tenemos que si identificamos w € Q(M) con
un campo vectorial X, de R?, entonces dw se identifica con el campo vectorial rotacional de
X, estoes, V x X,.

nd:Q?(RY) = Q¥ (R?). Siw € Q*(R?) se escribe w = aydy A dz + agdz A dz + azdz A dy,

entonces

dw = day Ndy Ndz + das Ndz AN dx + daz A\ dx N\ dy

— %dx/\dy/\dz—l—%dy/\dz/\diﬂ—l—%dZ/\dx/\dy
ox dy 0z

. 8@1 80,2 8&3

_ <E+3_y+%> dx Ndy N dz.

De este modo, si identificamos w € Q?(R*) con un campo vectorial X,, de R® entonces
dw € Q3(R3) = C*°(R?) se identifica con la divergencia de X,,, es decir, V - X,

Obsérvese que este ejemplo funciona porque tenemos la dimensiones
dim A°T/R? =, dimA'T/R* =3, dimA*T'R* =3, dimA’T'R®=1.

Esto es lo que permite identificar O-formas y 3-formas con funciones y 1-formas y 2-formas con

campos vectoriales. Este es un hecho especifico de R® que no tiene analogo en dimensién superior.
Proposicion 3.21. Sea w € "(M). Se tiene
d(dw) = 0.

Observacion 3.22. Este resultado, de gran importancia, se suele escribir sucientamente como d? = 0.
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Demostracion. Sea w € Q" (M). Escogiendo una carta, podemes encribir localmente w como

w = Z ail,__irdxil VANPIRAAN dlL‘ir.

1.0

Entonces tenemos que

Oai, i,
dw = Z Z Dz, dx; Ndxi, A ... Ndx;,,

110y

y, por tanto,

ddw) =Y Y d (aa“ ) dz; Adzi, A ... Ada;,

Uyendr  J

_ a2ai1...ir ———dxp Ndx; Ndxy, N ... Ndx;,
Z ZZ ax](?xk !

Uyeesiy g

=y <28 Qi “dx]/\da:j N dw,

1.0
>

-~

0

Za azl- d[lj‘k/\d:ljj /\dl’lr—i—z amll lrdxk/\dl'J/\/\dCCZT)

8xk8x] k0T
DPa;, i, O%ai,
= Z Z (8 zg.‘zr — 9 15“%)d.%'k/\dl'j/\dl'il /\/\dl’lr
itoin by N TTROL TiOTk
. . 2. .
Ahora, por el lema de Schwarz, tenemos que 88;;16”967 = aa;;g%: para todo 1 < j,k < n, lo que
implica que el tltimo término se anula y, por tanto, d(dw) = 0. 0

Observacion 3.23. Tomemos nuevamente M = R® y usamos las identificaciones del Ejemplo 3.20.
Entonces tenemos que:

» El hecho de que d? : Q°(M) — Q*(M) sea cero quiere decir que todo campo gradiente es
irrotacional, i.e. V x (Vf) = 0.

» El hecho de que d? : QY(M) — Q3(M) sea cero quiere decir que la divergencia del rotacional
se anula (dicho de otro modo, todo campo rotacional es incompresible), i.e. V- (V x X) = 0.

Estudiemos ahora como se comporta la diferencial exterior con respecto a la multiplicacion de

formas.
Definicion 3.24. Sean w; € Q™ (M) y wy € Q"2(M). Definimos wy A wy € Q1 72(M) como

(Wi Nwa)y, (1, s Tpygry) = Z sign(o)wi (To(1)s - - - s Ta(ry)) W2 (Torat1)s - - -+ To(ra) ) -

O’GSrl +ro

Observacion 3.25. Este producto generaliza el producto de 1-formas.
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Proposicion 3.26. Sea wy; € Q™ (M) ywy € Q2(M). Entonces se tiene
d (w1 Awg) = dwy Awy + (—1)"wy A dws.
Demostracion. Sea w; = Z|I|=7"1 ardrr v wy = Z|J|=T'2 bydx ;. Entonces, se tien
w1 /\u)g = Za[bjdxl /\dl‘J

y, por tanto,

d(w1 /\WQ) = Zd(a;bJ) /\dl’[ /\dl’J
1,J
Tenemos que d (arby) = bydar + aydby, luego

d(w Aws) =Y bydas A dog A day+ Z ardby A dxy A dzy.
1,J

dwl Aw2

Sin embargo, para el segundo término, tenemos

w1 A dws = <Z a,dx,> A <Z db; A da:J> — Z ardr; Adby A da g
I J 1,J

:Za[dl’il /\.../\dl‘irl /\dbj/\dl'jl /\.../\dlL’jT2 =

= (_1>T1 Za[dbj ANdxy Ndzy.
1,J

De este modo, tenemos ZI,J ardbyNdxyNdxy = (—1)" (wy A dwsy), como querfamos demostrar. [
Observacion 3.27. Si f € Q°(M) = C®(M,R) y w € Q"(M), entonces
d(fw)=df Nw+ f Ndw.
Corolario 3.28. La diferencial exterior
d: Q" (M) — QM)

satisface:

1. Es R- lineal.

2.d*=0

3. d(wy Aws) = dwy Awa + (—1)wy A dws

4. df(X) = X(f), para todo f € Q°(M) = C>*(M,R) y X campo vectorial.

Observacion 3.29. Las propiedades (1)-(4) anteriores determinan la diferencial exterior d ya que
A (3 i, A A ) N d(ay, i dri, A A das,)
) Z dai, .. Ndx;, N\ ... Ndx; £ Z @iy, 23:i1 AN d2£L’¢T

2 > daii Az AN dag,
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que esta univocamente determinado porque da;, . ; € Q'(M) esta caracterizado por la propiedad

@

Proposicion 3.30. Sea F' : M — N una aplicacion diferenciable con pullback F* : Q"(N) —
Q"(M). El diagrama

Q(N) (M)

‘| |

QT—H(N) . QT+1(M>

F*

es conmutativo. Dicho de otro modo, para todo wSY"(N) se tiene
d(F*w) = F*(dw).

Demostracion. Lo demostraremos por inducciéon sobre el grado r.

1. Parar = 0. Sea f € Q% N). Quiero probar que F*(df) = d (F*f). En efecto, para X € T,M
se tiene

d(F"f)(X) = d(f o F)(X) = X(f o F),
FH(df)(X) = (df)(dpFX) = dp F(X)(f) = X(f o F).
2. Para r = 1. Consideremos una 1-forma w € Q!'(M). Localmente en cartas, tenemos que

w= Z a;dz;.

)

podemos escribir w como

De este modo, tenemos

d(F*w) = dF* (Z a; dx,-) = Z d (F*(a;) F*(dx;)) = d (F*(a;) dF*(z;))

= Zd F*(a;)) A dF*(z;) + F*(a;) d*(F*(x;)) Zd (F*(a;)) A dF*(z;)
= Z F*da; N F*d(x;) (Z da; N\ dx1> = F* (Z d(a; dasl))
= F*d (Z a; dxl) = F" (dw) .

En el célculo anterior, en la tercera igualdad hemos usado que F*dz; = d(F™*(z;)) por el caso
r = 0, en la cuarta igualdad hemos usado la propiedad 3. del Corolario 3.28 y en la quinta
igualdad hemos usado que d* = 0 (propiedad 2. del Corolario 3.28).

3. Caso inductivo. Supongamoslo cierto para r, y queremos demostrar para r + 1. Sea w €
Q" (N). Obsérvese que siw =n AT conn € QYN) y 7 € Q'(N), entonces el resultado en



44 A. GONZALEZ PRIETO
inmediato porque
dF'w =d(F*(nAT1))=d(F'n\NF*1) =dF'n A\ F*tr — F*'n NdF*r
=F*(dn) NF*t — F'nANF*(dr) = F*(dn N7 —ndr) = F*d(n A7) = F*dw.

El caso general puede abordarse localmente usando cartas, pues cualquier w € Q" (N)

se escribe
Z iy %H dx“ A\ alyz:22 A d:c%+1 Z Ny N\ Tr.

i1.. 74'r+1

771 7'1

Por tanto, se tiene

:d(ZF* (771/\71)> =Y d(F (uATr) =Y F*(d(nr A))
= F* (dZ(m/\n)) = [ (dw).

Ejemplo 3.31. Tomemos M =R?y F': R x [0,00) — R? dada por
F(0,7) = (rcos(),rsen(h))

Considerememos w = z dz € Q' (R?) y calculemos F*w.

Usando la propiedad de la Proposicion 3.30, tenemos
F*(zdx) = F*(x) F*(dz) = (x o F) d(F*(x)) = (rcos(#)) d(r cos(h))
— 7 cos(0)(—rsen(6)df + cos(f)dr) = —r% cos(6) sin(h) df + r cos*(0) dr
4. INTEGRACION EN VARIEDADES Y EL TEOREMA DE STOKES.

Sea M una variedad diferenciable de dimension n y w € "(m). Veremos que tiene sentido
hablar de |, 1w € Rya que localmente en cartas podemos escribir w = fdr; A ... Adr, y definir
| W= | v fdxy ... dx,, bajo ciertas hipotesis a imponer sobre M (compacidad y orientabilidad).

4.1. Integraciéon en R". Orientabilidad. Sea U C R™ un abierto acotado. Sea w € Q"(U) y
dzy,...,dr, una base de T7U vy, por tanto, dzy A dxa A ... A dx es un generador del espacio de
n-formas alternadas A"T;U. Por tanto, podemos escribir

w = f(x)dzy Ndrgy A ... Adzy,,,
donde f(z) = f(z1,...,2,) : U — R es una funcion C* en U.

Definicion 4.1. En las condiciones anteriores, definimos la integral de w € Q*(U) en U C R

/Uw::/Uf(x)dxl---dxn,

donde dzy - - - dx,, es la medida usual de Lebesgue en R".

CcOomo
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Proposicion 4.2. Sean U,V C R" abiertos conexos y ® : V. — U un difeomorfismo. Entonces,

/ w== / O w.
U 1%
Demostracion. Por definicion, tenemos

/Uw:/Uf(x)d:pl---dmn

Por el teorema del cambio de variables de célculo integral en varias variables, tenemos

/f(x)dxl...d:cn:/fofb(y)~]detDy(®)|dy1---dyn,
U v

donde |det D, (®)| es el valor absoluto del determinante de la matriz de derivadas parciales de ®.
Por otro lado, tenemos

" (w) =" (fdxy N...Ndxy,) = P*(f) - D" (dxy A ... Ndxy,)
= (fod) -det(DP)dy; A...Ady,

y por tanto, tenemos que [i, ¢*(w) = % [;;w, como querfamos demostrar. O

Observacion 4.3. El signo a escoger en la proposicion anterior depende tinicamente del signo de
determinante de la matriz de derivadas parciales. Si det(D®) > 0, entonces [, w = [i, *w y si
det(D®) < 0, entonces [, w = — [, ®*w. Obsérvese que el signo de det(D®) no puede cambiar,
al ser ® un difeomorfismo (luego no puede anularse) y ser V' conexo. En particular, la integral sea
invariante bajo difeomarfismos si y solo si det(D®) > 0.

Definiciéon 4.4. Una variedad diferenciable M = (X, A) se dice orientable si existe un atlas
A’ compatible con A tal que para cualesquiera (Uy, ¢ : Uy = Vo), (Ug, 5 : Ug — V) € A se
tiene que el difeomorfismo ¢g o o' 1 @, (U,NUz) C R* — 5 (U, NUg) C R" satisface
det (D, (¢p 0 ¢, ")) > 0 para todo x € @, (U, NUs). En ese caso, el atlas A" se llama una orienta-

cion para M y, con esa eleccion, se dice que M esta orientada.
Observacion 4.5. No todas las variedades diferenciables son orientables.

Ejemplo 4.6. La esfera S' = {(z,y) | 2> + y? = 1} es orientable. En efecto, usando la construccion
del Ejemplo 1.6, se tiene un atlas A de cuatro cartas definido sobre los abiertos

Uy ={(xy | £x>0}, Uy ={(zy)|+y>0}.

y dado por
et U — V=(-1,1) o, Uy — V=(-11)
(z,y) — y (z,y) —
(V1 —12,8) «— t (t,£V1—12) +— t
(iii) w3 : @
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Si calculamos los cambios de cartas, tenemos
ot o () () = v} (VI—Pot)
py o (e2) ) =, <Mt>
et o lpn) ) = of (—VI- Pt
@y o (p2) () =, (—VI-2, t)

De este modo, los determinantes de los cambios de cartas son

V-1,
V1-t2,

9

21

| |
—_
|
~
[\

Dt(@; © (90;)_1) = \/;—_tjv Dt(@; o (pz)” l) 1t_t27
Di(p, o (¥5) ™) = 755, Dilwy, o ()™ = 7
Para calcular su signo, obsérvese que:

= o (U NUS) = (O 1), luego t > 0y, por tanto, Dy(¢; o (¢f)~) <0.

= o (U NU, ) = (—1,0), luego ¢t < 0y, por tanto, Dy(, o (¢f)~") > 0.
= o, (U7 N U+) () 1), luego ¢t > 0y, por tanto, Dy(¢, o (¢f)™) > 0.
» o, (U NU;) = (—1,0), luego ¢ < 0y, por tanto Dy(¢, o (¢;)~") < 0.

De este modo, observamos que 4 no es un atlas orientado. Sin embargo, podemos convertirlo

en un atlas orientado cambiando el signo de ¢ y ¢

o, U — V=(-1,1) oy U — V=(-1,1)
(z,y) — —y (z,y) — —x
(—V1—12,—t) «— t (—t,V1—1) +— t
Con estos cambios, el atlas
A={(U},¢)) (U, 0:), (U 8)) . (U, 0,) }
define una orientacién en S*.

Ejemplo 4.7. S? es orientable. Consideremos el atlas de S? descrito en el Ejemplo 1.3 por

A={{U¢2) (U 9y) - (UF,02) }
donde U} = {(z,y,2) € S?|z >0} y of : UF — V es tal que ¢f(z,y,2) = (y,2), con V =
{(u,v) € R?|u? + v < 1}. Tenemos que (o)~ (u,v) = (V1—u? =02, u,v), y andlogamente con
el resto de cartas.

El cambio de cartas entre (U, @) v (U, , ¢, ) es

oy o () ) =gy (VImw@ 2 uw) = (VIZw2—22v).

De este modo, su diferencial esta dada por

—2u —2v
- -1
D (15 0 (6) ™) = ( i )
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y por tanto, det (D(u,v) (goy_ o (cp;f)_l> = ———5—. Como el dominio de ¢, o ()" es el abierto

or (UFnU;) = ¢of {(z,y,2) € $*|2 > 0}) = {(u,v) | u® —v* < 1,u < 0}, se tiene u < 0y por
tanto det (D(u,v) (gp; o (go;fl)) > 0.

Sin embargo, un calculo analogo demuestra que det (D(uyv)(gqu : (goj)_l)> < 0. De hecho, al
igual que en el Ejemplo 4.6, la mitad de los cambios de cartas esta bien orientados y la otra mitad
estdn mal orientados. No obstante, cambiando la orientaciéon de la mitad de las cartas, como en el

Ejemplo 4.6, podemos construir una orientacién para S?.

Ejemplo 4.8. Argumentando de forma similar en dimensién arbitraria, se tiene que S™ es orien-
table para todo n > 1.

4.2. Integrando formas en variedades. Durante toda esta secciéon, supongamos que M es
una variedad diferenciable compacta de dimensién n y orientable con orientacion A.

Una herramienta fundamental para la integraciéon en M son las llamadas particiones de la unidad.

Definicion 4.9. Sea M una variedad diferenciable y sea {U,}, ., un rembrimiento abierto de
M (i.e. Uyep Ua = M). Una particion de la unidad es una coleccion de funciones diferenciables
Yo : M — R para a € A tal que:

1. supp (¢o) C U,, donde suppth, = {x € M : 1, (x) # 0} es el soporte de 1.
2. Para cada p € M existe solo una cantidad finita g, ..., as, tales que 1., (z), ..., s, () #0

y ademés
> e, (z) = 1.
i=1

M

S\)FP q)d\

Observacion 4.10. La segunda condicion de la Definicion 4.9 suele escribirse sucintamente como
E ¢a (37) =1,
aEA

entendiendo que, en esta suma, para cada punto hay un ntimero finito de sumandos no nulos.

Ejemplo 4.11. Una particion de la unidad del intervalo [0,1] subordinada al recubrimiento
[0,3/4) U (1/4,1] es la mostrada en la Figura 9.
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N

% 3 1

Wy

S f‘lﬁ

FIGURA 9. Particion de la unidad del intervalo [0, 1]

Observacion 4.12. Uno de los usos méas directos de las particiones de la unidad es para extender
objectos definidos solo en un entorno a toda la variedad. Supongamos que U C M es un abierto,
que completamos a un recubrimiento {U;}2, de M con Uy = U y sea {¢;} una particion de la
unidad asociada al recubrimiento {U;}.

Supongamos que X es un campo vectorial definido tinicamente en U. Definimos

o Jumx, sipev
! 0 sip ¢ U.

Debido a que {¢;} es una particion de la unidad, tenemos que X es un campo vectorial suave, que
suele denotarse por ¥y X. De la misma forma, dada una r-forma w € Q"(U), la forma @ = 1w es

una extensién a todo M.

Observacion 4.13. Reciprocamente, una particiéon de la unidad se puede usar para restringir un
objeto localmente. Sea {U,},., un recubrimiento de M. Sea {1,} una particién de la unidad y
w € Q" (M). Entonces, podemos escribir

Pero ahora el suporte de cada uno de los sumando satisface

supp (Yaw) = {p € M : Ya(p)wp # 0} {p € M :va(p) # 0} = supp¥q C U,

luego cada 1,w puede verse como una forma definida en U,.

Teorema 4.14. Si M es una variedad diferenciable compacta, entonces para todo recubrimiento

existe una particion de la unidad subordinada.

Observacion 4.15. Si M no es compacta, el teorema sigue siendo cierto con un pequeno ajuste, y
es que puede haber mas funciones 13 que abiertos del recubrimiento.

Definicién 4.16. Sea M una variedad diferenciable compacta de dimensién n y orientable con
A={(U,, o : Uy = V,)} un atlas orientado finito para M. Sea {1, } una particion de la unidad
subordinada a A. Dada w € Q"(M) definimos su integral como

[y g
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Observacion 4.17. » Como M es orientado, el atlas {(Ua, ¢a)} se puede tomar finito. De este
modo, la suma anterior esta bien definida.
» Como supp (Yaw) = {p €M :y(pw, # 0} C U,, la n-forma ()" 1, estd definida en
V., € Ry, por tanto, las integrales fVa (1) Yow estan bien definidas en el sentido de la
Definicion 4.1.

Observacion 4.18. La integral f 1w no depende de la eleccion de atlas compatible orientado esco-
gido. Supongamos que A" = {(U., ¢.,)} es otro atlas compatible con A y orientado igual que A,
es decir, satisfaciendo

det D(gj 0 ") > 0,

para todo (Uy, ¢a) € Ay (UL, ¢,,) € A'. Entonces, tenemos

S [ () ) = 22;/ )

acA acAa’'c A

>/ 05')" (Yatiw)
acAa’e A "‘ UaﬂU

303 BN CRE) NER N
acA o’ e A U“nU/

S / (¢i)" (Pattiyw)
acAa’e A UD‘OU/

B X st = 3 [
acAale Al aeA

Sean M y N variedades diferenciables y sea F' : M — N un difeomorfismo. Obsérvese que si
A" ={(U', ¢’} es un atlas para N, entonces el conjunto

F*(A) = {(F ), ¢ o F)}
también forma un atlas para M.

Definicion 4.19. Sean M y N variedades orientadas con atlas orientados Ay A’, respectivamente.
Un difeomorfismo F': M — N se dice que preserva la orientacion si F*(A’) es un atlas de M con

la misma orientaciéon que A. En caso contrario, se dice que F' invierte la orientacion.

Proposicion 4.20. La integral de formas es invariante bajo difeomorfismos que preservan la orien-
tacion, es decir, si F': M — N es un difeomorfismo que preserva la orientacion, entonces

/w:/F*w
N M

para toda w € Q" (N).
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Demostracion. Sea A = {U,} un atlas orientado para N, con particion de la unidad subordinada

{ta}- Obsérvese que como F': M — N es un difeomorfismo que preserva la orientacion, entonces

oo F: F7Y(U,) — V, también es un difeormofismo que preserva la orientacion. Se tiene asf,
/w—/l w_/zw_z/%w_z/ 0:h)" ()
acA
S [ o (@) ) = [ (ertovac F) ()
acA’ F7H(Ua) acA’F7H(Ua)
=Y [ P - Z/ "o F) F*w—/z woF) Fu= [ Fu,
acA 1(Ua acA acA

donde, en la ultima igualdad, hemos usado que {(¢, o F')} es una particion de la unidad para

M. 0J

Observacion 4.21. Si F' : M — N es un difeomorfismo que invierte la orientaciéon entre variedades
conexas, entonces la misma demostracion prueba que

/w:—/ Fw.
N M

Ejemplo 4.22. Consideremos la 1-forma w = —ydz+zdy en S! C R%. Tomamos la parametrizacion

et (0,2r) — S'—{(1,0)}
7 —> (cosf,senf)

Entonces, tenemos

/51 o /(0,%)(90_1)% B /<o,27r) (p7) wd (™) w+ (¢7) ad (07)

= / — sin @d(cos ) + cos 0d(sin 0) = / sin® 0d6 + cos® Odo
(0,2m) (0,27)

o
:/ df = 2m.
0

4.3. Otro vistazo a la orientabilidad.

Definicion 4.23. Sea V un R-espacio vectorial. Sea B el conjunto de bases de V. Definimos la
relacion de equivalencia ~ dada por

{by,...,b,} ~ {by,..., b} siysolosi det(a;) >0,

donde (a;j) es la matriz cambio de base entre {b;} v {b/}. Si {b;} ~ {b;} se dice que tienen la
misma orientacion.

Observacion 4.24. El conjunto cociente B/ tiene exactamente dos elementos. En efecto, dado
(bi,...,b,) € B/ ~ se tiene que (—by,bs,...,by) # (b1,b2,...,b,) ya que la matriz de cambio de
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base es
10 --- 0
0O 1 --- 0
(aij) = | . =L
0 1

De este modo |[B/ ~ | > 2. Sea ahora (b}, ...,b),) otra base de V', b, = > a;;b;, entonces

det (a;;) = > 0= (b},...,0,) ~ (br,...,bn),
) <0:>(b/1,...,b/)N(—bl,bg,...,bn>,

n

Lo que prueba que, en efecto |B/ ~ | = 2.

Definiciéon 4.25. Sea M una variedad diferenciable. Una orientacion para M es una coleccion
suave {0p}peM tal que ¢, es una orientacion de T, M, es decir, 0, € B,/ ~ para todo p € M.

En la definicién anterior, suave significa que para todo p € M existe un entorno U C M de p y
campos vectoriales Xq,..., X, en U tales que:

» (Xy4, ..., Xpg) es una base de T, M para todo ¢ € U.
] (qu, e ,an) = 0, para todo ¢ € U.

Teorema 4.26. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Los siguientes son equivalentes:

1. Dar una orientacion {0} ,, para M.
2. Dar un atlas A’ compatible y orientado (i.e. con det D (p50 ¢ t) >0).
3. Dar una w € Q*(M) nunca nula, es decir, tal que w, # 0 para todo p € M.

Demostracion. (1) = (2): Sea A = {(U, ¢)} el atlas de M. Para todo p € U tenemos una base
inducida por la carta
P>

0

0
TpM_<a_x1

) ox,
Vamos a definir un atlas A’ compatible y orientado de la siguiente forma. Tenemos dos posibilida-
des:
= Si (3%1 S aﬁn p) = 0,, entonces (U, ¢) € A
= Si (8%1 RN % p) # 0, consideremos la aplicacion ¢ : R* — R™ dada por i (z1,...,2,) =
(—x1,...,2,), entonces (U, ") = (U,iop) € A'. Es facil comprobar que, para esta nueva
carta, se tiene
g 0 o 0 a1 0
oz |, Oxy|,” 0xy|,  Oxa|,” " Oxp|, Oz,
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Con esta definicion, es inmediato comprobar que A’ es compatible y orientado.
(2) = (3): Sea {1, } una particiéon de la unidad subordinada a A’. Dada (U, ¢q : Uy — V4,) €
A’, consideremos la n-forma en V,

we =dxi A ... Ndz,.
Tenemos que ¢} (w,) € Q" (U,) es nunca nula y, por tanto

w =3 tuh(wa) € (M)

es también nunca nula.
(3) = (1): Si w, € Q*(M) es nunca nula, decretamos que una base Xi,..., X, de T,M esta
orientada (i.e. (Xi...X,) =6,) siy solo siw, (X;...X,) > 0. O]

4.4. Teorema de Stokes.

Definicion 4.27. Un espacio topolégico M se dice variedad topologica con borde si M es Hausdorff
y segundo axioma de separabilidad y ademas paza todo p € M existe un entorno homeomorfo a
una de las siguientes dos opciones:

(a) Un abierto V' C R™.

(b) Un abierto VC H" = {(x1...2,) ER" | z1 = 0} con V N {x; =0} # 0.
Ademés, si fijamos un atlas cuyos cambios de carta son C°, se dice que M es una variedad

diferenciable con borde.

borde

A los puntos que verifiquen (a), los llamaremos puntos interiores; a los que cumplan (b), los

llamaremos puntos de borde.

Observacion 4.28. Observacion, para un mismo punto no se puede cumplir (a) y (b) simultéanea-

mente ya que H” y R™ no son homeomorfos, pues H" tiene frontera topolégica y R™ no.
Notacion 4.29. El conjunto de puntos de borde de una variedad con borde M se denota OM.

Observacion 4.30. La nocién de diferenciabilidad en el contexto con borde requiere una pequena

aclaracion, pues no esta claro qué significa la diferenciabilidad cuando el dominio no es un abierto

de R".
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Consideremos una funcién F': U — R™ donde U C H" es un abierto de H". En cualquier punto
r ¢ H" N {z; = 0}, podemos tomar un entorno abierto de R™ contenido en U y, por tanto, la
nocion de diferenciabilidad es la usual. Sin embargo, si x € H* N {x; = 0}, entonces no existe
ningtn entorno abierto de R™ contenido en H™. En ese caso, diremos que F' es C° en z si puede
extenderse a una funcion C'*° en un abierto de R™ alrededor de x. Explicitamente, esto quiere decir
que exista un abierto U C R™ alrededor de p y una funcion C* (en el sentido usual) F': U — R™
tal que F(y) = F(y) para todoy € UNU.

Puede comprobarse que esta propiedad resulta equivalente a pedir que las derivadas parciales de
cualquier orden de F' en p a lo largo de las direcciones “interiores” (es decir, las derivadas parciales
respecto a o, ..., x,, asi como respecto a x; por la derecha) existan y sean continuas. Esto se
debe al hecho de que la derivadas direccionales en las direcciones “exteriores” estadn univocamente

determinadas por las direcciones interiores. En efecto, dado un vector v € R™, o bien v o —v
_
a(—0)

Esta definiciéon de diferenciabilidad en un punto del borde de H" se traduce automaticamente a

o
pertenece a H", y se debe cumplir %|p =

la variedad con borde. En particular, dada una variedad M con borde de dimensién n, se tiene:

» Los cambios de carta ¢’ o ™! : (U NU') CH" — ¢ (UNU') C H" entre dos cartas (U, @)
y (U, ¢") son C* si se extienden a una funcion C* en un abierto de R™.

= Una funciéon F' : M — N entre variedades diferenciables con borde es diferenciable si en
cartas ¢’ o Fp es se extiendo a una funcion C* en un abierto. Identicas definiciones de
inmersion y encaje aplican en este contexto.

» El anillo C*(p) de funciones diferenciables en un entorno de p € M es el conjunto de
funciones f : U — R definidas en un abierto V' C M tal que fop : o(UNV) — R se
extiende a una funcion C* en un abierto de R™, para toda carta (U, ¢).

» Con las definiciones anteriores, el espacio tangente 7T, M es igualmente el espacio de deriva-
ciones en C'(p), tanto para puntos interiores como para puntos de borde. Obsérvese que,
nuevamente, fijada una carta (U, ¢) alrededor de p € M, se tiene una base inducida de T, M

dada por las derivadas parciales

0

Oz,

0

p,...,@xn

p

En particular es una derivacion que tiene sentido en p € M, puesto que estamos

0
> Oz
derivando funciones extensibles diferenciablemente a un abierto entorno a p. Este vector

“apunta’ hacia dentro de la variedad, mientras que — %‘ apunta hacia “el exterior”.
p

» De igual forma, la diferencial d,F' : T,M — Tgp N de una aplicacion diferenciable F' :
M — N se define exactamente igual que en el caso sin borde, puesto que 7}, M es el mismo,
mediante d,F(X)(f) = X(F o f) para X € T,M y f € C>®(p).

= Anélogamente, las formas multilineales alternadas y las formas diferenciables en M se definen

de forma idéntica al caso sin borde.
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Una observacion importante es que el borde M de una variedad con borde M es una subvariedad

regular de M. En efecto, vamos a construir un atlas para OM . Sea A un atlas para M y consideramos
Algy ={UNOM, 0|y, | (U,p) e A UNIM # @}

Explicitamente, la carta es ¢l|,,, : UNOM — V N {x; =0} C R**. En particular, se deduce que
dim(OM) = dim(M) — 1. Este atlas se conoce como el atlas restriccion.

Observacion 4.31. OM es una subvariedad sin borde.

Mas aun, si M esta orientada, entonces OM hereda una orientacion natural. En efecto, sea

p € OM y consideramos una carta orientada ¢ : U C M — V C R™ de M alrededor de p que induce
il

una base orientada 2| ..., 22
Ox1 p’ ) Oz

de T,M. Entonces, decretamos que una base (X;...X,_1) de

T,0M esta orientada positivamente si y solo si la base de T}, M dada por <— B

i) 7X17"'Xn717
p

esta orientada positivamente. Esta orientacion se conoce como orientacion por normal exterior y

es la que consideraremos para OM es este capitulo.

Ml cemtode

Obsérvese que, en tanto que las nociones de orientabilidad y formas diferenciales se trasladan
verbatim a este contexto con borde, es posible desarrollar una teoria de integracién de n-formas
para variedades orientables compactas con borde de forma totalmente anéloga al caso sin borde.

Sin embargo, en el contexto con borde aparece un teorema de integraciéon fundamental que
relaciones las integrales en el interior de la variedad con las integrales en el borde. Como veremos,
este teorema tiene consecuencias enormemente relevantes y generaliza de forma espectacular a los
teoremas de Green, Stokes y Gauss de calculo integral al contexto de variedades diferenciables.
No obstante, como buen resultado fundamental, una vez que hemos desarrollado las herramientas
apropiadas, su demostracion es muy simple pues, como veremos, no es mas que una aplicacion

iterada del teorema fundamental del célculo.

Teorema 4.32 (Stokes). Sea M una variedad diferenciable con borde compacta y orientada de
dimension n. Para toda w € Q"1 (M) se tiene.

/dw:/ w,
M oM

donde v : OM < M es la inclusion.
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Observacion 4.33. Recuérdese que, como ¢ es la inclusion, t*w € OM es simplemente la restriccion

de la forma w. En particular, el teorema de Stokes en ocasiones se enuncia como

/dw:/ wlan,

M oM
/dw:/ w.
M aM

Ejemplo 4.34. Consideremos la variedad con borde M = {(x,y) € R? : 22 + y* < 1}. Se tiene que
su borde es OM = S!

o incluso simplemente

5’1

Tomemos w = —ydx + xdy € Q' (M). Se tiene que dw = 2dx A dy y, por tanto

/dw:2/ da:/\dy:2/ dxdy = 27,
M M {x2+y2<1}

donde en la ultima igualdad hemos usado que el area del disco unidad es 7.
Ahora, si tomamos la parametrizacion ! : (0,27) — S' — {(1,0)}, ¢~ 1(0) = (cos(#), sin(6)),

tenemos que (1) w = df y, por tanto

2
/w—/ df = 2,
st 0

Observacion 4.35. Como prometimos, el teorema de Stokes generaliza a los teoremas clésicos de

como predice el teorema de Stokes.

calculo integral. En efecto, gracias al Ejemplo 3.20, tenememos:

» Si U C R? es un dominio de R? con frontera suave, entonces en particular U es una variedad

diferenciable con borde de dimensiéon 2. Para una 1-forma w = P dx + @) dy, tenemos que

0Q 0P
dw = (%_8_3/) dx N dy,

y, por tanto, el teorema de Stokes dice

/(@_a_]g) dmdy:/dw:/ wz/ Pdx +Qdy,
v \ Oz dy U U ou

que es el teorema de Green.
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» Si U C R? es un dominio de R? con frontera suave, entonces en particular U es una variedad
diferenciable con borde de dimensién 3. Si w € Q%(U) es una 2-forma en U, por el Ejemplo
3.20, tenemos que w puede identificarse con un campo vectorial X,, en U, mientras que dw
se identifica con la divergencia V - X, de X,,. Asi, el teorema de Stokes implica

/V~Xw:/dw:/ w:/ X,
U U U U

que es el teorema de la divergencia de Gauss.

» Si S C R? es una superficie regular de R con borde, i.e. una subvariedad regular de dimension
2, dada w € Q'(R?) es una l-forma en R3, por el Ejemplo 3.20, tenemos que w puede
identificarse con un campo vectorial X, en R3, mientras que dw se identifica con el rotacial

V x X, de X,,. Asi, si v = 0S5 es la curva borde de S, el teorema de Stokes implica

/VXXw:/dw:/ w:/Xw,
s s as 5

que es el teorema de Stokes clasico.

4.5. Demostracion del teorema de Stokes. Como veremos, la prueba del teorema de Stokes
es en realidad una aplicacion inteligente del teorema fundamental del calculo. Para ello, necesitamos

entender las integrales en dos situaciones distintas: en cartas en el interior de M y en cartas en el

borde 0M.

Comportamiento en el interior. Para iniciar el estudio en el interior de la variedad, comenzamos
con un lema sencillo consecuencia directa del teorema fundamental del calculo y el teorema de
Fubini.

Lema 4.36. Sea V C R™ un abierto y f : V — R una funcion diferenciable con soporte compacto
contenido en V. Entonces, para todo 1 <1 < n se tiene
0
/ / dry...dx, = 0.
v 8.TZ

Demostracion. Como f tiene soporte compacto en V', podemos extender la integral a todo R™ sin

alterar el resultado. Asi, por el teorema de Fubini y el teorema fundamental del calculo tenemos

of dry...dx, = of dxl...dxn—/ ( of dxi> dz
Rn—l

v o0, rn OT; — oo O
— [ (#(ts0) ~ flas @) do =0,
Rn—1
Aqui, az < bz son tales que los puntos (x1, ..., T 1,0z, Tit1, - Tn) ¥ (X1, oo i1, bz, Tig1y oo Tyy)
no pertenecen al soporte de f. ([l

Corolario 4.37. Para todo abierto V C R" y toda w € Q"Y(V) con soporte compacto se tiene

/dwzo.
v
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Demostracion. Recuérdese que V' se entiende como una variedad diferenciable con la carta identi-

dad Id : V' — V, de modo que podemos usar como particiéon de la unidad ¢ (z) = 1. Escribamos

n
w:Zaidxl/\... ANdz; A ... N\dx,,

donde c?a?z denota que la 1-forma dx; no esta presente en el producto alternado. Entonces tenemos

dw = Z( 1)t O, dxy N ... Ndx,.

i=1 g

z 8@1 - i 8(12-
/dw_/z +13x1 . .dxn:Z(—1)+1 Vaxidxl...dxn:O,

=1

donde la ultima igualdad se sigue del Lema 4.36. 0
Comportamiento en el borde. Recordemos que denotamos por H" = {(z1,...,x,) € R" |z > 0} al
hemi-espacio superior de R", con frontera OH" = {(0, zs,...,z,) € R"}. Argumentando de forma

completamente anéloga al Lema 4.36, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.38. Sea V. C H"™ un abierto y f : V — R una funcion diferenciable con soporte

compacto contenido en V. Entonces, para todo i > 2 se tiene

of
v axz

Obsérvese que, en el cilculo anterior, es esencial que i > 2. Por contraposicion, en el caso i = 1

dry...dx, =0.

la integral no se anulara por completo, sino que obtenemos una contribucién por el término de

borde.

Lema 4.39. Sea V C H" un abierto y f : V — R una funcion diferenciable con soporte compacto
contenido en' V. Sea V' = (V) donde m : R® — R"™! es la proyeccion w(x1,. .., x,) = (T, ..., T,).
Entonces, para todo i > 2 se tiene

of ——dxy...dv,=— [ f(0,29,...,2,)dzy...dz,.

8$1 v
Demostracion. La demostracion es repetir la prueba teniendo en cuenta que, ahora, f no tiene por
qué anularse en el borde.

Nuevamente, en tanto que el soporte de f es compacto y contenido en V', por el teorema de

Fubini y el teorema fundamental del calculo tenemos

of [ of - ~of i
/ 8$1dx1 .dx, = /Hn e ——dz;...dx, = /Rn1 (/0 axldajl) dzx

:/R lim (f(b,z) — f(0,7))dx = — f(0,2) dz = —//f((),x) dz,

n—1b —o0 Rn—1

como queriamos demostrar. 0
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Consideremos un abierto V' C H". Podemos ver a V' como una variedad diferenciable con borde
cuyo atlas diferenciable contiene una tnica carta Id : V' — V. El borde de esta variedad es
precisamente 0V = V N oH" = {(0,z3,...,x,) € V}. Usando el resultado anterior tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 4.40. Para todo abierto V.C H" y toda w € Q" 1(V') con soporte compacto se tiene

/dw:—/ wlav,
\% ov

donde OV denota la orientacion contraria a la orientacion natural que hereda OV por el criterio

de la normal exterior.

Demostracion. Al igual que en la demostracion del Corolario 4.37, escribimos

n

w:Zaid:ﬁl/\... /\g:;i/\.../\d:cn, dw:Z(—l)

i=1

i1 00

De este modo, tenemos

8@ - , da;
dw = ) codr, = —1)"*! “dxy .. .dx,
JLe= [ oG e, = [ e

i=1

da
/8_1:1dx1 xn:—/Rn1al(O,:c2,...,xn)dxz...dq;m

donde en la pentultima igualdad hemos usado el Corolario 4.38 y en la tltima el Lema 4.39.

Ahora bien, resulta que el lado derecho de esta igualdad (con el signo menos) coincide exacta-
mente con la integral en el borde f aV(,u|3v, orientado con el criterio de la normal exterior. Para

comprobarlo, en primer lugar obsérvese que si ¢ : 0V — V es la inclusion, tenemos

Vw= ZL*(ai) (dr)) Ao A dz; A ... A (dxy) = a1(0, 29, ..., x,) dxa A ... Adzy,.
i=1
Aqui, hemos usado que t*dx; = di*zy = d(x101) =d0 =0y *dx; = dv*z; = dx; para i > 2.

En segundo lugar, recuérdese que la carta inducida por la restriccion Id|gy : OV — V' esta

negativamente orientada pues, en base al criterio de la normal exterior, la base 8%2 R, 8%
p "lp
de T,0V esta positivamente orientada si y solo si la base — 2| | 22~ .., 72| de T,V esta
p ox1 p’ Oxo p’ ) Oxp P p

positivamente orientada, que no lo esta. Asi, si 0V denota a 0V pero con la orientacién contraria

a la inducida por el criterio de la normal exterior, tenemos que

/ L*w:/ a1 (0,9, ..., x,) dxs ... dx,.
v Rn—1

Juntando (4.40) y (4.40), se sigue la demostracion. O



VARIEDADES DIFERENCIABLES 59

Demostracion del Teorema de Stokes. Sea A = {(U,p : U — V)} el atlas orientado para M y sea
{ty} la particion de la unidad de M asociada a este recubrimiento. Descomponemos el atlas A en

los subconjuntos
A ={(U,0) € A|UNIM =0}, Aoy ={(U,p) € A|UNIM # D}

De este modo, tenemos

[av= 5 [ aww- 3 / o)+ > [ dtwe)

(Up)eA (U,p)e ALy, (Uyp)eAsns M
= Y [ s 3 [ ),
(Up)edm: Y Up)edon 7V

La primera suma se anula por el Corolario 4.37. Por contra, usando el Corolario 4.40 en la segunda

suma, tenemos

> [eyaven = X [a@em) == X [ g () ).
Up)edon *V (Up)eAom U)eAon * OV
donde gy : OV — V es la inclusion. Ahora bien, al igual que en el Corolario 4.40, la coleccion
Aor = {(UNIOM, p|lons : UNIM — OV} es un atlas para 9M negativamente orientado o, dicho
de otro modo, es un atlas positivamente orientado para dM, la orientaciéon contraria en OM a
la inducida por el criterio de la normal exterior. Ademés, obsérvese que ¢ ot = gy © ©|gnr, con
t:OM < M la inclusién. En consecuencia, tenemos

-3 / Fou) (o) =— X [ (o) e

(U,p)eAs (U,p)eAs
Z / 90’8M (tYpw) = /L*w = / w,
(Uo)eds oM oM
como queriamos demostrar. O]
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