Universidad Complutense de Madrid
Facultad de Ciencias Matematicas

UNIVERSIDAD

COMPLUTENSE

MADRID

NOTAS DE LA ASIGNATURA

Variedades Diferenciables

Curso 2026/2027

Enrique Aycart Maldonado
Angel Gonzalez Prieto

Facultad de Ciencias Matematicas

Universidad Complutense de Madrid

Version: 20 de septiembre de 2026

Notas generadas mediante la aplicacion Mathpix a partir de los apuntes de la asignatura tomados por Ivan Pérez Maestre durante
el curso 2022/2023, posteriormente corregidas y reformateadas por ChatGPT 5.6 Sol para el curso 2026/2027.




Indice general

1 Fundamentos de variedades diferenciables
11  Variedades topologicas . . . . .. . ... ... L
1.2 Variedades diferenciables . . . . . . . ... ...
1.3 Dimension . . . . . . . . e

14  Aplicaciones diferenciables y difeomorfismos . . . . .. .. ... ..
1.5 Subvariedadesregulares . ... .. ... ... ... ... ...

Espacio tangente y derivaciones

2.1 Definicion de espacio tangente . . . . . ... ...
2.2 Diferencial de una aplicacion . . . . . ... ... .. L.

Aplicaciones del espacio tangente

3.1 Valores regulares y subvariedades . . . ... ... ... .......
3.2 Inmersionesyencajes . . . . ... ... ... ...
3.3 Espacio tangente a una subvariedad . . . .. ... ... 0L
3.4 Campos vectorialesy flujos . . . . ... ... ... L L.
3.5 Derivada de Lie y corchetedeLie . .. .. ... ...........

Espacio cotangente y formas diferenciables

4.1 Algebra lineal de formas alternadas . . . ...............
4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior . . . . . .. .. ... ...

Integracion en variedades y el teorema de Stokes

51 Integracién en R™. Orientabilidad . . ... .. ... .........
5.2 Integrando formas en variedades . . . . . ... ... ... ...
5.3 Otro vistazo a la orientabilidad . . . . . .. ... ...........
54 TeoremadeStokes. . . ... ... ... ... ... ... .
5.5 Demostracion del teorema de Stokes . . . . ... ... ... ... ..

O 0 N W W

13
13
19

24
24
26
28
30
34

39
39
42

51
51
53
57
58
63



Introduccion

El objetivo de este curso es introducir los conceptos fundamentales de geometria diferencial y

algunas de sus aplicaciones. Estas nociones generalizan las ideas de célculo diferencial e integral a un

contexto mas general donde, de hecho, veremos que tienen una formulacién mas natural.

Prerrequisitos: Algebra lineal y calculo diferencial e integral en varias variables. Se recomiendan

conocimientos basicos de topologia general tales como las nociones de compacidad, conexién y

separabilidad en espacios topoldgicos arbitrarios.

Convenciones y notaciones

A lo largo de estas notas, usaremos las siguientes convenciones de forma consistente.

Un espacio topoldgico es un par (X, 7) donde X es un conjunto y 7 es una coleccién de subcon-
juntos de X, llamados abiertos de X, tal que @, X € 7y de manera que 7 es cerrada por uniones
arbitrarias e intersecciones finitas. Ademas, omitiremos la mencién explicita a la topologia ¢
en la notacion y denotaremos un espacio topoldgico simplemente por X.

Un espacio topologico X se dice compacto si todo recubrimiento por abiertos de X admite un
subrecubrimiento finito. También, X se dice conexo si no existen abiertos disjuntos U y V de X
tales que X = U UV (equivalentemente, si los Ginicos subconjuntos que son abiertos y cerrados
simultineamente son @ y X).

Dado un punto x de un espacio topologico X, por un entorno de x nos referiremos a un abierto
U de X tal que x € U. En particular, por definicion, los entornos considerados en estas notas
seran siempre abiertos.

Una aplicacién F : X — Y entre espacios topologicos se dice continua si F~}(U) es un abierto
de X para todo abierto U de Y. Un homeomorfismo es una aplicacién continua con inversa
continua.

El cuerpo de los numeros reales se denotara por R, y el espacio euclideo n-dimensional por R".

Todos los espacios vectoriales considerados seran sobre el cuerpo R de los nimeros reales y
tendran dimension finita. De forma muy intensa, utilizaremos espacios vectoriales que no son
candnicamente isomorfos a R", por lo que se debera tener familiaridad con el concepto de
espacio vectorial abstracto.

Una base de un espacio vectorial V sera una tupla ordenada (by, ..., b,) de vectores by, ..., b, € V
linealmente independientes que generan V. El nimero n de vectores que conforman una base
se llama la dimension de V.

Para el espacio vectorial V = R", denotaremos su base canénica como (ey, ..., e,), con

e =(0,..,1,..,0),

el vector que tiene un 1 en la posicién i-ésima y las deméas entradas son 0.

Si en una tupla (x;, ..., x,) queremos omitir la entrada i-ésima, lo denotaremos por

(s ooy Xy ooy %) = (X ooy X1 X1 e > Xp)-



Introduccién

» El espacio proyectivo real de dimensién n se denotara RP". Las coordenadas homogéneas de
un punto de RP" se denotaran [xy : x; : - : x,] € RP", estando unicamente definidas salvo
multiplicacion por un escalar no nulo.

= Dada una aplicaciéon F : U — V, donde U C R" y V C R™ son abiertos, diremos que F es C* si
admite todas las derivadas parciales de orden arbitrariamente alto. No exigiremos que estas
funciones sean analiticas, es decir, que admitan una expansion en serie de Taylor convergente.
También diremos que F es un difeomorfismo si F es C* y admite una inversa C.

» Dada una aplicacién f : U CR* - R que sea C™y p € U, la i-ésima derivada parcial de f en
el punto p se denotara por

of

9x;

p
» Dada una aplicaciéon F = (Fy, ..., Fy,) : U > V,conU C R" y V C R™ abiertos, que sea C*™, y
p € U, la diferencial de F en p la denotaremos por D,F : R" — R™. Recuérdese que, en las
bases canénicas de R" y R™, la matriz de la aplicacién lineal D,F es la matriz de derivadas

parciales
oR| oAl 9h
0x; P [225) P ox, )
— | o9x ox. ox,
[DPF]can - P 2 p . nP
0x; P [22%) P 0x, P



1 Fundamentos de variedades
diferenciables

1.1. Variedades topologicas

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio topologico. Se dice que X es una variedad topologica si:

1. X es Hausdorff. Es decir, si dados x,y € X distintos, existen entornos U y V de x e y,
respectivamente, tales que U NV = @ (véase la Figura 1.1).

Figura 1.1. La condiciéon de Hausdorff separa dos puntos distintos x, y € X mediante entornos disjuntos
UsxyV>sy.

2. X satisface el segundo axioma de numerabilidad. Es decir, la topologia de X admite una
base numerable: existe una familia {Uj};-, de abiertos que es una base de la topologia de X.

3. X es localmente euclideo. Es decir, para todo x € X existe un entorno U C X de x, un
abierto V C R" y un homeomorfismo ¢ : U — V (véase la Figura 1.2).

u=vVvV

R" ==X N4 abierto

Figura 1.2. Una carta ¢ identifica un entorno U de x con un abierto V' C R”; por tanto, X es localmente
euclideo en x.

Ejemplo 1.1.2. 1. R" es una variedad topoldgica.
2. SiW C R" es un abierto, entonces W es una variedad topologica.

3. [0, 1] no es una variedad topoldgica. En efecto, los entornos conexos de 0 € [0, 1] son de la




1.1 Variedades topolégicas

forma [0, €), que no son homeomorfos a abiertos de R". La obstruccién en el extremo se
ilustra en la Figura 1.3. Méas adelante llamaremos a [0, 1] variedad topoldgica con borde.

C

o ¢

I

Figura 1.3. En el extremo 0, todo entorno conexo suficientemente pequefio de [0, 1] tiene la forma [0, ¢); este
semientorno no es un abierto euclideo.

Observacion 1.1.3. Enlos ejemplos, las condiciones de ser un espacio Hausdorff o de satisfacer el
segundo axioma de numerabilidad suelen ser sencillas de comprobar. Por ejemplo, un subespacio
de un espacio Hausdorff (resp. que satisface el segundo axioma de numerabilidad) también
es Hausdorft (resp. satisface el segundo axioma de numerabilidad). En particular, todos los
subespacios de R" cumplen ambas propiedades automaticamente.

Ejemplo 1.1.4. La esfera $? = {(x,y,2) € R3 : x?+y?+2% = 1} es una variedad topolégica.
En efecto, es trivial que es Hausdorff y satisface el segundo axioma de numerabilidad (por ser
subespacio de R3, que lo es). Veamos que es localmente euclidea.

Consideramos los abiertos

Ui ={(x,y,2)€8* : x>0} C 8%, V={uv)eR®:u®++*<1}CR%
Sobre ellos, definimos las aplicaciones continuas

(p;c" : U; — \% (‘ch_)_l : 14 - U;—
(x,v,2) — (,2) (u,v) +— ( 1—u2—v2,u,v)'

Un calculo directo prueba que son, en efecto, aplicaciones inversas. Analogamente, tomamos
Uy ={(x,y,2) €8% : x <0} C 8%,
y las aplicaciones

oy : U — V ) vV — Uy

(x’y’z) i (y,z) (U,V) I (_Vl_uz_vzauﬂ}).
Para cubrir los puntos con x = 0, de igual forma tomamos
U;—" ={(x,y,2) € §2 : y>0(resp. y < 0} c s2,
junto con las aplicaciones

oy Uy  — vV )t v — Uy

Ty o () @) — (1= =2 v)

Con estos abiertos, hemos cubierto toda la esfera salvo los dos polos con x = y = 0. Para ellos,



1.1 Variedades topolégicas

tomamos
Uf = {(x,y,z) €82 :2>0(resp. z < 0)} C 82,

junto con las aplicaciones

oz Uf — vV (eH™t: v — Ut

(x,y,2) — (x,9) (u,v) +— (u,v,ixll—uz—v2>'

N

Observacion 1.1.5. Para demostrar que un espacio topolégico es localmente euclideo basta con
exhibir un recubrimiento por abiertos {U,} de X y homeomorfismos ¢, : U, — V, C R".

Notacion 1.1.6. » El par (U,, ¢,) se llama una carta de X.
= La coleccion {(Uy, ¢,)} con | J, U, = X se llama un atlas de X.

= Lainversa ¢! : V,, — U, se llama una parametrizacion.

Ejemplo 1.1.7. La esfera n-dimensional $" = {(xy, ..., %,41) € R" [ x} + ..+ x2; = 1} es una
variedad topolégica. Para todo 1 < i < n + 1, consideramos los abiertos de $"

U ={(x1, s %031) €S | x>0}, U ={(x1, ., %p11) € 8" | x; < 0}

Consideremos también el abierto V = {(uy,...,u,) € R"|u? + ... + u? < 1}. Definimos asi las

aplicaciones
o U — 4
(e X ooy X)) F— (s Kooy X11)
@) V.o — U

[ 2 2 .
Ugs s tty) +— | U tiog, £ (1 —Uf — oo — UG, Uy, e Uy

i-ésima posicion

Ejemplo 1.1.8. Consideremos el espacio proyectivo RP" = (R**! —{0})/ ~, con la relacién de
equivalencia x ~ y siy solo si y = Ax para cierto A € R — {0}. Obsérvese que RP" es un espacio
topolégico con la topologia cociente. Mas aun, puede comprobarse que es un espacio Hausdorff y
satisface el segundo axioma de numerabilidad.

Veamos que es localmente euclideo. Para ello, consideramos los abiertos para 0 < i < n dados por

U={lx): x; : ~ : 5] ERP" | x; %0}, V;=R",
junto con las cartas
b : Ui — R"
s ) o (BBt )



1.2 Variedades diferenciables

cuya inversa es

ot R — U

(Ugs oo s By tly)  —> ug = o g 1 S Upp toe Uyl

i-ésima posiciéon
Obsérvese que la carta ¢; : U; — R" se conoce en geometria proyectiva como deshomogeneizar las
coordenadas, mientras que la parametrizacién ¢; ! corresponde a la homogeneizacion. Tenemos
n . , .
entonces que {(U}, ¢;)};—, forma un atlas de RP" y, por tanto, RP" es una variedad topolégica.

1.2. Variedades diferenciables

La intuicion detras de una variedad diferenciable es que es una variedad topolégica en la que los
mapas coordenados son C®. Sin embargo, no existe una nocién de diferenciabilidad intrinseca en la
variedad topolodgica, pues no hay una nocién de “derivada” en un mero espacio topolégico.

Para abordar este problema, supongamos que (Uy, ¢,) y (Ug, ) son dos cartas de una variedad
topolégica. Podemos formar la aplicacién continua

-1

@p U,NUs * P * Ca (Ua n Uﬁ) CR" — ¢p (Ua N Uﬁ) CR"

02(UxNUp)

Esta aplicacién se conoce como cambio de cartas. Obsérvese que esta aplicacion esta definida entre
dos abiertos de R", por lo que si tiene sentido preguntarse si es diferenciable.

Definicion 1.2.1. Una variedad diferenciable es un par M = (X, &), donde X es una variedad

topologica, & = {(Uy, ¢,)}, es un atlas para X y todos los cambios de carta

0p° 0z * 9z (Ua NUp) — 0 (Ux N Up)

son aplicaciones C* de R".

Notacion 1.2.2. El atlas o = {(U,, ¢,)} de una variedad diferenciable se llama el atlas diferencia-
ble.

Notacion 1.2.3. Cuando el atlas diferenciable &/ de una variedad diferenciable M = (X, &) se
sobreentiende por el contexto, lo omitiremos de la notacién y confundiremos M con el espacio

topolégico X subyacente.

Observacion 1.2.4. El atlas diferenciable en una variedad diferenciable esta fijado, y no es
arbitrario. Como veremos posteriormente, una misma variedad topolégica puede equiparse con

multiples atlas diferenciables no equivalentes.

Observacion 1.2.5. En ocasiones, en lugar de hablarse de una variedad o de un atlas “diferencia-
ble” se habla de una variedad o de un atlas “suave”.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos $? = {(x, y,2) ER® | x? +y? + 2% = l}. Para las cartas ¢ : Uy —
Vyey : Uy — V tenemos que Uy NU; = @y, por tanto, este cambio de carta es autométicamente



1.2 Variedades diferenciables

diferenciable. Consideremos ahora la carta ¢}, : U,” — V. Tenemos que Ui n Uy = {(x,y,2)
$2 x>0,y <0}
La aplicacion de cambio de cartas esta dada por

¢;o(¢;)71(u,v)=¢; <\/1—u2—v2’u,v> = <\/1—u2— 2,v>.

Obsérvese que esta es una aplicaciéon C* como aplicacién de (un abierto de) R? a R?, ya que
1 —u? —v? # 0 en el dominio del cambio de cartas. Para ser precisos, el abierto en el que el
cambio de cartas esta definido es @5 (U;r N Uy_) = {(u, VeER? [ul+v2<1,v< 0} y el abierto
que constituye el codominio esta dado por ¢, <U; N Uy_) ={wv) e R? [ u? +v2 < 1,u> 0}. El
resto de los cambios de cartas son similares, y demuestran que $? con este atlas es una variedad
diferenciable.

Ejemplo 1.2.7. Generalizando el Ejemplo 1.2.6, tenemos que $" con el atlas del Ejemplo 1.1.7 es
una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.2.8. RP" con el atlas afin del Ejemplo 1.1.8 es una variedad diferenciable. En efecto,
recordemos que el atlas esta dado por & = {(U}, ¢;)}o<i<n con

Ui={lxo : = : %] [ x# 0}
y
X0 Xi—1 Xi+1 X;
@i ([xo = =t x]) = (—l— i —n)
X X X X

Para describir un cambio de cartas con i # j, escribimos u = (uy, ..., %, ..., ,) y definimos & = 1
Yy ti. = u para k # i. En el abierto donde #; = 0, se tiene

B G @
(¢ o 07 DH(w) = (—°—’—)

7 Uj Uj

Esta aplicacion es C* porque el denominador no se anula en el dominio del cambio de cartas. De
este modo, RP" es una variedad diferenciable con este atlas.

Definicion 1.2.9. Sea M = (X, &) una variedad diferenciable y (U,¢ : U — V) € & una

’ : U’ - V’), no necesariamente de

carta del atlas diferenciable. Se dice que una carta (U’, ¢
o, es compatible con (U, ) si los cambios de carta ¢ o (¢')"! : ¢’ (U' nU) - U’ NnU)y
o ot p(UNU") - ¢ (UNU’) son C*. Se dice que (U’,¢’) es compatible con o si es

compatible con cada carta de & .

Si (U’, ¢") es compatible con &/, entonces el nuevo atlas &/ = o/ U {(U’, ¢")} también es un atlas
diferenciable para M.
En ese caso, si M = (X, &) es una variedad diferenciable, el atlas maximal para M es

Hmax ={U",¢") | (U’,¢") es compatible con o/}.

Sin pérdida de generalidad, siempre podemos suponer que M esta equipado con su atlas maximal.



1.3 Dimension

1.3. Dimension

Definicion 1.3.1. Sea M = (X, &) una variedad diferenciable y sea p € M. Si (U, ¢) € & es una
carta alrededor de p, con ¢ : U —» V C R", diremos que n es la dimension de M en p.
Observacion 1.3.2. La definicion anterior no depende de la carta escogida. En efecto, si (U’, ¢” :
U’ — V' € R™) es otra carta de of alrededor de p, tenemos que el cambio de cartas

¢ o0 pUNU)CR— ¢/ (UNU’)CR™

es una aplicacién C® y biyectiva (pues tiene una inversa, po¢’ ! ) con inversa C*. En consecuencia,
@ o (,0_1 es un difeomorfismo y, por tanto, su diferencial

Dx ((PI °(,0_1) : R* — R™
es un isomorfismo lineal, lo que obliga a que n = m.

Observacion 1.3.3. La Definicion 1.3.1 también puede considerarse para variedades topologicas
de forma totalmente analoga. En este caso, la dimension también resulta no depender de la carta
escogida, aunque la demostraciéon de este hecho es mas complicada pues el cambio de cartas
o o0l gUNU") CR" - ¢’ (UNU’) C R™ es solo un homeomorfismo. En este contexto,
también es cierto que sendos abiertos de R” y R™ respectivamente pueden ser homeomorfos
solo si n = m, lo que nuevamente implica que la definicién de dimensién alrededor de p no
depende de la carta. No obstante, la demostracion de este hecho no es tan sencilla como en el
caso diferenciable, y en ocasiones recibe el nombre de “teorema de invariancia del dominio”.

Gracias a la definicioén anterior, tenemos una funcion bien definida
dim.(M) : M - N
que asigna a cada punto p € M su dimension, denotada dim,,(M).

Lema 1.3.4. Si M es conexa, entonces la funcion dim,(M) es constante.

Demostracién. Tomemos un punto py € M y sean = dim, (M) su dimensién. Consideremos el
conjunto
U, ={p € M| dim,(M) = n}.

Vamos a demostrar que U, es abierto y cerrado. Como es no vacio (pues p, € U,) y M es conexa, eso
implicara que U, = M o, lo que es lo mismo, la funcién dim,(M) es constante.

En primer lugar, obsérvese que U, es abierto pues,si p € U,y U,¢ : U > V C R") es una
carta para p, entonces también es una carta para cualquier ¢ € U con destino el mismo R". Asi,
dim,(M) = n para todo q € U y, por tanto, U C U,. Anélogamente, se tiene que U, es cerrado pues
si p & U, digamos dim,(M) = m # n, entonces una carta (U, : U — V C R™) alrededor de p
demuestra que dim,(M) = m para todo q € U y, por tanto, U € M — Uj,. [ ]

Notacion 1.3.5. Gracias al resultado anterior, si M es conexa tiene sentido hablar de la dimension
de M, sin hacer referencia a ningun punto, que se denotara dim M.



1.4 Aplicaciones diferenciables y difeomorfismos

Observacion 1.3.6. Revisando la demostracién del Lema 1.3.4, puede observarse que lo que
hemos demostrado en general es que la aplicacion dim,(M) : M — N es continua cuando dotamos
a N de la topologia discreta. En particular, en general eso implica que dim,(M) es localmente
constante esto es, constante en cada componente conexa de M. Ahora bien, la dimensién si puede

variar entre componentes conexas, como en la Figura 1.4.

dim M, =1

M=M1|_|M2

Figura 1.4. La dimension es constante en cada componente conexa, pero puede variar de una componente a
otra. En el esquema, M = M; U M,, con dimM; = 2y dim M, = 1.

1.4. Aplicaciones diferenciables y difeomorfismos

Definicion 1.4.1. Sean M = (X, &)y N = (Y, &”) dos variedades diferenciables. Una aplicacion

diferenciable
F:M—->N

es una aplicacion continua F : X — Y tal que, para cualquier carta (U,p : U > V) e I y
cualquier carta (U’, ¢’ : U’ —> V') € o/, se tiene que

¢ o Fop ! i UNFIU)CV —V

es una aplicacion C*.

La Figura 1.5 muestra como las cartas trasladan F a su expresion euclidea.

M /ﬁ\ N

Figura 1.5. El cuadrado conmutativo define la expresion en cartas F= ¢’ o Fog@1, que representa localmente
F: M — N entre abiertos euclideos.



1.4 Aplicaciones diferenciables y difeomorfismos

Observacion 1.4.2. La nocion de diferenciabilidad no depende de la carta compatible escogida.
En efecto, si tenemos dos cartas compatibles (U, ¢) y ((AJ ¢) alrededor del mismo x € X, tenemos
que
¢ oFog i =(¢ o Fope(peg™),
[ —_——
c* c*

y analogamente para otra carta en N. En particular, para demostrar que un mapa es diferenciable
basta con comprobarlo en algin atlas compatible. Esta factorizacion se representa en la Figura 1.6.

Figura 1.6. La expresion de F en una segunda carta ¢ se obtiene componiendo F con el cambio de carta g o ¢

Notacién 1.4.3. Denotaremos por F a la aplicacién entre abiertos del espacio euclideo

F=¢'ocFogp ! : qUNnFYU)CV —V,
y la llamaremos la expresion en cartas de F.
Definicion 1.4.4. Una aplicacion diferenciable F : M — N se dice un difeomorfismo si F :

M — N tiene una inversa F~! : N — M diferenciable. Dos variedades diferenciables M y N se
dicen difeomorfas si existe un difeomorfismo F : M — N entre ellas.

Ejemplo 1.4.5. Si M = (X, &) es una variedad diferenciable y &/” es un atlas compatible con
o, entonces M = (X, o)y M’ = (X, ") son difeomorfas (de hecho, el difeomorfismo es la
aplicacion identidad id : X — X). En particular, una variedad diferenciable siempre es difeomorfa

a ella misma equipada con su atlas maximal.

Observacion 1.4.6. Una pregunta fundamental en geometria es: “Dadas dos variedades diferen-
ciables, jcomo saber si son difeomorfas?” Sin embargo, a pesar de su importancia, esta pregunta
es extremadamente dificil de responder y, en dimension > 4, estd mayormente abierta.

Observacion 1.4.7. Los conceptos de variedad topolégica y diferenciable son en general muy

distintos, por ejemplo, por los siguientes motivos:

= No toda variedad topoldogica admite un atlas diferenciable. Dicho de otro modo, hay varie-

10



1.5 Subvariedades regulares

dades topologicas que no admiten una estructura de variedad diferenciable.

= Existen variedades topologicas que pueden admitir diferentes estructuras diferenciables
no difeomorfas. En otras palabras, sobre el mismo espacio topoldgico, es posible tomar
varios atlas diferenciables no difeomorfos. El ejemplo mas famoso a ese respecto es la esfera
7-dimensional $7, que admite 28 estructuras diferenciables distintas. Estas estructuras “no

estandar” se conocen como estructuras exoticas.

= Sin embargo, en dimensién n < 3, si es cierto que toda variedad topoldgica admite una y
solo una estructura diferenciable.

1.5. Subvariedades regulares

Definicion 1.5.1. Sea M una variedad diferenciable. Un subespacio N C M se dice una subva-
riedad regular (también llamada subvariedad diferenciable o suave) si, para todo punto p € N,
existe una carta (U,¢ : U — V) de M alrededor de p tal que

e(UNN) =V ({0 xRY),

para cierto d > 0.
La condicién de rectificacion local se representa en la Figura 1.7.

M

=<

[ 9e(x) ) pUNN)=Vn(oyixRY

Figura 1.7. Una carta de subvariedad rectifica U N N: la porcion curvada de N C M se transforma en
VoY xR?).

Observacion 1.5.2. Implicitamente, estamos equipando a N C M con la topologia del subespacio.
De este modo, los abiertos de N son precisamente los conjuntos de la forma U N N con U un
abierto de M.

Consideremos la aplicacion de proyeccion sobre las ultimas coordenadas 7 : R" = R4 xR? - R?,
dada por 7(xy, ..., Xy_d, Xy—dats > %) = (Xy_da1s-.-»X,). Para una carta de subvariedad como la

anterior, escribiremos
Vy =V ({0 xR?) = p(U N N).

Proposicion 1.5.3. Si N € M es una subvariedad regular, entonces

(UNN, (x> @lyy : UNN — 7(Vy))

1



1.5 Subvariedades regulares

es una carta para N.

Demostracion. Sea ¢ : U — V tal que ¢(U N N) = V. Como ¢ era un homeomorfismo, ¢y €s un
homeomorfismo entre U N N y V. Pero este ultimo espacio es homeomorfo a 7(Vy) mediante 7.
Ademas, los cambios de cartas para estas nuevas cartas son restricciones de cambios de cartas de M
y, por tanto, son automaticamente C. |

Notacion 1.5.4. Las cartas (U, ¢) de M como antes se llaman cartas de subvariedad, y las cartas
UNN,(me@)lunn : UNN — n(Vy)) construidas a partir de ellas se llaman cartas adaptadas
para N (véase la Figura 1.8).

]:Rn
M " /,———~L’\§\(/J(L»’) .
> W= 2>
7'—0—'} —o—d
‘,' Vy=Vn ({o}"-d/ xR’) x(Vy) CR
UTTIY S -~

(7o §D)‘Um\1

Figura 1.8. Construccién de una carta adaptada. La carta de subvariedad ¢ lleva U N N al corte Vy =V N
({0}"~4 xR%); la proyeccién 7 elimina las coordenadas normales. Asi, (1 o @),y envia p = ¢(p) =
(0,y) = y y toma valores exactamente en 7(Vy) C R?.

Observacion 1.5.5. Si N C M es una subvariedad regular de M, el conjunto de cartas adaptadas
para N es un atlas diferenciable en N. En particular, N es una variedad diferenciable de dimensién

d.

Observacion 1.5.6. Si M es una variedad diferenciable y U € M es un abierto, entonces U es una
subvariedad regular de M de la misma dimension. En efecto, para cada p € U podemos escoger
una carta (W,¢p : W — V) de M cuyo dominio esté contenido en U. Tomando d = dim M, se
tiene

oW NU) = p(W) =V =V n ({odimM=d x gd),

de modo que (W, ¢) es una carta de subvariedad para U.

12



2 Espacio tangente y derivaciones

En esta seccion, definiremos el espacio tangente a un punto de una variedad diferenciable. Ob-
sérvese que, en principio, esta definicion no es obvia, pues no podemos utilizar nuestra intuicion
de R" de hablar del hiperplano “tangente” a la variedad. En efecto, una variedad diferenciable es en
principio un espacio topoldgico abstracto no encajado dentro de ningin R" y, por tanto, no podemos
usar la estructura lineal del ambiente para definir el espacio tangente.

Para salvar ese problema, utilizaremos en su lugar la nocion de derivacién, como se explica en la
Seccién 2.1. La idea crucial es que, si bien en una variedad abstracta no tiene sentido hablar de la
“direccion tangente definida por v, si tiene sentido hablar de la “derivada direccional en la direccion
de v”. De este modo, en cierto modo el espacio tangente a un punto en una variedad se define como
el conjunto de posibles “derivadas direccionales” en dicho punto.

Esto tendra como consecuencia que los vectores tangentes tendran en si mismos una estructura
adicional de derivacion. Esto puede resultar confuso en primera instancia pero, como veremos, una
vez nos acostumbremos a trabajar con esta definicion, esta resulta mucho mas operativa y natural, y
convierte a muchas definiciones derivadas en casi tautologicas.

2.1. Definicion de espacio tangente

Definicion 2.1.1. Sea M una variedad diferenciable y p € M un punto cualquiera. El conjunto
de las funciones diferenciables definidas en un entorno de p, denotado por C*(p), es el conjunto de
funciones diferenciables de la forma f : U — R donde U es un entorno abierto de p.

Observacion 2.1.2. El conjunto C*(p) es un R-espacio vectorial. En efecto, tenemos las opera-

ciones

= Dados A € R y una funciéon f : U — R definida en un entorno de p, entonces Af : U - R
es la funcion dada por (Af)(q) = Af(q) paratodoq € U.

» Sif :U—>Ryg: U’ — Rson dos funciones definidas en sendos entornos de p, entonces
podemos definir f +g : UNU’ — Rtal que (f + g)(q) = f(q) + g(g) paratodoge UNU".

Mas ain, C*(p) puede dotarse de una estructura de anillo con el producto (f - g)(q) = f(q9)g(q)
en el dominio comun de definicion. Con esta estructura, se dice que C™(p) es un algebra sobre R.

Definicion 2.1.3. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Una derivacién en p es una funciéon
X :C®(p) >R,

tal que

1. X es R-lineal.

2. X satisface la “regla de Leibniz™: X(f - g) = X(f)g(p) + X(g)f(p) para cualesquiera
f.geC™(p).

13



2.1 Definicién de espacio tangente

Ejemplo 2.1.4. 1. Consideremos M = Ry p = 0, de manera que C*(0) es el conjunto de las
funciones diferenciables f : U — R donde U C R es un abierto que contiene 0. Podemos

considerar la derivacion X = % o C*(0) — R dada por
d y
X(f) = n f=f(0).

Obsérvese que las propiedades (1.) y (2.) son propiedades estandar de la derivada.

2. Consideremos M =Ry p = (0,...,0). Dado 1 <i < n, podemos considerar la derivacién
dada por la i-ésima derivada parcial
a
X=—| :C%0) >R, X(f)= —f .
9x;l 9%l
Nuevamente, las propiedades (1.) y (2.) son consecuencia directa de las propiedades de la
derivada.

3. En general, si tomamos M = R" y p € R" un punto cualquiera, para cualquier v € R"
podemos definir la derivacion dada por “tomar la derivada direccional en la direccion de v
evaluada en p”, esto es,

x=2| i x(n=2]
P Vip

- . of n of
Explicitamente, si v = (vy, ..., v,) entonces E‘p =i 7 ) VS Vf|p -v, donde Vf|p es

el gradiente de f evaluado en p.

Definicion 2.1.5. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Definimos el espacio tangente a M

en p como
T,M ={X : C*(p) > R| X es una derivacion}.

Observacion 2.1.6. El espacio tangente T, M tiene una estructura natural de R-espacio vectorial,
dada por

= (AX)(f) = AX(f) para X € T,M, A € Ry f € C®(p).
e (X+¥)(f) = X() + ¥(f) para X.Y € T,My f € C™(p).

Ejemplo 2.1.7. Vamos a generalizar la construccion del Ejemplo 2.1.4 a una variedad arbitraria.
Sea M una variedad diferenciable y p € M. Consideremos una carta

o :UCM-—>VCRY

Observemos que, dada f € C™(p), la composiciéon f o ¢~ ! es una funcién diferenciable en el
sentido usual de un abierto de R” a R (en concreto, es la expresion de f en cartas).
De este modo, dado 1 < i < n, definimos la derivacién

2 C=(p) > R,
ox; »

14



2.1 Definicién de espacio tangente

definida, para f € C*(p), por

9
axi

(foo™).

o(p)

H==2

8xl~

P

Es decir, tomamos la derivada direccional i-ésima de la funcién f ¢! y la evaluamos en el punto

¢(p). El paso a coordenadas se resume en la Figura 2.1.

f

M

Figura 2.1. Célculo de una derivacién en coordenadas: la carta lleva p a ¢(p) y transforma fen f = fop %,
sobre la que se toma la derivada usual.

Teorema 2.1.8. Sea M una variedad diferenciable y p € M, con dimensiéon n en un entorno de p.
Entonces, TpM es un R-espacio vectorial de dimension n. Mas auin, las derivaciones

9
axl

9
p B 3 axn

P

forman una base de T, M.

Antes de demostrar este resultado, hagamos algunas observaciones al respecto.

Observacion 2.1.9. Moralmente, el Teorema 2.1.8 muestra que, en algin sentido, todos los
elementos de TpM son “derivadas direccionales”, pues son una combinacion lineal de derivadas

parciales.

Observacién 2.1.10. Labase -=| ..., | no es canénica. Depende, por contra, profunda-

ax > 9x,
mente de una eleccion: la carta escogida para definirla. Esto es una caracteristica central de
las variedades diferenciables, en las que T,M es un espacio vectorial de dimension n pero es

totalmente abstracto, pues no tiene ninguna base “preferida”.

Demostracion del Teorema 2.1.8. Para ver que forman una base, demostraremos que son linealmente
independientes y un sistema generador.
Linealmente independientes. Consideremos una combinacién lineal

+...+ Ani

p Xn

1,2

=0,
8x1

p

para ciertos Ay, ..., A4, € R. Queremos ver que todos los 4; = 0 para1 <i<n.
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2.1 Definicién de espacio tangente

Para ello, consideramos la funcién X; = xj°¢, donde x; : R* — R, (xy, ..., x;) — x; es la proyeccién
sobre la primera variable. Se tiene que X; : U — R, luego X; € C®(p). Ademas, tenemos que

% - % . - - d
Fy. (xl):a_ (x1°<P1)=a— (x1°fP°<Pl)=a— (x) =1.
*lp *1lo(p) X1lo(p) *1lo(p)
Analogamente, para i # 1 tenemos
N _ d _ d
a (xl oq) 1) = a— (xl oq)o(p 1): a—‘ (xl):()
Xilo(p) ilo(p) Yilo(p)

De este modo, tenemos que

0=1-2 G =A4 -1+ A0+t Ay -0,
ox

1

- d
(1) + /128—
P X2

)+ ...+ Ani
» ox,

P

luego A; = 0.
, Lo . o -
Anéalogamente, para cualquier j = 1,...,n, definimos Xj = Xj°Q, donde xi: R" >R, (X150, %) > X;
es la proyeccion sobre la j-ésima variable. En ese caso tenemos

sii=}j,

(%) = L
8xl / i Sii#j

Por tanto, argumentando como antes, obtenemos que A; = 0 para todo j, como queriamos demostrar.
Sistema generador. Para demostrarlo, necesitaremos antes un pequefio lema de calculo diferencial.

Lema 2.1.11. Seah : V C R* — R una funcion C* y sea p € V fijo. Entonces, para todo x € V,
tenemos que

n
h(x) = h(p) + Y. (xi — py) &i(x), (2.1)
i=1
donde g1, ..., g, : V — R son funciones C* que satisfacen
oh
&(p) = ——
xilp

Demostracion. Recuérdese que la regla de Barrow implica que

a
h(x) — h(p) = L Lh(p-+1c- pr

De este modo, tenemos que

1
h(x)—h(m:J Lh(p+1(x— p)) de = j Z—(p+t<x ) Ga— ) dt

= Z (x5 — po) L %(p + t(x — p))dt.
i=1 i
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2.1 Definicién de espacio tangente

Asi, si llamamos gi(x) = fol g_Z(P + t(x — p)) dt, tenemos (2.1). Ademas, se tiene que

1 1 1
oh oh oh oh
&u0=j-—wﬂ4@—p»m=j —4mm=——@q’m=-—]
0 8xi 0 axl- 8xl- 0 8xl- P
H

Corolario 2.1.12. Sea M una variedad diferenciable arbitraria, p € M y f € C*(p). Entonces si
(U, @) es una carta de M alrededor de p, se tiene que

n
fG) = F(p) + Y (@(x); — o(p)y) &), (2.2)
i=1
para ciertas funciones diferenciables gy, ..., g, € C*(p) que satisfacen

g&i(p) = 9

8xi

(f).
P

Volvamos a la demostracion del Teorema 2.1.8. Sea X € T, M una derivacion cualquiera y sea
f € C®(p). Entonces, usando (2.2) tenemos que

X(H=X (f(p) + > (@) — o(p)) gi(x)) = X(f(p) + Y, X ((p(x); — 9(p)y) &i(x))
i=1 i=1

n

= f(P)X@) + D [X (p(); — @(p)) gi(p) + (@(p)i — 9(p)) X(g)] =
i=1
= 3 X ()~ 0(p)) o 2
i=1 i

;ﬂ=;%% )

p

donde hemos definido 4; = X (p(x); — ¢(p);) v, en la penultima igualdad, hemos usado que X(1) = 0,
pues X(1) = X(1-1) = X(1)- 1+ 1- X(1) = 2X(1). Obsérvese que los coeficientes A; no dependen de
f vy, por tanto, hemos probado que
n
x=Y12
= 9%

3
P
como queriamos demostrar. u

Observacion 2.1.13. En el transcurso de la demostracion anterior, hemos observado un hecho
de gran importancia que utilizaremos en multiples ocasiones futuras. Como ya hemos visto, si
fijamos una carta (U, ¢) alrededor de un punto p € M, esto nos induce una base

)

a
T,M = =
p <6x1

Ahora, para 1 < i < n, definimos las funciones

0

5.

» "7 ox,

X=x0°¢0:U—>R

17



2.1 Definicién de espacio tangente

donde x; : R" — R es la proyeccion sobre la i-ésima variable. Entonces, tenemos que

1 sii=j,
0 sii#j

9

axj

-]
p

,j> donde §; ; es la llamada

. . . . d ~
Esta propiedad suele indicarse sucintamente como que ﬁ‘ (%) =6
7p
delta de Kronecker, que satisface §;; = 1y §;; = 0 parai # j.
De este modo, las funciones %; actian como “indicadores” para estas bases. Cada una de estas
funciones se conoce como la funcién coordenada i-ésima y, cuando el contexto no da lugar a

confusion, se denotan simplemente por x; : U - R.

Observacion 2.1.14. La Observacion 2.1.13 sirve, en particular, para encontrar la expresion de

p,..., ox,

cualquier vector X € T,M en términos de la base 2

o inducida por una carta. En
1

P

efecto, como es una base, tenemos
n

X:ZAii

P

5

P

para ciertos coeficientes Ay, ..., A, € R. Ahora, si evaluamos esta expresion en X;, usando que

a v - . .
F ) (xj) = §;; tenemos

XG) = 2 2| G =4

Xi

p

De este modo, tenemos la expresiéon en coordenadas

n
-\ d
X =) X&) a_‘ . (2.3)

i=1 Xilp

Como hemos visto, la base % sy % de TpM depende de la carta (U, ¢) escogida. De este modo,
1ip nlp

si tenemos otra carta (U’, ¢”) alrededor de p, también tenemos otra base asociada % s e % ,
tip nip

como se muestra en la Figura 2.2. Vamos a calcular el cambio de base entre ambas bases.

Figura 2.2. Dos cartas alrededor de p determinan dos bases coordenadas de T,M; la jacobiana de ¢’ o o !

proporciona el cambio de base.
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2.2 Diferencial de una aplicacion

Para ello, observemos que, para todo j = 1,...,n, existen coeficientes a; €R tales que

d

ox;
Jp

d

0
+ ...+ anj—
p Xn

p

Para calcular estos coeficientes %j, recuérdese, por la Observaciéon 2.1.13, que

1 sii=k,

al .
_p(x’“)_{ 0 sii#k.

axi

De este modo, tenemos que

(%) = aj-

n
d - d
X;) = aji—

axj, p( %) 1221 ij ox; )

En consecuencia, tenemos que

0

a-- =
v 8xj’ »

9

’
axj

(%) =

N S )
(o) =

(o0 @) ) = 2
¢'(p) J l ox

o' (p) Tl (p)

(poe7"),

donde ((p ° ((p’)_l)i denota la i-ésima coordenada de la funcién de cambio de cartas ¢ o (qo')_l :
¢’ (UNU") - (U NU"). Dicho de otro modo, la matriz de los coeficientes a;; es

9 "1 d —1 9 et
agi (0o (¢ )1 agé XCH) )1 339'; () )1
(aij)ij = | ox ((P ’ ((P/)_1>2 0x; ((P ° ((p/)_l)Z ox, ((P ° ((Pl)_l)z
' "1 c.. "1 0 o‘ =1
ox] (0=t7), ox] (0=t), o (0=(7), o

Es decir, la matriz de cambio de base es la matriz jacobiana del cambio de carta.

Observacion 2.1.15. En el caso de que M = R" (0 un abierto de R"), visto como una variedad

diferenciable tenemos una carta “preferida” que es la carta identidad id : R" — R". Para la base
inducida por esta carta, tenemos que % son las derivadas parciales usuales.

tp
Esta carta induce, en este caso, un isomorfismo natural Tp]R” = R", que permite identificar
implicitamente

— e

o,

2.2. Diferencial de una aplicacion

Hasta ahora, la notaciéon D, F se ha utilizado para la diferencial usual de una aplicacién entre
abiertos de espacios euclideos. Vamos a construir ahora una nocién intrinseca de diferencial para
aplicaciones entre variedades. La descripcion en cartas permitira recuperar después la diferencial
euclidea y las condiciones de rango empleadas en el capitulo anterior.
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2.2 Diferencial de una aplicacion

Definicion 2.2.1. Sea F : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables y
sea p € M. La diferencial de F en p es la aplicacion lineal

dpF : T,M — Tp,)N
X+ X(soF),

donde « indica que el argumento se inserta en ese lugar. Explicitamente, el vector d, F(X) € Tp(,)N
es la derivacion que para g € C*(F(p)) asigna

dpF(X)(g) = X(g = F).

Supongamos que dim M = ny dim N = m. Tomemos una carta (U, ¢) de M alrededor de p y una
carta (U’, ¢") de N alrededor de F(p). Estas inducen sendas bases
F<p>> '

0 d
T M - -_— 5 TF N - <—,
p < p> ®) ax]

8x1
En efecto, tenemos coeficientes a;j tales que

Jd
w2

an

d

P,..., %,

0

Fp) 0%

- ij 5.7
P i=1 axl'

Para encontrar estos coeficientes, usamos la Observacion 2.1.13, que dice que % -
e

Fp)

(%) = ik

con &k la delta de Kronecker. De este modo, tenemos

ARV d d -
L= F /) = .’oF = . o ’oF = - 0 ’oFo 1
@ = dy ( ox p) (%) axjp(xl ) axjp(xl D= o (xio¢"Fog™)
d s 2l
B RS
Ho(p) Ho(p)

donde F = ¢’ o F o ¢! denota la expresion de F en cartas y F; es su i-ésima coordenada.

De este modo, la matriz de dpF : TPM — TF(p)N en las bases aixl T %ﬂ‘p de TPM y ail, -
ey — de Tr¢,\N es
I | F(p) F(p) ) ) )
oF, oF, oF,
o 0% 2%,
oF, oF, oF,
ox;  0xy ox;,
oF, 0F, oF,,
ox1  9xy 9%/l

Dicho de otro modo, la matriz de d,F en las bases anteriores es la matriz diferencial de F (a veces
llamada la jacobiana de F).

Observacion 2.2.2. Consideremos el caso de que F : R* — R™ sea una funcién diferenciable
entre espacios euclideos. Como se explico en la Observacion 2.1.15, estos espacios son variedades
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2.2 Diferencial de una aplicacion

diferenciables equipadas con la carta identidad. De este modo, tenemos que F = id oF o id'=F.
Ast, bajo las identificaciones canonicas de los espacios tangentes, la aplicacion diferencial d,F
coincide con la diferencial euclidea usual DyF, y su matriz en las bases canonicas es la matriz
de derivadas parciales de F. Mantendremos ambas notaciones: d,,F para la diferencial entre
variedades y D,F para la diferencial euclidea; cuando necesitemos la representaciéon matricial,
escribiremos [D,F]can-

Observacion 2.2.3. Sea p € M y consideremos una carta (U,¢ : U - V C R") de M alrededor

de p. Consideremos las bases
7}
o TV = <— >
p> ’ oy o)

inducidas en T,M por la carta (U, ¢) y en T,V por la carta identidad (V,id : V' — V), respecti-

d

F)
TPM=<—

ey T
ox,

9
" duy,

5.

axl

P o(p) h

vamente. Entonces, se tiene que dpg : T,M — Tj;,)V cumple

a2l ). 2
p(p 8xip 8u,-

para todoi = 1,...,n. Esto es facil de comprobar porque la expresion de ¢ en cartas es

o(p) ’

p=idepopt=id: V >V.
De este modo, la matriz de dj¢ en las bases anteriores es la identidad, lo que implica que las
identifica vector a vector.

Una de las grandes ventajas de esta formulacion es que es muy sencillo demostrar ciertas propie-
dades de la diferencial como, por ejemplo, la regla de la cadena.

Proposicion 2.2.4 (Regla de la cadena). Sean F : M — M’ yG : M’ — M"” aplicaciones
diferenciables. Entonces, para todo p € M, se tiene

dp(G oF) = dF(p)G ° dpF.

Demostracion. Consideremos X € T,M. Usando en dos ocasiones la definicion de diferencial de una
aplicacion, tenemos que, para cualquier f € C*(G(F(p))), se tiene

(dp(p)G ° dpF)X)([f) = dpp)G(dpFX))(f) = dpF(X)(f 2 G) = X(f ° G F) = dp(G  F)(X)(f).

Observacion 2.2.5. Usando la Proposicién 2.2.4, es directo obtener la regla de la cadena usual
para funciones F : R" - R" y G : R* — R" . Para ello, usamos que las expresiones en cartas
coinciden con las funciones, F = F y G = G, y tenemos en cuenta que las matrices de dpF y dr()G
coinciden por tanto con la matriz de derivadas parciales de F y G.

La nocién de diferencial de una aplicacién nos serd enormemente ttil para formular varios
conceptos centrales. Por ejemplo gracias a ella, podemos identificar facilmente los difeomorfismos
locales.
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2.2 Diferencial de una aplicacion

Definicion 2.2.6. Una aplicacion diferenciable F : M — N se dice un difeomorfismo local si
para cada p € M existen entornos W C My W’ C N de py F(p) respectivamente, tales que
Fly : W — W’ es un difeomorfismo.

Proposicion 2.2.7. Una aplicacion F : M — N es un difeomorfismo local si y solo si, para todo
p € M, la diferencial
dpF + TyM — Tp,)N

es un difeomorfismo lineal.

La demostracion de este resultado se basa en el llamado teorema de la funcion inversa, que nos
proporciona un criterio perfecto para decidir si una aplicacion diferenciable entre abiertos de R es
un difeomorfismo local.

Teorema 2.2.8 (de la funcion inversa). Una aplicacion diferenciable
F:VCR' >V CR"

es un difeomorfismo local si y solo si la diferencial D,.F es un isomorfismo lineal para todo x € V.

Demostracion de la Proposicion 2.2.7. Supongamos que F es un difeomorfismo local y fijemos p € M.
Sean W C My W’ C N con pe W and F(p) € W’ tales que Flyy : W — W’ es un difeomorfismo.
Esto implica que existe una aplicacion diferenciable G : W’ — W con Ge Flyy = idy y Flyy G = idyy.
De este modo, por la regla de la cadena de la Proposicién 2.2.4, y usando que d,,Fly, = d,,F, tenemos
que

dp(p)G o dpF =idr, N, dpF o dg1(p)G =idr, N

Esto implica que d,,F es un isomorfismo, como queriamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos que d,F : T,M — TN es un isomorfismo lineal. Escojamos
cartas (U, : U = V) de M alrededor de py (U’,¢” : U’ — V’) de N alrededor de F(p). Encogiendo
U’ si fuese necesario, podemos suponer que F(U) C U’. De este modo, la matrix de d,,F en las bases
inducidas por (U, @) y (U, ¢") es Dy(p)F, con F la expresién local de F en estas cartas. En consecuencia,
como d,F es un isomorfismo lineal, se tiene que Dy(p,)F es invertible.

Por el teorema de la funcion inversa, Teorema 2.2.8, se tiene que existen abiertos W CVy W’ C V'
y una funcién diferenciable G : W’ — W tal que G » Flyy = idyy y Fly » G = idyy+. En consecuencia,
lafuncion G = ¢ 1o Gog’ : o' Y(W’) = ¢~ (W) es una inversa para F |p-1(w) puesto que

GoF:(p_loGo(p'o(p’_loﬁo(p:(p_loéoFo(p:(p_loidWo(p:id(p_l(W)_

Y, andlogamente F o G = id,-1(yy+). Usando que ¢ Y(W) y ¢’ 1(W’) son abiertos conteniendo a p y
F(p) respectivamente, el resultado se sigue. [ |

Corolario 2.2.9. Una aplicacién diferenciable F : M — N es un difeomorfismo si y solo si es un
difeomorfismo local biyectivo.

Ejemplo 2.2.10. Consideremos la aplicacion diferenciable

F:R—S§!, F() = (cos(x), sin(x)).

22



2.2 Diferencial de una aplicacion

Si consideramos la carta identidad de R y la carta (Uy, ¢;) de $!, tenemos que la expresion local
de Fes

F(t) = ¢ © F o idg(t) = ¢ (cos(t), sin(t)) = sin(z),

definida en el conjunto

U={teR | F®) €U} ={t €R | cos(t) > 0} = | J(2kr, (1 + 2k)7) CR.
kez

De este modo, tenemos que, para t € U, la matriz de d,F en las bases escogidas por las cartas es
DyF = (cos(t)),

que es no nula (y por tanto, un isomorfismo lineal) en U. Argumentando de forma similar para
todas las cartas de S$!, obtenemos que dpyF : TyR — TF(p)Sl es un isomorfismo lineal para
todo p € Ry, por tanto, F es un difeomorfismo local. Sin embargo, obsérvese que F no es un
difeomorfismo porque no es inyectivo.
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3 Aplicaciones del espacio tangente

En este capitulo, trataremos algunas de las aplicaciones principales de los conceptos desarrollados
en el Capitulo 2, especialmente del espacio tangente y la aplicaciéon diferencial. En primer lugar,
veremos un criterio util que permitira construir facilmente ejemplos de subvariedades regulares,
caracterizando ademas sus subespacios tangentes. Adicionalmente, discutiremos las nociones de
inmersion y encaje, y su relacion con las subvariedades regulares.

En la segunda parte, hablaremos de campos vectoriales y los flujos que generan. Esta nocion nos
permitira generalizar los conceptos de ecuaciones diferenciales ordinarias a variedades diferenciables
abstractas, y son una herramienta fundamental en geometria moderna. Finalizamos el capitulo
tratando la llamada derivada de Lie de un campo vectorial, y como esta puede ser calculada facilmente
en términos del llamado corchete de Lie.

3.1. Valores regulares y subvariedades

En este apartado, daremos un criterio muy util para construir ejemplos de subvariedades regu-
lares de una variedad diferenciable dada, utilizando para ello la contraimagen de valores regulares.
Recuérdese que las subvariedades regulares fueron discutidas en la Seccién 1.5.

Definicion 3.1.1. Sea F : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables
con dim M > dim N. Un punto p € M se dice un punto regular si la diferencial de F en p,

dpF : T,M — Tp(,)N

es un epimorfismo. Un valor ¢ € N se dice un valor regular si todo p € F71(g) es un punto
regular. En caso contrario, se dice que g es un valor singular.

Teorema 3.1.2. Dada una aplicacion diferenciable F : M — N, siq € N es un valor regular de F,
entonces F~1(q) C M es una subvariedad regular de M de dimension diim M — dim N.

Para demostrar este resultado, nos apoyaremos en el siguiente teorema fundamental del calculo
diferencial, que es una version alternativa (de hecho, equivalente) del teorema de la funcién inversa.

Teorema 3.1.3 (de la funcién implicita). Consideremos enteros m > n, abiertos U C R™ y
0

V C R" y una aplicacion diferenciable F : U — V. Supongamos que, en un punto x

(x{), ,x,?,x,?ﬂ, ...,x,?,) € U, se cumple que el menor de tamario n x n de la matriz diferencial
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3.1 Valores regulares y subvariedades

formada por las primeras n columnas

oF oF oF
L =9 —L(x%
ox o0x 8?
0 0 0
2" =2 —2(x%)
0x1 0%y ox,
oF JF oF
% 2D . L)
0x1 0xy ox,

es de rango maximo. Entonces, escribiendo 2= (x0x") e R"xR™" ™" e y0 = F(x°), existen
abiertos A C R" y BC R™ ™" alrededor de x'° y x”’°, respectivamente, con A x B C U, y una funcion
diferenciable ¢ : B — A tales que

F' (%) n(Ax B) = {(¢(x),x) | x € B}.

Demostracion del Teorema 3.1.2. Sea p € F~1(q) y denotemos m = dimM y n = dim N, con m > n.
Escojamos cartas (U,¢ : U - V C R") de M alrededor de py (U",¢’ : U — V' C R")de N
alrededor de g, y denotemos x° = ¢p(p) y y° = ¢’(q). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que FU) CU’.

Recuérdese que la matriz de d,F : T,M — T,N en las bases inducidas por (U, ) y (U’,¢’) es
oF

oF, oF,

0 0 0 0
X x°) .. —(x X

9x; ) 1Y) ) %, ) Xy )
oF. oF. oF oF

- —2 x%) -2 ) . -2 ) .. —2 x%)
DyoF =1 o9x; xy xy, %y,
oF, oF, oF, oF,

L% 2% ... 22 L 2 (x%)
0x1 0%y ox, Xy,

donde F = ¢’ o Fo™! : V — V' esla expresion en cartas de F. Ademas, como dyF es un epimorfismo,
la matriz D,oF tiene n columnas linealmente independientes. Por simplicidad notacional, supongamos
que las columnas linealmente independientes de D,oF son las n primeras.

Entonces, por el teorema de la funcién implicita aplicado a F : V — V’, existen abiertos A C R"
y B € R™™" y una funcién diferenciable ¢ : B — A como en el enunciado del Teorema 3.1.3.
Consideremos el abierto W = A x B C R™, sobre el que definimos la funcién ¢ dada por

P, x) = (x" = ¢(x), x),

donde hemos escrito un punto (xi, ..., X;;) € W como (x", x), con x” = (x1, ..., %,) Y X = (X1 - » Xi)-
La aplicaciéon ¢ : W — /(W) es un difeomorfismo, pues su inversa esta dada por (z, x) — (z+¢(x), x).
Ademas, si (x’, x) € F71(y°) N W, entonces x” = ¢(x) y, por tanto,

Y, x) = (x" = ¢(x), x) = (0, x).

Reciprocamente, si /(x’, x) € {0} x R™™", entonces x” = ¢(x) y, por la caracterizacion local del nivel,
F(x’,x) = y°. En consecuencia,

YW 0 F00) = pw) 0 (10 < R™),
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3.2 Inmersiones y encajes

Ahora, consideremos el entorno U = ¢ {(W NV)CU de pylacartag = o ¢ : U — (W). Por lo
anterior, se tiene

o(UNF ) =y(WnF1H%) = ¢@O) n ({0} x R™™).

De este modo, (U, ¢) es una carta de subvariedad para F~'(g) en torno a p y su dimensién es m — n,
como queriamos demostrar. [ |

3.2. Inmersiones y encajes

En el Capitulo 1, introdujimos las subvariedades regulares mediante cartas adaptadas, antes de
disponer del espacio tangente. Ahora que hemos definido la diferencial de una aplicacién entre
variedades, podemos reinterpretar esa geometria de manera intrinseca.

Definicion 3.2.1. Una aplicacion diferenciable F : M — N se dice:

» una inmersion sid,F : TyM — Tg(,)N es un monomorfismo para todo p € M;

= un encaje, también llamado un embedding, si es una inmersién y un homeomorfismo sobre

su imagen.

Observacion 3.2.2. Si F : M — N es una inmersion, entonces dim TPM < dim TF(p)N. En
particular, si N es conexo, se tiene que dim M < dim N.

Observacion 3.2.3. Supongamos que dim M < dim N. Sean (U, ¢) una carta de M alrededor de
py (U’,¢") una carta de N alrededor de F(p). Como la matriz de dyF en las bases inducidas por
estas cartas es D(p(p)l?, se tiene que F es una inmersion si y solo si D(p(p)F es de rango maximo
para todo p € M. Obsérvese que dicho rango debe ser, de hecho, igual a dim M.

Ejemplo 3.2.4. Sea F : R — R" diferenciable de la forma F(t) = (F;(¢), ..., F,(t)). Al tomar las
cartas identidad se tiene que F = F, y la diferencial euclidea es

Fi(®)
D,F = szt) :
E(®)

De este modo, d,F es inyectiva si F/(t) # 0 para algin 1 < i < n. Esta es la definicion usual de
una curva regular. La Figura 3.1 representa el caso n = 2 y hace explicita la igualdad F = F.
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3.2 Inmersiones y encajes

E 2
; O\ Fg/* R
R—eo——>
id F=F id
R—e—> _4

Figura 3.1. Caso n = 2: al usar las cartas identidad en R y R?, la expresién en cartas de la curva coincide con
ella, F=F.

Ejemplo 3.2.5. Consideremos una aplicacion diferenciable F : U C R*> — R®. Como F = F, su
diferencial esta dada por

oR| R
du P ov p
oF, F,
DPF o du v
oF| o
du p ov p
. . cl . . JF JF. dF.
De este modo, se tiene que F es una inmersion si y solo silos vectores o _ (&) 2 2
dulp oulp” dulp” oulp
JF JF. dF. . . . .
y o) (Zh) 2L 95 ) gon linealmente independientes para todo p € U o, equivalen-
avlp ovip  avip ovip
temente, si % , X % ’ # 0 para todo p € U. Esta es la definicién usual de una superficie
regular.

Observacion 3.2.6. La condicién de que F sea un homeomorfismo sobre su imagen quiere decir
que F es un homeomorfismo entre M y F(M). En particular, F es inyectiva. Sin embargo, no basta
con que F sea una inmersion inyectiva para que sea un encaje: debe cumplirse también que la
inversa F~! : F(M) — M sea continua. Equivalentemente, la inmersién F debe ser inyectiva y
abierta sobre su imagen.

Observacion 3.2.7. Si M es compacta, entonces toda inmersién inyectiva es un encaje, pues
toda aplicacién continua entre un espacio compacto y un espacio Hausdorff es cerrada.

Teorema 3.2.8. Sean M y N variedades diferenciables con N C M. Se tiene que N es una subvarie-
dad regular si y solo si el mapa de inclusioni : N = M es un encaje.

Demostracion. Supongamos primero que N es una subvariedad regular de dimension d de M, donde
dimM = n.Sea (U, ¢ : U — V) una carta de subvariedad y sea

¥ =@ luny : UNN — n(Vy)

la carta adaptada correspondiente. En estas cartas, la inclusion se escribe

f(xl, vy X7) = (0, ...,0,%7, ..., Xg),
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3.3 Espacio tangente a una subvariedad

y, por tanto,

Dyi = (O("‘d)Xd>.
Ia

Esta matriz tiene rango d, luego i es una inmersion. Ademas, la topologia de N es la topologia de
subespacio; por ello la inclusion es un homeomorfismo entre N y su imagen. En consecuencia, i es
un encaje.

Reciprocamente, supongamos que i : N < M es un encaje y sea p € N. Tomemos cartas (U’, ¢)
de N alrededor de py (U, ¢) de M alrededor de p, suficientemente pequeiias. La expresion en cartas

Z:(Poio((/)’)_l

es una inmersion entre abiertos euclideos. Aplicando el teorema de la funcion implicita como en el
Teorema 3.1.2, reduciendo de nuevo los abiertos si es necesario, existe un difeomorfismo H : Vow
tal que

Ho f(xl,...,xd) =(0,...,0,x1,..., X7).

Como i es un homeomorfismo sobre su imagen, podemos reducir los entornos de modo que U N N =
i(U’); esto excluye que aparezcan en U otras ramas de la imagen. Por tanto, la carta

(¢ X (V),H o )

lleva exactamente (p_l(?) N N en la interseccién de W con {0}”“1 x R%. Es, pues, una carta de
subvariedad para N alrededor de p. La Figura 3.2 resume las cartas y esta rectificacion. |

i(U)cNNnU

¢'(p)
- e
V' =¢'(U)CR

Hei(y) =(0,...,0,)

Figura 3.2. Rectificacion local de un encaje. El abierto U’ C N contiene a p y su imagen queda en el abierto
ambiente U C M. En coordenadas, i: V' — V es una inmersidn, y el difeomorfismo local H
rectifica su imagen: H «i(y) = (0, ..., 0, y). Por tanto, tras restringir U si es necesario, H * ¢ es una
carta de subvariedad para N.

3.3. Espacio tangente a una subvariedad

Sea M una variedad diferenciable y N € M una subvariedad regular. En esta seccion, veremos
como puede describirse el espacio tangente a N como un subespacio del espacio tangente a M.
Consideremos para ese fin el mapa de inclusion i : N — M. Recuérdese que, por el Teorema 3.2.8,
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3.3 Espacio tangente a una subvariedad

la aplicacion i es un encaje. En particular, esto implica que, para todo p € N, su diferencial
dpi : TpN - T,M

es un monomorfismo. Gracias a esto, podemos identificar a T, N como un subespacio vectorial de
T, M. Obsérvese que el efecto de d,i es, de hecho, muy natural, pues para X € T,N y f € Cy(p), se
tiene

dpi(X)(f) = X(f *i) = X(fIn),

donde f|y = f oieslarestriccién de f a N. En consecuencia, d,i(X) no es més que la extension de la
derivacion X de N a todo M simplemente evaluando funciones de M en su restriccién a N.

Mas atn, en el caso de que N = F~!(g) sea una subvariedad de nivel para una aplicacién dife-
renciable F : M — M’, con g € M’ un valor regular, es facil describir el espacio tangente a una
subvariedad de nivel gracias al lenguaje de las derivaciones.

Teorema 3.3.1. Consideremos una aplicacion diferenciable F : M — M’ condim M > dim M’ y
sea q € M’ un valor regular de F, de modo que N = F~1(q) C M es una subvariedad diferenciable
de M. Entonces, se tiene

dyi (T,N) = kerd,F,

donde kerd,F = {X ET,M | dpF(X) = 0} es el niicleo de la diferencial d,,F.

Demostracion. Observemos que dyi (TPN> C kerd,F. En efecto, sea X € di (TPN), digamos X =
dpi(X )con X € T,N. Entonces, usando la regla de la cadena de la Proposicion 2.2.4, tenemos que

dpF(X) = dpF(dyi(X)) = d,(F » i)(X).
De este modo, para cualquier f € C*(F(p)), se tiene

dyF(X)(f) = do(F = X)) = X(f o F o).

Ahora bien, Foi : N — M’ es la funcién constante g, porque N = F~1(g). De este modo, f o F oi es
una funcién constante y, por tanto, X(f o F i) = 0. En consecuencia, se tiene que dpF(X) = 0,1o que
prueba que d (TPN) C kerd,F.

Para la inclusién contraria, recordemos que, puesto que g es un valor regular de F, se tiene que
dyF : T,M — T, M’ es sobreyectiva y, por tanto,

dim (kerd,F) = dim T,M — dim (im d,,F) = dim T,M — dim T,M’ = dim M — dim M.

Ahora bien, también se tiene que dim7,N = dim M — dim M’ por el Teorema 3.1.2, lo que, usando
que d,i es un monomorfismo, implica que dim (dpi (TPN )) = dim (ker dpF ) Asi, como d,i (TPN ) C
kerd,F, también se tiene la igualdad, como queriamos demostrar. |

Ejemplo 3.3.2. Consideremos $* = {(x, y,2) | x* + y* + z% = 1}. Usando la funcién F : R*> - R,
F(x,y,z) = X%+ y2 + z2, se tiene que $%2 = F71(1), donde 1 € R es un valor regular de F.
Ahora, sea p = (1/4/2,1/4/2,0) y consideremos el vector tangente a R

X = -

9
%

3
ETp]R.
P

-

=
2 Ixlp

-

2
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3.4 Campos vectoriales y flujos

Queremos probar que X es un vector tangente a $2 C R>. Para ello, vamos a demostrar que
d,F(X) = 0. Obsérvese que d,F : Tle3 — T1R y sea %‘1 € TyR la base inducida por la carta
identidad de R. De este modo, tenemos que

d
d, F(X :/1—‘,
p() oth

para cierto coeficiente A € R. Este coeficiente puede ser calculado explicitamente usando la
funcién identidad  : R — R, £(t) = t. De este modo, tenemos que

A= d,FOO® = X(F o F) = X(x + % +22) = —= i‘ Cry? )L 2| (2ryiz?)
\/Eaxp \/EaYp

2 2 1 2 1

"B BT mE ww

Alternativamente, es posible realizar la misma evaluacién teniendo en cuenta que la matriz de
21 2

p’oylp’ ozlp

Pero, como R® y R estan equipados con las cartas identidad, tenemos que la matriz de dyF es

2

dpF en las bases <

E) . . . ~
p de TP]R?’ y 5‘1 de T R es la matriz de derivadas parciales de F.

JoF oF oF ) ,
<8x P aY‘p 0z p) = (lep 2)/|p 22|p) = (ﬁ 5 0)'

En consecuencia, las coordenadas de d,F (X) son

V2
(3 % 0| 5|
0

En cualquier caso, se tiene que X € ker(d,F) y, por tanto, por el Teorema 3.3.1, se tiene que
X = dpi(f() para cierto X € TPSZ.

3.4. Campos vectoriales y flujos

En esta seccion, veremos como las nociones de ecuaciones diferenciales ordinarias pueden genera-
lizarse de forma sencilla a variedades diferenciables. Esta idea, aparte de ser muy natural, también
proporciona poderosas herramientas para el estudio de la geometria de variedades diferenciables.

Definicion 3.4.1. Sea M una variedad diferenciable. Un campo vectorial sobre M es una coleccion

de vectores tangentes X = {Xp con X, € T,M para todo p € My tal que para cualquier

}peM
carta (U, : U — V) se tiene que

donde A; : U — R son funciones diferenciables.
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3.4 Campos vectoriales y flujos

Ejemplo 3.4.2. Consideremos la variedad M = R?. Con la carta identidad, tenemos una base

(x,y)> '

+ xyi
(x.y) %

natural

d
2 _
T(xy)R" = <£

De este modo, un campo vectorial es, por ejemplo,

9
(xy) 9y

d
Xy =Y P :
ox (x.y)

Si identificamos T(x)y)]R2 = R?, entonces podemos identificar Xxy) = (yz, xy).

Definicion 3.4.3. Sea I C R un abiertoy a : I € R — M una aplicacién diferenciable, es decir,
una curva en M. Para cada t € I, definimos la derivacion ’(t) € T, )M dada por

a'(t) : C®(a(t)) — R
fr— (o),

donde fea : I - R es una funcién de una variable real y (f o @)’ (¢) = %( f o) es su derivada
evaluada en t.

Definicion 3.4.4. Sea X un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M y consideremos
p € M. Se dice que una curvaa : I € R — M es un flujo para X comenzando en p (también
llamado curva integral) si a(0) = p y para todo t € I se tiene

a’(t) = Xa(t)-

Ejemplo 3.4.5. Consideremos M = R? y X el campo vectorial dado por

+ xyi
(xy) oy

d
X(x,y) = yz— .
ox (x.y)

Busquemos un flujo para X comenzando en p = (0, 0) de la forma

a: ] — R2

t— a(t) = (a1 (1), 22(1))

con a;(t), ay(t) dos funciones C*.

Para calcular a’(t) € Ta(t)]RZ, usando (2.3) tenemos que podemos escribirlo en la base

9 9
oxla(t)’ dy

como
a(t)

@O = D@5+ OO

5

a(t)
donde x = xoid = x e y = y o id = y son las funciones de proyeccioén sobre la primera y segunda
coordenada.
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3.4 Campos vectoriales y flujos

Ademas, usando la definicion de (), tenemos
ad(B)x)=xea)®)=af@®), O =yea)®)=a),

luego
@ (1) = (B2 ot az’(t)%

a(t) .

De este modo, para que « sea un flujo para X, debe cumplirse

0 0
=a'(t) =X = 2t—‘ + oq(t)a(t) — .
a’(t) (o (), 05(2)) 052( )8x a(t) 1( ) 2( )(9)/ o®

ren 9 1o O
HD—| +at)—
al()ax\a@ 40y

al(t)

. Jd 0 . .
En consecuencia, como {5’ a—} es una base, se ha de cumplir la igualdad componente a compo-

nente, por lo que debe satisfacerse

{ (1) = (),

() = ag (D (0).

junto con la condicién inicial (0,0) = a(0) = (2;(0), %,(0)). Esto es, en efecto, un problema de
valor inicial para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El ejemplo anterior da la clave para calcular un flujo en una variedad general: reducirlo a una
ecuacion diferencial ordinaria en cartas.
Consideremos una variedad diferenciable M, un campo vectorial X en M y un punto p € M. Para
encontrar el flujo, elegimos una carta (U, ¢) alrededor de p, lo que determina una base
d

TM={(— .
p <6x1 P>

De este modo, en esta base, para todo g € U podemos escribir

9
" ox,

5

P

Ademas, si consideramos una curva « : I — M cerca de p, también podemos escribir

@)= Y, O
i=1 1

a(t)

Los coeficientes los podemos calcular mas explicitamente como
') = (Ko a) () = (xg o9 °a) (1) = & (1),

donde & = ¢ o « es la expresion de a en coordenadas (ver Figura 3.3) y & : I — R es su i-ésima
coordenada.
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3.4 Campos vectoriales y flujos

Figura 3.3. La expresion en coordenadasdea: I > Mesa =¢@eoa: I —» R"; el diagrama sigue simultanea-
mente ¢, a(t) y a(t).

De este modo, la condicién de que « sea un flujo para X es que
n

> ’(t)—

i=1 X

= () = Xy = wa» .
a(t) % a(t)

Esto inmediatamente implica que tiene que cumplirse & (t) = Xj(a(t)) = (X; ¢~ 1)(&(t)) para
i = 1,...,n, que es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1. Si afiadimos la

condicién inicial &;(0) = ¢(p); para todo i, tenemos que el problema de calcular el flujo es equivalente
a resolver el problema de valor inicial

{ & (1) = (X » ¢~ H(@®), (3.1)

&(0) = @(p);; ’
paral <i<n.
La interpretacién geométrica de esta igualdad se muestra en la Figura 3.4.

Figura 3.4. En p = a(0), una trayectoria integral satisface X, = a’(0); la carta transporta esta igualdad a
d,p(X,) = &' (0).

Gracias a estas observaciones, es practicamente inmediato demostrar el siguiente resultado.
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3.5 Derivada de Lie y corchete de Lie

Proposicion 3.4.6. Sea M una variedad diferenciable con un campo vectorial X sobre ella y un
punto p € M fijado. Entonces, el flujoar : I SR — M de X comenzando en p existe y es tinico.

Demostracion. Por la discusion anterior, encontrar el flujo es equivalente a resolver el problema de
valor inicial (3.1). Ahora bien, el lado derecho de la ecuacion es C*, luego en particular es localmente
Lipschitz y, por tanto, el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias
garantiza que la solucién existe y es unica. |

Observacion 3.4.7. » La unicidad debe entenderse en el mismo sentido que el teorema para
ecuaciones diferenciales ordinarias: sia : ICR—> My f : J € R — M son dos flujos,
entonces a(t) = f(t)enIn J.

= La Proposicion 3.4.6 solo garantiza que existe una soluciéon « definida en un cierto intervalo
I C R, pero no garantiza que I = R. Esto suele conocerse como “existencia a tiempos
cortos”.

= En general, la existencia para todo tiempo (I = R) no es cierta. Hay varios motivos por los
que el flujo podria dejar de existir. En primer lugar, porque la solucion de la ecuaciéon (3.1)
explota, es decir, diverge. Pero también puede ocurrir otro fenémeno, y es que la solucién
“se salga” de la variedad, por ejemplo, porque a la variedad le falta un punto por el que
deberia pasar la solucién (ver Figura 3.5).

Vit

Ja trayectoria no puede

continuar dentro de M

Figura 3.5. Una trayectoria integral alcanza en tiempo finito ¢, un punto p, & M; por ello no puede
prolongarse dentro de M, aunque el campo sea suave.

= No obstante, si M es compacta, entonces se tiene existencia para todo tiempo. Esto es,
siempre existe un flujo @ : R — M.

3.5. Derivada de Lie y corchete de Lie

La Proposicion 3.4.6 puede reforzarse ligeramente para obtener el siguiente resultado.

Proposicion 3.5.1. Sea M una variedad diferenciable compacta y X un campo vectorial en M.
Entonces, existe una aplicacion diferenciable

®: MxR->M,

tal que, para todo p € M, la curvat € R — O(p,t) € M es el flujo de X comenzando en p.

Demostracion. Como la variedad es compacta, el flujo existe para todo tiempo, por lo que la tinica parte
que hace falta demostrar es que la aplicacion © es diferenciable. Pero esto es consecuencia inmediata
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3.5 Derivada de Lie y corchete de Lie

del teorema de dependencia continua de los datos iniciales para ecuaciones diferenciales. |

Observacion 3.5.2. La Proposicion 3.5.1 también es cierta si M no es compacta. Sin embargo, en
ese caso, la aplicacion © no esta definida en todo M x R, sino en un cierto abierto U € M x R que
contiene a M x {0}.

Notacion 3.5.3. Fijado ¢t € R, es comun denotar por ©; : M — M la aplicaciéon ©,(p) = O(p, ).
Informalmente, la aplicaciéon ©; nos indica “a donde se mueven los puntos de M mediante el flujo
de X tras pasar t unidades de tiempo”. Cuando queramos referirnos a la curva t — ©,(p) para un
p € M fijo, la denotaremos por ©,(p).

Observacion 3.5.4. El flujo ©; cumple las siguientes propiedades:
L @0 = ldM
= 0,00, =0, paratodot,s € R. Esto es consecuencia directa del teorema de unicidad de

soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias: tanto t = ©; o ©,(p) como t — O, (p)
son flujos de X comenzando en ©4(p) y, por tanto, deben ser iguales.

» O_; = ©; ! paratodot € R. En particular, cada aplicacién ©; : M — M es un difeomorfismo
(ver Figura 3.6). Esto es consecuencia de que ©_; e ©; = ©; - O_; = Oy = id,.

Figura 3.6. Elflujo lleva p a g = ©,(p) y el tiempo opuesto lo devuelve, ©_,(q) = p; por tanto, ©_, = 6; .

= (0.( p))l(t) = Xg,(p)- Esto es literalmente una reescritura del hecho de que ©.(p) es el flujo
de X comenzando en p. En particular, para toda f € C*(p), se tiene

2| (F-0.0) = (0.0) D) = Xo, (P

Observacion 3.5.5. En ocasiones, sobre todo en la literatura fisica, dado un flujo ©; que genera
una familia de difeomorfismos, al campo vectorial X del que surge se le llama el generador
infinitesimal de ©.

Con esta nocién en la mano, dados dos campos vectoriales X e Y en M, vamos a definir la derivada
de Lie de Y con respecto a X, denotada LyY. Intuitivamente, LxY es el resultado de derivar Y en la
direccion de X. Es decir, miramos cémo varia Y cuando nos movemos en la direcciéon de X (es decir,
siguiendo el flujo de X) y tomamos la derivada de esa variacion.

La formalizacion de esta idea geométrica es un poco engorrosa, pero como veremos, posteriormente
tendremos un resultado que nos permitira calcularla rapidamente.
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3.5 Derivada de Lie y corchete de Lie

Definicion 3.5.6. Sea M una variedad diferenciable, con dos campos X e Y definidos sobre ella.
Sea O el flujo de X. Definimos la derivada de Lie de Y con respecto a X como el campo vectorial
LxY en M dado por

do,(p)®-n (Yo,(p) () = Yp()

; (3.2)

(Lx¥)y(f) = lim

paratodo p e My f € C¥(p).

Observacion 3.5.7. Obsérvese que la expresion anterior tiene sentido porque ©_p : M - My,
por tanto, su diferencial es

de,(p)O-1 * TopM = To_y@,(ppM = TpM.

De este modo, como Yg, () € T, (p)M, se tiene que dg, (,)©_1(Ye,(p)) € TpM, luego tiene sentido
evaluarlo en f € C®(p). Ademas, el cociente (dG)h(p)@—h (Y@h(P)> (f) - Yp(f)> /h es una funcién
de h con valores en R, pues todos los campos vectoriales estan evaluados. Por este motivo, tiene
sentido tomar el limite cuando h — 0.

Observacion 3.5.8. Esilustrativo sefalar el paralelismo entre la definicién de LxY y la definicién
de derivada direccional de una funcién F : R" — R en la direccién de un cierto vector v € R",

dada por
oF F(p +hv) - F(p)

= lim
ov p  h—>0 h

En este sentido, la expresion (3.2) es una generalizacion de esta derivada direccional donde el
“flujo en linea recta” p + hv es sustituido por un flujo méas complejo dado por un campo vectorial
X.

A pesar de que la definicién de la derivada de Lie es clara, su formulacion es tan compleja que
parece casi imposible evaluarla en ejemplos concretos. Sin embargo, gracias a la nocién de corchete
de Lie, es posible calcular estas derivadas de forma casi inmediata.

Definicion 3.5.9. Sean X e Y campos vectoriales en una variedad diferenciable M. El corchete
de Lie de X e Y es el campo vectorial [X,Y] dado por

[X,Y1,(f) = Xp(Y(f)) = Yp(X(f)),

para f € C*(p).

Observacion 3.5.10. Obsérvese que Y(f) puede entenderse como la funciéon definida en un
entorno de p dada por g — Y,(f). Es precisamente esta funcién la que es derivada mediante X,
en la definicién del corchete de Lie.

Notacion 3.5.11. Es muy comun escribir el corchete de Lie de forma descuidada como
[X,Y] = XY -YX.

En este sentido, [ X, Y] puede entenderse como una suerte de conmutador de X e Y.
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3.5 Derivada de Lie y corchete de Lie

Obsérvese que el corchete de Lie es calculable de forma sencilla utilizando la expresién de los
campos X e Y en cartas. En concreto, consideremos una carta (U, ¢) alrededor de p, de modo que
podamos escribir

- P)
Y, =Y Yg) =
q i(9) Ey

ilg i=1 i

n
X =), Xi(a) 5
i=1 q
donde -+ sy 2
ox; q 0x;, q
Entonces, tenemos que

n

Am»—(ZY<@ Zx( m)g*wm%Vﬂm@@GQM]

= X, (Y; X —
o (z 0] o)
_3 2 9
_;&m > 'Aﬂw)
=Zxo» ZZX@HM (ﬂ

i=1 i=1 j=1

Y, analogamente, se tiene

AHM—ZY@W—Mﬂ+Z

i=1

n
> Yi(p)Xi(p) —‘ ().
j=1
En consecuencia, se tiene que

+ )Y Xi(p)Yi(p)

i=1j

[X,Y1,(f) = Xp,(Y(f)) = Yp(X(f)) = (f)
i=1

8xjxl~ p

=1
=3 S v (x(p) 2
Yi(p)Xi(p) —
i=1 j=1 ! 3iji P

ZY@)

(f)

=ZX (1)
=1

:ZMW)YM)
i=1

En la cancelacién de las sumas de segundas derivadas hemos intercambiado los indices mudos i y j
en una de ellas y usado la simetria de las derivadas parciales mixtas. De este modo, concluimos que

lp

Es decir, para calcular el corchete de Lie de X e Y, simplemente hay que derivar los coeficientes de Y

la expresion de [X,Y], en cartas es

XYP—Z(X ) - Y, (X))— Y(p)

l

55 (0

i=1 j=1

con respecto de X y viceversa, y restar el resultado.
La importancia del corchete de Lie viene dada por el siguiente resultado.
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3.5 Derivada de Lie y corchete de Lie

Teorema 3.5.12. Para cualesquiera campos vectoriales X eY en una variedad diferenciable M se

tiene
LxY = [X,Y].

Demostracién. La demostracién es simplemente un calculo directo. Veamos para ello qué es X,,(Y(f)).
Usando el hecho de que ©,(p) es el flujo de X comenzando en p, tenemos

Yo, () = Yp(f)
X,(Y(f)) = (0.(p)) ()Y (f)) = %LO V() ©.(p) = lim On(p) fh o(f .

Sumamos y restamos ahora dg, ()0 (Y@h(p)) (f) para obtener que
 Yo,(n(f) = Yp() + doy(©-n (Yo, (1)) () ~ doy (@ (Yo, () ()
Xp(Y(£) = lim .

Y —dg, (,O_p (Y,
— (LyY), (f)""}li_lf}) ou(p)(f) ®h(12 h( ®h(p)) f)

K (f)_Yh (f"@—)
= (LxV)y (f) + lim On(p) 2 (») h

, ~(f=0_p) = (f0h)
= (LxY), (f) + lim Yo, ) (ff#h) = (Lx¥)p () + Yoy p) (/1‘33) fffh) '

Ahora, si realizamos el cambio de variable s = —h, tenemos que
350 = @ (47, (1im E2E0) o, (1 4, (1 L2 )

(f < ©.(p))) = (Lx)y (F) + Y, (X,

= (), (D + Y (5]

donde, en la dltima igualdad, nuevamente hemos usado que © es el flujo de X. De este modo,
despejando tenemos que (LXY)p (f) = Xp,(Y(f)) = Yp(X(f)), como queriamos demostrar. [ |
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4 Espacio cotangente y formas
diferenciables

4.1. Algebra lineal de formas alternadas

Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita n (mas adelante, sera en concreto V = T,M).
Sea {by,...,b,} una base de V' y sea {bf, s b,’:} su base dual, esto es, la base que satisface
1 sii=j,

W) =%4=1 0 Gix

Definicion 4.1.1. Una forma multilineal alternada de grado r, o simplemente una r-forma, es
una aplicacion
w: V7T —R

que satisface:

1. w es multilineal, es decir, es lineal en cada argumento en el sentido de que
OV, AV ) = (Ve Ve ) F Ao(vy, Y ),

para cualesquiera v,..., v,y € VyleR

2. w es alternada, es decir
a)(vl,...,vi,...,vj,...,v,) = —(u(vl,...,vj,...,vl-,...,vr),

para cualesquiera vy, ..., v, € V.

Notacion 4.1.2. El espacio de r-formas multilineales alternadas en V se denota por A"V*. Con
las operaciones naturales de suma y producto por escalares, A"V* es un R-espacio vectorial.

Observacion 4.1.3. 1. A'V* = V*, el espacio dual a V formado por aplicaciones lineales
a:V->R

2. Si hay un argumento repetido, se tiene
Oy eeis VooV, ) = =0 (V] o, Vs o, Ve, V),

y, por tanto, © (v, ..., V, ..., V, ..., ) = 0.

3. Sio € S, es una permutacion de {1, ..., r}, entonces:

vy, ...,) = sign(o) ® (vg(l), s va(r)) ,
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4.1 Algebra lineal de formas alternadas

donde sign(o) es el signo de o, dado por

1 si o es un producto de un numero par de trasposiciones,

sign(o) =

—1 sio es un producto de un nimero impar de trasposiciones

4. Sir =n = dim(V) y fijo una base B = {by, ..., b,} de V, entonces hay una n-forma alternada
destacada, el determinante detgz : V" — R, dado por

n
detg(vy, ..., v,) = det(a;;) = Z sign(o) H i (i)>
i=1

o€ESs,

donde a;j son las coordenadas de v; en la base %, es decir, v; = ), j 4ijbj.

Definicion 4.1.4. Sean ay,...,a, € V™. El producto exterior o wedge de «, ..., a,, denotado
a; Aoy A ... A, es la r-forma definida por

((Zl AN 25} VANVAN C(r) (Vl, ey Vr) = det ((Xl‘ (VJ))U = Z Sigl’l(O') H al-(vo(l-)),
1

oES, i=

para cualesquiera vy, ..., v, € V.

Proposicion 4.1.5. Seabj,...,b, una base de V*. Una base del espacio vectorial N'V* es

{br ABE A AR 1< <ip < ... <ip <7}

Demostraciéon. Vamos a probar que estos vectores son linealmente independientes y que son un
sistema generador. Para ello, una observacién crucial serd que si bjl’ s bjr es una coleccion de r
vectores de la base by, ..., b, de V con j; < j, < ... < j,, entonces

1 si il :jl,...,ir :jr,
0 sino

(b5 A ABE) by, by) = det (B (By,)) =
» Linealmente independientes. Supongamos que existen 4; ; tales que

Z Ailwirb;; VANVAN bl* =0.
1<, <<y <n
Entonces, se tiene que
* * — —
Z Ailmir (bil TANTAN bir) (bj1’ ’bjr) = A]l]r = 0.

1<i; <-<i,<n

» Sistema generador. Sea w € A"V*. Supongamos que w fuese combinacion lineal de las formas
b} A ... A b}, digamos
1 r
* *
0= > Ay b A AbL

i
1<i, <<ip<n

Entonces, un argumento similar al anterior muestra que los coeficientes son

Ail-uir =w (bil’ ceey bir) .
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4.1 Algebra lineal de formas alternadas

Por tanto, de poder expresarse como combinacion lineal de bi*l A ... Ab, debe ser
r

o= Y (bbb A A

i
1<6, <...<i,<n

Ahora bien, se tiene que, en efecto, esta igualdad es cierta porque

> (b)) (B A AB) (b by,

1<i <<, <n
0 si alguin a; esta repetido
sign(o)w (bail, s by, ) sigg, <...<q yo(j) =i

Por otro lado, también se tiene

0 si algln q; esta repetido

a)(bal""’b“r) - { sign(o)w (b“il’ ""b“ir) sigg, <...<qy o(j) = ij

De este modo, ambas formas coinciden en cualquier combinacion de elementos de una base y,
por tanto, son iguales.

Corolario 4.1.6. La dimension de A"V* es
)
dimAVE = (") =
r ri(n—r)!

Ejemplo 4.1.7. Tomemos V = R3, con la base canénica V = (e;, e;, e3). Tenemos asi
Vi=(e.6.65), e (e) =5

Una base de A2V* es, por tanto,
fe nes, ef nes, €5 Nes).

Estas formas actdan, por ejemplo, del siguiente modo:

" % 0 1
(61 Ae3)(ez,el)=det< 0 0 )20,

(€f Ae3)(ep,e3) =det() =1,

0 1
(€f A é5)(es e) = det = -1
1 0
Con w una 2-forma cualquiera, se tiene

w=uw(e,e3)e; Nes +w(ee)ef ANey +w(eye3)e; Aes.

n
Observacion 4.1.8. Como dim A"V* = ( ) = 1, se tiene que la tinica n-forma multilinear
n
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

alternada es, salvo reescalado, el determinante. De hecho, se tiene que
by A ... Ab, = detg,

con B =1{by,...,b,}.

Notacion 4.1.9. Sitomamosr = 0, el Corolario 4.1.6 nos diria que dim A%V* = 1. Por este motivo,
definiremos A°V* = R.

Observacion 4.1.10. Esta observacion es para aquellos lectores que estén familiarizados con
el producto tensorial de espacios vectoriales. El espacio vectorial A"V* puede entenderse como
un subespacio vectorial del producto tensorial de r copias de V*, @' V*. El espacio Q' V* es
precisamente el espacio de las formas r-multilineales, no necesariamente alternadas, y A"V* es el
espacio de las que, ademéas, cumplen la condicion de alternancia. Obsérvese que esta observacién
concuerda con el Corolario 4.1.6, pues dim (®r V*) =n" > dim A"V*, con desigualdad estricta
parar > 1.

En particular, para r = 2, de hecho tenemos que

V*@V* = A2V* @ Sym(V*),
donde Sym(V™*) denota las formas bilineales simétricas (es decir, w(v;, v5) = @(vy, v;)). Esto no
es mas que el hecho bien conocido de que toda forma bilineal se puede escribir como suma de

su parte simétrica y su parte antisimétrica. Para r > 2, por contra, aparecen nuevos términos de
semi-alternancia en esta descomposicion.

Observacion 4.1.11. Obsérvese que el espacio vectorial ' V* es naturalmente isomorfo a
&' V* ® R. Por ese motivo, tiene sentido que para r = 0 tengamos simplemente A°V* = R.

4.2. Formas diferenciales. Diferencial exterior
Definicion 4.2.1. Sea M una variedad diferenciable y p € M. El espacio cotangente a M en p es

TsM = (T,M) ={a : T,M - R | o lineal }.

)

TyM = {(dx1) ps - » (dXn) p)-

)_go sii# )
- 1 -.:.
» sii=j

Si fijo una carta (U, ¢) de M alrededor de p, tengo que

d
T M=(—
p <8x1

es una base de T,,M. Denotemos la base dual de T;M por

7}

p,..., ox,

Se tiene que
0
(dxi)p ( I

J
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

En particular, una base de ALM := A"T M es

ApM = <(dx,~1)p A (dxir)p> conl1<iy<ip<...<i, <n=dimM.

Definicion 4.2.2. Una r-forma diferencial » en M es una coleccion {wp},ep con w, € ALM tal
que, para toda carta (U, ¢) de M, se tiene que

wp= Y, i (p)dx)p A AdX),,

1<i; <. <i,<n

donde @; ; : U — R son funciones diferenciables.

Notacion 4.2.3. 1. El conjunto de r-formas diferenciables en M se denota Q" (M). En parti-
cular, Q'(M) son los “campos covectoriales”.

2. Para ahorrar espacio, en ocasiones se denota I = (iy, ..., i) y (dxp), = (dx;)p A ... A(d2; ) -
En ese caso, una forma se denota

wp =, a(p)(dx),.

Il=r

3. En concordancia con la Notacién 4.1.9, definimos Q%(M) = C*(M, R), las funciones dife-
renciables f : M — R,

Sea F : M — N una aplicacion diferenciable con diferencial d,F : T,M — Tg(,)N. Esta induce
una aplicacion lineal
F* : Q'(N) — Q"(M),

llamada pullback y dada por
(F ) p(X1, -+ Xp) = wp(p)(dpF(X1), ..., dp F(X)),
paraw € Q"(N)y Xi,..., X, € T,M.

Observacion 4.2.4. Esta es una construccion general del algebra lineal. SiL : V — W es una
aplicacion lineal, entonces tenemos un pullback L* : A"W* — A"V* dado por (L*w)(vy, ..., V) =
w(Lwvy, ..., Lv,).

Notacién 4.2.5. Para una 0-forma en N, es decir, para una funcién f € Q°(N) = C®(N, R), con
f : N = R, definimos F*(f) = f o F € Q'(M).

Ejemplo 4.2.6. Sea N C M una subvariedad con inclusiéon: : N < M. Entonces :* : Q"(M) —
Q'(N) es la restriccion 1" (w) = w|y, ya que

)y (X1 X)) = ) (dpt (X1) ., dpt (X)) = w0p (Xp o0, X,).

Vamos a ver como actia el pullback en coordenadas. Sea F : M — N y supongamos que w € Q"(N)
esta dada localmente por
w = Z G, i, dxil VANPRVAN dxir.

i
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

Entonces

(F*CO)P (Xls veey Xr)
= D7 i (FO) (@) A e A (d3)Dp(p)) (dpF (X0 dyF (X))

ll...i,

= D i, (F(p)) det ((dx)r(p) (dpF(X3))) -

iq...0p

Ejemplo 4.2.7. Sea f : R? — R?dada por f(x,y) = (xz,yz).Tomamosr =2yw= (xzy) dxndy
22 _

(ya que la base de A“T,R* = <dxp A dyp>).

Entonces f*o € Q? (IRZ) y esta dada por

d

* 0
(f @)y (5

(xy) 9y

1)
(xy)

d
- d —‘ d 2
<x,y>) Ty 2)< 2 (ax <x,y>) ey )(8y

(xz,y2)>

= x*y? (dx A dy) <2xi, Zyi)
ox ~ady

919
ey oy

d
= (‘)(xz,yz) ZXE

2 0
= x*y? det ( x
0 2y

) = x4y24xy = 4x5y3.
Vamos ahora a construir una aplicacion lineal

d: (M) — QT1(M),

de gran importancia, conocida como la diferencial exterior.
Consideremos primero el caso r = 0 para el que d : Q°(M) — Q'(M). Dada f € QM) =
C*(M,R), definimos d f € Q'(M) por

(df)p(X) = X(),
para X € T, M. Dicho de otro modo, df es la 1-forma de evaluacion en f.

Observacion 4.2.8. La notaciéon dx;, de hecho, puede interpretarse como la diferencial exterior
de la funcién coordenada i-ésima x; = x; : U C M — R. En efecto, tenemos

(dx)p(X) = X(x) (= X(x),

,...» =—| , como corresponde a que
)

. .o, 2l
que no es sino la i-ésima coordenada de X en la base Fr
1

(dxl)p, s (dx,,)p sea la base dual.

Vamos a escribir esta forma d f en coordenadas. Fijamos una carta (U, ¢) y la base

TyM = ((dx)p, ... (dx),)
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

Tenemos

a ~
8xl~ f

o(p)

(=2

P 8x,~

df)p = a1(p)(dxy)p + ... + an(p)(dx,)p,  donde a(p) = (df), ( ) = %
P i

Por tanto, se tiene

(dx,), € TyM.

df)y = a;ilp(f)(dxl)p+...+ a%p(f)(dxn)p = :—i‘p (dx)p + ... + j—;;

P

Veamos ahora la aplicacion d : Q" (M) — Q""1(M) en general. Dado w € Q"(M), localmente esta

se escribe
w = Z ailmir dxil VANPAN dxir,
iy...dy oo U)

por lo que podemos crear da;  ; € Ql(U) y definimos

do= ) da_; Ndx, A..Adx, € QH(M).

iy

Ejemplo 4.2.9. Tomemos M = R3. Aqui, tenemos que
» QOR3) = C™(R?).
» QY(R3) = C®(R*)dx, dy, dz).
» Q?(R?) = C®(R*)dx A dy,dy Adz,dz A dx).
s O3(R3) = C®(R3)dx A dy A dz).

Gracias a esta descripcion, obsérvese que podemos identificar formas de Q!(R?) y Q%(R®) con
campos vectoriales de R®, mediante las identificaciones

dxei, dy & —, dz e —,

dx/\dyei, dy/\dzei, dz/\dxei.
0z ox ay

De este modo, explicitamente, el operador diferencial exterior esta dado de la siguiente forma.

nd:Q° (]R3) Yok (]R3) satisface que, dado f € Q°(R®) = C®(R?), se tiene

af =L aer gy 8y, 00 (6 4
ox ay 0z dxdx Jdydy 0z0z
De este modo, bajo esta identificacion, df puede identificarse con el campo vectorial
gradiente Vf de f.
nd: Q! (]RS) - Q? (]RS). Siwe Q! (]RS) se escribe como o = a;(x, y, z)dx + ay(x, y,z)dy +
a3(x, Vv, z)dz, entonces tenemos

a d d
dow =day Ndx +day ANdy +daz Ndz = ﬂdx+ ﬂdy+ ﬂdz)/\alx
ox ay 0z
2/ 2/ 0 0 0 a
+ (ﬂdx + ﬂdy + ﬂd:/:) Ady + (ﬂdx + ﬂdy + ﬂdz) ANdz
ox ay 0z ox ay 0z
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

2] 0 2] 0 0 2]
:(ﬂ—ﬂ)dxAder(ﬂ—£>dz/\dx+(£—ﬂ>dy/\dz.
ox  dy Jdz  ox ay

De este modo, bajo la identificacién anterior tenemos que si identificamos w € Q'(M) con
un campo vectorial X, de R3, entonces dw se identifica con el campo vectorial rotacional
de X, estoes, Vx X.

nd: QP (JR3) - Q3 (JR3). Siwe Q? (]R3) se escribe w = aydy A dz + aydz A dx + azdx A dy,
entonces

do =da; Ndy Ndz+day ANdz ANdx +daz Adx Ady

2} el da
ﬂdx/\dy/\dz+ ﬂdy/\dz/\dx+ —3dz/\dx/\dy
ox oy 0z

ada oda
(_1 L%

0
+ ﬂ)dx/\dy/\dz.
Jox dy 0z

De este modo, si identificamos w € Q*(R3) con un campo vectorial X, de R3, entonces
dw € Q3(R®) = C*(R?) se identifica con la divergencia de X, es decir, V- X,.

Obsérvese que este ejemplo funciona porque tenemos las dimensiones
dimA°TyR3 =1, dimA'TYR® =3, dimA’T;R® =3, dimA3TR3 =1

Esto es lo que permite identificar 0-formas y 3-formas con funciones y 1-formas y 2-formas
con campos vectoriales. Este es un hecho especifico de R® que no tiene analogo en dimensién
superior.

Proposicion 4.2.10. Sea w € Q"(M). Se tiene

d(dw) = 0.
Observacion 4.2.11. Este resultado, de gran importancia, se suele escribir sucintamente como
d’> =o.

Demostracion. Sea w € Q"(M). Escogiendo una carta, podemos escribir localmente « como

w = Z ailmirdxil VANAN dxir.

iy

Entonces tenemos que

=3 5%

ll lr]

dx] Ndxi AN dxg

y, por tanto,

ddo)= ) Zd(

iy

)/\dx]/\dxl A Ndx

= Z Z rdxk/\dx Adx; A ... A dx
% axkax r
jk
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

2 2
o“ay ;. 94 i
= Z Z dxj Ndx Ndxg AN dx

00X B 0X1.0%;

Pa oa . .
Ahora, por el lema de Schwarz, tenemos que —X* = —1=* para todo 1 < j, k < n, lo que implica
0x3.0%; 0X;0X.
|

que el dltimo término se anula y, por tanto, d(dw) = 0.

Observacién 4.2.12. Tomemos nuevamente M = R? y usemos las identificaciones del Ejemplo
4.2.9. Entonces tenemos:

» El hecho de que d? : Q°(M) — Q2(M) sea cero quiere decir que todo campo gradiente es
irrotacional, es decir, Vx (Vf) = 0.

» El hecho de que d® : Q' (M) — Q3(M) sea cero quiere decir que la divergencia del

rotacional se anula (dicho de otro modo, todo campo rotacional es incompresible), es decir,
V-(VxX)=0.

Estudiemos ahora como se comporta la diferencial exterior con respecto a la multiplicaciéon de
formas.

Definicion 4.2.13. Sean w; € Q"(M) y w, € Q2(M). Definimos w; A wy € Q112(M) como

1 .
(01 A wy),, (x1, ---’xr1+r2) = r'—rz' Z sign(o)w; (xa(l), ...,x(,(rl)) o (xg(rlﬂ), ...,xa(,1+r2)).
1:72° 5es§
ri+ro

Observacion 4.2.14. Este producto generaliza el producto de 1-formas.

Ejemplo 4.2.15. Sea M = R3 y consideremos w; = dx; A dx; y w, = dx3. Tenemos que

1 , .
p) T2 2, sign(@) ( p) e ( 9% (3) p).

0ES;
Ahora, en esta suma de 6 términos, solo las permutaciones o = 1y o = (12) dan lugar a sumandos
no nulos. Como el signo de la primera permutacién es +1 y el de la segunda es —1, tenemos

P)
1y (2 (e
2 1p 8x1 P 2p 8x3 P

— Wy - 0 -
P 8x2 P p 8x3

Proposicion 4.2.16. Sea w; € Q"(M) y w, € Q"2(M). Entonces se tiene

9
P, 8x2

d

K2 2]
P, 8x3

» ’ 8xa(2)

(6‘)1 A wZ)p ( 0

oxy

axo.(l)

9
P’ 8x2

9
P, 8x3

(601 A (‘)Z)p ( 0

oxy

9
P, 8x2

9
P’ 8x1

Jl- e

p

como corresponde a dx; A dx; A dxs.

d((x)l A\ 602) = dw1 AN () + (_1)}’10)1 N da)z.
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

Demostracion. Sea w; = Z|I|=71 ardx; y wy = Z|J|=rz bydx;. Entonces, se tiene

W; N\ wy = Z arbydxy A dxj,
L]

y, por tanto,

d(wy Aewp) =Y. d(arhy) Adxp Adxj.
Lj

Tenemos que d (aIb]) = bjdaj + ardbj, luego

d(wy Awp) =Y bydar Adxp Adxy+ Y agdby Adxp Adx).
I,J > N

d&)l Yo

Sin embargo, para el segundo término, tenemos
Wy A dwy = (Z aIde) A (Z dby A dx]> =Y agdx; Adby Adx;
I J Lj
= adx;, A A dx; Ndby Ndxj A Adx
Lj

= (-1 Z aldb] Adxp A d)CJ.
L]

De este modo, tenemos ) ; jardby A dxp Adxy = (—1)" (01 A dw;), como queriamos demostrar.

Observacion 4.2.17. Si f € Q°(M) = C*(M,R) y w € Q"(M), entonces

d(fo)=df Nho+ f Ndw.

Corolario 4.2.18. La diferencial exterior

d: (M) — QM)

satisface:
1. EsR-lineal;
2. d*=0;

3. d(w; Awy) =dwg Awy + (—1)1w; A dwy;
4. df(X) = X(f), para todo f € Q°(M) = C*(M,R) y X campo vectorial.

Observacion 4.2.19. Las propiedades (1)-(4) anteriores determinan la diferencial exterior d, ya

que

d (Z ail,m,irdxil VANVAN dxir) (;) Z d (ail’m,irdxil VANAN dxir)

(3
= Z dail’w’ir A dxil VARRVAN dxir
r
k—1 2
+ Z ai,,..i kz:(—l) dx,-l ) X, N A dxl-r
=1

@
= Z dal-l,”_,l-r N dxil TANTSAN dxir,
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

que esta univocamente determinado porque dg;, ; € Q(M) esta caracterizado por la propiedad

(4).
Proposicion 4.2.20. Sea F : M — N una aplicacion diferenciable con pullback
F* : Q'(N) — Q"(M).

El diagrama
Q'(N) —F— (M)

QH—I(N) T> Qr+1(M)

es conmutativo. Dicho de otro modo, para todo v € Q"(N) se tiene

d(F*w) = F*(dw).
Demostracion. Lo demostraremos por induccion sobre el grado r.

1. Parar = 0. Sea f € Q°(N), y queremos probar que F*(df) = d (F* f). En efecto, para pe M y
X e TPM, se tiene

d(F*f)y (X) =d(f = F)p(X) = X(f = F),
F*(df)p(X) = df)rp)(dpF(X)) = dpF(X)(f) = X(f ° F).

En consecuencia, d (F*f)p (X)) = F*(df)p(X) paratodo p € My X € T,M, de donde se deduce
la igualdad deseada.

2. Parar = 1. Consideremos una 1-forma » € Q!(N). Localmente en cartas, tenemos que podemos
escribir w como
W= Z a;dx;.
De este modo, tenemos l
d(Fro)=d (F* (Z g dxl->) = Y d(F*(a) F*(dx;))
i i
= D d (F*(@) d(F*(x))))
i
= Z d(F*(a)) A d(F*(x;)) + Z F*(a;) d*(F*(x))
i i
= Y F*(da) AF*(dx;) = F* (Z da; A dxl-> = F*(dw).
i i
En el calculo anterior hemos usado que F*(dx;) = d(F*(x;)) por el caso r = 0, la regla de Leibniz

graduada y la identidad d? = 0.

3. Caso inductivo. Supongamoslo cierto para r, y queremos demostrarlo para r + 1. Sea w €
Q" F1(N). Obsérvese que siw = p A7 conn € QY(N) yr € Q'(N), entonces el resultado es
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4.2 Formas diferenciales. Diferencial exterior

inmediato porque

d(F*w) = d(F*(y A 0)) = d (F*(g) A F*(2))
= d(F*(m) A F*(z) — F*(n) A d(F*(1))
= F*(dn) A F*(z) — F*(5) A F*(dr)
=F*(dn At —nAdr)=F(d@nAr)) = F(dw).

El caso general puede abordarse localmente usando cartas, pues cualquier @ € Q""1(N) se
escribe

w= Z Gy iy A% NAX, N NdX = Z nr A 1.
- - I

=
Bjeedpyq

N 77

Por tanto, se tiene

d(Fw)=d (Z F* (ny A n)) =Y dF (nr)) =Y, F d @y Arp)
1 I 1

=F* (d Z (nr A TI)) = F*(dw).
I

Ejemplo 4.2.21. Tomemos M = R? y F : R?> — R? dada por
F(8,r) = (r cos(0), r sen(h)).

Consideremos w = x dx € Q' (R?) y calculemos F*w.
Usando la propiedad de la Proposicién 4.2.20, tenemos

F*(xdx) = F*(x) F*(dx) = (x « F) d(F*(x)) = (r cos(0)) d(r cos(9))
= rcos(0)(—r sen(8)df + cos(8)dr) = —r? cos(8) sen(d) db + r cos*(0) dr.
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5 Integracion en variedades y el
teorema de Stokes

Sea M una variedad diferenciable de dimension n y o € Q*(M). Veremos que tiene sentido
hablar de [,, w € R, ya que localmente en cartas podemos escribir o = fdx; A ... A dx, y definir
Jpp@ := Jjg fdxq ...dx,, bajo ciertas hipotesis a imponer sobre M (compacidad y orientabilidad).

5.1. Integracion en R". Orientabilidad

Sea U C R" un abierto acotado. Sea w € Q"(U) y dxy,...,dx, una base de T,U y, por tanto,
dx; Adxy A ... A dx, es un generador del espacio de n-formas alternadas A"T;U. Por tanto, podemos
escribir

w = f(x)(dx))p A(dx)p Ao A(dX) s

donde f(x) = f(xq,...,%,) : U > R es una funcién C* en U.

Definicion 5.1.1. En las condiciones anteriores, definimos la integral de w € Q"(U) enU C R"
como

Lw 1= L f(x)dxq -+ dx,,

donde dx; - dx; es la medida usual de Lebesgue en R".

Proposicion 5.1.2. SeanU,V C R" abiertos conexos y® : V — U un difeomorfismo. Entonces,

J' wzij d*w.
U 1%

Demostracion. Por definicidon, tenemos

JUa) = L f(x)dxq -+ dx,.

Por el teorema del cambio de variables de calculo integral en varias variables, tenemos
L f)dxy ...dx, = JV fo@(y) - |det Dy/(@)|dy; -y,

donde |det Dy(QD)‘ es el valor absoluto del determinante de la matriz de derivadas parciales de &.
Por otro lado, tenemos

" (w) = D" (fdx; A ... Ndxy) = O*(f) - @ (dxy A ... Adxy,)
=(fo®)-det(D®)dy; A ... A dyy,

y, por tanto, tenemos que JV O (w) = = jU w, como queriamos demostrar. |
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5.1 Integracién en R". Orientabilidad

Observacion 5.1.3. El signo a escoger en la proposicion anterior depende Gnicamente del signo
del determinante de la matriz de derivadas parciales. Si det(D®) > 0, entonces JU w= [, Pwysi
det(D®) < 0, entonces IU w=- JV ®*w. Obsérvese que el signo de det(D®) no puede cambiar, al
ser ® un difeomorfismo (luego no puede anularse) y ser V conexo. En particular, la integral es
invariante bajo difeomorfismos si y solo si det(D®) > 0.

Definicion 5.1.4. Una variedad diferenciable M = (X, &) se dice orientable si existe un atlas
g’ compatible con & tal que para cualesquiera (U, ¢, : U, = V), (Uﬂ, op : Ug—> Vﬁ) e d’ se
tiene que el difeomorfismo

050"+ 92 (UgNUp) CR" — 5 (U, nUp) CR”

satisface det (Dx (q)ﬂ ° qo;l)) > 0 para todo x € ¢, (Ua N U/;). En ese caso, el atlas &/’ se llama
una orientacion para M y, con esa eleccidn, se dice que M esta orientada.

Observacion 5.1.5. No todas las variedades diferenciables son orientables.

Ejemplo 5.1.6. La esfera $' = {(x Y%+ y? = 1} es orientable. En efecto, usando la construc-
cién del Ejemplo 1.1.7, se tiene un atlas & de cuatro cartas definido sobre los abiertos

c={ | xx>0}, Uy ={(xy)|+xy>0},
y dado por

of U — V=(-1,1) oy Uy — V=(-11)
(xy) — vy (xy) — x

(i) e 1 (1) i o

Si calculamos los cambios de cartas, tenemos

S0 =0 (V1-2) =1-2,
¢y o () 7I(®) = (x/l—t2 ) Ji-,

SO =¢f (V1= = 1= 2,
oy @O =gy (1-21) =122

De este modo, los determinantes de los cambios de cartas son

Doy« (@)™ = 5. Diloy = (¢x) ™) = W,
Dilgy = @)™ = 755 Doy (i) D= 75
Para calcular su signo, obsérvese lo siguiente:
. of (U)}|r N Uy+) =(0,1), luego t > 0y, por tanto, Dt((py @H™H <o.
. o (U,ﬁr N U;) = (~1,0), luego t < 0'y, por tanto, D;(¢;, ° (p£)~") > 0.
L (Ux_ N Uy+) =(0,1), luego t > 0y, por tanto, Dt((py o () H>o0.
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5.2 Integrando formas en variedades

= Oy (Ux_ N Uy_) = (=1,0), luego t < 0y, por tanto, Dy(¢y, ° (o)™ H <o.

De este modo, observamos que &/ no es un atlas orientado. Sin embargo, podemos convertirlo en
. . . — +
un atlas orientado cambiando el signo de ¢y y ¢y

¢ U — V=(-11) gy Uy — V=(-11)
(x,y) — -y (x,y) — —x

(—\/1—t2,—t) —i t (—t,\/l—tz) it
Con estos cambios, el atlas
7 ={(Us.0}) . Ur.30). (U .65 ). (Uy . 0y}

define una orientacién en $1.

Ejemplo 5.1.7. $2 es orientable. Consideremos el atlas de $? descrito en el Ejemplo 1.1.4 por

o = (U, 0%) . (Uy . 0y ) . (U, 07}

donde Uy = {(x,y,2) € $2 x> 0}y ¢f : U — Vestal que ¢5(x,7,2) = (y,2), conV =

{(u,v) € R*|u? + v* < 1}. Tenemos que (qo;{)_l (uw,v) = (\/1 —u? -2, v), y analogamente con
el resto de cartas.
El cambio de cartas entre (U, ¢3) y (Uy . ¢y) es

(p;O((P;)_l(u,V):(p;( 1—u2—v2’u,v> = (m’v>.

De este modo, su diferencial esta dada por

-1 —2u —2v
D(u,v) (¢;°(‘P;) ):< 2*/1—(1)42—112 2\/1—i42_v2 )

Uu

— -1\ _ .. — -1 .
y, por tanto, det (D(u,v) ((py o (o) )) =T Como el dominio de ¢y, (¢f) * esel abierto
oy (Ux+ ﬂUy_) = of ({(x,y,z) €S$?|x>0, y< 0}) = {(u,v)|u2 +vi<lu< O}, se tieneu < 0y,
_ -1
por tanto, det (D(u,v) (goy o (o) )) > 0.
Sin embargo, un célculo andlogo demuestra que det (D(w)(qz);,r o (i )_1)) < 0. De hecho, al igual
que en el Ejemplo 5.1.6, la mitad de los cambios de cartas estan bien orientados y la otra mitad

estan mal orientados. No obstante, cambiando la orientacion de la mitad de las cartas, como en el
Ejemplo 5.1.6, podemos construir una orientaciéon para $2.

Ejemplo 5.1.8. Argumentando de forma similar en dimensién arbitraria, se tiene que $" es
orientable para todo n > 1.

5.2. Integrando formas en variedades

Durante toda esta seccion, supongamos que M es una variedad diferenciable compacta de dimen-
sién n y orientable con orientacién & .
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5.2 Integrando formas en variedades

Una herramienta fundamental para la integracién en M son las llamadas particiones de la unidad.

Definicion 5.2.1. Sea M una variedad diferenciable y sea {U,},c un recubrimiento abierto de M
(es decir, | Jyep Uy = M). Una particion de la unidad es una coleccion de funciones diferenciables
Yy + M — Rparaa € A tal que:

1. supp (¢,) € U,, donde supp ¢y, = {x € M : ¢, (x) # 0} es el soporte de ¥,.

2. Para cada p € M solo existe una cantidad finita de indices ¢y, ..., tales que

Yo, (D), - s Yo (p) # 0 y ademas

D ve(p) =1
i=1

La inclusién de soportes de la primera condicién se ilustra en la Figura 5.1.

M
2

supp ¥,
suppy, C U,

Figura 5.1. Subordinacién de una particion de la unidad: el soporte cerrado de ¢, queda contenido en U,, y ¥,

se anula fuera de ese soporte.

Observacion 5.2.2. La segunda condicion de la Definicién 5.2.1 suele escribirse sucintamente

Dt =1,

aEA

entendiendo que, en esta suma, para cada punto hay un nimero finito de sumandos no nulos.

como

Ejemplo 5.2.3. Una particion de la unidad del intervalo [0, 1] subordinada al recubrimiento

[0,3/4) U (1/4,1] es la mostrada en la Figura 5.2.

................

: T
4 10.3/4) . 4 .
(1/4,1]

Figura 5.2. Particion suave {i/;,1,} subordinada a [0,3/4) U (1/4, 1]: cada soporte queda en el abierto
correspondiente y ¢; + ¢, = 1 en [0, 1].

Observacion 5.2.4. Uno de los usos mas directos de las particiones de la unidad es para extender
objetos definidos solo en un entorno a toda la variedad. Sea U € M un abierto; completemos U
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5.2 Integrando formas en variedades

hasta obtener un recubrimiento {U;};2, de M con Uy = U y sea {{;} una particiéon de la unidad
asociada al recubrimiento {Uj}.
Supongamos que X es un campo vectorial definido tinicamente en U. Definimos

¢ - Y(p)Xp sipeU,‘
P~ o sipgU

Debido a que {13} es una particién de la unidad, tenemos que X es un campo vectorial suave, que
suele denotarse por 1/ X. De la misma forma, dada una r-forma o € Q"(U), la forma & = o es
una extensiéon a todo M.

Observacion 5.2.5. Reciprocamente, una particién de la unidad se puede usar para restringir
un objeto localmente. Sea {U,},c un recubrimiento de M. Sea {{/,} una particién de la unidad y
w € Q"(M). Entonces, podemos escribir

oo (T Do

Pero ahora el soporte de cada uno de los sumandos satisface

supp (o) = {p € M : o (p)ao, = 0} C{p € M : Y, (p) = 0} = supp, C U,

luego cada @ puede verse como una forma definida en U,,.

Teorema 5.2.6. Si M es una variedad diferenciable compacta, entonces para todo recubrimiento
existe una particion de la unidad subordinada.

Observacion 5.2.7. Si M no es compacta, el teorema sigue siendo cierto con un pequerio ajuste,
y es que puede haber mas funciones 5 que abiertos del recubrimiento.

Definicion 5.2.8. Sea M una variedad diferenciable compacta de dimension n y orientable con
o ={(U,, ¢, : U, = V,)} un atlas orientado finito para M. Sea {,,} una particion de la unidad
subordinada a &/. Dada w € Q"(M), definimos su integral como

i3, e

Observacion 5.2.9. » Como M es compacta, el atlas {(Uy, ¢,)} se puede tomar finito. De
este modo, la suma anterior esti bien definida.

= Como supp (Y,w) = {p EM : Yp(plo, # 0} C Uy, lan-forma ((p(;l)* (Y) esta definida en

V, CR"y, por tanto, las integrales [, (¢, 1)* (Y,w) estan bien definidas en el sentido de la
Definicién 5.1.1.

Observacion 5.2.10. La integral [,, » no depende de la eleccion del atlas compatible orientado.
Supongamos que &’ = {(Uy, ¢4)} es otro atlas compatible con & y orientado igual que &, es
decir, satisfaciendo

det D(¢; © ¢z ") > 0,
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5.2 Integrando formas en variedades

para todo (U, ¢,) € & y (U, ¢,,) € &’. Entonces, tenemos

aeﬂ‘[ CORCDEDHD) J (0zY)" W)

acd a’ed’ IV

aeda ed’

) (‘Pal) (%{%ﬂw)

O (Ua HU‘;

2 |
> | (00> @™ (@)™ (atoo)
2|,

aed a’'ed’ ‘Pa(U )

((qoa ™) (Yairo)

aeda ca’ 10, (U.NU,

>y «%a*)* Gdioo)= ¥ | (@) ).
Ver awed Ve

acd a’ed’

Sean M y N variedades diferenciables y sea F : M — N un difeomorfismo. Obsérvese que si
o’ ={(U’, ")} es un atlas para N, entonces el conjunto

Fi (") :={(F7'U").¢" = )},
también forma un atlas para M.

Definicion 5.2.11. Sean M y N variedades orientadas con atlas orientados & y /', respectiva-
mente. Un difeomorfismo F : M — N se dice que preserva la orientacion si F*(/") es un atlas de
M con la misma orientacién que &/. En caso contrario, se dice que F invierte la orientacion.

Proposicion 5.2.12. La integral de formas es invariante bajo difeomorfismos que preservan la
orientacion, es decir, si F : M — N es un difeomorfismo que preserva la orientacion, entonces

J w=J F*o,
N M

para toda w € Q"(N).

Demostracion. Sea & = {U,} un atlas orientado para N, con particiéon de la unidad subordinada
{t,,}. Obsérvese que, como F : M — N es un difeomorfismo que preserva la orientacion, ¢, o F :
FY(U,) = V,, también es un difeomorfismo que preserva la orientacion. Se tiene asi:

ij:j 1-w=J ;%w:;JNW—aeJ 02") (W)

o * _1 * = _l o o *
aEdJ‘ (‘Poc F) ((P(x ) (¢aw) Z JFI(UQ) ((poc (7 F) (‘//ocw)

acd

FOw =Y | GeeDFo=| S @enFo=] Fo

aEd‘[ F(U,) acd M M gea
donde, en la dltima igualdad, hemos usado que {(i/,, » F)} es una particion de la unidad para M. W

Observacion 5.2.13. Si F : M — N es un difeomorfismo que invierte la orientacion entre
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5.3 Otro vistazo a la orientabilidad

variedades conexas, entonces la misma demostracién prueba que

J wz—J F*o.
N M

Ejemplo 5.2.14. Consideremos la 1-forma w = —ydx + xdy en $' C R?. Tomamos la parametri-
zacion
g7t (02m) —  $'-{(1,0)}
0 — (cos6,senf)

Entonces, tenemos

J w= (o V'o= J ~(@™) yd(e™) x+ () xd(p) "y
$! J(0,27r) (0,27r)

~

= —sinfd(cos 6) + cos 0d(sinf) = J sin® 0d6 + cos® 6d6
J(0,27) (0,27)

21

= do = 2.

JO

5.3. Otro vistazo a la orientabilidad

Definicion 5.3.1. Sea V un R-espacio vectorial. Sea % el conjunto de bases de V. Definimos la
relacion de equivalencia ~ dada por

(by,....by) ~ (b1, ....b},) siysolosi det (aij) >0,

donde (aij) es la matriz de cambio de base entre (b;) y (b;). Si (b;) ~ (bl’ ) se dice que tienen la

misma orientacion.

Observacion 5.3.2. El conjunto cociente &/ ~ tiene exactamente dos elementos. En efecto,
dado (by, ..., b,) € B/ ~ se tiene que (—by, by, ..., b,) # (b1, by, ..., by), ya que el determinante de
la matriz de cambio de base es

-1 0 0
det (a;j) = det| . .. |=-L
0 e 1

De este modo, | %/ ~ | 2 2. Sea ahora (b{ s b,’,) otra base de V, con b) =}, aijbj. Entonces

> 0= (b],.... b)) ~ (b, ..., by),

det(a) =y _ o, (B, ....B) ~ (=b1. b ... by)

Lo que prueba que, en efecto, | B/ ~ | = 2.

Definicion 5.3.3. Sea M una variedad diferenciable. Una orientacién para M es una coleccién
suave {GP}pe " tal que 9p es una orientacion de TPM , es decir, 9p IS BTp M/ ~ para todo p € M.

En la definicion anterior, suave significa que para todo p € M existe un entornoU C M de py
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5.4 Teorema de Stokes

campos vectoriales X, ..., X, en U tales que:
= (X1(g), ..., X,(q)) es una base de T,yM para todo g € U.
g (Xl(q), e Xn(q)) = 0, para todo g € U.

Teorema 5.3.4. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Los siguientes son equivalentes:
1. Dar una orientacion {Qp}pe A Para M.

2. Dar un atlas 9/’ compatible y orientado (es decir, con det D ((pﬂ o %71) > 0 para cualquier

cambio de cartas).

3. Dar una n-forma o € Q"(M) nunca nula, es decir, tal que », # 0 para todo p € M.

Demostracion. (1) = (2):Sea of = {(U, ¢)} el atlas de M. Para todo p € U tenemos una base inducida

por la carta

TPM:<L L >
0x1 » ox, »
Vamos a definir un atlas &/” compatible y orientado de la siguiente forma. Tenemos dos posibilidades:
. Si 2 2 1) =0,, entonces U,p)e d’
axlp> " ox P ’
S s s 2 # 0,, consideremos la aplicacién i : R* — R" dada por i(xq,...,x,;) =
ox; P ox, P P
(—x1, ..., x,), entonces (U, ¢") = (U,i° @) € o’. Es facil comprobar que, para esta nueva carta,
se tiene
0| __ 0| o] _o| o] _o
ox{ |, 8x1p’8xép aIxgl,” T axpl, Oyl

Con esta definicion, es inmediato comprobar que &’ es compatible y orientado.
(2) = (3): Sea {{},} una particion de la unidad subordinada a &/’. Dada (U, ¢, : U, = V,) € &/,
consideremos la n-forma en V,
Wy =dxy A ... Ndxy,.

Tenemos que ¢y (w,) € Q" (U,) no se anula en ningtin punto y, por tanto

© = ) Yubi(q) € QM)

tampoco se anula en ningtn punto.

(3) = (1): Si w € Q*(M) no se anula en ningin punto, decretamos que, para cualquier punto
p € M, una base Xj, ..., X, de T,M esta orientada (i.e. (X1, Xy) = 0)) siy solo si wy, (Xi, ..., X;) >
0. |

5.4. Teorema de Stokes

Definicion 5.4.1. Un espacio topoldgico M se dice que es una variedad topoldgica con borde si M
es Hausdorff y satisface el segundo axioma de numerabilidad y, ademas, para todo p € M existen
un entorno U de p y un homeomorfismo ¢ : U — V que satisfacen una de las siguientes dos

opciones:

(a) Un abierto V C R™.
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5.4 Teorema de Stokes

(b) Un abierto V C H" = {(x1,...,x,) € R" | x; > 0} tal que ¢(p) € V N {x; = 0}.

Ademas, si fijamos un atlas cuyos cambios de carta son C*, se dice que M es una variedad
diferenciable con borde.

Los dos modelos locales se comparan en la Figura 5.3.

q)b(b)£_‘~\\ /~ %fa\)
//

_Vl) cH” \'/“\_C—’\)/l

Figura 5.3. Modelos locales de una variedad con borde. El punto interior a posee un entorno U, con imagen
abierta V, € R". En cambio, b € dM posee un semientorno U, cuya imagen es un abierto Vj, € H",
y ¢y(b) pertenece al hiperplano {x; = 0}.

A los puntos que verifiquen (a), los llamaremos puntos interiores; a los que cumplan (b), los
llamaremos puntos de borde o frontera.

Observacion 5.4.2. Un mismo punto no puede cumplir (a) y (b) simultaneamente, ya que H" y
R" no son homeomorfos.

Notacion 5.4.3. El conjunto de puntos de borde de una variedad con borde M se denota dM.

Observacion 5.4.4. La nocién de diferenciabilidad en el contexto con borde requiere una
pequeiia aclaracion, pues no esta claro qué significa la diferenciabilidad cuando el dominio no es
un abierto de R™.

Consideremos una funciéon F : U — R™ donde U C H" es un abierto de H". En cualquier punto
x ¢ H" n {x; = 0}, podemos tomar un entorno abierto de R" contenido en U vy, por tanto, la
nocién de diferenciabilidad es la usual. Sin embargo, si x € H" N {x; = 0}, entonces no existe
ningun entorno abierto de R” contenido en H". En ese caso, diremos que F es C® en x si puede
extenderse a una funcion C* en un abierto de R" alrededor de x. Explicitamente, esto quiere decir
que existe un abierto U C R” alrededor de x y una funcién C* (en el sentido usual) F : U — R™
tal que F(y) = F(y) para todo y € U N U.

Puede comprobarse que esta propiedad resulta equivalente a pedir que las derivadas parciales
de cualquier orden de F en x a lo largo de las direcciones “interiores” (es decir, las derivadas
parciales respecto a xy, ..., X, asi como respecto a x; por la derecha) existan y sean continuas.
Esto se debe al hecho de que las derivadas direccionales en las direcciones “exteriores” estan

univocamente determinadas por las direcciones interiores. En efecto, dado un vector v € R", o
P
(=) ly
Esta definicion de diferenciabilidad en un punto del borde de H" se traduce automaticamente a la

bien v o —v pertenece a H", y se debe cumplir % =
X

variedad con borde. En particular, dada una variedad M con borde de dimensién n, se tiene:
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5.4 Teorema de Stokes

» Los cambios de carta ¢’ o ¢! : (UNU’) C H" — ¢’(UNU’) C H" entre dos cartas (U, ¢)
y (U’,¢") son C* si se extienden a una funcién C* en un abierto de R".

» Una funciéon F : M — N entre variedades diferenciables con borde es diferenciable si en
cartas ¢’ o F o ¢~ ! se extiende a una funcién C* en un abierto. Idénticas definiciones de
inmersion y encaje se aplican en este contexto.

» El anillo C*(p) de funciones diferenciables en un entorno de p € M es el conjunto de
funciones f : V — R definidas en un abierto V.C M tal que fop ™! : (U NV) — R se
extiende a una funciéon C* en un abierto de R", para toda carta (U, ¢).

» Con las definiciones anteriores, el espacio tangente T,M es igualmente el espacio de
derivaciones en C*(p), tanto para puntos interiores como para puntos de borde. Obsérvese
que, nuevamente, fijada una carta (U, ¢) alrededor de p € M, se tiene una base inducida de
T,M dada por las derivadas parciales

d

axl

d

p,..., %,

P

En particular, % es una derivacion que tiene sentido en p € dM, puesto que estamos
1

derivando funciones extensibles diferenciablemente a un entorno abierto de p. Este vector
« » . . . 0 . « . 99
apunta” hacia dentro de la variedad, mientras que — §| apunta hacia “el exterior”.
1p

» De igual forma, la diferencial d,F : T,M — Tg,)N de una aplicacion diferenciable
F : M — N se define exactamente igual que en el caso sin borde, puesto que T,M es el
mismo, mediante d,F(X)(f) = X(f « F) para X € T,M y f € C*(F(p)).

» Analogamente, las formas multilineales alternadas y las formas diferenciables en M se
definen de forma idéntica al caso sin borde.

Una observacion importante es que el borde 9M de una variedad con borde M es una subvariedad
regular de M. En efecto, vamos a construir un atlas para dM. Sea & un atlas para M y sea

7y {x; =0} CR" — R*1, (0, x9, ..., %) > (X2, ..., Xpy)-
Consideremos
Alorg ={(U N M, 7y @lynon) | U. @) € &, UN oM # @}.

Explicitamente, la carta toma valores en el abierto 7y(V N {x; = 0}) € R""!. En particular, se deduce
que dim(dM) = dim(M) — 1. Este atlas se conoce como el atlas restringido.

Observacion 5.4.5. oM es una subvariedad sin borde.

Mas atin, si M esta orientada, entonces dM hereda una orientacién natural. En efecto, sea p € oM

y consideremos una carta orientada ¢ : U € M — V C R" de M alrededor de p que induce
2l
* ox,

. 2}
una base orientada —| ...

ol de T,M. Entonces, decretamos que una base (Xj,..., X, 1) de

p
T,0M esta orientada positivamente si y solo si la base de T,M dada por (— %‘ . ST Xn_1> esta
1p

orientada positivamente. Esta orientacion se conoce como orientacion por normal exterior y es la que
consideraremos para dM en este capitulo. La Figura 5.4 muestra esta regla en dimensién dos.
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5.4 Teorema de Stokes

D, b,) fijala

X, da la orientacién . ., .
orientacion positiva de M

positiva de oM

Figura 5.4. Orientacion por normal exterior, representada en dimensién dos. Si —d,, es la normal exterior en
p € oM, el vector tangente X; orienta positivamente el borde cuando la base ordenada (—d,,, X;)
tiene la orientaciéon de M. La flecha situada dentro del dngulo formado por (b,b,) indica la
orientacion positiva de referencia en T,M; la direccion tangente opuesta no induce la orientacion
del borde.

Obsérvese que, en tanto que las nociones de orientabilidad y formas diferenciales se trasladan sin
cambios a este contexto con borde, es posible desarrollar una teoria de integracién de n-formas para
variedades orientables compactas con borde de forma totalmente analoga al caso sin borde.

Sin embargo, en el contexto con borde aparece un teorema de integraciéon fundamental que
relaciona las integrales en el interior de la variedad con las integrales en el borde. Como veremos,
este teorema tiene consecuencias enormemente relevantes y generaliza de forma espectacular los
teoremas de Green, Stokes y Gauss del célculo integral al contexto de variedades diferenciables.
No obstante, como buen resultado fundamental, una vez que hemos desarrollado las herramientas
apropiadas, su demostracion es muy simple pues, como veremos, no es mas que una aplicacion iterada
del teorema fundamental del calculo.

Teorema 5.4.6 (Stokes). Sea M una variedad diferenciable con borde compacta y orientada de
dimension n. Para toda » € Q" 1(M) se tiene:

J dw:J ",
M oM

dondei1 : OM — M es la inclusion.

Observacion 5.4.7. Recuérdese que, como ¢ es la inclusion, i*w € Q" 1(oM) es simplemente la
restriccion de la forma «. En particular, el teorema de Stokes en ocasiones se enuncia como

J dw:J wlans
M oM
J. do = J w.
M oM

Ejemplo 5.4.8. Consideremos la variedad con borde M = {(x, »ER? : x?+y%< 1}. Se tiene

o incluso simplemente

que su borde es 9M = S$!. La orientacién inducida en el borde se muestra en la Figura 5.5.

61



5.4 Teorema de Stokes

oM = §!

Figura 5.5. Disco unidad con la orientacién estandar dx A dy. La normal exterior induce en dM = $' la
orientacién antihoraria, coherente con la parametrizaciéon 6 — (cos 0, sin 0).

Tomemos w = —ydx + xdy € Q(M). Se tiene que dw = 2dx A dy vy, por tanto,

J dszJ dx/\dyzZJ dxdy = 2,
M M {x?+y?<1}

donde en la ultima igualdad hemos usado que el area del disco unidad es .
Ahora, si tomamos la parametrizacion ¢! : (0,27) — $! = {(1,0)}, ¢~ 1(8) = (cos(8), sin(h)),
tenemos que ((p_l)* o = df'y, por tanto,

2m
J W= do = 2,
$1 0

como predice el teorema de Stokes.

Observacion 5.4.9. Como prometimos, el teorema de Stokes generaliza a los teoremas clasicos
de calculo integral. En efecto, gracias al Ejemplo 4.2.9, tenemos:

= SiU C R? es un dominio de R? con frontera suave, entonces en particular U es una variedad
diferenciable con borde de dimension 2. Para una 1-forma w = Pdx + Q dy, tenemos que

o0 9P

do = (———) dx Ady,
ox  dy

y, por tanto, el teorema de Stokes dice

N R R R R

que es el teorema de Green.

s SiU C R3 es un dominio de R con frontera suave, entonces en particular U es una variedad
diferenciable con borde de dimensién 3. Si w € Q*(U) es una 2-forma en U, por el Ejemplo
4.2.9, tenemos que w puede identificarse con un campo vectorial X, en U, mientras que dow
se identifica con la divergencia V - X, de X,,. Asi, el teorema de Stokes implica

I(V-XMdeJ dwzJ wzJ. X, -ndS,
U U ou ou

donde n es la normal unitaria exterior. Esta es la formula del teorema de la divergencia de
Gauss.

= Si S C R3 es una superficie regular de R® con borde, es decir, una subvariedad regular de
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5.5 Demostracién del teorema de Stokes

dimension 2, dada una 1-forma o € Q!(R®) en R®, por el Ejemplo 4.2.9, tenemos que w
puede identificarse con un campo vectorial X,, en R, mientras que dw se identifica con el
rotacional V x X, de X,,. Asi, siy = 9S es la curva borde de S, el teorema de Stokes implica

J(Vwa)-ndS=de=J w=JXw-dr,
S S as y

donde n es la normal compatible con la orientacién de Sy y lleva la orientacion inducida.
Esta es la formula del teorema de Stokes clasico.

5.5. Demostracion del teorema de Stokes

Como veremos, la prueba del teorema de Stokes es en realidad una aplicacién inteligente del
teorema fundamental del célculo. Para ello, necesitamos entender las integrales en dos situaciones
distintas: en cartas en el interior de M y en cartas en el borde dM.

Comportamiento en el interior

Para iniciar el estudio en el interior de la variedad, comenzamos con un lema sencillo que es
consecuencia directa del teorema fundamental del calculo y el teorema de Fubini.

Lema 5.5.1. SeaV C R" un abiertoy f : V — R una funcién diferenciable con soporte compacto
contenido en V. Entonces, para todo 1 < i < n se tiene

7}
J —f dxy ...dx, = 0.
Vv 0%

Demostracion. Como f tiene soporte compacto en V, podemos extender la integral a todo R" sin
alterar el resultado. Asi, por el teorema de Fubini y el teorema fundamental del calculo, tenemos

of _[ of _ = of _
JV 6_xl dxy ...dx, = J;Rn 8_xl dxy ...dx, = J']R”—l (J—oo 8_xl dxl-> dx
= | Gx 0= s, mydz =0

Aqui, az < bi son tales que los puntos (xi, ..., Xi_1, @, Xit 15> X1) Y (X015 ooy X515 Py X 15 -0 5 %)
no pertenecen al soporte de f. |

Corolario 5.5.2. Para todo abiertoV C R" y toda w € Q" 1(V) con soporte compacto se tiene

de=0.
14

Demostracion. Recuérdese que V se entiende como una variedad diferenciable con la carta iden-
tidad id : V — V, de modo que podemos usar como particion de la unidad ¢/(x) = 1. Escribamos

n
W= Zaidxl Ao Ndxg AN dxg,
i=1
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donde dx; denota que la 1-forma dx; no esta presente en el producto alternado. Entonces tenemos

n
100
do = Z(—l)’“—l dx; A ... Ndx,.
i=1 9%

De este modo, obtenemos
i aaq; " aaq;
dw = J (D) 2dyy .dx, = Y (1) J —dxy...dx, =0,
JV 1% ,; ox; " l; v 9% "

donde la tltima igualdad se sigue del Lema 5.5.1. |

Comportamiento en el borde

Recordemos que denotamos por H" = {(xy, ..., x,) € R"|x; > 0} el semiespacio superior de R",
con frontera dH" = {(0, x5, ..., x;,) € R"}. Argumentando de forma completamente analoga al Lema

5.5.1, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.5.3. SeaV C H" un abiertoy f : V — R una funcién diferenciable con soporte

compacto contenido en V. Entonces, para todoi > 2 se tiene

0
J —fdx1 wodx, = 0.
Vv 0%

Obsérvese que, en el calculo anterior, es esencial que i > 2. Por el contrario, en el casoi = 11la
integral no se anulara por completo, sino que obtenemos una contribucién por el término de borde.

Lema 5.5.4. SeaV C H" un abiertoy f : V — R una funcion diferenciable con soporte compacto
contenido en V. Sea V' = n(V), donde w : R* — R"! es la proyeccion n(xy, ..., x,) = (X2, ..., %,).
Entonces se tiene

a
J —fdxl wodx, = —J £(0,x3, ..., %,)dxy ... dx,.
v 0x; v’

Demostracion. La demostracion consiste en repetir la prueba teniendo en cuenta que, ahora, f
no tiene por qué anularse en el borde.

Nuevamente, en tanto que el soporte de f es compacto y contenido en V, por el teorema de Fubini
y el teorema fundamental del calculo tenemos

of [ of B ©af \ .
JV a—x1dx1 wdx, = ,LH" del wdxy, = J;Rn-l (J;) o, dx1> dx
= J lim (f(b,x) — f(0,%))dx = —J' £(0,x)dx = —J £(0, x)dx,
]R"_l b—>oo ]Rn—l \4

como queriamos demostrar. |

Consideremos un abierto V C H". Podemos ver V como una variedad diferenciable con borde cuyo
atlas diferenciable contiene una tnica carta id : V — V. El borde de esta variedad es precisamente
oV =V noH" = {(0, xy, ..., x,) € V}. Usando el resultado anterior tenemos el siguiente corolario.
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5.5 Demostracién del teorema de Stokes

Corolario 5.5.5. Para todo abiertoV C H" y toda » € Q" 1(V) con soporte compacto se tiene

J dow = — leav,
1% A%

donde 3V denota la orientacién contraria a la orientacion natural que hereda oV por el criterio de la
normal exterior.

Demostracion. Al igual que en la demostracion del Corolario 5.5.2, escribimos
W= Z aidx; A AdXG A ANdX,, do= Z(—l)’“a—l dxi A ... Ndxy,.
i=1 i=1 1

De este modo, tenemos

n X oa; 1 . aa;
do =I ()" 2dxy ... dx, = (—1)’“J — dx ...dx
J;/ v lzzl ox; 1 n 1:21 v o%; 1 n

= J o4 dxq...dx, = —J a1(0,xy, ..., x,) dxy ... dx,,,
Vv 0x1 R

donde en la pendltima igualdad hemos usado el Corolario 5.5.3 y en la dltima el Lema 5.5.4.

Ahora bien, resulta que el lado derecho de esta igualdad (con el signo menos) coincide exactamente

con JaV w|gy, donde el borde 9V esta orientado segun el criterio de la normal exterior. Para

comprobarlo, en primer lugar obsérvese que sit : dV — V es la inclusion, tenemos

Cla) r(dx) A A J;, A AC(dx,) = a1(0, %, ..., X,) dXg A ... A dx,.

_
*
M=

I
—_

W =
1

Aqui, hemos usado que *dx; = d(i"x;) = d(x; °1) =d0 =0y 1"dx; = d(i"x;) = dx; parai > 2.

En segundo lugar, recuérdese que la carta inducida por la restriccion id |5y @ 9V — V' esta

. . . . . 3 2
negativamente orientada pues, segun el criterio de la normal exterior, la base el 5
2p n

p

9 de TpV esta

p’ %

2
™

2
ox;

de T,0V esta positivamente orientada si y solo si la base —
p

positivamente orientada, que no lo esta. Asi, si dV denota 9V pero con la orientacion contraria a
la inducida por el criterio de la normal exterior, tenemos que

Jl*a) = J a1(0, xg, ..., x,) dxy ... dxy,. (5.2)
v R*1
Juntando (5.1) y (5.2), se sigue la demostracion. |

Demostracion del Teorema de Stokes. Sea of = {(U,¢ : U — V)} el atlas orientado para M y sea {i/;}
la particién de la unidad de M asociada a este recubrimiento. Descomponemos el atlas & en los
subconjuntos

e ={U, @) € A |UnoM =@}, oy ={(U,p) € 4 |UNIM = 2}.

De este modo, tenemos

Jde: > JMd(gL‘Uw): > J dpw)+ Y, Jd(%w)

U.ped U@y M U.p)Edyy "M
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. j (0 Y dyo) + j (0™ d(Wyo).

U.p)esdhy "V , (p)Esz{

La primera suma se anula por el Corolario 5.5.2. Por contra, usando el Corolario 5.5.5 en la segunda
suma, tenemos

D J(fﬁ_l)*(d(‘ﬁ‘uw))= D Jd((fp_l)*(llfuw))=— D jlsv((w—l)*(%w)),

U.p)Edp " U.p)EAp " U.p)EA 2%V

donde 15y : dV < V es la inclusion. Ahora bien, al igual que en el Corolario 5.5.5, la coleccion
Aoy ={U N IM, |y - UN oM — 9V)} es un atlas para dM negativamente orientado o, dicho de
otro modo, es un atlas positivamente orientado para @M, la orientacién de M contraria a la inducida
por el criterio de la normal exterior. Ademas, obsérvese que ¢ ot = 13y © @|yp, cont : IM — M la
inclusién. En consecuencia, tenemos

p JV(‘ “ov) o)== ) Lv(tomgm*(%w)

U.p)ELzp 0 U.p)edsy

= J (‘P|3M) F(Yyw)) = — LM Fo= LM o,

, QD)EMaM

como queriamos demostrar. |
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