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Abstract

This work focuses on one of the most interesting open problems in Algebraic Geometry, the Hartshorne’s
conjecture, which states that every smooth projective variety X C P with dimension n > 2N/3 is a complete
intersection. In the first part, we prove some of the main properties of complete intersections. In the second
part, we study different angles from which the conjecture has been attacked, which relate areas as disparate
as the topology of algebraic varieties, the theory of vector bundles, and local algebra. Finally, we explain the
resolution of a particular case of the conjecture, the case of quadratic varieties, solved in [IR13].

Resumen

Este proyecto gira en torno a uno de los problemas abiertos mas interesantes de la geometria algebraica, la
conjetura de Hartshorne, que afirma que toda variedad proyectiva lisa X C PV de dimensién n > 2N/3 es
intersecciéon completa. FEn la primera parte, demostramos algunas de las propiedades mas importantes de
una intersecciéon completa. En la segunda parte, estudiamos distintos angulos desde los que se ha atacado la
conjetura, que relacionan areas tan dispares como la topologia de variedades algebraicas, la teoria de fibrados
vectoriales, y el dlgebra local. Por iltimo, explicamos la resolucién de un caso particular de la conjetura, el
caso de variedades cuadraticas, resuelto en [IR13].
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Introduccion

En [Ha74] Hartshorne propone la siguiente:

Conjetura de Hartshorne. Si Y C P" es una subvariedad proyectiva lisa de codimension ¢ con ¢ < n/3,
entonces Y es una interseccion completa.

En lenguaje algebraico, si Y es una variedad lisa de codimensién ¢, la conjetura asegura que si ¢ es pequeno
en relacién con su dimensién, entonces el ideal primo Iy (que le corresponde por el teorema de los ceros de
Hilbert) estd generado por el niimero adecuado de polinomios homogéneos Fi, ..., F.

Ha pasado casi medio siglo y, aunque ha habido algunas respuestas afirmativas en casos muy concretos, este
problema de enunciado tan simple sigue igual de abierto que en 1974. Uno de los principales atractivos de la
conjetura es la diversidad de puntos de vista desde los cuales se puede abordar, permitiendo la interaccién de
areas tan dispares como la teoria de fibrados vectoriales, la topologia de variedades algebraicas y el algebra
local.

En el primer capitulo introducimos el concepto de intersecciéon completa y estudiamos algunas de las propiedades
fundamentales que una interseccién completa posee. Entre otros asuntos, demostramos que la tupla (el tipo) de
los grados de los polinomios que definen la interseccién completa es unica (salvo reordenamiento), calculamos
el fibrado normal, el haz candnico y la cohomologia de la restricciéon del grupo de Picard de P™. Ademaés,
demostramos que las intersecciones completas de cualquier tipo existen en abundancia, que las intersecciones
completas no se pueden proyectar de manera no trivial desde dimensién superior y que, sin embargo, siempre
se pueden extender. De hecho, gracias al teorema de la torre babilénica, observamos que este tiltimo hecho
caracteriza a las intersecciones completas entre las variedades proyectivas lisas.

En el segundo capitulo, equipados con este bagaje de ejemplos y célculos bésicos, exponemos el circulo de
ideas clasico que envuelve a la conjetura de Hartshorne. En primer lugar, es muy llamativa la similitud entre
la topologia de una variedad de codimensién pequena y la de una interseccién completa, encapsulada en los
teoremas de Barth y Lefschetz. De hecho, este parecido fue una de las lineas principales de evidencia que llevo
a Hartshorne a plantear el problema. Posteriormente, demostramos la correspondencia de Hartshorne-Serre,
que, en particular, asegura que toda variedad de codimensién 2 y de dimensién al menos 5 se puede expresar
como el lugar de ceros de una secciéon global de un haz de rango 2. Esta correspondencia permite trasladar el
caso de codimensién 2 de la conjetura a un problema de fibrados vectoriales, quedando reformulada como:

Conjetura de Hartshorne para fibrados vectoriales. Todo fibrado vectorial de rango 2 en P™ escinde
en fibrados lineales para n > 7.

En la siguiente seccion, ponemos el foco sobre el anillo local del vértice del cono afin de la variedad proyectiva.
Tras observar que la variedad es una interseccion completa si y sélo si el correspondiente anillo local es
interseccién completa, la conjetura se puede trasladar a un problema de dlgebra conmutativa (algo més fuerte
que la conjetura original):

Conjetura de Hartshorne para anillos locales. Sea A un anillo local reqular de dimensionn yp C A un
ideal primo tal que A/yp tiene una singularidad aislada. Sea r = dim A/p. Sir > % entonces A/p es una
interseccion completa.
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Imponiendo algunas restricciones en A/p, las teorfas de cohomologia y dualidad locales permiten dar respuesta
afirmativa a los casos de codimension 2 y 3 de la conjetura, aunque nosotros sélo demostramos el caso mas
sencillo. Para concluir la exposicién, explicamos las ideas detras de la demostraciéon de un caso particular
de la conjetura, el de variedades cuadréticas, que fue resuelto en [IR13]. Como corolario, establecemos que
las tnicas variedades cuadréticas para las que ¢ = N/3 son dos viejas conocidas: la grassmaniana de rectas
de P* y la variedad de espinores de dimensién 10, con sus embebimientos usuales en P? y P'®, respectivamente.

En un plano més personal, cuando me embarqué en este trabajo de fin de grado tenia dos objetivos en mente.
Por una parte, estaba deseando dar el siguiente paso, un poco mas alla de lo que estaba acostumbrado en las
asignaturas, y empezar a investigar en cierta profundidad un problema significativo. Por otra parte, queria
que el proyecto me sirviera para aprender los fundamentos de geometria algebraica moderna, al nivel de los
capitulos IT y 11T de [Ha77]. Gracias al problema tan rico que es la conjetura de Hartshorne, he podido cumplir
los dos propésitos, dedicando mis horas de estudio (incluidas las estipuladas en mi beca de colaboracién con el
departamento de Algebra, Geometria y Topologia) al aprendizaje de la geometria algebraica con la conjetura
siempre en mente, con lo que me han surgido multitud de preguntas de manera natural.



Capitulo 1

Intersecciones completas

En este capitulo vamos a estudiar algunas propiedades béasicas sobre intersecciones completas en el espacio
proyectivo.

1.1 Definicién(es) de interseccion completa

El concepto central del capitulo es la siguiente:

Definicién 1.1. Un subesquema X C P" se dice que es una interseccién completa (algebraica) si tiene
codimensién r y su ideal proyectivo I(X) se puede generar por r elementos homogéneos.

En otras palabras, I(X) es un ideal con ht(I(X)) = r y tal que existen elementos homogéneos F; € S =
k[Xo,...X,] con Ix = (F1,...F;). De acuerdo con el teorema de altura de Krull (JAM69] 11.16), si a es un
ideal generado por k elementos en un anillo noetheriano A, entonces ht(a) < k. Por tanto, nuestro ideal Ix no
puede ser generado por menos de 7 elementos. Ademds, como k[Xj, ..., X,] es un anillo Cohen-Macaulay, el
hecho de que I'x esté generado por, justamente, ht I[x elementos, implica que ([Ma86] Th. 17.3.ii y Th. 17.4)
Fi,... F, es una sucesién regular y, por tanto, que S(X) = S/Ix es Cohen-Macaulay. Ademads, por ser S(X)
de Cohen-Macaulay, cada primo minimal sobre Ix es de altura r, asi que X es equidimensional de codimensién
pura 7.

Otra definicién de interseccién completa, de cardcter més local, serfa la siguiente ([Ha77] IT Ejer. 8.4):

Definicién 1.2. Un subesquema cerrado X C P™ de codimensién r es interseccién completa (geométrica) si
existen r subesquemas H, ... H, localmente principales de codimension 1 tales que X = H; N...N H, como
interseccién esquematica.

Aqui, un subesquema es localmente principal si su haz de ideales es localmente principal. A priori, para
un esquema X, decir que un Ox-moddulo coherente F es localmente principal tendria dos interpretaciones
razonables. Por una parte, podriamos interpretarlo como que para todo x € X, F, estd generado por un
elemento como Oy, médulo. Por otra parte, podria interpretarse como que existe un recubrimiento por
abiertos X = UU; de manera que F|y, esta generado por un elemento como Oy,-médulo.

Estd claro que la segunda interpretacién implica la primera. Ademds, cuando tratamos con O x-mddulos
cuasicoherentes, finitamente generados en cada abierto afin (en particular los coherentes lo son), ambas in-
terpretaciones son equivalentes. En efecto, si x € X y U es un abierto afin tal que x € U, entonces F esta

generado en U por elementos sy, ..., s,. Por hipétesis, F, estd generado por un elemento t, € F,, por lo que
existen a; € Ox , tales que (s;); = a;t,. Por las propiedades del limite directo, existe un entorno afin V, con
z €V CU,y tal que ay,...an,,t; tienen representantes by, ..., b,,t respectivamente, y tal que se cumplen

s; = b;t como elementos de V. Por tanto, vemos que F esta generado por el elemento ¢ en el abierto V', como
queriamos.
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En general, dada una familia de subesquemas cerrados X, de un esquema X, con haces de ideales Z, corre-
spondientes, se define su interseccién () X, como el subesquema cerrado de haz de ideales ¥Z,,. Este ltimo
haz de ideales es la imagen del morfismo:

Pz. - oy (1.1)

inducido por las inclusiones.

En el caso en el que X = P™, decir que un subesquema Y de haz de ideales Z es interseccién de subesquemas
Y,, es decir, Y = NY,, o lo que es lo mismo Z = ¥7,,, no es equivalente a que I = X1, donde los I, e I son
los ideales homogéneos correspondientes a los Y, e Y, respectivamente. Esto es porque los ideales homogéneos
correspondientes a subesquemas cerrados son saturados, mientras que la suma de ideales saturados no es, en
general, saturada.

En una direccion st que estd claro que I = 31, implica Z = Y7, pues el funtor que manda un S-médulo
graduado M al Ox-médulo M es exacto, donde X = Proj(5).

En el otro sentido, lo que tenemos en general es que si Z = ¥Z,,, entonces I = Sat(X1,). En efecto, si F € T
es un polinomio homogéneo de grado f, entonces para cada 0 < i < n, tenemos que F/Xf € ¥Z.|p(x,), por
lo que existen polinomios homogéneos G, ; € Ia, ;, Aij € S, 1 < j <y, de grados g; j,a; j respectivamente,
de manera que:

0,50

F i AZ j Gav J
=Y g 1.2)
)er X“’h] ng,y (

i j=1 i i

en S(x,). Por tanto, para cada i, existe IV; con XZ-NZ'F € X1, por lo que I C Sat(XI,). Para la otra inclusién,
hacemos los pasos en sentido inverso.

Como una ilustracién trivial, en P* podemos tomar Yy = { Py}, el punto cerrado con la estructura de esquema
asociada al ideal (Xy), vy Y; = {P1}, el punto asociado al ideal (X7). Entonces la interseccién es vacia, con
ideal correspondiente S = k[Xo.X1], pero (Xo) + (X1) = (Xo, X1), el ideal irrelevante.

A continuacién vamos a ver que las dos definiciones de intersecciéon completa en el proyectivo son equivalentes.
En primer lugar, veamos que, bajo la correspondencia entre subesquemas cerrados de P, haces de ideales
de Opr e ideales homogéneos saturados, los esquemas tales que su haz de ideales es localmente principal se
corresponden con los ideales homogéneos principales de k[ X, ..., X,].

Por una parte, estd claro que un ideal principal I = (F') da lugar a un haz de ideales localmente principal,
que en al abierto estdndar D(X;) estd generado por F/ (Xzf ), donde f es el grado de F.

En el otro sentido, supongamos que Zx es localmente principal y consideremos una descomposicién primaria
de Ix. Los primos asociados a Ix son todos de altura 1. En efecto, sea P un primo asociado a Iy, que
denotamos por z como punto de ProjS. Entonces, en el anillo local S(py = Opn 4, el primo PS(p) es asociado
a (Ix)(py. Por hipétesis, (Ix)(py es principal, asi que deducimos que depth(S(py) = 1, lo que al ser este anillo
regular sélo es posible si dim(S(py) = 1, o lo que es lo mismo, si ht(P) = 1.

Entonces, si Ix = NQ; es una descomposicién primaria de Iy, necesariamente tnica por ser todos los primos
minimales, entonces cada @; es un ideal primario con radical un ideal primo de altura 1. Como k[Xy,. .., X,]
es un DFU, los primos de altura 1 son principales. Como un ideal primario con radical principal es una po-
tencia del radical, deducimos que @Q); = (F;"") para ciertos irreducibles F; y a; > 1. En tal caso se comprueba
inmediatamente que Ix = (F'), donde F' = [[ F;**, por lo que Ix es principal, como querfamos.
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Notese que, en particular, si Zx es localmente principal entonces X es de codimensién pura 1. En general,
el reciproco no es cierto, pues podemos tener un ideal homogéneo saturado Ix cuyos primos asociados mini-
males sean de altura 1, pero con algin primo asociado no minimal, que por lo anterior es imposible si Zx es
localmente principal. Por ejemplo, podemos tomar I = (Xg)? N (Xg, X1)% = (X3, X2 X1) C k[Xo, X1, Xa].

A partir de ahora, diremos que X C P" es una hipersuperficie si es localmente principal, o lo que es lo mismo,
si Ix es principal.

Pasemos a la equivalencia entre las definiciones de interseccién completa. Estd claro que la interseccion com-
pleta en sentido algebraico implica el sentido geométrico. En efecto, sea X C P™ una interseccién completa
algebraica, con Ix = (F1,..., F,.) su ideal saturado de altura r generado por los polinomios homogéneos F;.
Cada uno de estos polinomios define un haz de ideales localmente principal Z; y una hipersuperficie Y;. En-
tonces, es evidente que Zx = Y Z;, o lo que es lo mismo, X es la interseccién de las r hipersuperficies Y;.

En el otro sentido, supongamos que X C P™, de codimensién r, es interseccién de las hipersuperficies Y7, ..., Y,
definidas por los polinomios Fi, ..., F,., respectivamente. Entonces Ix = Sat((Fi,...,F,)), con ht Ix = r.
Recordemos el comportamiento de la saturacién respecto a la descomposicién primaria. Sea J un ideal ho-
mogéneo. Si el ideal irrelevante m = (X, ..., X,,) es asociado a J, entonces una descomposicién primaria de
J es de la forma J = (NQ;) N Qp, donde Qg es el unico primario asociado a m. En tal caso, tenemos que
Sat(J) = NQ;. Por otra parte, si m no es asociado a J, entonces J es saturado y Sat(J) = J. En particular,
si J no es m-primario, Sat(J) es un ideal propio de la misma altura que J.

Por tanto, como Ix = Sat((F1y,...,F,)) es de altura r, y no es m-primario (pues X es no vacio), deducimos
que el ideal (Fi,...,F,) tiene altura r. Pero el anillo k[Xy,...,X,] es Cohen-Macaulay, asi que el ideal
(Fy,...,F.), de altura r, generado por r elementos, tiene la propiedad de que todos sus primos asociados son
de altura r ([Ma86] 17.6). En particular, ninguno de ellos es m, as{ que Ix = (F}, ..., F}), como querfamos.

1.2 Unicidad del tipo en la interseccién completa

Sea X C P™ una interseccién completa de codimensién r. Una primera pregunta inocente que nos podemos
plantear es: json unicas las hipersuperficies que definen X como interseccién completa? La respuesta es neg-
ativa, salvo que r = 1. En efecto, si Ix = (Fy,...,F,) con d; = deg F; y asumimos d; > ... > d,, entonces
cambiando Fy por Fi, = Fy + anl_szg tenemos que Ix = (Fiq,Fb,...,F,). Variando a € k, vemos que
si k es infinito (que es cierto porque estamos asumiendo que es algebraicamente cerrado) obtenemos infinitas
hipersuperficies distintas F}j ,. Por tanto, las hipersuperficies Fi,..., F; que definen X como interseccién
completa no son unicas.

Sin embargo, observamos que deg F}* = deg Fy y, por tanto, no hemos cambiado la sucesién de grados
dy > dy > ... > d,.. Esta unicidad es cierta en general. Es decir, si expresamos Ix = (Gi,...,G,) con
deg Gy > ... > deg G, entonces se tiene deg G; = d;. Decimos que la r-tupla (di,...,d,) es el tipo de X, y la
abreviamos por d.

La unicidad del tipo se sigue de la siguiente proposicién:

Proposicién 1.3. Sea S = @, Sn un anillo graduado, con Sy = k un cuerpo, y sea M = @@, <o M, un
S-mddulo graduado finitamente generado. Entonces M /Sy M es un k espacio vectorial de dimensidn finita,
y para cualquier sistema minimal de generadores homogéneos de M, digamos my,...,m,, se cumple que
dimy (M /Sy M), es igual al nimero de generadores con degm; = n.

Recordemos que se define S} = @, - Sn- Es inmediato que S, es un ideal homogéneo, y que Sy € S — /S
da un isomorfismo de Sy con S/S. En el caso del anillo coordenado del espacio proyectivo, S = k[Xo, ..., Xn]
y S+ es el ideal irrelevante. Obviamente, si M estd generado por my, ..., m,, el médulo M /S M estd generado
por my,...,m, € M/Sy M como Sy-médulo. En particular si Sy = k como en la proposicién, M/S. M es un

k-espacio vectorial de dimensién finita.
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Para demostrar la proposicién necesitamos una variante del lema de Nakayama para anillos graduados:

Proposicién 1.4. Sea S = @, Sn un anillo graduado, con Sy = k un cuerpo, y sea M = @, ~, M, un
S-médulo graduado finitamente generado. Entonces, los elementos homogéneos my,...,m, € M generan M
como S-mddulo si y solamente si Ty, ..., M, generan M/SL M como k-espacio vectorial.

Demostracion. La primera direccion es obvia. Para la otra, supongamos que zi,...,Ts es un sistema de
generadores homogéneos de M sobre S. Por hipétesis, para cada i existen elementos a;; € k tales que
x; — . a; ;m; € St M, olo que es lo mismo, si N es el S-submédulo de M generado por my, ..., m,, tenemos
que M = N + S M. Pero haciendo el cociente por N, vemos que el médulo graduado finitamente generado
K = M/N, cumple K = S{ K. De aqui K = 0. En efecto, si K = 5S4 K, por induccién tenemos K = (S4)"K
para todo n > 0, y de esa igualdad Ky = ... = K,_1 =0, por lo que K = 0. Por tanto, N = M, o lo que es
lo mismo, los elementos my, ..., m, generan ME| O

Demostracion de[l.3 Sea mq,...,m, un sistema generador minimal homogéneo de M. Por el lema an-
terior, Ty, ..., M, son linealmente independientes en M/S; M. En efecto, de no ser el caso tendriamos
que, sin pérdida de generalidad, m7,...,m,—1 generan M /S, M como k-espacio vectorial. Aplicando el
lema tendriamos que ms,...,m,_1 generan M, lo cual contradice la minimalidad de mq,...,m,. Por tanto,
mi,...,m, forman una base de M/S; M como k-espacio vectorial. Ademds, como S; M estd generado por
elementos homogéneos s;m;, donde s;, m; son homogéneos que generan S, y M respectivamente, entonces
M/S M es un S-médulo graduado y se cumple M/S M = @, ~,(M/S,.M),. De aqui, como my,...,m,
es base de M/S; M, deducimos que dimy (M /Sy M), es el nimero de elementos m; tales que degm; = n.

Ademss, se sigue que dimy (M /Sy M) = r. O
Noétese que en la situacién de la demostracion, si x1,...,xs generan M, aunque no sean homogéneos, entonces
T1,...,Ts generan el k-espacio vectorial M /S, M, asi que s > r. Por tanto, el minimo ndmero de generadores

de M es el minimo numero de generadores homogéneos.

Maés en general, asumiendo en que S es noetheriano (lo cual equivale a que S sea finitamente generada
como k-algebra, véase [AMG9] 10.7) para un S-mddulo finitamente generado M podemos construir su res-
olucién minimal (que es dnica salvo isomorfismo de sucesiones exactas):

Tomamos un sistema generador minimal homogéneo my 1,...,Mor,, y definimos fy,; = dimg(M/S;M);.
Como sabemos, fp ; es el nimero de elementos de grado j entre los mg ;. Esto da lugar a una sucesién exacta
de médulos graduados:

0 M F, M 0 (1.3)
donde M es de nuevo finitamente generado. De nuevo, consideramos un sistema generador minimal homogéneo
mii,..., M1y de My y ponemos (1 ; = dimy(M; /S M;);, obtenemos otra sucesién exacta:

0 Mo " My 0 (1.4)

Prosiguiendo de esta manera, formamos una resolucién por médulos libres graduados finitamente generados:

F F M 0 (1.5)

donde F; = @Dy S(—4)% s (para un médulo graduado N, por N(—r) entendemos el desplazamiento
unidades a la izquierda, es decir, N(—r), = N(—r + n)). De esta manera, tenemos una resolucién en la
forma:

' D)z S0 —— Bz S5 — M —— 0 (1.6)

Tensorizando por S/Sy, usando la proposicién y que la resolucién minimal es tUnica salvo isomorfismo,
deducimos que los f; ; son invariantes de M. Si S = k[Xy,...,X,], y X C P" es un subesquema cerrado,

INétese que para deducir K = 0 hemos usado que M es N-graduado, lo cual siempre podemos asumir si es Z-graduado y
finitamente generado.
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podemos aplicar lo anterior al ideal Ix = (F1,. .., Fy,), obteniendo invariantes ; ; > 0. En particular, cuando
X es una interseccién completa de codimension r, el invariante fy ,, es el niimero de hipersuperficies de grado
n en cualquier expresion de X como intersecciéon completa. Ademads, por el teorema de la sicigia de Hilbert,
el anillo S = k[Xo, ..., X,,] tiene dimensién global finita n+ 1 y cada resolucién libre minimal acaba en Fj, 11,
es decir, F, = 0 para k > n 4 2. Por tanto, 3; ; = 0 para i > n + 2.

Para més detalles en estos aspectos, se puede consultar el capitulo 1 del estupendo [BH98]. Nétese que mucha
parte de la teoria se puede desarrollar asumiendo que S es un anillo graduado noetheriano y Sy un anillo local
(no necesariamente un cuerpo). De esta manera se demuestran simultdneamente teoremas para anillos locales
noetherianos (si Sy = 0) y para los anillos coordenados proyectivos sobre un cuerpo (cuando Sy es un cuerpo).

1.3 Variedades que nunca son interseccion completa

Es facil encontrar subvariedades proyectivas lisas Y C P" que no sean interseccion completa. El ejemplo mas
sencillo es el de la ctibica alabeada en IP3, que es la imagen de la inmersién de Veronese ¢ : P! — P3 dada por:

[s:1] = [s%: st st? 7] (1.7)

Es un ejercicio usual comprobar que el ideal homogéneo de esta curva racional X C P? es:

I(X) = (X0X3 — X1 X5, X7 — X0 X2, X5 — X1 X3) (1.8)

Es evidente que estas tres cuddricas son linealmente independientes, asi que forman un conjunto generador
minimal de I y, como X tiene codimension 2, deducimos de la seccién anterior que X no es interseccién
completa.

Sin embargo, en este caso Y es una curva racional, isomorfa a P!, que es una interseccién completa (trivial)
en un proyectivo. Por tanto cabe considerar la siguiente

Cuestion 1.5. jHay variedades proyectivas lisas que no sean isomorfas a ninguna interseccién completa?

La respuesta es afirmativa, para dim X > 1 arbitraria. Como es natural en este tipo de cuestiones, la solucion
consiste en hallar ciertos invariantes de una variedad proyectiva X que tomen valores restringidos cuando
X C P" sea una interseccién completa.

1.3.1 Polinomio de Hilbert de una variedad proyectiva. Grado de una inter-
secciéon completa

Como sabemos, a todo esquema proyectivo Y C P} le corresponden un ideal homogéneo saturado Iy C S =
k[Xo,...,Xn], y un anillo graduado S(Y) = S/Iy. Como S(Y) es una k-algebra graduada, es natural con-
siderar la funcién ¢y (I) = dimg S(Y),. No es dificil demostrar que en tal caso existe un unico polinomio
Py € Q[#] que cumple Py (l) = ¢y (l) para l >> 0 ([Ha77] I 7.5). A este polinomio se le denomina polinomio
de Hilbert de Y C P} (ndtese que Py depende del embebimiento cerrado Y C Py, no es un objeto intrinseco
a'Y como esquema).

Del polinomio de Hilbert se puede leer mucha informacién sobre el subesquema Y C P7. Por ejemplo, la di-
mensién de Y se puede obtener como dimY = deg Py. Ademds, si deg Py = r, el grado de Y, que denotamos
por degY (y que si Y es reducido es el nimero de puntos de interseccién de Y con una n — r — 1-variedad
lineal genérica de P}), es 7! veces el coeficiente principal de Py. Por ultimo, el género aritmético de Y se
puede obtener como p,(Y) = (—1)"(Py(0) — 1). Notese que, aunque por esta definicién no lo parezca, el
género aritmético es un invariante de Y, pues también se puede definir como p,(Y) = (—1)"(x(Oy) — 1), que
s6lo depende de la dimensién de Y y de la caracteristica de Euler del haz estructural Oy ([Ha77] Ejer. I11.5.2.).
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Si I es un ideal homogéneo de S y F es un polinomio homogéneo tal que F € S(Y) es regular, entonces
podemos formar la sucesién exacta:

0 —— S(Y)(—d) —£ S(Y) S/(I+(F)) — 0 (1.9)

Por tanto, deducimos que dimy(S/(I + (F)))n = Py (n) — Py (n—d) para n >> 0. En particular, consideremos
una interseccién completa Y = X;N...NX,, con Iy = (Fi,..., F,.), donde X; = V(F;) y los F; son polinomios
homogéneos de grados d; que forman una sucesién regular. Entonces, con la notacién Y; = X; N...N X;,
podemos aplicar el razonamiento anterior para deducir:

Py, (n) = Py,(n) — Py,(n — di41) (1.10)

De aqui es inmediato comprobar que degY;;1 = d; 11 degY;. Inductivamente, llegamos a que el grado de una
interseccién completa es:

degY =[] di (1.11)
1=1

1.3.2 Género de una curva que es interseccién completa

Para encontrar curvas que no son interseccién completa en ningin proyectivo el invariante que vamos a consid-
erar es el género. Notese que estamos tratando con curvas proyectivas lisas, y en tal caso el género geométrico
y el género aritmético coinciden (como caso particular de la dualidad de Serre, [Ha77] I11.7.12.2). Por tanto
podemos hablar sin ambigiiedad del género de la curva X, que denotamos por g(X). En general g(X) > 0,
pues el género geométrico de una variedad lisa X se puede definir como py(X) = dimy H(X,wx ), donde wx
es el haz canénico de X. Adems4s, el género de una curva X puede tomar cualquier valor no negativo ([Ha77]
V.1.5.2).

Como consecuencia de Riemann-Roch, el género se puede expresar como ([Ha77] IV 1.3.3):

g(X)=1+ %degK (1.12)

donde K es el divisor asociado al haz candnico wy y deg denota el grado de un divisor sobre la curva proyectiva
lisa X. En el caso particular en el que la curva X C P" sea interseccién completa de tipo d = (dy, ..., dn—1),
comprobaremos en la seccién 1.6 que wx = Ox((dy — 1)+ ...+ (dp—1 — 1) — 2) y, por tanto, deg K es
((di — 1)+ ...+ (dp—1 — 1) — 2) veces el grado del divisor asociado a la seccién hiperplana Ox (1). Pero este
grado coincide con el grado de X como subvariedad de P (tomando un hiperplano general, ambos son el
nimero de puntos de interseccién del hiperplano con la curva). Por tanto, deducimos:

g(X) =1+ g((d1 ) b (dey — 1) = 2) (1.13)

donde d = []d; es el grado de X en P". Ignorando los casos en los que algin d; = 1 (que equivalen a
considerar una curva en P"~1), se comprueba inmediatamente que g(X) omite valores positivos cuando X es
interseccién completa. La sucesién de posibles valores empieza por 0,1, 3,4,5,6,9, 10, ... EL En particular, las
curvas proyectivas lisas de género 2 nunca son interseccién completa en un proyectivo.

Otra forma de encontrar curvas proyectivas lisas que nunca son interseccién completa es estudiando el haz
canénico. Como veremos, si X C P” es una interseccién completa de tipo dy > ... > d,., el haz candnico es
wx = Ox(dy +...d. —n —1). Si X es una curva, entonces r = n — 1 y asumiendo d; > 2, tenemos que
di+...dy—1 —n —1 > 0 salvo en los casos n = 1 (curva racional), n = 2, d; = 2 (cénica en P2, también
racional), n = 2, d; = 3 (curva eliptica plana) y n = 3, di = dy = 2, que como acabamos de calcular tiene
género 1, por lo que es una curva eliptica. Por tanto, deducimos que si X es una curva con g(X) > 2 que es

2Para el lector interesado, esta es la sucesién A266322 en OEIS. https://oeis.org/A266322
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interseccién completa en algtin proyectivo, entonces el haz canénico wyx es muy amplio.

Las curvas hiperelipticas son curvas de género g > 2 para las que existe un morfismo f : X — P! de grado 2.
Se puede demostrar ([Ha77] IV. 5. 2) que para una curva de género g > 2 el haz candnico wx es muy amplio
si y sélo si la curva no es hipereliptica. Por tanto, las curvas hiperelipticas proporcionan una familia de curvas
que no son interseccién completa en ningiin proyectivo.

1.3.3 Dimension superior. Cohomologia de haces

Para encontrar variedades proyectivas lisas X con dim X > 1 que no sean intersecciéon completa en ningin
proyectivo, vamos a ver que la cohomologia de los haces Ox(n) estd muy restringida si X es interseccién
completa. En primer lugar, recordemos cémo es la cohomologia de Opn (k) ([HaTt] III 5.1).

Proposicién 1.6. Sea A un anillo noetheriano, S = A[Xo,...,X,] y X = P, = Proj(S), con r > 1.
Entonces:

1. La aplicacion natural S — T,(Ox) = @,,c; H(X,Ox(n)) es un isomorfismo de S-mddulos graduados.
HY(X,0x(n)) =0 para 0 < i <r yn € Z arbitrario.
H(X,0x(-r—1)) = A.

e

La aplicacion natural HY(X,Ox (n)) x H"(X,0x(—n—r—1)) = H"(X,0x(—r—1)) = A es un pairing
perfecto entre A-mddulos libres finitamente generados, para todo n € Z.

Partiendo de este resultado vamos a demostrar la siguiente:

Proposicién 1.7. Sea Y C X = PV una interseccion completa de dimensién q¢ > 1. Entonces:

1. La aplicacién natural H°(X,Ox(n)) — H°(Y,Oy(n)) es sobreyectiva para n € Z arbitrario.
2. H{(Y,Oy(n)) =0 para 0 < i < q y n € Z arbitrario.

Antes de la demostracién, es necesaria una breve discusién. Sea f : X’ — X un morfismo de esquemas e
Y C X un subesquema cerrado, correspondiente a un haz de ideales Zy C Ox. Al hacer el cambio de base de
Y C X respecto a f, obtenemos un subesquema cerrado Y’ C X:

x I x

T T (1.14)

Y —— Y

Llevados por el buen comportamiento que suelen tener los cambios de base, podriamos pensar que f*(Zy ) es el
ideal asociado a Y/ C Y. Sin embargo, de inmediato vemos que esto no es cierto. En efecto, el cambio de base
de la inyecciéon Zy C Ox es una aplicacién f*(Zy) — f*(Ox) = Ox/ que, en general, no es una inyeccién. Sin
embargo, la imagen de esta aplicacién si que es Zy+. A continuacién, queremos ver cuando f*(Ox) — Ox es
una inyeccién. Como la exactitud se puede comprobar localmente, es necesario y suficente que:

IX,I ®OX11’ OX’,I’ — OX,Q: ®Oxy$ OX’,Q:’ - OX',Q:’ (115)

sea una aplicacién inyectiva para x’ € X’ arbitrario, donde =z = f(z).

Como es lo inico que vamos a necesitar, nos restringimos al caso de dos subesquemas cerrados de X, digamos
X' = X1,Y = X,. En esta situacién, el producto fibrado de las inclusiones es el subesquema cerrado X1 N X5
con haz de ideales Zx,nx, = Ix, + Ix, en Ox, y queremos ver en qué condiciones el cambio de base de
Ix, C Ox al subesquema cerrado X; C X es el haz de ideales de X N X visto como subesquema cerrado de
X;.
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X, —— X

T T (1.16)

X1 OXQ — X2

Fijemos z € X; C X, y denotemos por A al anillo local Ox , y por I; a Ix, 5, que son ideales del anillo local
A. Entonces se tiene Oy, , = A/L; y se transforma en:

A A

Pero Iy ® 4 A/I} = Is/1115, y la aplicacién factoriza como:

I, I A
L2 4 1.1
L, LnL L (1.18)

por lo que serd una inyecciéon si y solo si I1Io = I1 N Is.

Ahora bien, supongamos que ¥ C X = P" es una interseccién completa de codimensién r, digamos Y =
Z1N...NZ., donde Z; es la hipersuperficie correspondiente a un polinomio homogéneo F; de grado d;. Por
ser interseccién completa, la sucesién Fi, ..., F,. es regular en S = k[Xo,..., X,] (nétese que no importa el
orden, porque estamos tratando con elementos homogéneos de un anillo noetheriano graduado, [Ma86] 16.4).
Fijando 2 < s < r, también F1,..., F; es una sucesién regular. Por tanto, para cada primo P € Proj(S) (que
denotamos por z cuando lo vemos como punto del esquema), sin pérdida de generalidad Xy € P, tenemos
que, o bien G, ...,G; es una sucesion regular de Spy = Opn ;, (de nuevo no importa el orden, porque esta-
mos en un anillo noetheriano local) o bien (G1,...,G,) = Spy, donde G; = Fi/Xg"’. En cualquier caso, si
I =(Gy,...,Gs-1) e I = (Gy), tenemos que Iy NIy = I I5. En efecto, si f € I; NI, digamos f = aG; € I4,
entonces por definiciéon de sucesién regular, a € I, asi que f = aGs € L1 15.

Como conclusion de la discusién anterior hemos demostrado la siguiente:

Proposicién 1.8. Si Y C P" es una interseccion completa de codimension r, con'Y = Z1 N ...N Z,., donde
Z; es la hipersuperficie asociada a un polinomio homogéneo F; de grado d;, entonces para 2 < s < r, el haz de
tdeales de Z1 N ...N Zs como subesquema de Z1 N ... N Zs_1 es la restriccion del haz de ideales de Zs CP™ a
ZiN...NZs_q.

En particular, como Zz, C Opn se puede ver como una inyeccién Oprn(—ds) — Opn (multiplicacién por Fs),
entonces restringiendo a Ys_1 = Z7 N...N Zs_1 tenemos la sucesion exacta:

0 —— Oy, ,(-ds) —— Oy, , —— .0y, —— 0 (1.19)

Demostracion de[I.7, Supongamos que Y = Z;N...NZ, para hipersuperficies de grados d; > ... > d,, donde
r = codimY < n — 1. Fijemos la notacién Y; = Z; N...N Z;, y X = PV, y procedamos por induccién. Para
i = 1, tenemos la sucesion exacta:

0—— Ox(—d1) e OX e i*Oyl — 0 (120)

Tensorizando por Ox (n) tenemos i, (Oy, ) ® Ox (n) = i.(Oy, ®*(Ox(n))) = i+ (Oy, @ Oy, (n)) = i.(Oy, (n)),
donde la primera igualdad es la férmula de proyeccién ([Ha77] Ejerc. II 5.1.d). Por tanto, tras tensorizar
obtenemos:

0 —— Ox(n—dl) —_— Ox(n) —_— i*Oyl(’n,) — 0 (1.21)

Ademsds, recordemos que (en general, en el contexto de espacios topolégicos y haces de grupos abelianos), si
i:Y — X eslainclusién del subespacio cerrado Y en el espacio topolégico X, y F es un haz de grupos abelianos
sobre Y, entonces H’(Y,F) = HY(X,i.(F)) ([Ha77 III 2.10). Por lo tanto, en nuestro caso tendremos

10



Trabajo de fin de grado Alberto Acosta Reche

HI(Y1, Oy, (n)) = HI(X,i.Oy, (n)). Entonces, considerando la sucesién exacta larga de cohomologfa asociada
a m (v teniendo en cuenta la proposicién [1.6)) obtenemos que, para todo n € Z, la aplicacién natural

HY(X,0x(n)) = H°(Y1, Oy, (n)) (1.22)

es sobreyectiva, y que H*(Y7,Oy,(n)) = 0 para 0 < i < n — 1. Es decir, el teorema serfa cierto para r = 1.
Supongamos ahora cierta la conclusién para s — 1 y veamos que también se cumple para s. De la discusion
anterior al teorema, tenemos la sucesién exacta:

0—— Oyb_l(—ds) e (9}/571 e i*OYS — 0 (1.23)

Tensorizando por Oy,_, (n) y usando la férmula de proyeccién llegamos a:

0 —— Oy,_,(n—ds) —— Oy,_,(n) —— i,.0y.(n) —— 0 (1.24)

Considerando la sucesion exacta larga de cohomologia asociada a esta sucesion y usando el paso inductivo (en
particular, H'(Y;_1,Oy,_,(n —ds)) = 0 por ser s <r < n — 1), deducimos que:

H'(Y,_1, 0y, , (n)) - H(Y,, Oy, (n)) (1.25)

es sobreyectiva y que H'(Y;, Oy, (n)) = 0 para 0 < i < N — s. Por induccién , llegamos al caso s = 7 y obten-
emos el resultado, pues H°(X,Ox(n)) — H°(Y, Oy (n)) es composicién de las aplicaciones H°(Y;, Oy, (n)) —
H%(Y;11, Oy, (n)) que son sobreyectivas.

Una consecuencia importante del teorema anterior es que las intersecciones completas de dimension positiva
son conexas. En efecto, si una variedad proyectiva Y no es conexa se tiene que dimy(H°(Y,Oy)) > 1, por lo
que serfa imposible que k = HO(P", OF) — H°(Y, Oy) fuera sobreyectiva.

Volviendo a nuestro problema de encontrar variedades proyectivas lisas que nunca sean interseccién completa,
para una variedad lisa Y C X = P” los haces invertibles Oy (n) dependen del embebimiento de Y en un
proyectivo, pero el haz estructural Oy es intrinseco a Y. De esta manera, si una variedad Y de dimensioén ¢
fuera interseccién completa en algtin proyectivo, se tendria H*(Y,Oy) = 0 para 0 < i < q.

Consideremos una curva lisa proyectiva C' con H(C,O¢) # 0. Por dualidad de Serre, H*(C,0¢) =
H°(C,w¢), donde we es el haz candénico de C, por lo que nos vale cualquier curva no racional, como, por
ejemplo, una curva eliptica. En tal caso, C x P™ es una variedad lisa proyectiva de dimensién n + 1 que no

puede ser interseccién completa. En efecto, podemos calcular la cohomologia del haz estructural usando la
férmula de Kiinneth ([SP], etiqueta [0BED]):

Teorema 1.9. Sea k un cuerpo. Sean X e Y esquemas sobre k, F un Ox-mddulo quasicoherente y G un
Oy -mddulo quasicoherente. Entonces tenemos un isomorfismo canonico

H™(X Xspec() Yo 1 F @0, v 16) = D (HP(X,F) @ HU(Y,G)) (1.26)

ptg=n

ec(k)Y

siempre y cuando X eY sean cuasicompactos y tengan diagonal afin.

En general, decimos que un morfismo f : X — Y tiene diagonal afin si la aplicacion diagonal A : X — X xy X
es un morfismo afin. Ademds, decimos que f : X — Y es separada si el morfismo A es una inmersién cerrada.
Como las inmersiones cerradas son siempre afines, vemos que los morfismos separados tienen diagonal afin.
En general, las variedades proyectivas son propias, asi que en particular son quasicompactas y separadas, por
lo que las hipétesis de la férmula de Kiinneth se satisfacen.

En nuestro caso, considerando X = C, Y =P", F = Ox, G = Opn, tenemos pri(Oc) = Ocxprn, pra(Opn) =
Ocxpn por lo que de la férmula de Kiinneth deducimos:

hY(C x P™) = hO(C)R(P™) + R (C)RP(P™) = W' (C) # 0 (1.27)

11



Trabajo de fin de grado Alberto Acosta Reche

donde h*(X) = dimy, H*(X, Ox) para una variedad proyectiva. Por tanto, C'x P" no puede ser una interseccién
completa en ningtn proyectivo. En el segundo capitulo, como consecuencia del teorema de Lefschetz, veremos
otra forma mas util de deducir que una variedad lisa no es interseccién completa en ningin proyectivo..

1.4 Existencia de intersecciones completas lisas de cualquier tipo

En esta seccién vamos a ver que las intersecciones completas lisas existen en abundancia.

La herramienta principal que necesitamos es el cldsico teorema de Bertini. Enunciamos aqui una version
bésica, y adaptamos la demostracién en [Ha77] II 8.18, al caso cuasiproyectivo.

Teorema 1.10. Sea X C P™ una subvariedad cuasiproyectiva integral lisa de dimension r > 1, sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado k. Sea |Opn(1)| el espacio proyectivo asociado al espacio vectorial de formas
lineales H(P™, Opn (1)). Entonces, el conjunto de hiperplanos H € |Opn (1)] tales que X € H y X N H es lisa
contiene un abierto denso U C |Opn(1)|. Si X CP" es proyectiva, entonces el conjunto de hiperplanos con la
propiedad anterior es un abierto denso.

Demostracion. Para cada punto cerrado z € X, definimos el conjunto de secciones “malas” de Opn (1) como
M, = {hiperplanos H tales que, o bien X C H, o bien X € H, z € X N H, pero z no es regular en X NH}, y
denotamos por B, a su complementario, los hiperplanos buenos respecto a = (aqui la notacién es al contrario
que en Hartshorne [Ha77]). Veamos que M, es un subespacio vectorial de V = H°(P", Opn (1)) y calculemos
su dimensién.

Fijemos un sg € S; = H(P", Opn (1)) tal que x ¢ Hy, donde Hy es el hiperplano correspondiente a sg (que
se corresponde a fijar un afin P* — Hy donde x esté contenido). Entonces podemos definir la aplicacién de
k-espacios vectoriales

@ S1 — OX,x , P~ g € OX@ (1.28)
0
donde Ox ;. es el cociente de Opr , por un ideal p,. Denotemos por m, al ideal maximal del anillo local Ox .
Por hipétesis, el anillo local noetheriano Ox , es regular, de dimensién r = dim X (porque z es cerrado), por
lo que emb. dim Ox , = dimpy , /m, m,/m2 = r. Como k es algebraicamente cerrado, el cuerpo Ox ,/m,, que
siempre es una extensién finita de k por el lema de Zariski ([Ma86] 5.2), se identifica con k por la inclusién
natural k — Ox ; - Ox z/My.

En general si (4, m, k) es un anillo regular y 0 # a € m, el anillo local A/(a) es regular si y s6lo si a € m —m?,
o lo que es lo mismo @ # 0 en m/m2. En efecto, por una parte, como A es un dominio local noetheriano,
tenemos que dim A/(a) = dim A —1 ([AM69] 11.18). Por otra parte, sin =m =m/(a) C A/(a), esté claro que
n/n? ~ m/((a) + m?) por lo que emb.dim A/(a) = emb.dim A si @ € m? y emb.dim A/(a) = emb.dim A — 1
en caso contrario.

Estd claro que si H es un hiperplano de ecuacién P, entonces z € H si y sélo si ¢(P) € m,. Por otra parte,
tenemos que X C H siy s6lo P/Py € py C Opn 4, es decir, si p(P) = 0. Por dltimo, si 0 # ¢(P) € m,, poniendo
Y = X N H, entonces Oy, = Ox ../ (¢(P)) por lo que x es un punto liso de Y si y sélo si ¢(P) € m —m?. Por
tanto, de la discusién anterior vemos que H € M, si y sélo si p(P) € m2. De aqui estéd claro que M, C V es
un subespacio vectorial. Para ver su dimensién, sea 1) = 7o ¢, donde 7 : Ox , — Ox . /mZ. Entonces ¢ es
un aplicacién k-lineal, y M, = ¢~1(0) = kert. Si n, es el ideal maximal de Op» ,, tenemos que ¢ factoriza
como:

Sl — O[pm/ni — O]pn/mi (1.29)

Es trivial comprobar que ambas aplicaciones son sobreyectivas, con lo que deducimos que dimy, M, = dimy(S;)—
dimy(Ox ,/m2) = (n+1) — (r +1) = n — r. Visto como espacio proyectivo, es una subvariedad lineal de
dimensién n —r — 1 en (P")* = G(n — 1,n). Consideremos ahora la siguiente relacién de incidencia:

12
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YS={(x,H):z€e X, HE M} CX xG(n—1,n) CP"x G(n—1,n) (1.30)

Veamos que X es cerrado de Zariski en X x G(n—1,n). Basta comprobarlo localmente. Sea U C P™ un abierto

en el que X estd dado por Ix = (Fy,...,Fy). Sean las coordenadas © = [zg : ... : x|y H=lag: ... : an].
Por ser X regular, tenemos que la matrix:

80F1 e 8nF1

A (1.31)

OoFx ... OnF

tiene rango n —r en cada punto x € X. Entonces es inmediato que en U x G(n — 1,n) la relacién X estd dada

por las ecuaciones:

Fo(z)=...=Fg(z) =apzo+...anz, =0 (1.32)

(para que z € X N H), y por la anulacién de los menores de tamano n —r + 1 en:

80F1 e 8nF1
: : : (1.33)
o0Fy ... OnFy
ap e Qp,

Por tanto, se sigue que X es un subesquema cerrado reducido de X x G(n — 1,n). Si X fuera proyectiva,
deducirfamos que ¥ también es proyectiva. Sabemos que la primera proyeccién de X x G(n — 1, n) restringida
a X es sobreyectiva, y que la fibra de un punto cerrado x € X es M,, un espacio proyectivo de dimensién
n —r — 1. Aplicando deducimos que dim¥ <r+n—r —1=mn—1. Si X fuera proyectiva, al ser ¥ un
esquema propio podriamos aplicar para deducir que X es irreducible de dimensién n — 1.

Si ahora consideramos la segunda proyecciéon de X x G(n — 1,n) restringida a X, podemos aplicar para
deducir que su imagen 7o (X) C G(n — 1,n), que es exactamente el conjunto de hiperplanos malos en algin
punto, es de dimensién < n — 1. Como G(n — 1,n) es un proyectivo de dimensién n deducimos que hay un
abierto denso U C G(n — 1,n) disjunto de m2(X), que es justamente lo que querfamos. Si X fuera proyectiva,
mo(X) serfa cerrado, asi que el conjunto de hiperplanos H tales que H N X es una variedad lisa de dimensién
r — 1 serfa un abierto denso de G(n — 1,n), como querfamos. O

En particular, existe un hiperplano H € P™ tal que X N H es una subvariedad lisa de dimensién r — 1. Usando
técnicas de cohomologia se puede ver (al menos en el caso en que X es proyectivo, [Ha77] III 7.9.1) que si
dim X > 2, entonces X N H es conexo. En la demostracién hemos asumido que X es conexo (o lo que es lo
mismo en este caso, integral), pero esta claro que si X es un subesquema liso se puede aplicar el resultado a
cada una de sus componentes conexas, con las mismas conclusiones.

Quizé en esta formulacién, restringida a hiperplanos, el teorema de Bertini pueda parecer algo limitado. Sin
embargo, es bastante flexible si tenemos en cuenta que X admite muchos embebimientos cerrados en espacios
proyectivos, y el teorema se puede aplicar a cada uno de ellos obteniendo asi subesquemas de X de codimensién
1 de muy distinta geometria. En general, si X es un esquema y £ un haz invertible sobre X, decimos que L es
muy amplio si existe un embebimiento localmente cerrado i : X < P™ tal que £ = i*(Opn(1)). Si identificamos
el embebimiento cerrado ¢ con una inclusién, esto es lo mismo que decir que £ = Ox(1).

Normalmente vamos a tratar con esquemas proyectivos (es decir, subesquemas cerrados de algun proyectivo).
En tal caso X es propio, y el embebimiento ¢ de la definicién anterior siempre es cerrado, por lo que podemos
ver X como subesquema cerrado de P". Nétese que si el haz invertible £ es muy amplio sobre un esquema X,
entonces para cualquier subesquema j : Y < X, la restriccién j*(£) de £ a 'Y, es un haz invertible muy amplio
sobre Y. En efecto, basta comprobar que si ¢ : X < P da un embebimiento con £ = i*(Opr ), entonces i o j
da un embebimiento con (i o j)*(Opn) = j*(L).

13
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Para nuestros propésitos nos interesa recordar que Opn (k) es muy amplio para todo k£ > 1. En efecto, para
k = 1 es tautolégico, y para k > 1 tenemos la inmersién de Veronese de grado k y dimensién n, @iy, : Pk — PN,
donde N = ("F*) — 1. Si Sy, S1,...,Sn—1 son los monomios de grado k en las n + 1 variables Xo, ..., Xy,
entonces el embebimiento estd dado por:

[to M tn} — [S()(to,. .. ,tn) ol SN(t()7. .. ,tn)] (134)

Es un ejercicio tipico (y muy sencillo) comprobar que esta aplicacién es un embebimiento cerrado, y que
©*(Opn (1)) = Opn (k). Por tanto, Opn (k) es muy amplio para k > 1. De ello, para cualquier subesquema
X C P, el haz invertible Ox (k) es muy amplio para k > 1.

Tras estas observaciones, es muy sencillo deducir la existencia de intersecciones completas lisas de cualquier
tipo d = (dy,...,d;). En efecto, aplicando Bertini al haz invertible Opr(d;), deducimos que hay un abierto
denso U; C |Opn(dy)| tal que para todo Fy; € U; la hipersuperficie definida por el polinomio Fj es una
hipersuperficie lisa. Habiendo encontrado F; € Opn(d;) tal que Y = Fy N ... N F,._; es una interseccién
completa lisa, consideramos Oy (d,.), que es un haz muy amplio sobre Y. Aplicando Bertini, hay un abierto
denso V C |Oy (d,)] tal que, para todo G, € V, el divisor efectivo de ¥ definido por G, es una subvariedad
lisa de codimensién 1 en Y. Pero sabemos que la aplicacién natural, H°(P", Opn(d,)) — HO(Y, Oy (d,)) es
sobreyectiva, por lo que G, es la restriccién de un polinomio F,. € H?(P", Opn(d,)) a Y. Por tanto, definiendo
X=FNF._1NFE.=YNEF, =V(G,), hemos obtenido una interseccién completa lisa de tipo di,...,d,.

1.5 Intersecciones completas intermedias

En esta secciéon vamos a demostrar que las hipersuperficies que definen una interseccién completa se pueden
elegir de manera que las intersecciones intermedias, empezando desde mayor grado, sean lisas.

Si el subesquema cerrado X C P™ es interseccién completa de la forma X = Y3 N...NY,, entonces para
cualquier subconjunto no vacio J C {1,...,r}, digamos J = {é1,...,is}, se tiene que X; = NY;, es una
interseccién completa. En efecto, si Y; es la hipersuperficie dada por un polinomio F}, es decir, (F}) = Iy,,
entonces Ix, = (F;,,..., F;,). Pero como (Fi,...,F,) tiene altura r, la sucesién es regular. Como estamos
en anillos noetherianos graduados, la nocién de sucesién regular coincide con la de cuasiregular y entonces
el orden es irrelevante ([Ma86] 16.3 y su corolario). Por tanto, deducimos que Fj,, ..., F;, es una sucesién S
regular asi que el ideal (F;,,..., F;,) tiene altura s. Por tanto, X; es una interseccién completa.

Jugando un poco, es ficil ver que una variedad lisa X C P" puede surgir como interseccién completa de
hipersuperficies singulares. Por ejemplo, en P3, la interseccién de la cuddrica (singular en [0 : 0 : 0 : 1]) de
ecuacion XZ — X;Xo y del hiperplano V(X3) es la cénica plana de ecuacién X2 — X1 Xa, que es lisa.

No obstante, si que es cierto que si X es lisa, entonces las intersecciones intermedias Y;, N...Y;, son lisas al
menos en los puntos de X. Esto es inmediato, ya que X es lisa si y s6lo si la matriz:

OoFy ... OnFy
: : : (1.35)
OF. ... O.F.
tiene rango r en cada punto x € X. Pero para ello es necesario que la matriz formada por las filas i1, ...,

tenga rango s en cada punto z € X.

Tras esta observacién, es natural preguntarse si una interseccién completa la podemos expresar siempre como
interseccién completa de hipersuperficies lisas. Esto no es cierto. En efecto, consideremos una interseccion
completa X = HiN...NH,. de tipod; > ... > d, con d, < dr_1. En esta situacion, en el ideal Ix hay un
Unico polinomio homogéneo de grado d, (salvo escalar), por lo que la hipersuperficie H, aparece en todas las
expresiones de X como interseccién completa. Por ejemplo, todavia en P3, podemos considerar la interseccién
de la cuddrica Yz, de ecuacién XZ — X1 Xo, y de la superficie ctibica Y7, de ecuacién X3 + X5 + X3, que,
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como se comprueba inmediatamente, es una curva lisa C' de grado 6 (y género 4, como vimos en la seccién
1.3). Para esta interseccién completa, las dos superficies son singulares y, como hemos comentado, Y5 no se
puede sustituir por otra cuddrica. Sin embargo, como demostramos a continuacién, podremos obtener C' como
interseccién completa de dicha cuddrica con una superficie cibica lisa.

Proposicién 1.11. Sea X C P™ una interseccion completa lisa de tipo d = (dy,...,d,) con dy > ... > d,.
Entonces se pueden encontrar hipersuperficies H; de grado d; tales que X = Hy N ...N H, como interseccion
completa y, ademds, cada interseccion intermedia Y; = Hy N ...N H; es una interseccion completa lisa.

Para probar la proposicion, necesitamos un teorema de tipo Bertini un poco mas fino. No damos una prueba
de este resultado, pues nos obligaria a hablar en detalle de morfismos lisos, lisitud genérica, variedades ho-
mogéneas, etc, y se escaparia de nuestros objetivos.

Teorema 1.12. Sea X una esquema de tipo finito y liso sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica 0. Sea L un haz invertible, V C H°(X, L) un subespacio de dimensién finita, y Z el conjunto base
de V' (que es un cerrado de X ). Entonces la seccién general de |V| es suave en X — Z.

El teorema aparece como la observacién III 10.9.2 en [Ha77]. También se puede deducir del teorema 6.3 (2)
en [Jo83], en el que sélo se necesita que el cuerpo sea de caracteristica 0 (también se demuestra para cuerpos
infinitos de caracteristica p > 0, en el caso en el que el morfismo X — Z — P" inducido por el sistema lineal
V sea no ramificado).

Demostracion (de . Supongamos que Ix = (Fi,...,F.)condy > ... >d,. Sir =1, es una tautologia.
Supongamos r > 2. Como es usual, S = k[Xp,...,X,] y Sq es el subespacio de polinomios homogéneos
de grado d en S. Consideramos el subespacio lineal V' de Sy, engendrado por F; y por los subespacios
F554, —dyy- - FrSa,—a,. Es inmediato comprobar que el conjunto base de V- C Opn(d;) es exactamente X,
asi que aplicando deducimos que un miembro general de |V|, representado por G; € V, da lugar a una
hipersuperficie Z; lisa en Z; — X. Por ser un miembro general, podemos tomar G, = F; + Zi>1 P, F;, asi que
Ix = (G, Fs,...,F.). Por lo tanto, X es interseccién completa de Z1,Ys,...,Y,, y como X es lisa, Z; es lisa
en X. En definitiva, Z; es una hipersuperficie lisa.

Para proceder por induccién, sea s < r (si s = r hemos acabado) y supongamos que hemos encontrado hiper-
superficies Z1, ..., Zs_1, dadas por polinomios Gy, ...,Gs_1, de manera que Ix = (G1,...,Gs—1,Fs,..., F.)y
que Xs_1 = Z1N...NZs_1 es lisa. Consideramos la imagen V' en HO(Xs,l7 Ox,_,(ds) del subespacio lineal de
Saq, engendrado por Fy y por los subespacios Fs1154,—d,.,----,F7Sq,—q,. De nuevo se comprueba que el lugar
base de V' es exactamente X, por lo que podemos aplicar para deducir que la seccion general de V' sélo
puede ser singular en X. Volviendo a Sy, deducimos que existe G5 € Sy, de la forma Gy = Fs+> .. PF; y

i>8
que define una hipersuperficie Z; de manera que Z; N...N Z; es liso salvo, quiza, en puntos de X. Pero por
la forma de G tenemos Ix = (Gy,...,Gs, Fst1,...,F) y, como vimos anteriormente, Z; N ... N Z, también
es liso en puntos de X. Esto completa la demostraciéon por induccion. O]

Volviendo a la curva C' anterior, basta considerar la superficie ctibica Z; de ecuacién X1 (X& — X1 Xo) + (X3 +
X3 + X3). Inmediatamente se comprueba que C' = Z; N Y, como interseccién completa y que Z; es una
superficie cuibica lisa.

1.6 Haz canodnico de una interseccion completa

Gracias a los diferenciales de Kéhler, la nocién familiar de formas diferenciales en geometria diferencial se
puede generalizar al contexto de esquemas. Una buena referencia para los resultados algebraicos es la seccion
25 de [Ma86]. Para la visién geométrica seguimos la seccién II 8 de [Ha7].

Si X es una variedad lisa irreducible de dimensién n sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, entonces el
haz de diferenciales relativos Qx/;, es localmente libre de rango n ([Ha77] IT 8.15). A su dual lo denotamos por
Tx = Homo, (x/x, Ox) y lo denominamos haz tangente de X. Como Qx/;, es localmente libre, la méxima
potencia exterior A"{lx/; es un haz invertible sobre X, que denotamos por wx y denominamos haz candnico
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de X.

Cuando X es proyectivo, este objeto juega un papel fundamental en la teoria de dualidad de Serre ([Ha77]
IIT 7) que es un andlogo de la dualidad de Poincaré en el contexto algebraico). Si X es proyectivo sobre k,
H°(X,wx) es un k-espacio vectorial de dimensién finita ([Ha77] III 5.2). En tal caso, se define el género
geométrico de X como el entero no negativo py(X) = dimy, H(X,wx).

Por otra parte, si Y C X es una subvariedad lisa irreducible de codimension r de la variedad lisa irreducible
X, con haz de ideales Zy, entonces el haz Zy /Z3 visto como haz sobre Y es localmente libre de rango r. Este
haz se denomina haz conormal de Y en X. El haz normal de Y en X es su dual Ny, x = Homo,. (Zy /Z%, Oy),
que también es localmente libre de rango r.

En lo que sigue, hacemos algunos calculos para el caso particular en que X C P" es una intersecciéon completa
lisa.

Veamos que si Y C P”, con haz de ideales Z, es una interseccién completa lisa de tipo (d1,...,d,) entonces:

T)T? ~ &7_,Oy(—d;) (1.36)

En efecto, como Iy = (Fy,...,F.) eZ = Iy estd generado por secciones globales, tenemos el epimorfismo

"_10x(—d;) - Z, que en un anillo local Ox , actda por (Pi,...,P.) — FiPi+...+F.P,, donde P, = Q;/R;,

y Q;, R; son polinomios homogéneos con deg QQ; —deg R; = —d; y con R; € P,., donde P, es el primo homogéneo

correspondiente al punto z € Proj(.S). Tensorizando por Oy, o restringiendo a Y, que es lo mismo, obtenemos
el epimorfismo:

@iy Oy (—d;) » IZ/T? (1.37)

Veamos que es inyectivo, para lo cual basta restringirse a un punto y € Y. Sin pérdida de generalidad, Xy & Py.
En tal caso, (F1/X§", ..., F./X{") es una sucesién regular en el anillo local Oy, y como Oy, = Ox ,,/Ix.,
y tenemos que Zy, = (Fl/Xgl, .. .,F,«/Xg"'), por lo que podemos aplicar [Ma86] 16.2, para deducir que
Ix,y /Ig(y estd generado libremente por las clases de los F;;/ Xg’i, que es justo lo que querfamos (bdsicamente,
consiste en ver que una sucesién regular es cuasiregular).

Tomando duales, deducimos también que:

NY,X ~ @;Zloy(di) (1.38)

En general, si F, F’, F” son haces localmente libres de rangos r,r’, 7" para los que existe una sucesién exacta:

0 F F F 0 (1.39)

entonces se cumple det F ~ det 7' ® det F” ([Ha77] Ejercicio I 5.16). Ademds, para una suma directa de
haces libres F; @ ... ® F, tenemos una filtracibln 0 C F1 C F1 dF2 C ... C F1 ® Fa... D F, con cocientes F;
y podemos descomponer en sucesiones exactas cortas y tomar determinantes para obtener det(®.F;) = ® det F;.

Un célculo de mucha importancia es la existencia de una sucesién exacta ([Ha77] II 8.13):
0 —— Qx/p — Ox(-1)""' —— Ox —— 0 (1.40)

Tomando determinantes deducimos que wx = Opn(—n — 1). Ademds, por la proposicién 8.20 de [Haf7]
(férmula de adyuncién), para una subvariedad lisa irreducible Y C X de codimensién r en X tenemos que
wy ~ wxly ® det Ny x. En particular, si en esta situacién X = P", obtenemos wy = (det Ny, x)(—n — 1).
Como hemos visto antes, cuando ¥ C X es una interseccién completa tenemos Ny x ~ @I_, Oy (d;), y como
el determinante de una suma directa es el producto (tensorial) de los determinantes, deducimos det Ny x =~
Oy (Y_i_, d;). Por tanto, para el haz canénico de una interseccién completa Y se cumple
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wY:Oy(dl—l—...—i—dr—n—l) (141)

En general, cuando una subvariedad lisa Y C P™ cumple wy = Oy (k) para algin k € Z se dice que Y es
subcanénica (respecto al embebimiento particular, por supuesto). En particular, hemos demostrado que las
intersecciones completas son subcandnicas.

1.7 Otra manera de ver la unicidad del tipo

En [At56], Atiyah demuestra que fijado un esquema proyectivo X, el teorema de Krull-Schmidt es cierto en la
categoria abeliana de los haces coherentes sobre X, que denotamos por Cohyx. Decimos que un haz coherente
F es indecomponible, si siempre que expresamos F = G @ H, entonces, o bien G = 0, o bien H = 0, donde
G,H € Cohx. El teorema de Krull-Schmidt en Cohx asegura que para todo haz coherente F sobre X existe
una expresién dnica (salvo orden):

F=F (1.42)

donde F; son indecomponibles. Si X es una interseccién completa lisa, de tipo (di,...,d,), acabamos de ver
que Ny x = @O0y (d;), donde X = P". Ademds, demostramos anteriormente que las intersecciones completas
de dimensién positiva son conexas. En general, los haces invertibles sobre un esquema proyectivo conexo X son
indecomponibles. En efecto, supongamos £ = G ® H donde L es invertible y G,H son coherentes. Entonces,
para todo x € X, L, = G, ® H,. Como L, es un médulo libre sobre Ox ,, tenemos que G;, H, son mddulos
proyectivos. Pero los médulos proyectivos sobre anillos noetherianos locales son libres, por lo que G, H son
haces localmente libres, y comparando rangos deducimos que o bien G, es libre de rango 1 y H, = 0, o al
revés. Como el rango de un haz localmente libre es localmente constante y estamos asumiento X conexo,
deducimos que o bien G o bien H es nulo, asi que £ es indecomponible.

Por tanto, para una interseccién completa lisa de dimensién positiva Y, la expresién Ny x = @Oy (d;) es
una descomposicién en indecomponibles de Ny x. Para deducir que los (di,...,d,) estdn determinados por
Y sélo falta ver que Oy (d) ~ Oy (e) si y sélo si d = e o, como Pic(Y) es un grupo, es suficiente ver que
Oy (d) # Oy para d > 0. Recordemos que, si S(Y) = k[Xo, ..., X,]/Iy es el anillo coordenado homogéneo,
entonces el homomorfismo natural S(Y), — H°(Y, Oy (r)) es una inyeccién. Por tanto, para 7 >> 0 tenemos
dimy H(Y, Oy (r)) > Py (r), donde Py es el polinomio de Hilbert de Y. Como el grado de Py es la dimensién
de Y, tenemos que dimy H(Y, Oy (r)) >> 0 cuando k >> 0. Si fuera Oy (d) ~ Oy tendrfamos Oy (Id) ~ Oy
para todo [ > 0 y, en particular, dimy H°(Y, Oy (Id)) serfa constante, lo cual es una contradiccién.

1.8 Normalidad proyectiva, normalidad lineal

Una variedad proyectiva Y C P" se dice que es k-normal (respecto al embebimiento en P") si la aplicacién
natural H°(P", O%(k)) — HO(Y, Oy (k)) es sobreyectiva. Cuando Y C P" es k-normal para todo k > 0, se dice
que Y es proyectivamente normal, y cuando es 1-normal se dice que es linealmente normal. Por otra parte,
decimos que un esquema X (o en general un espacio localmente anillado) es normal si, para todo z € X, el
anillo local Ox , es un dominio normal. Por ejemplo, las variedades lisas son normales, pues los anillos locales
regulares son normales (son dominios de factorizacién tnica, [Ma86] 20.3).

De la proposiciéon se sigue que las intersecciones completas son proyectivamente normales. Ademads, es
evidente que la normalidad proyectiva implica la normalidad lineal. Estas implicaciones no se pueden revertir,
como mostramos a continuacion.

Consideremos la ctibica alabeada X, imagen de la inmersién de veronese ¢ : P1 — X C P3, con [s: ¢] — [s2:
st : st? : t3]. Ya hemos comentado anteriormente por qué X no es interseccién completa. Sin embargo, si que
es proyectivamente normal. En efecto, dado k > 0 la aplicacién

HO (P, Ops (k) — H*(X,Ox (k)) ~ H°(P', Op1 (3k)) (1.43)
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lleva el polinomio homogéneo F(Xg, X1, X2, X3) de grado k, al polinomio homogéneo F(T3,T3Ty, ToTE, T})
de grado 3k. La sobreyectividad de esta aplicacién es evidente. Més en general, las curvas racionales normales
de grado d, X C P? son proyectivamente normales, pero sélo son interseccién completa para d = 2, pues no
estan contenidas en ningin hiperplano y, de ser interseccién completa, tendriamos d = deg X > 29! que no
es posible para d > 3.

Dando un ejemplo menos trivial, se conoce como teorema de Max Noether al hecho de que, para g > 4, las
curvas canénicas X C P97! (no hiperelipticas) son proyectivamente normales ([GHTS| pag 253). Como para
definir el embebimiento se usa el sistema lineal completo |K|, donde K es el divisor asociado al haz canénico
wx, entonces X no estd contenida en ningin hiperplano. Por tanto, de ser interseccién completa tendriamos
deg X > 2972, Pero, como consecuencia de Riemann-Roch, sabemos que deg X = deg K = 2g — 2, por lo que
vemos inmediatamente que X no puede ser interseccién completa.

Por otra parte, encontrar variedad lisas linealmente normales pero no proyectivamente normales es algo mas
enrevesado. Simplifiquemos lo maximo posible. Sea X una curva lisa proyectiva de género g, y D un divisor de
X muy amplio de grado d. Entonces, por definicién tenemos X C P{P)~! como subesquema cerrado, donde
(D) = |D| = H°(X, L(D)). Por construccién, X serfa linealmente normal, y para que no fuera 2- normal nos
bastarfa con que se cumpliera (I(D) + 1)I(D)/2 = dimy HO(PUP)~1 Opun)-1(2)) < H(X,O0x(2)) = I(2D).
Si deg D > 2g — 1 entonces por Riemann-Roch obtenemos [(2D) = (D) + degD y (D) =degD +1—g. y
querrfamos tener [(D)(I(D) — 1) < 2deg D. Es ficil ver que para que esto sea posible debemos elegir, como
minimo, g = 4. En tal caso, tomamos un divisor D con deg D = 7. Entonces, deg D =7 =29 — 1, (D) =4,
y4-3=12< 14 =2deg D, por lo que el razonamiento anterior siempre y cuando D fuera muy amplio. Falta
comprobar que se puede escoger un divisor D de grado 7 muy amplio.

Por el criterio usual ([Ha77] IV 3.1), tenemos que comprobar que dim |D — P — Q| = dim |D| — 2 para todo
par de puntos P,Q (no necesariamente distintos). Por Riemann-Roch, como dim |K — D| = —1 (por ser
deg D > deg K), basta ver que dim|K — D + P + Q| = —1 para todo par de puntos. Si no fuera asi, el
divisor de Weil de grado 1, K — D + P + @ tendria un divisor efectivo equivalente, que necesariamente seria
de la forma R para cierto punto, y tendriamos D = K + P + (Q — R para ciertos puntos P, Q, R. Por tanto,
queremos ver que existe D de grado 7 que no sea de la forma K+ P+ — R para ninguna terna de puntos P, @, R.

Fijando un punto Ay, vemos que esto tltimo es equivalente a que exista un divisor de grado 0 que no sea de
la forma P 4+ @ — R — A( para ninguna terna P, @, R. Pero, cuando trabajamos sobre C, esto siempre ocurre,
pues el conjunto de divisores de grado 0 (médulo equivalencia lineal), es decir, la variedad jacobiana, tiene
estructura de toro g-dimensional (véase [GHTS8| pdg. 234). Por tanto, un divisor general D de grado 7 en una
curva de género 4 es muy amplio, y da lugar a un embebimiento cerrado de X en P? que es linealmente normal
pero no proyectivamente normal.

Por tanto, tenemos la siguiente cadena, con inclusiones estrictas:

Interseccién completa C Proyectivamente normal C Linealmente normal

1.9 Proyecciones desde un punto

Una de las operaciones mas naturales que podemos aplicar a una variedad es la de proyectarla desde un punto
a un hiperplano complementario. Geométricamente, dado un punto fijo Py € P y un hiperplano H C P"
consideramos la aplicacién 7 : P* — Py — H que a un punto P # P, le asocia la interseccién de la recta Py P con
H, es decir, 7(P) = PoP N H. Algebraicamente, si tomamos unas coordenadas en las que Py = [0:...:0: 1]
y H={X, =0} entonces m([ap : a1 : ... :ap]) =[ag:...: an_1].

A nivel de esquemas, recordemos que dar una aplicacién de un esquema X a PF equivale a tomar un haz invert-

ible £ sobre X y k + 1 secciones globales s, ..., sy € H°(X, L) que generan £. El morfismo determinado por
esta informacién es el tinico ¢ : X — PF tal que p*(Opx (1)) =~ L con s; = ¢*(X;),0 < i < k. (ver [Ha77] I17.1).
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Para el caso de la proyecciéon desde un punto, consideramos k =n — 1, X =P" — Py = U, que es un abierto
de P, L = Opn(1)|y = Op(1) v 8; = Xi|u, 0 < i <n—1. Nétese que Xy, ..., X, 1 no generan Opn (1), pues
V(Xo)N...V(Xp-1) = V(Xo,...,Xn-1) = {Po}. Sin embargo, dichas secciones globales generan el haz en
P* —V(Xo)N...NV(X,_1) = U. De lo comentado arriba, tenemos un morfismo ¢ = 7 : U — P"~! con
7 (Opnr (1)) = Op(1).

Por supuesto, este morfismo lo podemos restringir a un subesquema X C P" — {Py}. De esta manera,
obtenemos una aplicacién f: X — P*~!

P" — B,
lﬂ (1.44)
f

x —L o prt

Es natural preguntarse bajo qué condiciones en X y Py ¢ X podemos asegurar que f sea un embebimiento
cerrado. Nétese que la eleccion de hiperplano H sobre el que realizar la proyeccién es irrelevante, pues para
dos elecciones distintas las proyecciones correspondientes sélo difieren en un automorfismo de P*~!. Nuestra
intuicién de variedades diferenciables nos dice que las unicas obstrucciones a que f sea un embebimiento
cerrado deben ser que, o bien f no sea inyectiva, es decir, que dos puntos distintos P,Q € X estén alineados
con Py; o que la diferencial dfp sea no inyectiva para algin P € X, que va a ocurrir si y sélo si PPy C TpX.
Precisamente, en [Ha77] se demuestra el siguiente criterio:

Proposicién 1.13. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, X un esquema proyectivo sobre k y ¢ : X — P}
un morfismo sobre k correspondiente al haz invertible £ y a las secciones globales sq, . ..,s, € H(X,L). Sea
V C HYX,L) el subespacio generado por las s;. Entonces, ¢ es un embebimiento cerrado si y sdlo si se
satisfacen las dos condiciones siguientes:

1. Para todo par de puntos cerrados distintos P,Q) € X existe s € V con s € mpLp pero s € mgLqg.

2. Para todo punto cerrado P, el conjunto {s € V|sp € mpLp} genera el k-espacio vectorial mpﬁp/m%gﬁp
(ndtese que como k es algebraicamente cerrado el cuerpo residual de los puntos cerrados de X es k)

Es inmediato ver que, en el caso de la proyecciéon desde un punto, el criterio anterior equivale a:

Proposicion 1.14. Sea X C P" un subesquema cerrado y Py un punto cerrado en P" — X. Entonces la
restriccion a X de la proyeccion desde Py sobre un hiperplano complementario es un embebimiento cerrado si
y solo se cumplen las siguientes dos condiciones:

1. No hay dos puntos cerrados distintos P,Q € X alineados con Py

2. Para todo punto P € X, la recta PPy no es tangente a X.

1.10 Variedad secante y variedad tangente

Nuestra intencién es aplicar el criterio anterior para demostrar el siguiente resultado clésico:

Teorema 1.15. Sea X wuna variedad proyectiva, lisa y de dimension r. FEntonces existe un embebimiento
cerrado X en P2r+1

La idea de la demostracién es embeber X en cierto PV, y comprobar que si N > 2r + 1 entonces alguna
proyeccién desde un punto nos da un embebimiento en PV~ Para encontrar tal punto, definimos variedades
que contienen a los puntos Py que no satisfacen las condiciones del criterio anterior, a saber, la variedad secante
y la variedad tangente.
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1.10.1 Variedad secante

En las dos secciones siguientes seguimos de cerca el excelente ([Ha92]), sobre todo los epigrafes 11.22 y 15.4.
Sea X C P™ una variedad proyectiva lisa.

Definicién 1.16. La variedad secante de X es el cierre (en la topologia de Zariski de P™) de la unién de las
rectas pg para p, q puntos distintos de X. A esta variedad la denotamos por Sec(X)

Obviamente, Sec(X) es la menor variedad que contiene la obstruccién de inyectividad para encontrar un punto
desde el que proyectar a un hiperplano de P™. Queremos ver que dim Sec(X) < 2r + 1, donde r = dim X. Sea
la aplicacién

s: X xX-A—G(1,n) (1.45)
dada por
Po P1 --- Pn
.q) —> 1.46
(.q) (CIO qa .. qn) ( )

donde A = {(p,p) : p € X} es la diagonal. Por la expresién anterior, es evidente que s es un morfismo de
variedades. Consideremos la imagen (esquemética) de s, que denotamos por S(X) = s(X x X — A) C G(1,n).
Definimos la relacién de incidencia:

S={(lp) :pelleSX)}CSX)xP"CG(I,n)xP" (1.47)

Veamos que X es cerrado en S(X) x P™. Como X es la interseccién de S(X) x P™ con la familia universal de
rectas ® = {(I,p) : p € I}, basta ver que & C G(1,n) x P™ es cerrado. Para ello, sean | =< z,y >€ G(1,n) y
p € P™ dados como:

Yo Y1 .- UYn

l:<x0 T x”) , p=(20:...:%n) (1.48)

Entonces la condicién p € [ es equivalente al anulamiento de los menores 3 x 3 de la matriz:

o L1 ... Tp
Yo Y1 .- Yn (1.49)
20 Z1 cee Zp

Pero si desarrollamos cada menor por la tltima fila, obtenemos ecuaciones del tipo zori 2 — 21702 + 2270,1 = 0,
donde r; ; es el menor 2 x 2 formado por las dos primeras filas y las columnas ¢, j, es decir, 7; ; son las coor-
denadas del embebimiento cerrado de Pliicker G(1,n) — PV, donde N = (";1) — 1. De ello deducimos que
® C G(1,n) x P™ es cerrado y, por tanto, ¥ también. Si ahora consideramos la restriccién a 3 C S(X) x P*
de la segunda proyeccién my, entonces Sec(X) = m2(X) (pues los morfismos entre esquemas proyectivos son
aplicaciones cerradas).

Como X es irreducible, X x X también, y, por tanto, su abierto X x X — A también. Como las aplica-
ciones continuas preservan irreducibilidad, la imagen de s es irreducible, y también lo es su cierre S(X).
Ademds, s es dominante considerada como aplicacién en S(X), asi que recurriendo a deducimos que
dimS(X) <dimX x X — A =2dim X.

Por otra parte, la primera proyeccién de S(X) x P! restringida a S(X) es sobreyectiva, y la fibra de cada
punto cerrado es P!, en particular irreducible de dimensién 1. Por tanto, estamos en condiciones de aplicar
[A73] y deducimos que X es irreducible de dimensién menor o igual que 2dim X + 1. Por tltimo, aplicando[4.2]
llegamos a que dim Sec(X) < 2dim X + 1. Por tanto, hemos demostrado la siguiente:

Proposicion 1.17. Si X C P" una variedad lisa de dimension r, entonces la variedad secante es irreducible,
de dimension menor o igual que 2r + 1.

La diferencia entre la dimensién esperada 2r + 1 y la dimensién de Sec(X) se denomina defecto secante de X,
y se denota por 6(X) = 2r + 1 — dim Sec(X).
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1.10.2 Variedad tangente

De nuevo, sea X C P™ una variedad lisa de dimensién 7.

Definicién 1.18. La variedad tangente a X es la unién de las rectas tangentes en un punto de X, o lo que
es lo mismo, la unién de los k-planos tangentes T, X para x € X. La denotamos por Tan(X).

Si a cada punto x € X el r-plano tangente T, X € G(r,n) definimos una aplicacién & : X — G(r,n). Es ficil
ver que ® es un morfismo. En efecto, basta comprobarlo localmente. Si el ideal de X esta generado por finitos

polinomios homogéneos Fi, ..., Fy, con k > n — r, entonces un punto p € P™ estd en T,, X si y sélo si:
30F1 PN 8nF1 Po
: : : =0 (1.50)
aoFk N aan Pn
donde las parciales se evalian para unas coordenadas x = [xg : ... : 2], da igual cudles, pero las mismas para

cada parcial. Por ser X lisa, la matrix tiene rango constante n — r a lo largo de X. Por tanto, fijado x € X,
si un menor de tamano n — r es no nulo en x, digamos el formado por las primeras n — r filas y columnas,
que denotamos por M, entonces las otras k — n + r filas no imponen condiciones adicionales, y en el abierto
de Zariski {det M # 0} podemos invertir M, obteniendo el sistema equivalente:

OF ... OF Do Po
: : =y A)| 1| =0 (1.51)

M1 : :
aOanr v 8nFn7r Pn Dn

donde A es una matriz n — r X r cuyas entradas son funciones regulares. Entonces estd claro que en cada
x € {det M # 0} el plano tangente T, X estd generado por las filas de las matriz:

(A" I,_.) (1.52)

De aquf se sigue que la aplicacién & : X — G(r,n) es un morfismo, como querfamos. A la imagen de &, que es
cerrada porque & es propio (estamos tratando con esquemas proyectivos), la denotamos por 7 (X). Claramente
T(X) es irreducible, y de la proposicién deducimos que dim 7 (X) < r. De nuevo, consideramos una
relacién de incidencia. En este caso, definimos:

E={Ap):pe AAT(X)} CT(X) xP" CG(r,n) x P" (1.53)

La demostracién de que X es un cerrado de Zariski de 7(X) x P" es completamente andloga al caso de la
variedad secante, simplemente se cambia G(1,n) por G(r,n) y se consideran menores de orden r + 1 en vez de
menores de orden 3. La restriccién de la primera proyeccién de T(X) x P a ¥ da un morfismo sobreyectivo
de ¥ sobre T(X) tal que la fibra de cada punto cerrado de 7(X) es un r-plano proyectivo, P", en particular
irreducible y de dimensién r. Como T (X) es irreducible, aplicando la proposicién deducimos que X es
irreducible de dimensién dim 7 (X) + r < 2r. Por ltimo, considerando la segunda proyeccion, la imagen de
¥ es precisamente la variedad tangente de X, por lo que usando [A-2] deducimos que la variedad tangente,
Tan(X), es irreducible y de dimensién < 2r.

Con lo anterior, ya podemos demostrar que toda variedad proyectiva lisa X C P™ de dimensién r se puede
embeber en P?" 1. Sin < 2r41 es trivial. Por tanto, supongamos que n > 2r+1 y consideremos las variedades
secante y tangente de X, Sec(X) y Tan(X), respectivamente. Sabemos que max(dim Sec(X ), dim Tan(X)) <
2r + 1 < n. Por tanto, existe algin punto Py en el complementario de dichas variedades, y usando el criterio
vemos que la proyeccion desde el punto Py respecto a un hiperplano complementario da un embebimiento

cerrado de X en P"~!. Est4 claro que si seguimos proyectando de esta manera acabamos por embeber X en
]P)27'+1.
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1.10.3 Relacion entre variedad secante y variedad tangente

La intuicién de variedades diferenciables sugiere que la variedad tangente a una variedad lisa estd contenida
en la variedad secante. Esto es cierto, y es consecuencia de la siguiente proposicion, cuya demostracion puede
verse en [Ha92] (proposicién 15.10):

Proposicién 1.19. Sea X C P" una variedad lisa cuasiproyectiva, y denotemos por Ti(X) C G(1,n) al
conjunto de rectas tangentes a X algun punto. Entonces:

S(X) = s(X x X — A)UTi(X) (1.54)

Es decir, toda recta tangente estd en S(X) y, ademds, toda recta de S(X) es, o bien una bisecante propiamente
dicha, o bien una tangente. Por tanto, considerando la relaciéon de incidencia ¥ de la seccién 1.10.1 y aplicando
la segunda proyeccion llegamos a:

Tan(X) C Sec(X) (1.55)

Un hecho bastante sorprendente es que si X es proyectiva y Tan(X) y Sec(X) no tienen la dimensién esperada,
entonces se da la igualdad, es decir:

Proposicion 1.20. Sea X C P™ una variedad proyectiva lisa irreducible de dimension r. Entonces se cumple
una de las dos alternativas siguientes:

1. dim(Tan(X)) = 2r y dim(Sec(X)) = 2r + 1
2. Tan(X) = Sec(X)

La proposicién es un corolario al teorema de conexién de Fulton-Hansen. La demostracion de ambos resultados
se puede ver en [FH79).

1.11 Proyecciones desde dimensiéon superior. Linealidad normal

En los epigrafes anteriores hemos estudiado el problema de proyectar una subvariedad de P a un hiperplano
P"~1 A continuacién vamos a estudiar el problema inverso. Es decir, partimos de un subesquema cerrado
X C P" y queremos encontrar un embebimiento cerrado de X en P™**! tal que al proyectar desde cierto punto
Py € P*t! obtengamos X C P". Obviamente, le exigimos al embebimiento X C P"*! que no sea trivial, es
decir, que X no esté contenida en ningtin hiperplano de P**!. En general, decimos que X C P" es degenerada
si estd contenido en algun hiperplano de P", y no degenerada en caso contrario. Claramente, que X sea
degenerada equivale a que algun polinomio homogéneo de grado 1 esté en el ideal Ix o, equivalentemente, a
que la aplicacién natural HO(P", Opn (1)) — H°(X,Ox(1)) no sea inyectiva.

Supongamos que X C P™ es no degenerada. Veamos que en tal caso X se puede proyectar desde un embe-
bimiento cerrado no degenerado en P"*! si y sélo si H°(P™, Opn (1)) — H(X,Ox (1)) no es sobreyectiva, es
decir, si y sélo si X C P™ no es linealmente normal (esta condicién también podemos expresarla diciendo que
el sistema lineal de hiperplanos en Ox (1) no es completo).

En efecto, buscando un tal embebimiento X C P"*! que proyectar desde un punto, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que el punto es Py = [0:...:0: 1] y el hiperplano sobre el que proyectamos es el de
ecuacién X, 11 = 0. En tal caso queremos encontrar un embebimiento j que haga conmutativo el diagrama:

]Pm+1 _ PO
i l,r (1.56)
Xt L pn
Recordemos que dar un morfismo f de X a un proyectivo P* equivale a dar un haz invertible £ sobre X
globalmente generado, y k + 1 secciones globales sq, .. .,s, € H°(X, L) que generan £. Adem4s, las secciones
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hiperplanas X;, 0 < i < k, forman una base de Opx (1), y la aplicacién natural H°(P*, Opx (1)) — H°(X, L)
inducida por f lleva el hiperplano ag Xy + ... + axXi a la seccién global agsg + ...+ agsi de L. En el caso
en el que f es un embebimiento, deducimos que X es no degenerada si y sélo si las secciones sg, ..., S son
linealmente independientes.

Pongamos U = P"*! — {P)} y supongamos que cierta j hace que el diagrama conmute. Si escribimos
L = i*(Opn (1)), debe tenerse L = j*(7*(Opn(1))) = 7*(Op(1)). De la misma manera las secciones glob-
ales de £ que definen j tienen que ser s; = j*(7*(X;)) = j*(X;) para ¢ = 0,...,n, junto a una seccién
t € H(X, L), que cumpla t = j*(X,,11). Como las secciones sg,...,s, generan L, el subespacio generado
por ellos, V C HY(X, L) no tiene puntos base, asi que si definimos j con £ y las secciones sq, ..., sp,t, es
inmediato que el punto Py =[0:...:0: 1] no estd en la imagen, por lo que j se puede ver como aplicacién a
U, y entonces ¢ = m o j por las igualdades anteriores.

Ademsds, como 7 : X — P" es un embebimiento cerrado, aplicando se tiene que el sistema lineal V' separa
los puntos de X y los vectores tangentes en cada punto, y usando ese mismo criterio aplicado a j vemos que
también es un embebimiento cerrado. Por tltimo, j dard un embebimiento cerrado no degenerado si y sélo
si las secciones sg, ..., S,,t son linealmente independientes. Pero como sy, ..., s, son linealmente independi-
entes por hipdtesis, se podra escoger una t con esta propiedad si y sélo si la aplicacién natural inducida por
HO(P", Opn (1)) — H°(X,0x(1)) = H°(X, L) no es sobreyectiva, justo lo que querfamos.

En particular, las intersecciones completas no degeneradas en P", que como hemos visto son linealmente
normales, no pueden obtenerse proyectando un subesquema cerrado no degenerado desde P**!. Por ejemplo,
si una curva plana es proyeccién desde un punto de una curva de P3, esta curva estd contenida en un plano.
Si X C P™ es una interseccién completa de tipo d = (dy,...,d,) con dy > ... > d,, su ideal estd generado
por polinomios homogéneos Fy,..., F, de grados respectivos di,...,d,. Por tanto, es inmediato que una
interseccién completa es no degenerada si y sélo si d,. > 2, es decir, si en una expresién de X como interseccion
de r hipersuperficies ninguna de ellas es un hiperplano.

1.12 Seccion por un hiperplano. Extensién de intersecciones com-
pletas

Otra operacién geométrica que podemos aplicar a una variedad es intersecar con un plano. En la direccion
opuesta, dada una variedad proyectiva lisa X C P™ de codimensién ¢ nos podemos hacer la siguiente pregunta:

Cuestion 1.21. ;Para qué enteros positivos k es cierto que X se puede obtener como X = Y N H, donde
Y C P"** es una variedad proyectiva lisa de codimensién ¢ y H = P™ un n-plano?

En las condiciones anteriores, decimos que Y es una extensién de X a P"T*. A continuacién respondemos
a esta pregunta para el caso de intersecciones completas lisas. De hecho, se puede exigir que Y sea una
interseccién completa del mismo tipo que X.

Proposicién 1.22. Sea X C P™ una interseccion completa lisa de tipo (di,...,d.), con di > ... > d..
Entonces para todo k > 0 existe una interseccion completa lisa Y C P*"** de tipo (di,...,d.) de manera que
X =Y N H para el hiperplano xp41 = ... = Tpyr = 0.

Demostracion. Por inducciéon basta probar el caso & = 1. Por la proposicién podemos asumir que
X =Y1N...NY, de manera que Y7 N...NY; es una interseccién completa lisa para todo s < c¢. Pongamos
Y; = V(F;) para polinomios homogéneos F; con Ix = (F1,..., F.) C k[Xo,...,X,]. Ahora consideramos la in-
yeccién usual k[ Xy, ..., Xp] < k[Xo, ..., Xn, Xnt1] y extendemos el ideal Iy, obteniendo Ix: = (F1,..., F.),
el ideal de un subesquema proyectivo X’ C P**! de manera que X’ N H = X, donde H es el hiperplano
V(Xpn+1). Por supuesto, X’ tiene singularidades (por ejemplo, en [0: 0:...:0:1]), y tenemos que arreglarlo.
Para ello, vamos a aplicar el teorema de Bertini en su version fuerte [1.12

Vamos a proceder por induccién. Primero consideramos el sistema lineal V' C Opn+1(d;) generado por Fy y por
los miltiplos de X,,+1. Es inmediato que el lugar base de V es Y1 = Y/ NH C P", donde estamos identificando
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H con P™. Aplicando deducimos que existe una seccién global de la forma G; = Fy + X, 11 P;, de manera
que Z; = V(G;) es una hipersuperficie lisa salvo, quizd, en Y3 = Y{ N H. Pero por la forma de G; tenemos
Z1NH =Y, asl que Z; también es lisa en puntos de Y7 (las primeras n parciales de G evaluadas en un
punto x € H coinciden con las de F} evaluadas en 2 como punto de P™).

Por induccién, supongamos que hemos encontrado hipersuperficies lisas 71, ..., Zs de manera que Z;N...NZ;
es interseccién completa lisay Z1N...NZ;NH =Y N...NY; paral <t <s. Pongamos Wy =Z1N...NZ;s.
Consideramos el sistema lineal V. C HO(W,, Ow.(ds+1)) generado por las restricciones de Fyi; y de los
multiplos de X,+1. Es inmediato que el lugar base de V es Wy N Y, = Y1 N...N Y41, Aplicando
deducimos que existe un polinomio Gsy1 = Fsy1 + Xpr1Pst1 tal que Zg11 = V(Gsy1) cumple que
Ws N Zsy1 es lisa salvo, quizé, en los puntos de Y1 N ... NYsy; C H. Pero por la forma de G441, tenemos
que WsNZsp1 NH =Y N...N Y1 como esquemas, asi que Wy N Zz41 es lisa (la matriz de las primeras n

parciales de los polinomios Gj. ..., G441 evaluadas en un punto de H coincide con la matriz de las n parciales
de los Fi,...,Fsy1, y esta tiene rango s + 1, asi que la matriz de las n + 1 parciales de G1,...,Gsy1 tiene
rango s + 1 a fortiori). Por induccién, hemos acabado. 0

De hecho, no se pierde ninguna generalidad al suponer que la extensién de una intersecciéon completa sea
interseccién completa, pues se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 1.23. Sea X C P"*! una variedad proyectiva lisa irreducible con dim X > 1, H un hiperplano
que no contiene a X y pongamos X' = X N H C P™. Entonces X es interseccion completa en P! si y sélo
st X' es interseccion completa en H = P™

En la seccién 3 del capitulo 2 veremos que si I es el ideal (homogéneo y saturado) de un subesquema proyectivo
Y C P, entonces Y es interseccién completa si y sélo si el anillo local Sy /Iy es un anillo local de interseccién
completa, donde S = k[Xy,...,X,] y m = Sy es el ideal maximal irrelevante. En la proposicién, pongamos
que H se corresponde a la forma lineal X, 1, que I C k[Xp,... Xp41] = S es el ideal de X, y que I’ C
k[Xo,...,Xn] = 5 es el ideal de X’. Entonces, por ser X’ = X N H esquemadticamente, se tiene S’/I’ ~
S/(I + Xp). Por ser X irreducible lisa, I es primo y S/I un dominio, y como H no contiene a X, X,,11 no es
nulo en S/I. Si localizamos en m’ se comprueba que:

St/n’/Ir/n’ ~ Sn/(In + (Xny1)) (1.57)

Pero si ponemos A = Sy /I, * = X, 41 ¥ denotamos por n al ideal maximal de A, entonces el anillo local en
el vértice del cono de Y’ es A/(x) y queremos ver que A es un anillo local de interseccién completa si y sélo
si A/(x) lo es. Como S/I es un dominio estd claro que x es un elemento regular de A, asi que el problema se
reduce a:

Proposicién 1.24. Sea A un anillo local noetheriano y x un elemento reqular (un no divisor de cero).
Entonces A es interseccion completa si y solo si A/(x) es interseccidn completa

La demostracién es sencilla usando la caracterizacién de interseccién completa como e(A) = emb.dim A —
dim A, y se puede consultar en [BHI§| (teorema 2.3.4).

Es interesante remarcar que la propiedad de extensién infinita caracteriza a las intersecciones completas entre
las variedades lisas. Esto es lo que se conoce como teorema de la torre babilénica. Para una demostracién
relativamente simple, véase [Col2].

Teorema 1.25 (Teorema de la torre babilénica). Sea X C P" una variedad lisa de codimension pura ¢ y
supongamos que para todo m > 0, X se extiende a una variedad lisa Y C P"™™ de codimension pura ¢ con
X =Y N H para un n-plano H ~P". Entonces X es interseccion completa.

1.13 Variedad dual de una interseccién completa

Sea X C P = P" una variedad proyectiva lisa irreducible de dimensién r. Un hiperplano H es tangente a X
en un punto x € X si T, X C H. La variedad dual de X es el cierre de Zariski del conjunto de hiperplanos
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tangentes a algin punto de X, visto como subconjunto en G(n — 1,n) = (P")*. Consideremos la siguiente
relacién de incidencia:

Y={(z,H):2 € X, T, X CH}CX xG(n—1,n) =X x (P")* (1.58)

Es inmediato comprobar que ¥ es un cerrado de Zariski. Como T,X es un r-plano para cada z € X, el
conjunto de hiperplanos que lo contienen es un n — 1 — r-plano en G(n — 1,n) = (P™)*. Por tanto, cada fibra
cerrada de la primera proyeccién es un P*~1=" irreducible y de dimensién n—1—7. Como X es irreducible y
es propia, aplicando deducimos que X es irreducible de dimensién n—1. Ademas, la variedad dual de X es
justo la imagen de ¥ por la segunda proyeccién. Por tanto, de acuerdo afA.2]y[A.3] tenemos dim(X*) < n—1,
y se tiene dim(X™*) = n — 1 si la fibra cerrada genérica es de dimensién 0 (es decir, si es un conjunto finito).

Se puede comprobar que, en la notacién de [Ha77] (IL 7), ¥ ~ P(Nx p(—1)), y que, con esta identificacion,
se tiene Ox (1) = m5(Opn), donde Op(g)(1) es el haz tautolégico de la proyectivizacion de un fibrado E, 7, es
la segunda proyeccién en y (P™)* se identifica con P" fijando una referencia. Por otra parte, un fibrado
E es amplio si y sélo si el haz invertible tautolégico de su proyectivizacién ([Ha66] 3.2) es amplio. Por tanto,
si Nx p(—1) es un fibrado amplio, la segunda proyeccién o : & — X* C P es un morfismo con 75 (Opr (1))
amplio. Pero en general se tiene:

Proposicién 1.26. Sea X un esquema proyectivo sobre k, L un haz invertible amplio en X y ¢ : X — P™ un
morfismo con ©*(Opn (1)) = L. Entonces la fibra sobre cada punto cerrado es finita.

Demostracion. En primer lugar, la restriccién de un haz invertible amplio a un subesquema es amplio. En
efecto, si Y C X es un subesquema y £ es amplio sobre X, existe n tal que £™ es muy amplio ([Ha77] II 7.6),
y £™ da un embebimiento de X en un proyectivo. Restringiendo a Y, (£]y)™ da un embebimiento de Y es en
un proyectivo, por lo que L|y es amplio (de nuevo por [Ha77] II 7.6). Ahora, si y € P™ es un punto cerrado,
tenemos el diagrama conmutativo:

X —* sy

T I (1.59)

X, ELATIN Spec k(y)

donde X, es la fibra de y, que es un subesquema de X. Entonces L] x, es amplio, y por la conmutatividad
del diagrama, L|x, = ¢};(0Oy(1)). Pero Speck(y) es un punto, asi que O,(1) = O,. Por tanto, L|x, = Ox,.
Pero L|x, es amplio, por lo que existe n tal que (£|x,)" = Ox, es muy amplio. Aplicando tenemos que
H O(Xy, Ox,) separa puntos, pero los elementos de H O(Xy, Ox,) son constantes en cada componente conexa,
asi que las componentes conexas de X, son unipuntuales y, por tanto, X, es un conjunto finito. O

Por tanto, juntando la proposicién con el razonamiento anterior, vemos que si Nx p(—1) es un fibrado amplio,
entonces dim X* = n — 1. Si X es interseccién completa de tipo (di,...,d.), entonces hemos calculado
anteriormente que Nx p(—1) = @;_; Ox(d; — 1). Como la suma directa de fibrados es amplia si y sélo si
cada sumando es amplio, ([Ha66] 2.2), deducimos que Nx p(—1) es amplio si y sélo si la interseccién completa
X es no degenerada (d; > 2). Por tanto, hemos demostrado la siguiente proposicién:

Proposicion 1.27. Sea X C P" una interseccion completa lisa. Si X es no degenerada, entonces dim X* =
n—1

En este contexto resulta interesante el siguiente teorema, que Ein demuestra en [Ei87]:

Teorema 1.28. Sea X C PV una variedad proyectiva lisa. Si dim X = dim X* < 2N/3, entonces X C P" es
una de las siguientes variedades:

1. X es una hipersuperficie.
2. X es la inmersion de Segre P! x Pn—1 en P21,

3. X es la inmersion de Plicker de G(1,4) en P?.
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4. X es el embebimiento usual de la variedad de espinores S'° en P'2.

Por tanto, si asumimos que la conjetura de Hartshorne es valida, toda variedad proyectiva lisa X con dim X >
2N/3 es una intersecciéon completa, por lo que dim X* = N — 1. De esta manera, las variedades proyectivas
lisas con dim X = dim X* son exactamente las de la lista anterior.

1.14 Criterios de interseccion completa

Aqui nos limitamos a recoger algunos criterios que se usan en la demostraciéon del caso cuadratico de la
conjetura de Hartshorne.

Teorema 1.29. [Bertram-Ein-Lazarsfeld] Sea X C PN una variedad de dimension n > 1 que es interseccion
esquemdtica de hipersuperficies de grados dy > ... > d,,. Sea ¢ = N —n = codim X. Entonces X C P" es
interseccion completa de tipo (dy,...,d.) siy sdlo si:

WX:OX(idi*Nfl) (160)

Teorema 1.30. [Condicion de Faltings] Sea X C PN wuna variedad de dimension n que es interseccion
esquemdtica de hipersuperficies de grados dy ...,dn,. Si m < N/2 entonces X es interseccion completa de
¢ = N — n hipersuperficies entre las m que la definen esquemdticamente.

Teorema 1.31. [Condicion de Netsvetaev] Sea X C PN una variedad de dimension n definida como in-
terseccion esquemdtica de hipersuperficies de grado di > ... > dp,. Supongamos que una de las siguientes
condiciones se cumple:

2n

3N

N[ =

Si ademds m < n + 1, entonces X C PN es la interseccién completa de c = N —n de las hipersuperficies que
definen X esquemdticamente.
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Capitulo 2

Conjetura de Hartshorne

2.1 Topologia de intersecciones completas y variedades de codi-
mension pequena
Hartshorne escribe en [Ha74] que:

The general philosophy which operates here is that a nonsingular variety of small codimension of
a fixed variety X must be subject to stringent restrictions

En esta seccién vamos a recoger varias restricciones en la topologia de las variedades de codimensién pequena
y de las intersecciones completas. La similitud de estas restricciones es una de las evidencias principales para
creer en la veracidad de la conjetura de Hartshorne.

Ya vimos en el capitulo anterior que para una variedad lisa de dimensién r, la cohomologia del haz estruc-
tural da una condicién necesaria para ser interseccién completa en algin proyectivo. En efecto, vimos que
H(X,0x) es 0 salvo en los casos i =0 e i = r, en los cuales H’(X,Ox) = C (como para cualquier variedad
propia conexa) y H"(X,Ox) = H*(X,wx) = py(X), el género geométrico de X (donde hemos usado dualidad
de serre en la forma H* (X, F) ~ H" "X, F¥ ® wx), siendo F un haz localmente libre de rango finito, [Ha77]
III 7.7). Ademés, si un embebimiento X C PV fuese una interseccién completa se tendria H*(X,Ox(n)) =0
para 0 < i <7y n € Z. Por tltimo, los homomorfismos canénicos H(PY, Opn (n)) — H°(X,Ox(n)) serfan
sobreyectivos para n € Z.

Para las intersecciones completas, los teoremas de Lefschetz dan condiciones necesarias mucho maés restrictivas:

Teorema 2.1 (Teoremas de Lefschetz). Sea X C P™ una interseccion completa lisa de dimension r. Entonces
se cumple que:

(1) La aplicacion inducida por la restriccion H*(P",Z) — H'(X,Z) es un isomorfismo para i < r, y es
inyectiva para i = T.

(2) m(X)=1sir>2.
(3) Pic(X) =Z{Ox(1)) sir >3

Como conocemos la cohomologia singular del proyectivo complejo (es Z en grado par menor o igual que 2n y
0 en el resto), este resultado nos da la cohomologia singular de X para i < r. Nétese que r, la dimensién de
X en el enunciado, es su dimensién compleja (es decir, la dimensién usual como variedad real seria 2r), por lo
que estamos obteniendo informacién topoldgica hasta la mitad de su dimensién real. Ademads, los apartados
(2) v (3) dan que que X es simplemente conexo si es de dimensién al menos 2, y que su grupo de Picard es
libre de rango 1 con generador la seccién hiperplana si es de dimensién al menos 3.
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Noétese que el teorema nos proporciona invariantes de X intrinsecos, los dos primeros como variedad topoldgica,
y el tercero como variedad algebraica. De esta forma, el teorema se puede usar para probar que ciertas var-
iedades lisas no son intersecciones completas en ningin espacio proyectivo.

Como ejemplo, consideremos una variedad de Segre P" x P, El embebimiento cerrado usual como subvariedad
proyectiva viene dado por ¢y, p, : P x P — P+ m+D-1 " donde ©n,m €s la inmersién de Segre:

([so:---8nlls[to: - tm]) = [Soto : ... Sotm : S1to i ... Sptm) (2.1)

Como los grupos de cohomologia singulares de P" son libres finitamente generados, podemos aplicar la férmula
de Kiinneth ([Ha02] Cap 3. 3.15) para cohomologia singular:

HYX < Y,Z) = @ (H'(X.Z) ©; B (Y, Z)) (2.2)
i+i=k

En nuestro caso, para k = 2 tendriamos:

H?(P" xP™, Z) = (H(P",Z)® H*(P™, Z)) D (H" (P", Z) e H' (P™, Z)) D (H* (P", Z) © H(P™, Z)) = ZO L

(2.3)
Sin+4+m >3y P" x P™ fuera interseccién completa en cierto proyectivo, deduciriamos del teorema anterior
que H?(P™ x P™,7Z) = Z, obteniendo una contradiccién. Por tanto, P™ x P™ no es interseccién completa en
ningiin proyectivo, salvo en el caso n = m = 1, en el que la inmersién de Segre revela que P! x P! es isomorfo a
la cuddrica lisa en P2. Como explicamos en un apéndice, la misma técnica se puede usar para demostrar que la
grassmanniana G(k,n) de k-planos en P no es interseccién completa en ningtin proyectivo, salvo en los casos
k=0yk=mn—1,enlos que es isomorfa a P", y en el caso k = 1, n = 3, en el que G(1, 3) es una cuadrica en P°.

En el caso de subvariedades lisas de codimensién pequena, las restricciones en la topologia vienen dadas por
teoremas de tipo Barth:

Teorema 2.2 (Teoremas de Barth). Sea X wuna subvariedad no singular de dimensién r de P™. Entonces:
(1) La aplicacién inducida por la restriccion H'(P",Z) — H*(X,Z) es un isomorfismo para i < 2r — n.
(2) m(X)=1sir>1i(n+1).
(3) Pic(X) = Z(Ox (1)) sir > 5(n+2).
Noétese que si r < n/2 el teorema no da ninguna informacién, y que segtin r crece respecto a n el teorema da més
y més informacién. Por ejemplo, si r = 6 y n = 8 obtendriamos que H°(X,Z) = H*(X,Z) = H*(X,Z) = Z,

que HY(X,Z) = H3(X,Z) = 0, que X es simplemente conexa y que el grupo de Picard de X es libre de rango
1 generado por la secciéon hiperplana.

En el primer capitulo hemos visto que, mediante sucesivas proyecciones desde un punto, toda variedad proyec-
tiva X de dimensién r se puede embeber en P?"T1. El teorema anterior nos proporciona restricciones para la
existencia de embebimientos en dimensién menor que 2r + 1. Si HY(X,Z) # H*(P™,Z) con m > 1, entonces
cualquier embebimiento X C P™ debe satisfacer ¢ > 2r —n, es decir, n > 2r —i. Volviendo al ejemplo anterior,
como H?(PF x P Z) = Z & 7 # 7. = H*(P",7Z), deducimos que cualquier embebimiento P¥ x P! C P™ debe
satisfacer n > 2(k +1) — 1.

De hecho, cualquier variedad de Segre X = P* x P! se puede embeber en P2FTD-1 " Para ello, basta com-
probar que la inmersién usual ¢ = @i : X < PV tiene defecto secante §(X) > 2 (que ha de ser 2 por la
discusién anterior, aunque también es facil verlo elementalmente). Primero, es muy sencillo comprobar que
para cualquier par de variedades lineales P" C P*, P* C P!, se puede encontrar una variedad lineal PV "c PN , de
manera que la inmersién de Segre ¢y, ; restringida a P” x P® y con codominio PV’ sea la inmersién de Segre @ 5.

Consideremos un punto general ¢ € Sec(X) C PV¥. Podemos asumir que ¢ €< pi,po >EL para puntos

l< p1,...,pr > es la variedad lineal engendrada por los puntos p1,. .., pr.

28



Trabajo de fin de grado Alberto Acosta Reche

p1 = @(x1,y1) y P2 = p(x2,y2) tales que 1 # 2 e y1 # y2. Entonces, por lo comentado anteriormente, hay
un P3 ¢ PV de manera que ¢ restringida a < 1,22 > X < y1,%2 >= P! x P! es una inmersién de Segre con
imagen en P3. Pero ¢ €< p1,ps >, y p1,p2 estdn en este P3, asi que ¢ también. En este P3, la imagen de
P! x P! es una cuddrica lisa, asf que la recta general contenida en P3 que pasa por g es bisecante a (P! x P1) y,
por tanto, a ¢(X). Con la notacién de la seccién 1.10.1, deducimos que la segunda proyeccién de ¥ a Sec(X)
tiene fibra de dimensién > 2 sobre el punto general ¢ € Sec(X). Por tanto, aplicando deducimos que
dim Sec(X) < dim¥ — 2 < 2r — 1, por lo que 6(X) > 2.

Por tanto, concluimos que el teorema de Barth proporciona la cota éptima 2(k + 1) — 1 para la dimensién
ambiente en la que podemos embeber una variedad de Segre P¥ x P!. Las otras dos cotas de también son
ajustadas. Si C' C P" es una curva plana lisa de grado d > 3, su género topoldgico es g = (d—1)(d—2)/2 > 1.
En tal caso, C es una superficie orientable compacta con g > 1 asas, cuyo grupo fundamental tiene la
presentacién:

m(C) = (a1,b1,...,a4,bg : [a1b1] - - - [aghy] =€) (2.4)

y, en particular, m(C) # 1 ([Ha02] 1.27). En este caso r — (n + 1)/2 = —1/2 y el segundo apartado no
es cierto. Por un argumento anilogo al que hemos dado para la inmersién de Segre, se demuestra que la
inmersién doble de Veronese vy : P" — P2*+1 tiene defecto secante § = 1. Por tanto, tras componer con una
proyeccién se puede embeber en P?", pero, aunque Pic(P") = Z, para este embebimiento la seccién hiperplana
es Opr(2), que no es un generador de Pic(P"). En este caso, r—(n+2)/2 = —1 y no se cumple el tercer apartado.

Comparando los teoremas de Lefschetz y de Barth, vemos que si hacemos crecer r respecto a n, la topologia
de una subvariedad lisa X se parece cada vez més a la de una interseccién completa de P". Esta observacion
es una de las principales lineas de evidencia que llevé a Hartshorne a conjeturar en [Ha74] que debe haber
alguna constante 0 < a < 1 tal que si X C P” es una subvariedad lisa de dimensién r y se cumple que r > an,
entonces X es intersecciéon completa. Hartshorne plantea su conjetura con o = 2/3, en parte porque los
dos ejemplos conocidos de variedades lisas cldsicas que maximizan r/n sin ser interseccién completa cumplen
r/n = 2/3. Estos son la grassmanniana G(1,4) en P? y la variedad de espinores S° en P*>. De hecho, al final
de este capitulo demostraremos que son las unicas variedades cuadraticas con esta propiedad. Analogas a la
grassmanniana G(1,4) se pueden construir, como lugar de degeneracién de morfismos entre fibrados, infinitas
variedades lisas de dimensién 6 en P que no sean interseccién completa (sin ser proyectivamente equivalentes
entre si), [Ot95].

Como hemos visto, si consideramos la variedad de Segre P* x P!, con k + 1 > 3, la podemos embeber en
P2(k+D=1 ¢ de esta manera obtener para cada r > 3 una variedad lisa de dimensién 7, X C P?"~! que no es
interseccién completa. Sin embargo, no se conoce si para algin o > % existen subvariedades lisas X C P", de
dimensién r, que no sean interseccién completa, con n — oo y r > an.

Generalizando los resultados de tipo Barth anteriores para variedades no necesariamente lisas, Lyubeznik
demostré en ([Ly93], 10.7) el siguiente:

Teorema 2.3. Sea Y C P" una variedad proyectiva cuyas componentes irreducibles son de codimension < c.
FEntonces:

1. H;(P"Y;Z)=0 y m;(P",Y) =0 para i < [n/c] — 1;
2. Hi(P"Y;Z) =0 y m(P",Y) =0 parai < [(n—1)/c] siY es irreducible;

3. Hi(P"Y;Z)=0ym(P",Y)=0parai <[(n+1)/(c+1)]+[n/(c+1)] =1 siY es irreducible y existe
una subvariedad Z CY con dim Z <1 tal que Y — Z es no vacio y analiticamente irreducible;

4. Hi(P*")Y;Z) =0 parai <n—r—c+1 siY se puede definir (como conjunto de puntos) por r ecuaciones,
excepto en un cerrado-Zariski de dimension 0. Si, ademds, ¢ < n/3, entonces m;(P",Y) = 0 para
n—r—c+1;
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5 HP"Y;Z)=0ym(P",Y)=0parai <n—r—c+1 siY es irreducible y existe un cerrado Zariski
Z CY de dimension <1 tal que Y — Z es no vacio y se puede definir localmente (como conjunto de
puntos) por r ecuaciones.
Aqui, un anillo local (A, m) es analiticamente irreducible si su complexién A tiene un tnico primo minimal, es
decir, si Spec(fl) es irreducible. Decimos que un esquema U es analiticamente irreducible en un punto x € U
si el anillo local Oy, es analiticamente irreducible. En el caso de una variedad, esto significa que la variedad
sélo tiene una rama por el punto x. Por tltimo, el esquema U es analiticamente irreducible si U es irreducible
(como espacio topoldgico) y es analiticamente irreducible en cada uno de sus puntos.

Noétese, en la hipétesis del apartado 3, que un abierto no vacio de un irreducible es automaticamente ir-
reducible, luego sélo habria que comprobar la irreducibilidad analitica de los anillos locales. En ([Za48]),
Zariski demostro que si un anillo local de una variedad es normal, entonces es analiticamente irreducible. Por
tanto, las variedades normales conexas (necesariamente irreducibles, pues sus anillos locales son dominios) son
analiticamente irreducibles. En particular, las variedades lisas conexas son analiticamente irreducibles, aunque
esto es automdtico pues la complexién de un anillo local regular es regular (JAMG9] 11.24) y, en particular,
dominio (de hecho, dominio de factorizacién tinica [Ma86] 20.3).

Los grupos H;(P™,Y;Z) son los grupos de homologia relativos de Y C P", que encajan en la sucesién de
homologia exacta ([Ha02] 2.1):

. —— Hy(Y;Z) —— Hp(PZ) —— Hy(P", Y Z) —2 Hy (Y Z) —> ... (2.5)

Por tanto, el teorema anterior nos da que los morfismos naturales de grupos de homologia singular H;(Y;Z) —
H;(P™; Z) son isomorfismos para indices ¢ + 1 en el rango indicado, y son sobreyectivos para i el mayor indice
permitido en el teorema. Usando el teorema de coeficientes universales, esto nos da que las restricciones en
cohomologia H*(P";Z) — H*(Y;Z) son biyectivas o inyectivas para los {ndices correspondientes.

De manera anéloga, los grupos m; (P, Y") son los grupos de homotopia relativos de Y C P", que encajan en la
sucesién de homotopia exacta ([Ha02|] 4.1) de grupos:

s (V) —— me(P") —— mp(P"Y) —2 w1 (V) —— . (2.6)

y que, en vista del teorema anterior, dan lugar a los isomorfismos (y a la sobreyeccién) de grupos de homotopia
en los indices correspondientes.

En [Ly93], Lyubeznik también generaliza el apartado 3 del teorema 3.3 al caso de subvariedades normales.

Teorema 2.4. Sea Y C P™ una variedad normal de dimension > n/2+ 1. Entonces Pic(Y') = Z generado
por Oy (1).

2.2 Conjetura de Hartshorne para fibrados

En esta seccién demostramos la correspondencia de Hartshorne-Serre, que permite, en codimensién 2, refor-
mular la conjetura de Hartshorne como un problema de fibrados vectoriales.

2.2.1 Subesquema de ceros de una seccion global.

Sean X un esquema y F un fibrado vectorial sobre X de rango r. Una seccién global s € H(X, E) define
de manera natural un subesquema cerrado Y C X cuyos puntos son aquellos en los que s se anula (es decir,
aquellos z € X para los que s, € m;Ox ;). Por la correspondencia entre subesquemas cerrados de X y haces
de ideales, basta definir Zy. Si U es un abierto que trivializa a E, con un isomorfismo ¢y : Of — E|U,
entonces s|U = ¢(aq,...q,) para ay, . ..o, € H(U, Oy) tnicos. En tal caso, definimos Zy|U como el subhaz
de Oy generado por «ag,...a,. Para comprobar que esta definicién es consistente, sea V otro abierto que
trivializa a E, y ¢y : O}, — E|V un isomorfismo, con s|V = ¢y (f1,...06,). Entonces, en U NV, el cambio
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¢V|(;%1V opulunv 1 Ohay — Ofny estd dado por una matriz invertible de secciones en H°(Oynv) y, sobre
W c UnNYV, estd dado por la matriz de las restricciones de dichas secciones, que sigue siendo invertible (con
inversa la restriccién de la anterior matriz). Por ello, estd claro que a1 |ynv, ..., @ lvnv v Biluav, - - -, Brlunv
definen el mismo haz de ideales de Oyny, por lo que la definiciéon de Zy es consistente. Al subesquema Y
lo denominamos esquema de ceros de s y, también, lugar de ceros de s, y lo denotamos por Y = V (s) o por

Y ={s=0}.

Como ejemplo de esta construccién, vimos con anterioridad que, a cada subesquema X C P localmente
principal de P" le corresponde un (y sélo uno salvo unidad) polinomio homogéneo F € k[Xo,...X,] tal que
X =V(F). Como tenemos un isomorfismo de anillos graduados

k[Xo,... X, — @D H (P, O (k) (2.7)
keZ
observamos que las hipersuperficies de P™ se corresponden con las subesquemas de ceros de las secciones glob-
ales de los haces invertibles Opn (k), para k > 0 (recuérdese que HY(P", Opn (k)) = 0 para k < 0). Teniendo en
cuenta que Pic(P™) = Z con generador Op~ (1) ([HaZ7] 11 6.4 y 6.16), vemos que, de hecho, las hipersuperficies
de P™ se corresponden con los subesquemas de ceros de las secciones globales no nulas de los haces invertibles
de P". En codimensién 2 vamos a ver que, al menos para n > 7, hay una correspondencia similar.

Intuitivamente, seria de esperar que el lugar de ceros Y de seccion global s de un fibrado E de rango r tuviera
codimensién r (pues localmente Y estd definido por r ecuaciones). Es fécil ver que, en general, esto no tiene
por qué ser cierto (basta tomar F = Opn (1) ® Opn(1) v s = (X, Xo), que define el hiperplano de ecuacién
Xo = 0). Sin embargo, para un s genérico en H°(X, E) se demuestra en [Ot95], 2.8 (simplificado) el siguiente:

Teorema 2.5. Sean X una variedad proyectiva lisa y E un fibrado de rango v sobre X que estd generado por
secciones globales. Entonces, para la seccion global genérica s, o bien s define el subesquema vacio, o bien el
subesquema de ceros de s es liso de codimension r.

Como es natural, seria interesante poder asegurar en el teorema anterior que la seccién global s no define
el subesquema vacfo. En esta direccién, Fulton y Lazarsfeld demuestran en [FL81] el siguiente teorema
(simplificado aqui):

Teorema 2.6. Sea X una variedad proyectiva lisa de dimension n y E un fibrado amplio de rango r sobre
X. Entonces para una seccion global s cualquiera (no necesariamente genérica):

1. El subesquema de ceros de s es no vacio sin > r.
2. El subesquema de ceros de s es conexo simn > 1.

Juntando los dos resultados anteriores, obtenemos que para fibrados vectoriales de rango r sobre una var-
iedad proyectiva lisa de dimensién n > 7, la seccién global genérica define un subesquema liso conexo de
codimensién r. Nétese que las cotas en el teorema estdn ajustadas. En efecto, si 7 = n + 1 podemos tomar

X =P E = Op (1)) y 5 = (Xy,...,X,), y observamos que el subesquema de ceros de s es vacio.
Ademis, si 7 = n podemos tomar E = Opn(2) ® Op ()21 y 5 = (XX, Xs,...X,), y entonces el
subesquema de ceros de s consiste en dos puntos cerrados, [1:0:0:...:0] y[0:1:0:...:0], por lo que no
€S CONexo.

En lo que respecta a la conjetura de Hartshorne, nos interesa revertir este proceso. Es decir, a partir de una
subvariedad lisa Y C P" de codimensién r queremos producir un fibrado vectorial E tal que Y es el esquema
de ceros de cierta seccién s € HY(P", E). A continuacién damos una respuesta afirmativa en codimensién 2.

2.2.2 Correspondencia de Hartshorne-Serre.

Sea X una variedad lisa e Y un subesquema de codimensién 2 que es localmente intersecciéon completa. Si
T C Ox es el haz de ideales de Y, entonces N* = T ® i.(Oy) ~ Z/Z?, como haz sobre Y, es localmente libre
de rango 2 ([Ma86] 16.2), y podemos considerar su dual, que denotamos por N, el fibrado normal de Y en X
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(que coincide con la nocién geométrica usual cuando Y es lisa).

Suponemos que, para cierto fibrado E de rango 2, Y es el lugar de ceros de una seccién global s € H*(X, E),

y escribimos £ = /\2 E. En tal caso, tenemos una sucesién exacta (que es un caso particular del complejo de
Koszul):

0—— Oy —— g1

I®L 0 (2.8)

Para definir la aplicacién f trabajamos localmente. Sean U un abierto de X y ¢ : Oy & Oy — El|y una
trivializacién, con s = ¢(a1,a2). Tomando potencia exterior méxima, tenemos la aplicacién determinante
asociada det(y¢) : Oy — L|y. En tal caso definimos f en las coordenadas ¢ como (z1,22) — (a1 — a122) ®
det(y)(1). Supongamos que V es otro abierto de X y ¢ : Oy @ Oy — E|V otra trivializacién de E, con
s = ¥(B1, B2). El cambio de coordenadas 1~ o ¢ estd dado por una matriz A = (ﬁ;i ﬁ;i) de manera que

(z1,22)" — (27, 25)" = A(z1,22)". De aqui se sigue que:
(,82, —ﬁl)A = det(A)(OQ, —Oq) (29)

Ademés, tenemos que det A = det (1)) "1 (det(¢)(1)), de manera que det(A)(det(z)(1)) = det(p)(1). Juntando
lo anterior, calculamos la composicién de ¥~ o ¢ v de f en las coordenadas de 1. Tenemos

(i;) — (,82, _BI)A (z;) X det(w)(l) = det(A)(OéQ, —041) <i;> ® det(¢)(l) = (O(Ql‘l — 041.%2) ® det(<p)(1)
(2.10)

Por tanto, hemos comprobado que la aplicacién f estd bien definida. A continuacién restrigimos la sucesién

exacta ai:Y < X (es decir, aplicamos i*). Calculamos i*(Z ® £) = i*(Z) ® i*(£) = N* ® L]y, asi que

obtenemos:

fly

oy = By N*®Lly — 0 (2.11)

Pero E|y y N* ® L|y son fibrados vectoriales de mismo rango sobre Y. En general tenemos:

Proposiciéon 2.7. Sea ¢ : E — F un morfismo entre fibrados de rango r sobre un esquema X. Si ¢ es
epimorfismo, entonces es isomorfismo.

Demostracion. Supongamos que ¢ es epimorfismo. Tenemos una sucesion exacta:

0 K E—“*5F 0 (2.12)

Localizando en z € X, si ponemos A = Ox , tenemos E, ~ F; ~ A", y la sucesién localizada toma la forma:

0 K, AT Ly 47 0 (2.13)

Pero A" es libre, asi que la sucesion escinde y tenemos A” ~ A"@ K,. Como A es local, los médulos proyectivos
son libres, asi que K, ~ A® y por invariancia de rango deducimos K, = 0. Como esto es cierto para x € X
arbitrario, tenemos K = 0, por lo que ¢ es isomorfismo.

O

Volviendo a deducimos que f|y es isomorfismo, y por tanto:

2
Ely ~N"&Lly =N"& (\E)ly (2.14)

Por otra parte, tenemos la siguiente proposiciénﬂ

Proposicién 2.8. Sea X una variedad lisa, E un fibrado de rango r sobre X e Y C X una subvariedad lisa
de codimension r que es el lugar de ceros de una seccion s € H°(X, E). Entonces:

2Nétese que el caso de intersecciones completas lo vimos en la seccién 1.6
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Ny.x ~ Ely (2.15)

Demostracion. Dualizando el morfismo Ox — E asociado a s, tenemos:

Er — Ox (2.16)
Sea U un abierto tal que hay un isomorfismo ¢y : O, — El|y, y sea sly = ¢(a1,...,a,). Con esta iden-

tificacién tenemos E*|y ~ Of, y, en estas coordenadas (en un abierto V' C U), la aplicacién s* viene dada
por:

(tl,...,tr)0—>a1|vt1+...+ar|vtr (217)

Por tanto, vemos que la imagen de s* es justo Z, es decir, tenemos un epimorfismo s* : E* — Z. Tensorizando
por Oy llegamos a:

By e o (2.18)

Pero un epimorfismo entre fibrados del mismo rango es isomorfismo, asi que deducimos E*|y ~ I/Z% y
tomando duales tenemos Fly ~ Ny x O

Teniendo en cuenta deducimos que Ny, x ~ Ny y® /\2 Ny, x. Ademds, vemos que una condicién necesaria
para que un subesquema liso Y C X de codimension 2 sea el lugar de ceros de una seccién de un esquema
de rango 2 es que /\2 Ny, x se extienda a un haz invertible £ = /\2 E. Cuando X = P", n > 3 el reciproco
también es cierto, y es lo que se conoce como correspondencia de Hartshorne—SerreH

Teorema 2.9. Sea Y C X una subvariedad lisa de codimension 2 de una variedad lisa X. Supongamos que
det./\/.y7X se extiende a un haz invertible L sobre X. Entonces:

1. Si H*(X,L£*) = 0, entonces Ny x se extiende a un fibrado E de rango 2 sobre X, de manera que Y es
el lugar de ceros de una seccion global de E.

2. Si HY(X,L*) =0, entonces el fibrado E del apartado anterior es tinico.

Noétese que para X = P™ los haces invertibles sobre X son de la forma Ox (k) (PicX = Z con Ox (1) como
generador). En tal caso, si n > 3, de la proposicién las condiciones H(X,L£*) = H?(X, L*) = 0 siempre
se satisfacen. Por tanto, trabajando en P™ tenemos:

Teorema 2.10. Sean > 3, e Y C P” una subvariedad lisa de codimension 2. Entonces Y es el lugar de ceros
de una seccion de un fibrado E de rango 2 si y sélo si det Ny, p extiende a un haz invertible en P". Ademds,
en caso de existir, & es unico.

Ademsds, si n > 6 y trabajamos sobre C sabemos que PicY = Z, con Oy (1) como generador (2.2 apartado 3).
Por tanto, todo haz invertible de Y es extendible a X, y deducimos entonces:

Teorema 2.11. Sean > 6, e Y C P" una subvariedad lisa de codimension 2 sobre C. Entonces Y es el lugar
de ceros de una seccion de un unico fibrado E de rango 2.

A continuacién damos la prueba tradicional del teorema 2.9 Para una demostraciéon muy elemental de la corre-
spondencia véase [Ar04], y para una demostracién elemental de un resultado un poco més general véase [ArQ7].

En la demostracién de se hace uso de la sucesién espectral de Grothendieck, que relaciona los funtores
derivados de una composicién de dos funtores con los funtores derivados de cada funtor. La demostracion se
puede ver en ([We94] 5.8.3).

3 Aunque no lo vamos a necesitar, no es necesario exigir que Y sea lisa, basta con que sea interseccién completa localmente.
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Teorema 2.12. Sean A, B,C categorias abelianas y G : A — B, F : B — C funtores aditivos (covariantes)
exactos por la izquierda. Supongamos que A, B tienen suficientes inyectivos y que G manda objetos inyectivos
de A a objetos F-aciclicos en B (es decir, para A € A inyectivo se tiene (R'F)(GA) = 0 parai > 0). Entonces,
para todo A € A, hay una sucesion espectral de primer cuadrante convergente:

TED = (RPF)(RIG)(A) = RFTU(FG)(A) (2.19)

En los términos de grado pequeno, tenemos una sucesion exacta:

0 —— (R'F)(GA) —— RYFG)(A) —— F(R'G(A)) —— (R?F)(GA) —— R2(FG)(A) (2.20)

donde las aplicaciones (R'F)(GA) — RY(FG)(A) y (R*F)(GA) — R?>(FG)(A) son las naturales.

La informacién que nos interesa es la sucesion exacta Denotamos por Mod(X) a la categoria de Ox-
mddulos, y por Ab a la de grupos abelianos. Los funtores a los que aplicamos el teorema son, G : Mod(X) —
Mod(X), dado por G(A) = Hom(F, A), donde F es fijo, y F' : Mod(X) — Ab dado por F(A) = T'(X, A), el
funtor de secciones globales. La composicién es (FG)(A) = Hom(F, A), los morfismos globales entre F y A.
Los funtores derivados de F son Ext'(F,—), los de G son H' (X, —), y los de FG son Ext"(F, —)

Necesitamos ver que G(Z) es F-aciclico para un inyectivo Z. Para ello basta comprobar que es flasque/flabby,
es decir, que para cada inclusién U C X la restricciéon T'(X,G(Z)) — T'(U,G(Z)) es sobreyectiva ([Ha77]
IIT 2.5). Veamos que Hom(F,Z) es flasque para Z inyectivo. Dado ¢ : Hom(Fy,Zy) tenemos el siguiente
diagrama:

j(Fu) —— F
ij (2.21)

~

JZv) — I

donde j. es la extensién por cero de U C X (ver [Ha77] II, ejercicio 1.19). Como Z es inyectivo, existe
1 € Hom(F,Z) que hace que el diagrama conmute. Entonces la restriccién de ¢ a U es ¢, como queriamos.

Por tanto, con los funtores que tenemos en mente, obtenemos la sucesion exacta [2.20, que para Ox-mdédulos
F v G se escribe como:
0 —— HY(X,Hom(F,G)) — Ext'(F,G) —— H(X,Ext'(F,G)) —— H?(X,Hom(F,G)) (2.22)

donde hemos ignorado el ultimo término de porque no lo necesitamos. Pasamos ya a la demostracion de

23

Demostracion de[2.d. Vamos a intentar encontrar E para que complete es decir, buscamos una extensién
de Z ® L por Ox que sea un fibrado vectorial. Para ello, usamos que las extensiones estan clasificadas por el
funtor Ext'(Z ® £,0x) ([We94] 3.4.5).

Sustituimos F =Z® Ly § = Ox en para obtener:

0 —— HY(X,Hom(I® L,0x)) — Ext'(IT®L,0x) —— H(X,Ext' (I ® L,0x)) —
(2.23)

L HXX,Hom(I ® L,0x))

Ahora reescribimos estos términos. En general, tenemos las siguientes igualdades ([Ha77] III 6.7):
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Ext (T ® L,0x) ~ Ext' (T, L*) ~ Ext'(Z,0x) @ L* (2.24)

Ext'(Z® L,0x) ~ Ext'(Z, L*) (2.25)

Veamos que Hom(Z,Ox) = Ox. Por una parte tenemos un homomorfismo canénico Ox — Hom(Z,Ox)
inducido por la inclusiéon Z C Ox y por la estructura de Z como Ox-médulo. Para comprobar que es un
isomorfismo basta trabajar a nivel local. Recordemos que, como tratamos con haces coherentes, tenemos
([HaT7] IIT 6.8):

Hom(Z,Ox), ~ Homoy , (Zs, Ox,2) (2.26)

En tal caso, como X es lisa, el anillo Ox ;, es local regular (en particular, dominio de factorizacién tdnica).
Siz €Y, I, = Ox, y es evidente que el homomorfismo canénico Ox,, — Hom(Z,Ox) es isomorfismo.
Siz €Y, Z, es un ideal de altura 2 generado por dos elementos (porque Oy, = Ox . /I, es regular y, en
particular, interseccién completa). Por tanto, basta demostrar:

Proposicién 2.13. Sea A un dominio de factorizacion dnica e I = (f, g) un ideal de altura 2. Entonces dado
¢ € Homa (I, A) existe un unico a € A tal que p(h) = ah para todo h € I.

Demostracion. Por ser I = (f, g) de altura 2, los elementos f y g no pueden tener un factor comin. Tenemos

folg) =o(fg) = w(gf) = ge(f) y, como f y g son coprimos, deducimos que hay un a € A tal que p(f) = af
y ©(g9) = ag. Entonces, para h € I, tenemos h = xf + yg, asi que p(h) = zo(f) + yo(g) = a(zf + yg) = ah.
La unicidad de a es evidente porque A un dominio. O

Por tanto, hemos demostrado que Hom(Z,Ox) ~ Ox. Por otra parte, tensorizando la sucesién exacta que
define Y como subesquema i : Y < X, obtenemos:

0 —IQL— L — ,(0Oy)®L —— 0 (2.27)

Aplicamos Hom(—,Ox) y consideramos el siguiente segmento de la sucesién exacta larga:
5.’1;751([:7 Ox) —_— gl‘tl(zx L, Ox) —_— gl‘tQ(i*(Oy) ® L, Ox) E— 5.%‘752([:, Ox) (2.28)

Tenemos Ext(L,Ox) = Ext!(Ox,0x) @ L* = 0 ([HaT7] I 6.3), y de la misma manera Ext?(L,Ox) = 0.
Ademéds, se tiene que (basta leer [Ha77] 11T 7.11 y tener en cuenta que no se usa ninguna propiedad de wp):

2

Ext?(i.(Oy), Ox) ~ i (Oy) @ in([\(Ny,x)) (2.29)

Como L extiende a det Ny x deducimos que Ext'(Z ® £,0x) ~ Ext?(i.(Oy) @ L,0x) = i,(Oy). Como
tenemos H'(X,i,(Oy)) = H(Y,Oy), juntando lo anterior podemos reescribir como:

0 — HYX,L*) — Ext'(Z® L,0x) —— H(Y,0y) —— H?*(X, L*) (2.30)

Por hipétesis, H2(X, L*) = 0, por lo que ¢ es sobreyectivo y, en particular, podemos tomar un O x-médulo E
con una sucesién exacta como asociado a un elemento 17 € Ext'(Z® £, Ox) tal que p(n) = 1 € H(Y, Oy).
Ademas, si H'(X,L£*) = 0, entonces ¢ es un isomorfismo entre Ext'(Z ® £,0x) y H(Y,Oy) asf que 7 es
tnico y la extension E con estas condiciones también.

Falta ver que E es un fibrado vectorial de rango 2. En primer lugar, de la sucesién exacta vemos que F es
coherente ([Ha77] ITI 5.7). Sabiendo esto, para ver que F es localmente libre, basta comprobar que E, es libre
para todo x € X. Teniendo en cuenta que, por ser X liso, los anillos Ox , son regulares, podemos aplicar la
siguiente proposicién.

Proposicién 2.14. Sea A un anillo regular local y M un A-mddulo finito. Entonces M es libre si y sélo si
Ext'y (M, A) =0 para i > 0.
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Demostracion. Una direccion es evidente porque Ext se puede calcular tomando una resolucién proyectiva de
M. Para la otra, supongamos que M no es libre. Consideramos su resolucién libre minimal (que tiene finitos
términos no nulos porque A tiene dimensién global finita [Ma86] 19.2):

0 F, . F M 0 (2.31)

donde 7 > 0 por hipétesis. Pero Ext’ (M, A) se puede calcular aplicando Hom4(—, A) a esta resolucién y
tomando el i-ésimo médulo de cohomologia. En particular, llegamos a 0 = Ext’y (M, A) = Hom 4 (F;, A) ~ F,,
que es una contradicciéon. Por tanto, M es libre. O

Ademés, como E es coherente tenemos ([Ha77] I11 6.8) Ext'(E, Ox), =~ Extéx’w(Ew, Ox ). Si consideramos
la sucesién exacta larga de Hom(—, Ox) asociada a obtenemos:

Ox —— Ext (T ® L,0x) — Ext(E,0x) —— 0 (2.32)

Ext'(B,0x) ~ Ext' (I ® L,0x) ~ Ext'(Z,0x) @ L* (2.33)

para i > 2. Como hemos calculado antes, Ext'(Z ® L,O0x) = i*(Oy), y se puede comprobar que, gracias a la
eleccién de n € Extl(I ® L,0x), y con las identificaciones que hemos realizado, la aplicacién correspondiente
Ox — i*(Oy) es la usual, que en particular es un epimorfismo. Se deduce entonces que Ext'(E,Ox) =0y,
localizando, EXt}Dx.x (Ez,Ox ) = 0 para todo z € X. Por otra parte, dado un punto € X, o bien Z, = Ox
o bien Z, es de altura 2 generado por una sucesion regular de dos elementos. En cualquiera de los casos, la
longitud de la resolucién libre minimal es menor o igual que 1, asi que Ext*(Z,, O x,z) = 0 para i > 2. Por
tanto, aplicando [2:14] hemos demostrado que E es un fibrado vectorial.

Para comprobar que el rango es 2 basta localizar en un punto z € X — Y de cada componente conexa
de X, de manera que (Z® L), ~ Ox ,, ¥ la sucesién escinde, por lo que el rango es 2 en cada componente.
Por ultimo, que Y es el lugar de ceros de la seccién s en la extension [2.8] se puede comprobar localizando y
recordando la construccién del lugar de ceros. O

En general, los fibrados no necesariamente poseen secciones globales no nulas. Sin embargo, si E es un fibrado
podemos tensorizar por un haz invertible amplio £ y, para N suficientemente grande, tenemos que E ® LV es
amplio. En efecto, por ser £ amplio existe Ny tal que E® L0 esté generado por secciones globales. Entonces,
para N > Ny se tiene que £ ® LY = (E ® £LN0) ® LN ~No es amplio porque es producto tensorial de un haz
generado por secciones globales y un haz amplio ([Ha66] 2.3). Ademds, F escinde en fibrados lineales si y sélo
si E® LY escinde en fibrados lineales, pues podemos volver a E tensorizando por (£*)Y. En particular, si
para cierto rango existe un haz que no escinde en fibrados lineales, siempre podemos suponer que es amplio.

Ahora bien, si E es un fibrado amplio de rango 2 en P™ con n > 3 podemos aplicar junto a para
deducir que el lugar de ceros Y de una seccién general s de F es una variedad lisa de codimension 2. Ademas,
Y es interseccién completa si y sélo si F escinde en fibrados lineales, porque, por la correspondencia de
Hartshorne-Serre, el fibrado E estd determinado por Y, y cuando Y es interseccién completa, por definicion
siempre hay un fibrado E que escinde en fibrados lineales y tal que Y es el lugar de ceros de una seccién global.

Con todo el trabajo anterior, hemos llegado a que, sobre C, la conjetura de Hartshorne se puede reformular
como:

Conjetura 2.15. Todo fibrado de rango 2 sobre P" escinde paran > 7.
Por la ausencia de contraejemplos, la conjetura suele extenderse a n > 5 en caracteristica 0 y a n > 6 en

general.

2.2.3 Criterios de descomposicién

Para abreviar, diremos que un fibrado F escinde si es suma directa de fibrados lineales. Después de reformular
la conjetura de Hartshorne en codimensién 2, es evidente que tener criterios para decidir cudando un fibrado
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escinde puede ser de mucha utilidad. En esta seccién recogemos algunos resultados en esta direccion.
Seguramente, el resultado mas conocido de este tipo es el criterio de Horrocks:

Teorema 2.16 (Criterio de Horrocks). Un fibrado E sobre P" escinde si y sélo si H'(P™, E(k)) = 0 para todo
1<i<n-—1ypara todo k € Z.

Como mencionamos en el capitulo anterior, se tiene H*(P", Opn(k)) = 0si 1 <i <n—1y k € Z arbitrario.
De aqui vemos que, si E escinde, entonces se satisface el criterio. En el otro sentido, el caso base n =1 es el
teorema de Grothendieck segtin el cual todo fibrado sobre P! escinde. Partiendo de él, se demuestra el criterio
por induccién. Para una prueba puede verse [OSS88] (teoremas 2.1.1 y 2.3.1).

Un criterio més fino cuando el fibrado es de rango pequenio es el de Evans (JEG8I] teorema 2.4):

Teorema 2.17 (Criterio de Evans). Sea E un fibrado de rango k < n sobre P". Entonces E escinde si y sélo
st H'(P", E(k)) =0 para 1 <i<k—1 y para todo k € Z

Otro criterio cohomoldgico en linea con los dos anteriores es el siguiente ([KPRO3], teorema 1):

Teorema 2.18. Sea E un fibrado sobre P™. Si, o bien n es par y rank(E) < n, o bien n es impar y
rank(E) < n — 1, entonces E escinde si y sélo si H(P", E(k)) =0 para 2 <i <n—2 y k € Z arbitrario.

2.3 Conjetura de Hartshorne para anillos locales

En general, recordemos que se tienen las siguientes relaciones de inclusién entre las familias mas importantes
de anillos locales noetherianos:

Regular C interseccion completa C Gorenstein C Cohen-Macaulay

En la definicién més general de anillo local A de interseccién completa, exigimos que se cumpla dimy Hq(E)) =
emb. dim A—dim A, de E es el complejo de Koszul asociado a una base minimal del ideal maximal de A (véase
[Ma86] seccién 21). Esto es necesario porque, en general, los anillos locales no tienen por qué ser cociente de
un anillo local regulalﬂ Sin embargo, los anillos locales con los que vamos a tratar son todos cocientes de un
anillo local regular, asi que podemos considerar la siguiente:

Definicién 2.19. Sea B = A/a, donde (A, m, k) es un anillo local regular y @ C m es un ideal de altura s.
Decimos que B es un anillo local de interseccion completa, o también, que B es una interseccion completa, si
el ideal a se puede generar por s elementos

Un hecho importante es que la definicién es independiente de la presentaciéon de B = A/a. Es decir, si B es
un anillo local de interseccién completa, y A’ es un anillo local regular tal que B ~ A’/a’ para cierto ideal a’
de altura s’, entonces a’ estd generado por s’ elementos. Nétese que, en general, por el teorema de altura de
Krull se necesitan al menos s elementos para generar a. Cuando el ideal esta generado justo por s elementos,
digamos a = (z1,...,2s), entonces la sucesién z1, ...,z tiene que ser regular.

Si (A, m, k) es un anillo local noetheriano y M es un mdédulo finito, todos los conjuntos minimales de gener-
adores tienen el mismo nimero de elementos, y este nimero es pa(M) = dimy M/mM. Esto es consecuencia
directa del lema de Nakayama ([Ma86] 2.3). En particular, para un ideal a C A, el ntimero minimo de gener-
adores es p4(a) = dimg a/ma.

Si consideramos la localizaciéon de S = k[X,...,X,] en el ideal irrelevante m = (Xj,..., X,,), obtenemos
el anillo local regular Sy, (que es el anillo local del origen en A"*1), y sus primos estédn en correspondencia
con los primos de S (no necesariamente homogéneos) contenidos en m. Pongamos n = mS,,. En la seccién
1.2, vimos que si I C S es homogéneo, todos los conjuntos minimales de generadores de I tienen el mismo
nimero de elementos, y que este nimero es dimg I/mI. Ademds, vimos que no importaba si se exigia que los
generadores fueran homogéneos o no, el niimero de elementos en un sistema generador minimal era el mismo.

4Sin embargo, sus complexiones sf, gracias al teorema de estructura de Cohen ([Ma86] 29.4)
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Como la localizacién y los cocientes conmutan, denotando por I¢ a la extensién de I en Sy, tenemos que
I/mI ~ I¢/nl¢. Por tanto, el nimero minimal de generadores de I C S es el mismo que el de I¢ C Sy,.

En particular, sea Y C P" una variedad proyectiva lisa, irreducible, de codimension r. Tenemos que su ideal
saturado Iy C S es un ideal primo homogéneo de altura s. Su extensién a S, también es primo de altura s y
acabamos de ver que se puede genera por s elementos en Sy, si y sélo si Iy se puede generar por s polinomios
homogéneos. Deducimos que Y es una interseccién completa si y sélo si Sy /I§- es una interseccién completa.

Para un anillo local (4,n, k), decimos que A tiene una singularidad aislada (en n), si A no es regular pero A4,
es un anillo local regular para todo primo p # n. Si Y C P” es lisa irreducible e Iy € m C S es su ideal,
es razonable pensar que Sy /I§ tiene una singularidad aislada. Esto es cierto. Como localizar conmuta con
cociente, lo que tenemos que comprobar es que, para todo ideal primo ¢ # m (no necesariamente homogéneo)
con Iy C g Cm, el anillo local S,/Iy S, es regular.

Como ¢ estd contenido propiamente en m, no es un primo maximal, asi que para algin punto 0 # a =

(ag,...,a,) € k"1 tenemos ¢ C r = (Xg —ao, ..., X, —a,) (aqui usamos que k es algebraicamente cerrado).
Como la localizacién de un anillo regular es regular ([Ma86] 19.3), es suficiente ver que S,./Iy S,. Pero esto se
sigue de que Y es lisa en [ag : ... : a,], pues tanto en P como en A"*! el criterio para la lisitud (asumiendo
irreducibilidad) es que si Iy = (FY,..., F}), entonces la matriz:
80F1 ‘e 8nF1
: : : (2.34)
O0Fy ... OnFy
evaluada en (ao, .. .,a,) tenga rango ht(Iy ). Reciprocamente, si Sy /I§ tiene una singularidad aislada, Y es

lisa. En efecto, trabajando en S/Iy nos basta demostrar el siguiente resultado ([Ku76], teorema 2):

Proposicién 2.20. Sea R = ®,>0R, un anillo graduado con Ry # 0. Sea P un ideal primo homogéneo tal
que ewiste 11 € Ry — P. Entonces la localizacion homogénea R py es regqular si y sélo si la localizacion usual
Rp es regular.

Noétese que no exigimos que R sea noetheriano.

Demostracion. Tomando un elemento r1 € Ry — P es inmediato (mirando grados) que r € Rp es algebraica-
mente independiente sobre R(p). Se comprueba fécilmente que Rp = R(p)[ri]m, donde m es la extensién del
ideal maximal de R(py a Rpy[r1].

Por tanto, partiendo de un anillo local (A4, m, k), construimos (B, n, k') donde B = A[X]ye y queremos ver que
A es regular siy sélo el anillo local B es regular. Si A es regular, en particular es noetheriano, asi que, por el teo-
rema de la base de Hilbert, A[X] es noetheriano, y A[X|me también. Es inmediato que al extender una cadena
p1 C ... C p, de primos en A con inclusiones estrictas, obtenemos una cadena p1[X] = p§ C ... C pS = pp[X]
de primos en A[X] con inclusiones estrictas. De aqui, deducimos que dim B > dim A. Como A es regular, m
se puede generar por dim A elementos, y como B consiste en localizar en una extensién del ideal m, el ideal
maximal n de B se puede generar con dim A < dim B elementos. Por tanto, emb. dim B < dim B, y como la
otra desigualdad siempre se satisface, B es regular.

Para la otra direccién, supongamos que B es regular. Tenemos que A[X] es plano sobre A (porque es libre) y
que B es plano sobre A[X] (por ser una localizacién), asi que B es plano sobre A. Ademds, es evidente que
para la inclusién i : A — B obtenemos m¢ = n, asi que i es un homomorfismo de anillos locales. Por tanto,
deducimos que B es fielmente plano sobre A ([Ma86] 7.2). Para acabar la demostracién, necesitamos algunas
observaciones sobre descenso.

Sil, CI,4+1 C...esuna cadena ascendente de ideales de A, entonces la cadena ascendente IS C I7 i en Bes

estacionaria (pues B, al ser regular, es también noetheriano), por lo que I = I | para n > ng. Pero por ser
fielmente plano, I°¢ = I para todo ideal, asi que I,, = I,,+1 para n > ng. Deducimos asi que A es noetheriano.
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Si M es un A médulo finito y M ® 4 B es un B-médulo libre, veamos que M es un A-mdédulo libre. Sea r el
minimo ndmero de generadores de M. Como sabemos, r viene dado por r = dimg(M/mM) = dimg (M ®4 k).
El homomorfismo local induce una extensién de cuerpos k — k’. Se cumple M @4 B k' = M @, k' =
M ®4 k ® k. El tltimo espacio vectorial tiene la misma dimensién sobre k' que M ® 4 k tiene sobre k, y
como el primer espacio vectorial es (M ® 4 B)/n(M ® 4 B), deducimos que r también es el minimo niimero de
generadores de M ® 4 B como B médulo. Consideremos ahora una sucesién exacta:

0 K AT M 0 (2.35)

donde K es un A-médulo finito. Tras tensorizar por B obtenemos:

0 —— K@ysB —— B" —— M®4 B —— 0 (2.36)

que es exacta porque B plano sobre A. Como M ®4 B es libre, esta sucesion escinde, asi que tras tensorizar
por k' sigue siendo exacta:

0—— K@k (k)" M@ak — 0 (2.37)

Pero (k')" y M ®4 k' son espacios vectoriales sobre k' de rango r, por lo que K ®4 k' = K ®4 B®p k' = 0.
Por el lema de Nakayama deducimos que K ® 4 B = 0, y, por ser B fielmente plano sobre A, necesariamente
se tiene K = 0. Por tanto, M es libre de rango r.

Volviendo a la demostracién, para ver que A es regular usamos que un anillo noetheriano local es regular
si y sélo si tiene dimensién global finita ([Ma86] 19.2). Seguimos a [SP| (etiqueta [00OF]). Sea k = A/m y
consideremos una resolucién por médulos libres de rango finito (por ejemplo la resolucién minimal):

P Fy k 0 (2.38)

donde los F; son A-mddulos libres de rango finito. Sea d = dim B, y consideremos Ky = ker(Fy_1 — Fy_2).
Fijémonos en la sucesién exacta:

0 —— Kqg —— Fy_4 Fy k 0 (2.39)

Tras tensorizar por B, obtenemos la sucesién:

0 — Kqg®aB — Fj_1®4B —— -+ —= Fy@4B — k®34 B —— 0 (2.40)

que es exacta porque B plano sobre A. En general, la dimensién proyectiva de cualquier B médulo finito es
menor o igual que la de B/n. Ademds, la dimensién proyectiva de B/n es finita si y sélo si B es regular vy,
en tal caso, coincide con la dimensién de Krull de B ([Ma86] 19.2). Como la sucesién exacta anterior es una
resolucién de k ® B por médulos libres finitos hasta el miembro d — 1, deducimos que K4 ® 4 B es libre. Como
hemos visto antes, esto implica que Ky es libre. Por tanto, k tiene dimensién proyectiva finita, asi que el anillo
local A es regular.

O

Con el trabajo anterior, una versién de la conjetura de Hartshorne (algo més fuerte) seriaﬂ

Conjetura 2.21. Sea A un anillo local regular de dimensién n y p C A un ideal primo tal que A/p tiene una
singularidad aislada. Sea r = dim A/p. Si r > 2”3—“ entonces A/p es una interseccién completa.

Hartshorne plantea esta conjetura en [Ha74], pero con la cota r > % Como menciona el profesor A.J. de

Jong en el blog del Stacks Project], con esa desigualdad la conjetura es falsa, al menos para anillos locales que
contienen al cuerpo de 2 elementos. La razon es que, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
2, existe un fibrado de rango 2 en P® que no escinde. En este caso, trabajando en Sy, tendriamos r = 4, n = 6
y, aunque r =4 > 11/3 = (2n — 1)/3, A/p no es interseccién completa.

5Hay que hacer una pequefia cuenta porque dim(Sy/I¢) = dimY + 1
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También en [HaT74], Hartshorne menciona algunos resultados positivos en esta direccién, asumiendo ciertas
hipétesis en el anillo local A/p. A continuacién damos la demostracién del resultado mds accesible, y del resto
de resultados damos una idea general.

El caso no trivial mas sencillo es s = 2, en el cual basta imponer que A/p sea Cohen-Macaulay para deducir
que es una interseccién completa. De hecho, se puede relajar la hipétesis de regularidad por la de interseccion
completa local:

Teorema 2.22. Sea A un anillo local regular de dimension n > 7 yp C A un ideal primo de altura 2 tal que
A/p es localmente interseccidn completa salvo en el punto cerrado. Si A/p es Cohen-Macaulay, entonces es
interseccion completa.

Aqui, decimos que A/p es localmente interseccién completa salvo en el ideal maximal m si la localizacién en
cada primo ¢ # m es una interseccién completa. El resultado es debido a Szpiro en [Sz72].

Demostracion. Denotamos por pd, M a la dimensién proyectiva de un A-médulo M. Como A es regular,
todo A-médulo finitamente generado tiene dimensién proyectiva finita. En particular, este es el caso para A/p
visto como A-mdédulo, y aplicando la férmula de Auslander-Buchsbaum ([Ei95] teorema 19.9) tenemos:

pdy A/p = depthy A — depthy A/p (2.41)

Por ser A regular, en particular es Cohen-Macaulay, asi que depthy A = dim A. Ademads, es inmediato
comprobar que depth 4 A/p = depth 4 /p A/p. Como estamos asumiendo que A/p es Cohen-Macaulay, tenemos
depth A/p =dim A/p = dim A — htp. Por tanto, con las hipétesis del enunciado, deducimos:

pdyA/p=htp =2 (2.42)
Tomando un sistema minimal de generadores (x1,...,Z,,) del ideal p obtenemos la sucesién exacta:
0 K A™ A Alp (2.43)

Como pd, A/p = 2, deducimos que K es libre. Entonces, aplicando el teorema de Hilbert-Burch ([Ei95]
20.15), se tiene que I =m — 1, y que si:

0 —— A1 £, g4m A A/p (2.44)

entonces p = al,—1(p), donde a es un elemento regular (un no divisor del cero) de A e Ix(p) es el ideal
generado por los menores de tamano k de la matriz asociada a ¢. Como htp = 2, el elemento a tiene que ser
invertible (por el Hauptidealsatz), asi que p = I,,_1(p).

Supongamos ahora que m > 2 (es decir, supongamos que A/p no es una interseccién completa). Como m
es una resolucién minimal en un anillo local, las entradas de la matriz de ¢ estdn en m. En particular,
I,—2(v) C m. Veamos que por ser A/p localmente interseccién completa (salvo en m) entonces I, _o(p) es
un ideal m-primario. En efecto, si localizamos la resolucién de p en en un primo ¢ tal que p C q C m
obtenemos:

0 — APl 1y Am Pq 0 (2.45)

Como la localizacién de A/p en q/p es una interseccién completa, la extensién de p a A, es un ideal primo
generado por dos elementos. Por tanto, usando de nuevo Hilbert-Burch (aunque este caso se hace a mano sin
ninguna dificultad), la resolucién minimal es de la forma:

0 Ay —2 A2 Py 0 (2.46)

Por las propiedades de las resoluciones libres, deducimos que es suma directa de la resoluciéon minimal y
de sucesiones exactas triviales (JEi95] teorema 20.2). Por tanto, es isomorfa como sucesién exacta a:
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00— Ag@AP2 220 2@ A2 — o p —— 0 (2.47)
De esta expresién deducimos que el ideal I,,_2(¢q) es Aq. Por otra parte, si localizamos en un primo q que no
contiene a p se tiene p; = Aq, la sucesién escinde y llegamos a la misma conclusién. Por tanto, ningtin
primo no cerrado contiene a I,, _5(¢), y la tinica opcién es que I,,_2(p) sea m-primario.

Para acabar basta aplicar la siguiente proposicién, cuya demostracién se puede ver, por ejemplo, en [Ma86]
(13.10):

Proposiciéon 2.23. Sea A un anillo noetheriano y M una matriz de tamano r X s con entradas en A. Sea Iy
el ideal generado por los menores de tamano t X t. Entonces, para todo primo minimal P sobre I; se cumple:

ht P < (r—t+1)(s—t+1) (2.48)

En nuestro caso, la matriz de ¢ es de tamano n x (n — 1) y estamos interesados en I,,_5. Como m es primo
minimal de I,,_o, deducimos que dim A = htm < 6, como queriamos.
O

Para un anillo noetheriano A no necesariamente local, A es Cohen-Macaulay si cada localizaciéon en un primo
es Cohen-Macaulaylf| Decimos que una variedad X C P" es aritméticamente Cohen-Macaulay si su anillo
coordenado S(X) es Cohen-Macaulay. No es complicado probar que S(X) es Cohen-Macaulay si y sélo
si S(X)m es Cohen-Macaulay (por ejemplo, es el ejercicio 19.10 de [Ei95]). Por tanto, podemos aplicar el
teorema anterior para obtener el siguiente:

Teorema 2.24. Sea X C P" una variedad lisa (conezxa) y aritméticamente Cohen-Macaulay de codimensidn
2. Sin > 6, entonces X es una interseccion completa.

Una condicién cohomoldgica equivalente para que S(X) sea aritméticamente Cohen-Macaulay es que, para todo
k € Z,setenga H'(X,Ox(k)) = 0 para 1l < i < dim X —1y que la aplicacién H°(P", Opn (k) — H(X, Ox (k))
sea sobreyectiva. Con esta terminologia, en la seccién 1.3.3 demostramos que una interseccién completa es
aritméticamente Cohen-Macaulay.

En general, la construccién de se puede revertir. Partiendo de una matriz M de tamanio m x (m — 1)
tal que depth I,, 1 (M) > 2, se considera la aplicacién 1 cuya matriz es el vector fila cuya i-ésima entrada es
(—1)" veces el menor que resulta tras suprimir la i-ésima fila de M. Entonces se obtiene:

00— AM—L 2y gm Yy 0 (2.49)

donde p = I,,,_1(M). Por ejemplo, siguiendo a [Sz72], si en el anillo k[Xo 0, Xo0,1, X1,0, X1,1, X2,0, X2,1] parti-
mos de la matriz:

Xoo Xoa
Xl,O X171 (250)
Xoo Xoi

obtenemos el ideal p = (X070X1,1 — X011X1707X071X2’0 — X070X271,X170X271 — X210X171). Se puede com-
probar que este ideal es el kernel del homomorfismo de anillos ¢ : k[Xo,0, Xo0,1, X1,0, X1,1, X2,0, X2,1] —
k[So, S1,82, Ty, T1] que lleva X, ; a S;T;. En otras palabras, p es el ideal asociado a la inmersién de segre
Y = P2 x P! < PP, Se ve facilmente que (Xo,0, X1,1, X01 — X2,0,X1,0 — X2,1) es una sucesién regular de lon-
gitud 4 en S(Y), y como dim S(Y) = dimY + 1 = 4, deducimos que Y es aritméticamente Cohen-Macaulay.
Esta variedad no es una interseccién completa, ya que dimgp/mp = 3 > 2 = htp (mds en general, vimos
que las variedades de Segre nunca son interseccién completa, salvo la cuddrica lisa en P?). Como Y es lisa
concluimos que la cota del teorema estd ajustada.

6Esta definicién es consistente porque la localizacién de un Cohen-Macaulay local es Cohen-Macaulay local ([Mag86] 17.3)
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Se puede relajar la hipétesis de profundidad en a cambio de trabajar en caracteristica 0. En [HOT4],
Hartshorne y Ogus demuestran el siguiente resultado:

Teorema 2.25. Sea A un anillo regular local de dimension n que contiene a su cuerpo residual k de carac-
teristica 0, y sea p un ideal primo tal que A/p es localmente interseccion completa salvo en el punto cerrado
m. Sear =dimA/p y s =htp =n —r. Se tiene:

1. Sidepth A/p > "L 4y r > s+ 3, entonces A/p es Gorenstein.

+
=

2. SidepthA/p > ™2 s =2 yr >5, entonces A/p es interseccion completa.

+

3. Sidepth A/p > T21, s =3 yr>8, entonces A/p es interseccion completa.

La demostracién usa teoria de cohomologia local para demostrar el primer apartado. El segundo apartado se
deduce inmediatamente, teniendo en cuenta la siguiente caracterizacion de anillos de Gorenstein entre los de
Cohen-Macaulay ([Ei95] 21.16):

Proposicién 2.26. Sea A un anillo regular local, I un ideal de altura ¢ y supongamos que R = A/I es
Cohen-Macaulay. Si F es la resolucion libre minimal de R como A-mddulo, entonces la longitud de F es c.

0 F, F._, F Fop~A——>R——0 (2.51)

Ademds, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. R es Gorenstein.
2. F y su dual son isomorfos (como complejos).
3. F.~A

Asumiendo el primer apartado de y razonando como en vemos que si s = 2 y r > 5, tenemos
una resolucién como en m Pero como A/p es Gorenstein, deducimos por la proposicién mencionada que
Am=1 ~ A porlo que m =2y A/p es interseccién completam

El tercer apartado de 225 se deduce también de manera directa de estudiar la estructura de la resolucién
minimal de A/p como A-médulo. El resultado que se usa es debido a Buchsbaum y Eisenbud en [BETT] y
establece que si p es de altura 3 y A/p es Gorenstein, entonces p estd generado por los pfaffianos de ciertas
matrices antisimétricas asociadas a la resoluciéon minimal. Ademads, si p no es intersecciéon completa, demues-
tran que la codimensién del ideal debe ser < 7, de donde se deduce el apartado c).

Otro resultado en codimensién 2 fue obtenido por Zolbani en [Zo07], esta vez pidiendo que el anillo de secciones
globales sea Gorenstein.

Teorema 2.27. Sea A un anillo regular local de dimension n > 5 y p un primo de altura 2. Sea (V,0y) el
espectro puntuado de A/p (es decir, la restriccion del esquema Spec(A/p) al abierto complementario del punto
cerrado m). Si T(V,Oy) es un anillo de Gorenstein, entonces A/p es interseccion completa.

2.4 Caso cuadratico de la conjetura de Hartshorne

En esta seccion damos las ideas detras de la demostracion de un caso particular de la conjetura de Hartshorne,
el de variedades cuadraticas, demostrado en [IR13] por Ionescu y Russo. Trabajamos sobre C. Decimos que
un subesquema proyectivo X C PV es una variedad si es liso e irreducible (y, por tanto, integral). Ademaés,
se asume implicitamente que X C PV es no degenerada, es decir, no esta contenida en ningtin hiperplano de
PN-1. Usualmente, denotamos la dimensién de X por n y la codimensién por ¢, de manera que N = n + c.

"Por supuesto, también se puede aplicar directamente.
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En la demostracién va a ser muy importante considerar las rectas contenidas en X que pasan por un punto
2. En general, dado un esquema proyectivo X C PV y un subesquema cerrado Y C X podemos considerar la
familia de subesquemas Z C X que son “similares” a Y. La relacién de similitud que se toma es la de tener el
mismo polinomio de Hilbert, y se puede demostrar que existe un esquema que representa la parametrizacion
“mas general” de subesquemas cerrados Z C X similares a Y, que se denomina esquema de Hilbert de X
respecto al polinomio P = Py, y se denota por 'Hp(X)E|

Ademss, es facil ver que los k-planos de PV son exactamente los subesquemas cerrados con polinomio de

Hilbert:
P(d) = (k ji' d) (2.52)

Por tanto, dado un esquema proyectivo X C P podemos hablar del esquema de Hilbert de k-planos en X. En
este caso, es usual denominarlo esquema de Fano de k-planos en X, y denotarlo por Fy(X). La construccién
de Fi(X) es muy sencilla comparada con la del esquema de Hilbert Hp(X) para un P general, y ambas se
pueden encontrar en el capitulo 6 de [EH16].

En particular, podemos considerar F;(X), el esquema de rectas contenidas en una variedad X C PV. Sigu-
iendo a [Rulf], a este esquema lo vamos a denotar por £(X). Para un punto x € X, al subesquema de £(X)
de las rectas de X que pasan por x lo denotamos por £, (X) y, si la variedad X estd fija y no hay confusién,
simplemente por L.

Por supuesto, el esquema £(X) puede ser vacio, como en el caso de una curva plana que no sea una recta, ser
de dimensién positiva, como la cuddrica P! x P! C P3, o ser un conjunto finito de puntos, como en el caso de
una superficie ctibica lisa en P? y la historia de las 27 rectas ([Ha77] V 4). En general, se puede demostrar
que, salvo en ciertos casos particulares, si se cumple (N,d, k) = (k+1)(N — k) — (kzd) > 0, entonces para
una hipersuperficie general X C P™ de grado d el esquema F}(X) es equidimensional de dimensién ¢(N, d, k)
([EHIG]).

Analicemos de maneral elemental £,(X) para el caso més sencillo, en el que X C PV es una interseccién
completa lisa de tipo (di,...,d.) con dy > ... > d.. Sea Ix = (Fy,..., F.) con F; homogéneos de grado d;,
que definen hipersuperficies H; = V(F;), sea x € X arbitraria. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que z =[1:0:...:0] y que T, X tiene ecuaciones implicitas y; = ... = y. = 0. Como X es interseccién
completa de los H;, una recta estard en X si y sélo si esta en cada H;. Ademds, las rectas contenidas en X que
pasan por x en particular son tangentes a X en x, asi que estdn contenidas en T, X ~ P", donde n = N — c.
Pero todas estas rectas pasan por z, asi que estdn contenidas en el hiperplano P?"~! C P™ de rectas que pasan

por z. La identificacién con P"~1 asocia a un punto [z.41 : ... : zy] € P"! la recta que pasa por x y por
0:...:0:2zeq1 ..t 2p)
Ahora bien, una recta de coordenadas [z.11 : ...zn] va a estar en H; siy sblosi F;(1,0,...,0,t2001,...t25) €s

cero para todo t € C. Podemos escribir F; = Z?i:() A;Bg,—j donde A; es homogéneo de grado j en las variables
Yo,...,Y,, donde B; es homogéneo de grado j en Y.i1,...,Y,, y donde Ay = By = 1. Como z € X C H;,

tenemos que Ay, (1,0,...,0) =0, y como T, X = (T, H;, el n-plano de ecuacién y; = ... = y. = 0 es tangente
a H; en z. De aqui deducimos A4,—1(1,0,...,0)B1(Yet1,...,Y,) = 0. Por tanto, la recta con coordenadas
[2e41 ¢ ... 2n] estd en H; siy sélo si se satisfacen las d; — 1 ecuaciones definidas en pr—1.
Adi,Q(l,O, PN ,0)B2(26+1, ey ZN) SRR Al(l, 0, ey O)Bdifl(Zchl» ey ZN) = Bdi(zc+1, ey ZN) =0
(2.53)

En particular, escribiendo d = (dy — 1) +...(d. — 1), deducimos que £, (X) es no vacio siempre y cuando
d < n — 1. Decimos que X estd recubierto por rectas si por todo punto = pasa una recta contenida en X, es
decir, si £, # () para todo x € X. Acabamos de demostrar que una interseccién completa con d < n — 1 estd

8Para una idea més formal de esta discusién y su relacién con el concepto de platitud véase el capitulo 6 de [EHI6)

43



Trabajo de fin de grado Alberto Acosta Reche

recubierta por rectas.

En este caso, sabemos de la seccién 1.6 que wxy = Ox(di +...+de. — N —1) = Ox(d —n —1). En gen-
eral, sea X C P" una variedad, denotemos por Kyx al divisor asociado al haz canénico wx, y por H al
divisor de la seccién hiperplana. Si X es subcanodnica, con —Kx = aH para un entero a, decimos que a
es el indice de X y lo denotamos por (X ). Cuando i(X) es positivo y Pic(X) = Z(H), decimos que X es
una variedad prima de Fano de indice i(X). En particular, recordando que para una interseccién completa
lisa de dimensién n > 3 se tiene Pic(X) = Z (teorema , vemos que las intersecciones completas lisas con
de dimensién n > 3 y d < n son variedades primas de Fano, y si d < n—1, entonces X esta cubierta por rectas.

Para la demostracion, vamos a considerar variedades X C P™ que son interseccién esquemadtica de hipersuper-
ficies H; de grados d1 > ... > d,,,. Nétese que si H; = V(F;), entonces Ix = Sat(Fy, ..., F,,), sin que se tenga
Ix = (Fy,...,F,) en general (lo que si ocurre cuando X es interseccién completa). Ademds, suponemos que
X no es interseccion esquematica de un subconjunto propio de las H;. Si la codimensién de X es ¢, ponemos
d=(dy —1)+... 4+ (d. — 1) (ndtese que sumamos sélo sobre los ¢ primeros {ndices). Decimos que X C P™ es
cuadrdtica si d; = 2 para todo i (como estamos asumiendo que X no es degenerada, basta con que d; = 2).
En general, se tiene d > ¢, y esta claro que X es cuadratica si y sélo si d = c.

Asociada a cada punto x de X, se puede definir una segunda forma fundamental proyectiva, que denotamos
por |II, x|, y que es un sistema lineal de cuddricas en el P"~! de las rectas tangentes a X que pasan por z, al
cual denotamos por P((T,X)*). Ademds, cuando X es cuadrética, el lugar base del sistema lineal |11, x| es,
esquematicamente, la variedad L. Las demostraciones de estos hechos y de los que ahora citamos se pueden
ver en el capitulo 2 de [Rulf].

Por tltimo, recordemos que el defecto secante de X se define como 6(X) = 2n + 1 — dim Sec(X), que mide
cuando le falta a Sec(X) respecto a su dimensién esperada. A continuacién enunciamos las proposiciones que
necesitamos para relacionar los conceptos anteriores.

Proposicién 2.28. Sea X C PV una variedad (lisa, irreducible, no degenerada) con defecto secante §(X) > 1.
Entonces:

1. Para un punto x € X general se tiene dim(|IIx ,|) =N —n —1.

2. Se cumple N < w con igualdad si y sdlo si |IIx ;| es el sistema lineal completo de cuddricas en
P(T,X)*) ~ P!

La siguiente proposicién es una mezcla del teorema 2.4 en [IR13] y de la proposicién 2.3.8 en [Rul6].

Proposicién 2.29. Sea X C PV wuna variedad cuadrdtica de codimensién ¢ y x € X un punto general.
Entonces:

1. Sid =c < n-—1, entonces L, C P((T,X)*) es una variedad cuadrdtica definida como interseccién
esquemdtica de, como mucho, ¢ cuddricas. En particular, L, # (.

2. 8id=c<n-2,y[L] € L, entonces X es una variedad prima de Fano con i(X) = 2 + dim)(L;).
En particular, L, es equidimensional.

Aqui, si Y es un esquema noetheriano de tipo finito sobre k e y € Y es un punto, entonces dim, Y es la mayor
de las dimensiones de las componentes irreducibles de Y que pasan por y o, lo que es lo mismo, la dimensién
del anillo local Oy,.

Proposicién 2.30. Sea X C PV wuna variedad prima de Fano de indice i(X) > "TJ“O’ yx € X un punto

general. Entonces L, C P((T,X)*) ~P""! es una variedad (no degenerada) de dimension i(X) — 2.
Ya estamos preparados para la demostracién de la conjetura de Hartshorne restringida a variedades cuadraticas.
Teorema 2.31. Sea X C N una variedad cuadrdtica, y supongamos que 2c+ 1 < n, o lo que es lo mismo,

c < 5. Entonces X es una interseccion completa.
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Demostracion ([Rul6] 5.1.3). Podemos asumir ¢ > 2, asiquen > 5y N =n+¢> 7. Sea z € X un punto
general. Obviamente ¢ < n — 2 asi que aplicando deducimos que X es una variedad prima de Fano
con indice i(X) = 2 + dim(£,). También por L, estd definida esquemdticamente por, como mucho, ¢
cuadricas en un P"~1. Como ¢ < (n — 1)/2 y la dimensién ambiente es n — 1, estamos en situacién de aplicar
el criterio de Falting m para deducir que £, es interseccién completa de s = n — 1 —dim(L,) cuddricas, con
s < c. Por otra parte, como dim(£;) >n —1—¢, y como ¢ < (n — 1)/2, deducimos:
dim(L,) > ”Tl LX) = dim(L,) 42> "L 5

Ahora podemos aplicar y deducir que £, C P"! es una variedad (es decir, es lisa, irreducible y no
degenerada). Por otra parte, para el defecto secante tenemos §(X) = 2n 4+ 1 — Sec(X) > 2n+1—- N =
n+1—c¢> (n+3)/2 > 1. Por tanto, podemos aplicar 2.28| para deducir que dim(|I1x ) = N—n—1=c—1.
Como L, es el lugar base de |IIx |, deducimos que hay ¢ cuddricas linealmente independientes que se anulan en
L. Es decir, si consideramos el ideal I, de £, como variedad proyectiva en P"~! tenemos que I, contiene
al menos ¢ polinomios homogéneos linealmente independientes de grado 2. Pero como L, es interseccion
completa de s cuddricas, deducimos que I, tiene dimensién s en grado 2. Por tanto, ¢ < s. Como teniamos
s < ¢, deducimos s = ¢, por lo que dim(£,;) =n—1—cyelindicede X esi(X)=n+1—c=N+1-2c.
Como wx = Ox(—i(X)), se satisfacen las hipdtesis del criterio y deducimos, por fin, que X es interseccion
completa (de ¢ cuddricas). O

(2.54)

Por tdltimo, podemos demostrar que las variedades cuadraticas que cumplen 3n = 2N son ejemplos clasicos.

Teorema 2.32. Sea X C PV wuna variedad cuadrdtica con dimensién n de manera que 3n = 2N. Si X ¢ PV
no es una interseccidn completa, entonces es proyectivamente equivalente (existe un automorfismo de PN que
lleva una variedad a la otra) a una de las siguientes:

1. La grassmanniana G(1,4) C PY
2. La variedad de espinores S0 C P'°

Antes de dar la demostracién, establecemos un poco méas de terminologia. En general, una variedad X es de
Fano si su divisor anticanénico —Kx es amplio. Si X es una variedad de Fano, el mayor entero positivo r
tal que existe un divisor (necesariamente amplio) H con —Kx = rH, es el indice de X. Cuando X C PV
y Pic(X) = Z{Ox (1)) recuperamos la nocién de variedad de Fano prima. Para una variedad de Fano X, el
coindice se define como dim X —r + 1.

De acuerdo a la terminologfa de [Mu89], X C PV es una F-variedad si es linealmente normal y —Kx =
Ox(n —2). Una F-variedad X C PV es de primera clase si su grupo de Picard est4 generado por la seccién
hiperplana. Por ultimo, decimos que una variedad de Fano X es de tipo del Pezzo si —Kx es divisible por
n —1 (en Pic(X)).

Demostracién de[2.39 ([Rul6)] 5.1.4). Supongamos que X no es interseccién completa. Podemos asumir

N > 6. Sea x € X un punto general. Igual que en la demostracién anterior deducimos que X es una

variedad prima de Fano con indice ¢(X) = 2 + dim(£,). Tenemos §(X) > 2n+1—- N =c+1 > 1, asi

que podemos aplicar para deducir que dim(|IIx,|) = N —n—1=c—1, y como L, es el lugar base

(esquemdticamente) de |IIx .|, deducimos que L, es interseccién esquemadtica de ¢ cuddricas linealmente inde-

pendientes. Por tanto, dim(£,) >n—1—¢, asi que i(X) >n+1—c= N+1—2¢. Como estamos asumiendo
n

que X no es interseccién completa, por el contrarreciproco de tenemos dim(L,) > n—c= % > 21 Por

tanto, i(X) > ’%3 y podemos aplicar W para deducir que £, C P! es una variedad no degenerada.

Si L, fuera una interseccién completa, razonando como en la demostraciéon anterior llegarfamos a una con-
tradiccién. Por tanto, asumimos que £, no es intersecciéon completa y vamos a aplicar el contrarreciproco del
criterio a L, C P» ! Denotamos por n’ a la dimensién de £,, N’ = n — 1 a la dimensién ambiente,
¢ = N’ —n/ ala codimensién y por m’ al ntimero de hipersuperficies que definen esquemaéticamente a L.
Como dim(L,) > n — ¢ = ¢, tenemos m' = ¢ < dim(L,) + 1 = n’ + 1. Aplicando el contrarreciproco de
deducimos m’ > N’ —2n'/3 y n’ < 3N'/4 —1/2, que, teniendo en cuenta n = 2¢, podemos reescribir como:
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3n—06 < dim(L,) < 3n4—5

Por tanto, 4dim(L,) = 3n — 6 y existe un entero positivo r > 1 con n = 4r + 2 y dim(L,) = 3r. Sir > 2,
entonces dim(£L,) = 3r > 2r+3 =2(n—1—dim(L;) + 1, y podemos aplicar el caso que acabamos de resolver
de la conjetura de Hartshorne para deducir que L, es intersecciéon completa. Por tanto, r = 1 o 7 = 2. Pero
estos casos estdn resueltos en la literatura. Sir = 1, entonces n = 6, el indice es i(X) = 5, y tenemos una
variedad de del Pezzo. Con estos datos, se deduce del analisis en la seccién 1.8 de [Fu90] que X C P9 es
proyectivamente equivalente a G(1,4) C P?. Si r = 2, entonces n = 10, el indice es i(X) = 8, el cofndice es 3
y tenemos una F-variedad de Fano de primera especie. Con esta informacién el teorema 2 en [Mu89] permite
concluir que X C P! es proyectivamente equivalente a S'© C P'®, como querfamos. O

(2.55)
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Apéndice A

Resultados basicos de dimension para
morfismos

En esta seccién recolectamos algunos resultados fundamentales sobre la dimensién de esquemas de tipo finito.
Primero, necesitamos la siguiente proposicién general.

Proposicion A.1. Sea X un esquema quasicompacto e Y C X un subconjunto cerrado no vacio. Entonces
Y contiene un punto cerrado.

Demostracion. Supongamos que X = UV; para 1 < i < n donde V; = Spec A; son abiertos afines. Vamos a
definir subconjuntos cerrados no vacios Y; para ¢ = 0,...,n con Y; C Y; 1 para i = 1,...,n que son de la
forma Y; = {p;} para i > 1. Ponemos Yy =Y. Sin pérdida de generalidad, Yo NV} es un cerrado no vacio en
Vi = Spec A; que, por la definicién de la topologia de Zariski, contiene un punto p; € YoNV; cerrado en Vi (es
decir, un ideal maximal en el espectro). Definimos Y; = {p; }, donde el cierre es relativo a X. Inductivamente,
siY;NV;41, ponemos p;+1 = p;, Yitr1 = Yi, y si Y;NV;41 es no vacio, elegimos un punto p; 1 € Y;NV; 1 cerrado
en Viy; y definimos Y;11 = {p;y+1}. En tal caso p, € Y, C Y es un punto cerrado de X. En efecto, basta
comprobar que {p,} NV; CY; NV es, o bien vacio, o el conjunto {p;} que es cerrado en V; por construccién.
Por tanto, p,, es un punto cerrado de X contenido en Y. O

La primera proposicién sobre dimension es mas que razonable.

Proposicién A.2. Sea f: X — Y un morfismo dominante (f(X) =Y ) entre esquemas de tipo finito sobre
un cuerpo k. Entonces dimY < dim X

Demostracion. Considerando la descomposicién en componentes irreducibles, X = U; X;, Y = U;Y;,1 <7 < n,
1 <j <m, tenemos Y = f(X) = Uf(X;). Ademds, como X; es irreducible, f(X;) también y, por tanto,
f(X;) C Y para cierto j. De lo anterior deducimos que para cada 1 < j < m hay al menos un i; con

f(Xi;) =Yj. Por tanto, podemos reducir al caso en que X e Y son irreducibles,

Ademaés, si consideramos la estructura de esquema reducida rx : Xyeq — X,y 7y : Yreq — Y, entonces X4 €s
un esquema de tipo finito reducido, rx es un homeomorfismo, y lo mismo para Y,.q y 7y (més detalles en [SP]
[011IZ]). Adem4s, por la propiedad universal de Y;.q y por ser X,.q reducido, obtenemos freq : Xred — Yred
con el siguiente diagrama conmutativo:

fred
XTed — }/'r'ed

lrx lry (A1)

x—1 vy

Por tanto, como rx, ry son homeomorfismos, podemos reducir al caso en que X, Y son irreducibles y reducidos,
o de manera equivalente, integrales.

Por ultimo, si X e Y son esquemas de tipo finito integrales, por la teoria cldsica de dimensiéon tenemos
dim(X) = tr.degy, k(X), dim(Y") = tr.deg; k(Y), donde k(X), k(Y) son los cuerpo de funciones de los esque-
mas integrales X,Y ([Ha77] Ejer. II 3.20 b). Si {x € X, {&y € Y son los puntos genéricos, que f: X — Y sea
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dominante equivale a que f({x) = &y. Pero se tiene k(X) = Ox ¢, y lo mismo para Y, asi que el morfismo
dominante f induce un homomorfismo de cuerpos (necesariamente inyectivo) k(Y) < k(X) sobre k. De ello
deducimos tr. deg k(Y) < tr.deg k(X ), y hemos acabado. O

Podemos hacer bastante més fuerte el resultado anterior ([Ha77] Ex II 3.22):

Proposicion A.3. Sea f: X — Y un morfismo dominante entre esquemas integrales de tipo finito sobre k.
Por la proposicion anterior, e = dim X — dimY > 0. Entonces se tiene:

1. Siy € f(X), entonces toda componente irreducible de f~1(y) tiene dimensién > e. .
2. Hay un abierto no vacio V C f(X) tal que dim f~1(y) = e.

Demostracion. Reducimos la proposicién a dlgebra conmutativa. Para el apartado a), si X, ; es una compo-
nente irreducible de f~!(y), consideramos x € X, ;, y tomamos abiertos afines x € U C X, f(z) € V C Y con
f(U) C V. Entonces X, ; NU es una componente irreducible de f~(y) NU = f|;*(y). Como f(U) = f(V)y
U = Spec B, V' = Spec A son esquemas afines reducidos, el homomorfismo inducido entre anillos es inyectivo
y basta demostrar:

Proposicién A.4. Sip: A — B es una inyeccion de dominios finitamente generados sobre un cuerpo k, y
p € ¢*(Spec B), entonces toda componente irreducible de Spec(k(p) ® B) tiene dimension mayor o igual que
dim B — dim A.

Sea ¢ € Spec(B) minimal tal que ¢ N A = p. Entonces tenemos la inyeccién @ : A’ < B’  donde A’ = A/p,
B’ = B/q son dominios finitamente generados sobre k. Localizando respecto al conjunto multiplicativo
S = A" — {0} tenemos:

k C Frac(A’) € S™'B’ C Frac(B’) (A.2)
donde Frac(A’) es el cuerpo de fracciones de A’, y lo mismo para B’. Si B’ = k[z1,...,z,] entonces claramente
S™IB' = Q(A")[x1,...,2,]. Es decir, ST'!B’ es un dominio finitamente generado sobre Frac(A’). Por tanto,

dim S™'B’ = tr.degpyac(ary ST B" < tr.degpyae(an Frac(B’). Ademds, dim A’ = tr. degy, Frac(4’), dim B’ =
tr. deg;, Frac(B’) y en la cadena de cuerpos k C Frac(A’) C Frac(B’) se cumple:

tr. degy, Frac(B') = tr. degy, Frac(A') 4 tr. degpy,c (4 Frac(B') (A.3)

Juntando lo anterior, deducimos dim S~!B’ > dim B’ — dim A’. Pero los primos de S~'B’ son justamente los
primos de B’ que contraen al 0, que estédn en correspondencia con los primos de B que contienen a g y cumplen
qN A = p. Es decir, dim S~' B’ es la dimensién de la componente irreducible de k(p) @ B correspondiente al
primo ¢ minimal tal que ¢ N A = p. Por tanto, basta ver que dim B’ — dim A’ > dim B — dim A. Como A, B
son dominios finitamente generadas sobre un cuerpo, son catenarios, en particular dim A = dim A/p +dim A4,
y dim B = dim B/q + dim B,,. Por tanto, basta demostrar que dim A, > dim B,. COnsideremos la inyeccién
natural A, — B,;. Como ¢ es minimal en B tal que ¢ N A = p, necesariamente ¢ es minimal sobre f(p)®.

Si dim A, = r, existe un ideal primario I = (z1,...,2,) C A, tal que VI = pA,. Entonces, usando que los
anillos son noetherianos, considerando la extensién I® = (z1,...,2,) C B, se cumple v I¢ = ¢B, por lo que

dim B, < r = dim A, (teorfa de dimensién de anillos locales noetherianos; ver, por ejemplo, [AMG9], capitulo
11). Con esto hemos demostrado el apartado 1.

Para el apartado 2, necesitamos algun resultado de platitud genérica. Por ejemplo, nos vale la siguiente
proposicién ([SP], etiqueta [051R]):

Proposicién A.5. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos, donde R es un dominio noetheriano y S es
una R dlgebra finitamente generada (para el homomorfismo ¢). Si M es un S-mddulo finito, entonces existe
0# f € R tal que My es un Ay modulo libre.

Equipados con este resultado, pasemos a demostrar el apartado 2. Primero vemos que f(X) contiene a un
abierto denso de Y. En efecto, por el teorema de Chevalley ([Val7] 7.4.2) f(X) es un conjunto constructible
de Y, por lo que se puede expresar como f(X) = UY;, 1 <i <n, donde Y; es localmente cerrado no vacio, es
decir Y; = Y; NU;. Como f es dominante, Y = f(X) = UY;, y como Y es irreducible, Y = Y; para algin i,
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digamos i = 1. En tal caso, Y; = Y1 NU; = Uy, donde U; es un abierto no vacio. Por tanto, U; C f(X) es un
abierto denso en la imagen de X. Sea Spec A = U C U; un abierto afin denso.

Ahora, f: f~1(U) — U es un morfismo sobreyectivo entre esquemas integrales de tipo finito sobre k, con U
affn. Si f~1(U) = UV; con V; = Spec B; finitos abiertos afines, las restricciones de f dan lugar a inyecciones
p; + A — B;, donde B; es de tipo finito sobre k y, en particular, sobre A. Aplicando la proposicién mencionada
sobre platitud genérica con M = B;, deducimos que existe g; € A no nulo tal que con la inlcusién A, —
(Bi)g,» (Bi)g, es un Ag,-médulo libre. Tomando g = [[g; y localizando en g, vemos que hay g € A tal que
simultaneamente, (B;), es un Ag-mddulo libre para todo i.

En tales condiciones esta claro que I°¢ = I para cualquier ideal, asi que estos homomorfismos son fielmente
planos, y la aplicacién asociada de espectros es sobreyectiva. En particular, por ser planos se satisface el
going down. De ello, si ¢ € Spec(B;)4, la contraccién a A,, digamos p € Spec Ay cumple htp < htg. Si
p € Spec Ay y ¢ es minimal en (B;), tal que ¢° = p, entonces juntando con el argumento del apartado
a tenemos htp = htg, y deducimos que la componente irreducible de k(p) ® (B;), que contiene a ¢ tiene
dimensién dim B — dim A = dim X —dim Y. Si volvemos al nivel de esquemas, y ponemos W = D(g) C U, se
comprueba inmediatamente que W; := f~*(W)NV; = D(p;(g)) C V; y entonces las restricciones f; : W; — W
son sobreyectivas y en ellas la fibra de cada punto de W es equidimensional de dimensiéon e = dim X —dim Y.
Como W; forma un recubrimiento de f~!(W), deducimos el apartado b. O

Usando la proposicién anterior podemos dar un resultado de mucha utilidad cuando tratamos con relaciones
de incidencia proyectivas:

Proposiciéon A.6. Sea f : X — Y un morfismo propio dominante entre esquemas reducidos de tipo finito
sobre k. Ademds, supongamos que Y es irreducible y que, para todo punto cerrado y € Y, la fibra f~1(y) (que
es no vacia por ser f sobreyectivo) es irreducible de dimension r fija. Entonces X es irreducible y se tiene
dim X =dimY +r.

Notese que si f : X — Y es un morfismo, que f sea propio equivale, por definicién, a que sea de tipo
finito (quasicompacto + localmente de tipo finito), separado y universalmente cerrado (es decir, que a nivel
topoldgico cualquier cambio de base de f sea una aplicacién cerrada). En particular, f es cerrada, por lo que
decir que f es dominante (f(X) =Y') equivale a decir que f es sobreyectivo.

Demostracion. Sea X = U; X;, 1 < i < n, la descomposicién de X en componentes irreducibles, y supongamos
que X no es irreducible (es decir, n > 2). Como f es propio, es una aplicacién cerrada, asi que f(X;) es cerrado
para cada i. Por ser dominante, para algin i, digamos ¢ = 1 sin pérdida de generalidad, se cumple f(X;) =Y.
Siig # 1, f(Xi,) es un subconjunto cerrado no vacio de Y, y por ser Y quasicompacto, necesariamente contiene
un punto cerrado y € f(X;,). Pero f(X1) =Y, por lo que f~(y) C UX; interseca a las componentes X; y
Xi,, contradiciendo asi la irreducibilidad de la fibra. Por tanto, X = X; es irreducible. Por tanto estamos en
la situacién de la proposicién anterior, y considerando p € Y cerrado genérico, deducimos dim X —dimY = r,
como queriamos. O

Otro corolario de las proposiciones anteriores es la siguiente:

Proposiciéon A.7. Sea f: X — Y un morfismo de esquemas de tipo finito, y n > 0 tal que para todo punto
cerrado y en la imagen de f se tiene dim f~1(y) < n. Entonces dim X < dimY +n

Demostracion. Considerando el diagrama inducido:

fr d
Xred e Y;"ed

lrx lry (A4)

x 1 Ly

rx, ry son homeomorfismos a nivel topoldgico asi que podemos asumir que X e Y son reducidos (la dimensién
es topoldgica y rx da homeomorfismo entre las fibras de los puntos cerrados de f y freq). S1 X = UX; y
basta ver que dim X; < dimY +n. Consideramos Z; = f(X;) con la estructura de subesquema reducido de Y.
Entonces dim Z; < dimY y X;, Z; son esquemas integrales a los que podemos aplicar (basta el apartado
1), para deducir dim X < dimY + n. O
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Apéndice B
Dos ejemplos clasicos.

Por completitud, recordamos brevemente por qué las dos variedades de son cuadraticas y no son inter-
seccién completa.

B.1 La grassmaniana de rectas

El embebimiento de Pliicker ¢ : G(k,n) — p(iii)-1 es la aplicacién que a un k-plano A =< zg,...,T; >

representado por la matriz:

1‘070 56071 e .Iom
M=o (B.1)

Tk,0 Rk,1 -oo Tk
le asigna las coordenadas homogéneas [M;], donde I = {jo,...,Jr} recorre los subconjunto de k + 1 ele-
mentos de {0,1,...,n} (que se ordenan de antemano) y M; es el menor de M formado por las k + 1 filas
y las columnas jg,...,jkx. Si en vez de M se considera la matriz AM, donde A es invertible, tendriamos

[(AM);] = [det(A)M;] = [M/] y la aplicacién estd bien definida. Es inmediato comprobar que la aplicacién es

n+1
regular y da un embebimiento cerrado en p(if)-1, De una manera mas intrinseca, sin bases, dado un espacio
vectorial V' de dimensién n + 1, el embebimiento de Pliicker ¢ : P(V) — ]P’(/\]H_1 V') asigna a un k-plano
A =< g,...,vp > el multivector vg A ... A v.

Desde este punto de vista, la imagen de ¢ es el conjunto de multivectores no nulos w € P( /\]Hl V) que son
totalmente decomponibles, es decir, tales que w = vy A ... A vg para ciertos vg,...,vx € V. Con un poco de
algebra lineal, es sencillo ver que el conjunto de k+ 1 multivectores totalmente decomponibles es el conjunto de
ceros de unas relaciones cuadraticas Z, g, que llamamos relaciones de Pliicker (véase [Ha92], 6). Donde si reside

cierta dificultad, es en demostrar que las relaciones =, g generan el ideal homogéneo de G(k,n) C }P’(Hi)_l,
lo que equivale, por el Nullstellensatz, a que las =, g generen un ideal primo. Una prueba de este hecho, con

algo més de generalidad, puede verse en ([Fu96], cap. 8, prop. 2). En particular, G(k,n) C PG es una
variedad cuadrética.

Demostrar que no es una interseccion completa se puede hacer de muchas maneras. Por ejemplo, trabajando
sobre C, se le puede dar a G(k,n) una estructura de CW complejo con celdas tnicamente en dimensién par,
y de aqui se calcula su homologia integral. El resultado es el siguiente ([GHT78], pig 196)E|c

Proposicién B.1. La homologia integral de la grassmaniana G(k,n) estd generada como grupo abeliano libre
por los ciclos 0q.....an = [Way.,....ar] €n dimension real 2((k +1)(n — k) — > a;), donde {(ao,...,ar)} recorre
las sucesiones no crecientes de k + 1 enteros entre 0 y n — k.

INétese que en [GHT8| G(k,n) denota la grassmaniana de k-planos vectoriales en un espacio vectorial de dimensién n, lo que
nosotros denotamos por G(k —1,n — 1)
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Por ejemplo, para G(1,4), que es una variedad analitica de dimensién compleja 6 y dimensién real 12, sus
grupos de homologfa integrales son (nétese la dualidad de Poincaré, [Ha02] 3.30):

Hy=7 Hy=7 H,=172
Hg = 72
H12:Z Hl():Z H8:Z2

y triviales en el resto de dimensiones. En particular, por el teorema de Lefschetz, G(1,4) no es interseccién
completa en ningiin proyectivo, porque es de dimensién compleja 6 y H*(G(1,4),Z) = ZSZ # 7. = H*(P",Z).
En general, el mismo argumento demuestra que G(k,n) no es interseccién completa en ningin proyectivo si
1<k<n—-2yn>4.

Si no queremos usar el teorema de Lefschetz, podemos desarrollar la parte multiplicativa del cdlculo de Schu-
bert y tener en cuenta que el grado de G(k,n) C P() =1 viene dado por a§k+1)(n7k). En el caso G(1,4)
obtenemos que el grado por el embebimiento de Pliicker es 0 = 5 ([GHTS|, pdg. 206). Por otra parte, es
muy sencillo ver que G(1,4) nunca esté contenida en un hiperplano, por lo que (sin asumir que su ideal estd
generado en grado 2) si fuera interseccién completa lo serfa de tipo (di,d2,ds) con d; > 2 y su grado seria
didadz > 8 > 5. Por tanto, deducimos que G(1,4) C P no es interseccién completa.

B.2 Variedad de espinores

Para esta parte seguimos de cerca [Mu85] y las secciones 5.4 y 5.5 de [Pr(7]. Trabajamos sobre C.

Sea A\““U el dlgebra de Clifford par sobre un espacio vectorial de dimensién v. Los elementos invertibles
r € N°°U de norma N(r) = 1 forman un grupo de Lie, Spin(U), con &lgebra de Lie /\2 U, que resulta ser
un doble recubrimiento del grupo especial ortogonal SO(V)) ([Pr07]). La aplicacién exponencial lleva A% U
en P(A“’U), y su cierre proyectivo es la variedad de espinores par (que en la terminologia de [Mu85] es la
grassmaniana ortogonal par). En el caso v = 5, obtenemos la variedad S'° C P! que, de acuerdo a [Mu85],
esta definida por las ecuaciones:

N1 = £pbozas — 238us +E24835 — §258310 N_1 = 1281345 — 1381245 + 1481235 — 1581234
No = £p€i3as — 138u5 + £14835 — §158310 N_2 = 1282345 — £2381245 + §2481235 — §2581234
N3 = £p&12as — §128a5 + E14825 — §15824 N3 = 1382345 — £2381345 + §3481235 — 3581234
Ny = &p&ioss — 12835 + &13os — 15823 N_y = 1482345 — 2481345 + §3461245 — 4581234
N5 = &p&1234 — £12834 +€13824 — E14823 N_5 = &1582345 — E2581345 + €3581245 — §a581235

Un cémputo con Macaulay2 revela que el ideal generado por estos polinomios es primo, por lo que es el ideal
homogéneo de S'°, y que el polinomio de Hilbert es:

Pgio(2) = 12 (z Jlrom) 18 <Z g 9) + 8(Z ;— 8) + (Z J; 7) (B.2)

Por tanto, S0 es una variedad cuadrética de dimensién 10 en P'5. Si fuera interseccién completa, como su
ideal estd generado en grado 2, el grado de la variedad serfa 2°. Pero del polinomio de Hilbert vemos que el
grado es 12 y deducimos que S'° C P'® no es interseccién completa.

Otra manera, bastante méas elegante, de probar que no es interseccién completa, es usando unos argumentos
de teoria de representacién para demostrar que es autodual y, en particular, que se tiene dim X* = 10 ([Mu&5]
2.7). Como en la seccién 1.13 vimos que la dual de una interseccién completa en P™ tiene dimensién n — 1,
deducimos que S'° no es interseccién completa.
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