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Abstract.

In this work we study representations of finite groups. As one can see,
the title is general, but throughout this text we will focus on linear
representations of finite groups and mainly on how to find all irreducible
representations of a finite group.

To do that, we will see six sections which I sum up below.

First two sections, introduction and goals, represent a global view of the
subject and what we want to achieve. A representation of a group is a
homomorphism which allows us to simplify the study of the group itself,
one of the most important is the linear representation. A representation of
a group is linear if it is a homomorphism between the group and a general
linear group. Most of the texts about this subject has a common factor,
character theory. The character of a representation is a function that
associates to each element of the group the trace of the matrix given by the
representation. Our aim is to separate both theories.

In section 3 we show some concepts and results about vector spaces and
representations of groups which will be useful later in this text. One
important result that we will see in this section is Any representation is a
direct sum of irreducible representations and this descomposition is unique.
Most of the results come from ’Representation Theory: A First Course’
even some of them have an alternative proof and others are our own since
the book has a different approach to representation theory.

In section 4 we prove a series of well-known results about representation
theory but in a different way from other texts and we explain how to
compute primitive idempotents elements which will replace the characters.
First we describe the center of the regular representation as a finite affine
scheme of length equal to the number of conjugacy classes of the group.
Based on the points of this scheme, we form a map which allows us to
compute the primitive idempotents that we were looking for. Then, we
see how to associate to each idempotent an irreducible representation, and
vice versa, which concludes with the proof of Artin-Wedderburn theorem:
If the characteristic of K does not divide the order of G, the reqular
representation can descompose as K(G) = @;End(V;) where V; are all
irreducible representations of G. Besides, there is the same number of
irreducible representations as cojugacy classes of G.

In section 5 we go through some examples which will show us how to get
the primitive idempotents elements of some known finite groups.

Finally, in section 6, we compare characters and primitive idempotents to
show that both notions can be related and, more over, that the idempotents



are easier to find and impose less restrictive hypothesis on the results.

The last conlusion is that the aim of this paper is achievable, we can replace
characters and use primitive idempotents instead to prove the known results
about representation theory.
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Resumen.

En este trabajo vamos a hablar sobre representaciones de grupos finitos.
Como puede verse, el titulo es algo general, pero a lo largo del texto vamos
a ir concretando hasta centrarnos en representacién lineal de grupos finitos
y sobre todo en cémo hallar todas las representaciones irreducibles de un
grupo finito.

Para ello, vamos a desarrollar seis secciones que resumo a continuacion.
Las dos primeras, introduccion y objetivos, son una vision global del trabajo
y de lo que queremos conseguir con este. Una representacion de un grupo
es un homomorfismo que nos va a permitir simplificar el estudio del mismo,
entre las mas importantes estan las representaciones lineales que consisten
en homomorfismos del grupo con un grupo general lineal de un espacio
vectorial. La mayoria de los textos sobre este tema tienen un factor comun
que es la teoria de caracteres, donde los caracteres de una representacién
vienen dados por la funciéon que a cada elemento del grupo le da la traza
de la matriz que le corresponde por la representaciéon. Nuestro objetivo es
desvincular estas dos teorias.

En la seccién 3 exponemos una serie de conceptos y resultados sobre
espacios vectoriales y representaciones de grupos que seran utiles a lo largo
del resto de secciones. Uno de los resultados méds importantes de la seccion
es que toda representacion sobre un cuerpo cuya caracteristica no divide al
orden del grupo es suma directa de representaciones irreducibles de forma
unica. La mayoria estdn extraidos del libro 'Representation Theory: A
First Course’, aunque algunos resultados estan demostrados de manera
alternativa y otros son propios, ya que nuestro enfoque de la teoria de
representaciones es distinta a la de dicho libro.

En la secciéon 4 demostramos una serie de resultados ya conocidos sobre
representacion de grupos de una manera distinta a la de otros textos
y explicamos como hallar los elementos idempotentes primitivos que
serdn sustitutos de los caracteres. Primero, describimos el centro de
la representacién regular como un esquema afin de puntos. De aqui
surge de forma natural una aplicacién que nos permite calcular los
elementos idempotentes primitivos que buscabamos. Luego, vemos cémo
asociar a cada representacién irreducible uno de estos idempotentes
primitivos, y viceversa, lo cual concluye con la demostracion del Teorema
de Artin-Wedderburn: Si la caracteristica de K no divide al orden de G,
la representacion regular se puede descomponer como K(G) = &;End(V;)
donde V; son todas las representaciones irreducibles de G. Ademds, hay el
mismo numero de representaciones irreducibles que clases de conjugacion



de G.

En la 5, exponemos una serie de ejemplos que muestran cémo hallar los
elementos idempotentes primitivos de grupos finitos conocidos.
Finalmente, en la secciéon 6 mostramos la comparacién con los caracteres
para que se vea que pueden relacionarse ambos conceptos y que los
elementos idempotentes usados son, en efecto, algo mas facil e incluso
menos restrictivo en cuanto a las hipdtesis que hay que pedir en los
resultados.

La conlusién final es que nuestro objetivo era posible, se pueden sustituir
los caracteres por estos idempotentes primitivos y, con ellos, demostrar
los resultados que ya conocemos de teoria de representacion de grupos sin
ayuda de los caracteres.

Palabras clave:

- Caracter(de un grupo),

- Clase de conjugacién,

- Idempotentes primitivos,

- Representacion irreducible,
- Representacion regular.



1 Introducciéon y Antecedentes.

Introduccion.

En matematicas una representacion es una estructura que conserva una
serie de propiedades, en el caso de grupos una representacion es un
homomorfismo de grupos, es decir, preserva la operacién binaria. La
representacion de un grupo intenta simplificar el estudio del mismo,
transformandolo en algo mas sencillo. Aunque también puede verse como
el estudio de cémo un grupo dado puede actuar sobre espacios vectoriales.
Estos dos son los principales enfoques de la teoria y son los que vamos a
usar en este texto.

La teoria de representacion de grupos se divide a su vez en otras segun
el grupo que se quiera representar. En este caso, nos centraremos
en representacion de grupos finitos, pero cabe destacar otras
representaciones como las de:

- Grupos topolégicos compactos: se usan resultados de grupos finitos
pasando a grupos infinitos mediante integrales que solo se pueden definir
en los grupos compactos o localmente compactos.

- Grupos de Lie: crucial para la representaciéon de grupos en el estudio
de campos.

Como hemos dicho antes, el objetivo de esta teoria es simplificar el estudio
de los grupos. Una de las formas méas comunes, que es la que nosotros
veremos a lo largo del trabajo, es la representacién lineal de un grupo.
Una representacién es lineal cuando el objeto que asociamos al grupo
a través del homomorfismo es un grupo general lineal sobre un espacio
vectorial. De modo que los resultados que queremos ver sobre los grupos,
podréan verse a través de matrices de automorfismos del espacio vectorial.
Debemos también notar la diferencia entre representacién de grupos
sobre un cuerpo de caracteristica 0, representacién ordinaria, y sobre
uno de caracteristica prima, representacion modular. En el caso
de la representacion ordinaria, que es lo mismo que la modular si la
caracteristica del cuerpo no divide al orden del grupo, una representacion
queda determinada por sus caracteres, donde los caracteres de una
representacion vienen dados por la funciéon que a cada elemento del grupo
le da la traza de la matriz que le corresponde por la representacién, ya que
la traza es invariante por semejanza.

Hemos observado que hay varias formas de interpretar la teoria de
representacion de grupos, sin embargo un factor comtin es la teoria de
caracteres. A pesar de ello, los caracteres parecen algo artificial y, en
muchos casos, dificiles de calcular. Por ello, nuestra labor ahora es separar



la teoria de representacién de grupos de la teoria de caracteres.

Antecedentes.

Como se podra ver a lo largo del texto, este trabajo trata de encontrar un
punto de vista nuevo de la teoria de representacién de grupos finitos, por
tanto ni los antecedentes ni la bibliografia son muy extensos. Precisamente
hemos querido que el trabajo sea innovador y no usamos muchos resultados
de otros libros o publicaciones.

En primer lugar, este trabajo parte de la investigacion previa de mi tutor,
Enrique Arrondo Esteban, que empieza con el objetivo de descomponer
cualquier funcién en sus partes simétricas, siguiendo el esquema que
tenemos para funciones de dos variables que descomponemos como suma de
su parte simétrica y su parte alternada. Al realizar dicha descomposicién
para funciones de 3 y 4 variables, encuentra un truco que hace sencillo
el trabajo, pero quiere extenderlo a cualquier funcién. Es aqui donde se
topa con la teoria de Representacion de Grupos y con los caracteres. Estos
aparecen como algo dificil de conseguir a partir del grupo de partida. Por
este motivo, surge la idea de desarrollar esta teoria sin la necesidad de usar
los caracteres.

El proposito de nuestro trabajo posterior es aproximarnos a la teoria de
representaciéon de grupos finitos desde un nuevo punto de vista, basado
en geometria algebraica.  Este permitird recuperar resultados sobre
representaciones de grupos sin la necesidad del uso de los caracteres.
Usando, en su lugar, unos elementos idempotentes primitivos que vamos a
definir y aprender a calcular en este trabajo.

Cabe también hablar en esta seccién del libro "Representation Theory:
A First Course’ de William Fulton y Joe Harris, ya que la teoria de
representaciones es algo que no se estudia durante el grado y, por ello,
me he basado en este libro para poder aprender aquellos conceptos que
necesitaba. De este libro también he sacado todo lo referente a caracteres
para entender como se calculan y cémo se usan, y asi poder compararlos
con el nuevo enfoque.

Por ltimo, mencionar también el libro ’Algebraic Geometry: A First
Course’ de Joe Harris que me ha servido para extraer conceptos de
geometria algebraica que necesitdbamos para algunas pruebas y que, sobre
todo, he utilizado en el apéndice para aclarar al lector qué resultados se
utilizan de este tema y por qué son necesarios.



2 Objetivos.

El objetivo principal de este trabajo es presentar resultados sobre
representaciones lineales de grupos finitos, que puedan aplicarse para
obtener propiedades o demostrar teoremas sobre los grupos mismos,
prescindiendo de los caracteres. La culminaciéon de todos los resultados
serd la demostracién del Teorema de Artin-Wedderburn que nos da el
resultado cldsico sobre la descomposiciéon de la representacion regular, del
cual extraemos que hay el mismo nimero de representaciones irreducibles
que clases de conjugacion tiene el grupo.

Otros objetivos que desarrollamos a lo largo del texto son, por ejemplo,
conseguir que el lector aprenda a calcular los elementos idempotentes
primitivos y comparar estos elementos con los caracteres, para llegar a la
conclusi6 final que exponemos en el resumen.



3 Preliminares.

Comenzamos este trabajo introduciendo algunas nociones de teoria de
representacion de grupos que vamos a necesitar a lo largo de este. En todo
el texto vamos a suponer que G es grupo finito a no ser que se indique
lo contrario. Todas las definiciones de esta seccién estdn sacadas de [1,
Péaginas 3-11].

Definicion 3.1. Dado G un grupo y V un espacio vectorial que suponemos
finito sobre K, una representacion de G en V es un homomorfismo de G en
el grupo de automorfismos de V, p: G — GL(V). A veces, se llama V a la
representacion en lugar de al homomorfismo p. En este caso, se define la
siguiente accién de G sobre V: g-v = p(g)(v).

Definicion 3.2. Una subrepresentacion de V' es un subespacio vectorial W
de V tal que es invariante por la acciéon de G.

Definicion 3.3. Una representacién de un grupo G se dice irreducible si
ningun subespacio de V' es invariante bajo G excepto el {0} y V.

Veamos ahora un lema que nos muestra que si la caracteristica del
cuerpo no divide al orden del grupo, entonces la nocién de irreducible
coincide lo que uno podria imaginar, a saber, que no puede descomponerse
como suma directa de dos representaciones.

Lema 3.1 Sea W wuna subrepresentacion de V donde V' espacio vectorial
sobre un cuerpo K cuya caracteristica no divide al orden de G, entonces
existe W' subespacio vectorial de V invariante bajo la accion de G tal que

V=waeWw.

Demostracion.

Vamos a seguir la demostracién de [1, Proposition 1.5].

Sea U un subespacio vectorial cualquiera de V' que cumple V=W @ U, es
decir, un complementario de W en V. Sea 7 : V — W la proyeccion dada
por la descomposiciéon de V' en suma directa de W y U. Y seamy:V — V
la aplicacién dada por:

m0(v) = Sgec(g - m(g~" - v))

-1 -w) = w luego mo(w) = |Glw.

Si weW, entonces g - (g~ " -w) = g - (g



Entonces, W' = ker(m) satisface V. =W & W', porque la caracteristica de
K no divide al orden de G lo cual implica que Im(mp) = W, y es invariante
bajo la accién de G:

Si tomamos ¢'eG y veV, entonces ¢'-mo(¢' "1 v) = Sy (g -g-m(g g ™1)) =
mo(v). Si mo(v) = 0, es decir si veWW’, entonces ¢’ - mo(g'~! - v) = 0, se tiene
que mo(g' 1 - v) = 0.

Luego, existe el complementario de W tal que es invariante bajo la accién
de G. O

Teorema 3.2 Toda representacion sobre un cuerpo cuya caracteristica no
divide al orden de G es suma directa de representaciones irreducibles.

Demostracion.

Procedemos por induccién completa sobre la dimension del espacio V.

-Si dim(V') = 1, es trivial porque V' no tiene subespacios no triviales.

-Si dim(V) > 2, si V es irreducible no hay nada que probar. Si, en
cambio, V no es irreducible existe algin W C V subespacio vectorial
tal que W es invariante por la accion de G. Y, por el Lema 3.1, existe
un subespacio invariante W/ C V tal que V.= W & W’'. Y como
dim(V) > dim(W),dim(W’), hemos acabado. Ya que, por hipétesis de
induccién W y W’ son, o bien representaciones irreducibles de G, o bien
suma directa de irreducibles. O

Lema 3.3 (Lema de Schur) SiV y W son representaciones irreducibles
de Gy :V =W es un homomorfismo de G-maodulos, entonces, o bien ¢
es un isomorfismo, o bien ¢ = 0.

Demostracion.

Vamos a seguir la primera parte de la demostracién de [1, Lemma 1.7].
Como ker(¢) y Im(y) son subespacios invariantes y V y W son
representaciones irreducibles solo tenemos 2 posibilidades, o bien la
imagen es el total y el nticleo es el 0 y entonces ¢ isomorfismo por ser
biyectiva y homomorfismo, o bien el nicleo es el total y entonces ¢ = 0. I

El Lema de Schur nos permite demostrar la unicidad de la descomposiciéon
del Teorema 3.2.
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Corolario 3.4 Toda representacion sobre un cuerpo cuya caracteristica no
divide al orden de G se escribe de manera unica como suma directa de
representaciones irreducibles.

Demostracion.

Supongamos que no, sean Wiy,--- W, y W{,--- W! representaciones
irreducibles de G tales que V=W @ --- oW, yV =W/ ---aW!y
todas distintas dos a dos. Por el Lema de Schur, existen homomorfismos
i Wi — W]’ que son, o bien isomorfismos, o bien constantemente 0.
Tenemos también una aplicacién inyectiva de cada W; en V' y, por tanto, en
Wi{&---@W/. Por consiguiente, no pueden ser todos los ¢; ; constantemente
0.

De forma andloga, existe una aplicacién inyectiva de cada W]’ en V y, por
tanto,en Wy & --- ¢ W,.

Vamos a ver que cada W; esta en biyeccién con una W]’ y, por tanto, r = sy
tenemos una contradiccién. Si existe W tal que todas las ¢; ; con ¢ fijo son
0, entonces la inclusiéon de W; en V' tendria que ser también la aplicacion 0,
pero entonces W; seria el 0 de V' y no seria una representacién irreducible
de G. Luego, para todo i existe j tal que ¢;; es isomorfismo. De forma
simétrica, lo tenemos para cada j. Entonces, existe una biyeccién entre las
representaciones de la primera y la segunda descomposicién, luego a cada
i le corresponde un solo j tal que ¢; ; isomorfismo, y viceversa, por tanto
también se tiene r = s.

Luego la descomposicion es unica. O

El objetivo ahora es hallar todas las representaciones irreducibles de
un grupo.

Definicién 3.4. Dado G, grupo, y K cuerpo, K(G) es el K-espacio
vectorial de base {e; con geG}. Con la operacién dada por egep, = egp,
K (G) tiene estructura de K-algebra. Se denomina representacion reqular a
la dada por la estructura de K-algebra de K(G).

Definicion 3.5. Denotamos por P al conjunto de clases de conjugacién de
G y si AeP, my al conjunto de elementos de la clase de conjugacion.

Teorema 3.5 El centro de K(G) que denotamos por ZK(G) coincide con
la subdlgebra generada por los elementos:

ay) = Ehﬂ'l’)\ €h

11



con A clase de conjugacion de G.

Demostracion.

Vamos a probar la igualdad viendo un doble contenido.

C) Sea o = ¥ga4ey un elemento de K(G). Si a estd en el centro, conmuta
con todos los elementos de K (G) luego aej, = epa para todo h en G.

Por un lado, epa = Ygagepg, y por el otro, ae, = X, ageqn. Entonces,
igualando ambas expresiones tenemos que el coeficiente de epg €s ap-1p4 y
también es apgp-1, es decir que ap-1445 = apgp-1. De donde, ag = apgp-1.
Observamos que para todo g en G los coeficientes de hgh™! son el mismo,
luego todos los elementos de la clase de conjugacion de g tienen el mismo
coeficiente. Por tanto, a es combinacién de elementos de la forma Yjcr, ep.
D) Dado un «y, veamos que estd en el centro de K (G), es decir, que conmuta
con todo e4. En efecto,

axeg = (Zheln, €h)eg = eIl hg

Tenemos que ey = ey, para todo h en g~ 'hg, es decir, que estd en la misma
clase de conjugacion que h. Por tanto, la suma de los e, es la suma de los
egn si h varia en una misma clase de conjugacién. De donde, tenemos la
siguiente igualdad.

Ehel‘b\ehg = Zhel_I,\egh = €40\

O
Es importante observar que ZK(G) es un dlgebra conmutativa y es finita,
precisamente su dimension es el cardinal de P.

Teorema 3.6 Para cada representacion p : G — GL(V) donde V' es un
K-espacio vectorial, sea p : K(G) — End(V) el homomorfismo inducido
por p. Entonces, se tiene:

(i) Si G actia en End(V)) como gf = p(g)of, entonces p es un morfismo
de representaciones.

(i) Un elemento aeK(G) es 0 si y sélo si esta en el ker(p) para toda
representacion de G.

(iii) aeZK(G) si y sdlo si,para cualquier representacion p de G,el
homomorfismo p(a) : V — V' es morfismo de representaciones.

Demostracion.
(i) Hay que ver que si aeK (G) entonces p(ga) = gp(«), lo cual es obvio:

12



plga) = plega) = pleg)p(a) = p(g)op(a) = gp(a).

(i)
=) Trivial.

<)Sea o de K(G) tal que estd en el nicleo de toda p. En particular, esta
en el ker de la representacion regular: p : K(G) — GL(K(G)), es decir,
p(a) = 0. Entonces, « es la multiplicacién por 0 en K(G). Luego, para
todo 8 € K(G) se tiene: aff = 0. Tomando § como el 1 de K(G) tenemos
que necesariamente a = 0.

(ili) Sea a = Yyeqaq - egeZK(G).Para cada h € G, tenemos:

A)(h) = Syeay - g(ho)

que por la accién definida en (i) es igual a

(Egecag - egn)(v) = a - ep(v)

Y, por tanto, p(a)(hv) = hp(a)(v), es decir, es morfismo de representaciones
siy sélo si o eZK(G). O

Vamos a demostrar, por ultimo, unos resultados sencillos sobre el
conjunto de endomorfismos de un espacio vectorial que utilizaremos mas
adelante en el trabajo.

Teorema 3.7 Sea V wun espacio vectorial de dimension n, entonces la
representacion End(V') se descompone como suma directa de V' n veces.

Demostracion.

Sean v1, -+ , v, una base de V, la representacién de End(V') se descompone
como suma directa de las representaciones V;, donde V; es el espacio
vectorial de endomorfismos de V' que mandan a cero todos los vectores de
la base salvo el v;. Cada V; es una subrepresentaciéon de End(V) porque
son subespacios vectoriales y quedan fijos por la acciéon de G, ya que si f
pertenece a Vj se tiene p(g)f(v;) =0 si j # 1.

Tenemos entonces que End(V) = Vi @ --- @V, falta ver que cada
Vi es isomorfo a V como representaciones. Veamos para ello que
{fJZ V=V f;(vz) = vj;f;(vk) =0,k # i} con j de 1 hasta n es base de
cada V;.

-Linealmente independientes: Si existe una combinacién X;\; f; = 0,
actuando sobre v; tendriamos: Zj)\jf}(vi) = 0 lo cual es igual a XjAjv; = 0.

13



Como los v; son base de V, esto implica que todos los A; son nulos.

-Sistema de generadores: Sea ¢ un elemento cualquiera de V;, entonces se
tiene p(vy) = 0si k # iy ¢(v;) = w con w un elemento no nulo de V.

Sea uw en V, p(u) = @(Zgrpvr) = ZpApe(vg) y por lo dicho antes
solo es distinto de cero si k es igual a ¢. Entonces, la igualdad queda
Srdep(vg) = MNw y, como w pertenece a V puede expresarse en
funcién de la base. Por tanto, p(u) = \w = \NXparvgy = ZpapAivg.
Veamos que A\;vp es exactamente fli(u) y habremos acabado. Tenemos
fi(u) = fi(Sihv) = Sihfi(v) que solo es distinto de 0 si [ igual a 4, luego
queda f{(u) = \vy que es lo que querfamos, es decir, ¢ = Spay fi.
Podemos definir la aplicacién ®; : V' — V; tal que a cada elemento v; le
asigna f]z Tenemos que ver que ®; es isomorfismo de representaciones, es
decir, morfismo de representaciones y biyectivo. Que es una biyeccion es
claro porque manda cada elemento de la base de V' a un tinico elemento de
la base de V.

Para ver que es morfismo de representaciones basta ver que para todo g en
G y para todo v en V se tiene que ®;(g-v) = g- ®;(v). Y esto se tiene,

®i(g-v) = Pi(p(g)ov) = Pi(p(9))Pi(Srarvr) = p(g)oSkan fi = g - i(v)

En total, tenemos que la representacién de End(V) es igual a n veces la
suma directa de V. O

Teorema 3.8 Dado V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K, el centro
de End(V') es el conjunto de aplicaciones de la forma pld donde p es un
elemento del cuerpo K.

Demostracion.

La prueba de esto es trivial ya que el centro son todos los endomorfismos
que conmuten con el resto de elementos de End(V) y solo la matriz
identidad y sus multiplos conmutan con todas las matrices. O

14



4 Representaciones irreducibles y elementos
idempotentes.

El objetivo de esta seccion va a ser demostrar el Teorema de
Artin-Wedderburn, que nos da la descomposicién de la representacion
regular que aplicado a nuestro caso es la siguiente:

K(G) = @;End(V;)

donde V; son todas las representaciones irreducibles de G. Si el teorema
es cierto, se tiene que el centro de K(G), ZK(G), es isomorfo a tantas
copias de K como representaciones irreducibles tiene GG. Por ello vamos a
estudiar esta descomposicién de ZK(G) a base de geometria algebraica,
lo cual nos hara interesarnos por los elementos idempotentes primitivos
de esta algebra. Todo ello nos llevara a ver que existen el mismo numero
de representaciones irreducibles de un grupo que clases de conjugaciéon del
mismo.

Primero observamos que ZK(G) es una K-algebra reducida, es producto
directo finito de cuerpos, por ser finita. Y vamos a ver que, por tanto, existe
un ideal I tal que K[x|/I = ZK(G) y es el ideal de |P| puntos distintos.

Teorema 4.1 Con la notacién usada hasta ahora, sea G grupo y NeP’,
clase de conjugacion de G distinta de la clase del 1, fijamos xx y x el
conjunto de |P|—1 indeterminadas xy . Sea I el nicleo del homomorfismo de
K-dlgebras F : K[x]| — ZK(G) que manda cada xy a ay . Entonces, existe
una extension finita K C K’ tal que I es el ideal de |P| puntos distintos en

. e APl
el espacio afin A‘K,‘ .

Demostracion.

Tenemos que K[x]/ker(F) = ZK(G). Queremos probar que I = ker(F)
es el ideal de |P| puntos distintos y sabemos que ZK(G) es un &lgebra
reducida y finita de dimensién | P|. Entonces, probar que I es el ideal de |P|
puntos distintos es equivalente a probar, por el Teorema 7.2, que ZK(G)
no tiene elementos nilpotentes diferentes del 0.

Sea a € ZK(G) nilpotente, entonces para cualquier representacién
irreducible V de G la aplicacién inducida « : V' — V no tiene rango
maximo, porque su matriz asociada es nilpotente y una matriz nilpotente
nunca es de rango maximo, y, por el Lema de Schur, «a es la multiplicacién
por 0 en V. Por el Corolario 3.4 K(G) descompone en representaciones
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irreducibles, entonces por el apartado (ii) del Teorema 3.6, se tiene que
a=0. Il

Notacién: Denotamos a partir de ahora a los |P| puntos distintos
del teorema como a), que se obtienen como soluciéon de ecuaciones que
tienen como indeterminadas a los ay. Porque si f € K[x] podemos escribirlo
como:

[ =Xy,

Y su imagen es de la forma siguiente,

F(f) = 3iby,an,

Luego, los puntos buscados son soluciones de la ecuaciones de
I =ker(F) = {feK[x|: F(f)=0}.

A partir de ahora, basta considerar K como un cuerpo que contenga a los
puntos ay, en lugar de uno cuya caracteristica no divida al orden de G.

Veamos un ejemplo que motiva la siguiente definicion.

Ejemplo 4.1.: Sea K™ con n finito que tiene estructura de K-algebra con
el producto: vw = (viwy,- -+ ,vpwy,) donde v y w tienen sus coordenadas
en K. Los idempotentes son aquellos elementos v de K™ tales que v? = v.
Luego es claro que los elementos de la base canénica, (0,---,1,---,0), son
idempotentes. Ademds, son primitivos porque no se pueden descomponer
como suma de otros idempotentes.

Y no hay maés idempotentes primitivos porque cualquier otro idempotente
se podra expresar como combinacién lineal de elementos de la base candnica

y, por tanto, como suma de estos idempotentes primitivos.

Definicion 4.1. Un elemento idempotente se dice primitivo si no
puede descomponerse como suma de otros idempotentes.

Denotamos los elementos idempotentes de K(G) como [y donde A

representa una clase de conjugaciéon de GG, que son idempotentes primitivos
ya que vienen de idempotentes primitivos de K*’l mediante un isomorfismo.

Teorema 4.2 Sea H : ZK(G) — KIP| que consiste en evaluar las clases de
los polinomios del ideal I tal que ZK (G) = K|x|/I en los puntos {ax}xep, H
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es isomorfismo de K-dlgebras. Ademds, las preimdgenes de la base candnica
de KIPI' forman una base ortonormal {Brtrep de elementos idempotentes
primitivos de ZK(G) cuya suma es 1.

Demostracion.

Como I = NyepI(ay), por el Teorema Chino del Resto se tiene que K[x]/I
es isomorfo a @).pK[x]/I(ay) y cada I(ay) es isomorfo a K mediante
el homomorfismo de evaluaciéon de las clases de polinomios en el ay
correspondiente.

Luego, como ZK(G) = K[X]/I, ZK(G) es isomorfo a KPl. Lo demés, se
sigue de que H sea isomorfismo, ya que un isomorfismo manda elementos
idempotentes a idempotentes. O

Vamos a probar ahora una forma de asignar a cada representaciéon
un idempotente primitivo que nos va a permitir descomponer K (G).

Teorema 4.3 Para cada representacion V, se tiene una descomposicion
®L\V = V. Ademds, si V es irreducible, entonces existe un inico Ao € P
tal que V = By, V.

Demostracion.
Sabemos por el Teorema 4.2 que X).pfSyx = 1, por tanto existe una
descomposicién de V' que es la siguiente:

SaePBV =V

Y es suma directa porque, por el teorema ya nombrado, los idempotentes
primitivos son una base y, por tanto, son linealmente independientes.
Veamos ahora que son representaciones. Un subespacio W de V es
invariante por g si g(W) C W. Sea v € V tenemos

g(Brv) = Brg(v)

que pertenece a (3\V. Luego todo idempotente de ZK(G) me da un
subespacio de la forma ),V invariante. Lo cual quiere decir que B,V es
una representacion de G.

Si V es irreducible, como B,V son invariantes, tiene que darse o S\V = 0
o B\V = V. Y es obvio que solo puede haber uno, Ay, para el cual sea
BV =V.

O
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Observacién 4.1: Del teorema anterior, se deduce que K(G) =
@)\ePﬁ)\K(G)'

Vamos a ver ahora unos resultados que nos van a permitir asignarle
a cada idempotente primitivo una descomposicién irreducible.

Lema 4.4 Sean V' y V de dimensiones n' < n sobre K. Suponemos que
Hom(V',V) tienen un subespacio lineal W de dimensién n tal que toda f
no nula de W tiene rango n. Entonces, n' = 1.

Demostracion.

Sea X,v_1 = { [f] e P(Hom(V',V)) : rango([f]) < n' — 1} € P 1 por el
Teorema 7.1, tenemos que codim(X,_1) =n —n' + 1.

Por hipétesis, el subespacio P(W) de dimensién n — 1 no corta a X,/_1.
Entonces, por el Teorema 7.3, n—1 <n—n'+1y, por tanto, n’ < 2. Luego
solo puede ser n’ = 1. O

Teorema 4.5 Una representacion p : G — GL(V) es irreducible si y solo
st p es sobreyectiva.

Demostracion.

Veamos ambas implicaciones.

<) Si p no fuera irreducible, existiria W C V tal que W es representacién
de G. En ese caso, la imagen de p estaria contenida en los endomorfismos de
V' que conservan W, pero entonces p no seria sobreyectiva. Contradiccién.
Luego tiene que ser p irreducible.

=) Supongamos p irreducible y veamos que p es epimorfismo. Vamos a
verlo en 3 pasos:

-Paso 1: Para cada v,v' € V eziste o que manda v a v'.

Para todo v € V no nulo, consideramos la aplicacién p, : K(G) — V
definida por p,(a) = p(a(v)) que es morfismo de representaciones porque
es una composiciéon de morfismos de representaciones (p y la evaluacién en
v) y como V es irreducible y la imagen no es 0, porque la imagen de 1 es v,
se sigue que p, es suprayectiva que es lo que querfamos demostar.

-Paso 2: Euxiste un endomorfismo de V en Im(p) tal que su rango es

1.
Sea r el menor rango de los endomorfismos de V' no nulos que pertenecen
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a la imagen de p. Sean v{,---,v] una base cualquiera de V y sea « tal
que p(«) tenga rango r. Fijamos v perteneciente a V' y sea v/ = «a(v).
Podemos construir por el Paso 1 endomorfismos, «; : V — V, tales que

a;(v") = vl. El subespacio de End(V) generado por los endomorfismos

(2
ajoa que mandan v a v}, al que llamamos V', tiene dimensién n y sus
endomorfismos no nulos tienen como mucho rango 7.
Todos los elementos del subespacio V' tienen un subespacio en su nticleo
(concretamente el nicleo de «) de dimensién n —r, entonces V'’ puede verse
como subespacio de Hom(V/A,V). Aplicando entonces el Lema 4.4, se

tiene r = 1. Por tanto,existe f1 € Im(p) de rango 1.

-Paso 3: FExiste una base de endomorfismos de V' en la imagen.

Sea Hy = ker(f1) y tomamos v; que no pertenece a Hy tal que f1(v1) =
que no es 0. Sea vo € H; y ag en K(G) tal que ay - vo2 = v1. Se define,
entonces, fa € End(V) como fa(v) = fi(az -v), y Ha = ker(fz). En
particular, tenemos fi(v2) = 0y fa(v2) = v'. Tomamos vs en Hy N Hy
de modo que fi(v3) = 0, fa(vs) = 0y f3(vs) = v'. Repetimos el proceso
hasta conseguir vy, ...,vn ¥ f1,..., fn de rango 1 en la imagen de p tales que
verifican f;(v;) ="y fi(vj) = 0si j pertenece a {i +1,--- ,n}.

Se tiene que v, ..., v, forman una base de V', ya que v;y1, ..., v, € H;, luego
v; no es combinacién lineal de v;41,...,v,. Consideramos ahora 3; tal que
Bj - v' = v; y definimos f; j(v) = B; - fi(v). Como vy, ..., v, son base de V
y Bi,...,Bn son base de End(V), entonces f;; son endomorfismos de V.
Veamos que son linealmente independientes.

Sean \;; escalares tales que X¥;;\;;fi; = 0. Como es una suma de
endomorfismos por escalares es un endomorfismo y podemos aplicarlo
a algin elemento de V. Lo aplicamos sobre v,. Como v, estd en
el nicleo de todas las f;; para ¢ desde 1 hasta n — 1, tenemos que
YijNijfijon) = XA jfnj(vn) = 0. Por otra parte, tenemos que
fn,j(vn) = vj y, por tanto, lo anterior queda X;\, jv; = 0. Y como los v;
son base de V, tenemos que todos los A, ; son nulos.

Un vez tenemos esto, repetimos el proceso con v,—1. Tenemos ¥; ;\; j fi j = 0
con ¢ desde 1 hasta n— 1 y lo aplicamos a v,_1. Por el mismo razonamiento
que antes, nos queda que »j\,_1;v; = 0. Lo cual implica que todos los
An—1,j son nulos.

Repetimos el proceso hasta llegar a que todos los A; ; son nulos para todo
(i,7). Por tanto, f; ; forman una base de los endomorfismos de V' en Im(p).
Por tanto, p es sobreyectiva. O

Observacién 4.2: El teorema anterior caracteriza las representaciones
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irreducibles y no depende de la caracteristica del cuerpo.

Corolario 4.6 Si V es una representacion irreducible y, suponiendo que
la caracteristica de K no divide al orden de G, hay una descomposicion de
K-dlgebras unitarias que es la siguiente:

K(G) = End(V) & ker(p)

En ese caso, dado un elemento idempotente primitivo By existe una unica
representacion irreducible, V', tal que BAK(G) = End(V).

Demostracion.

Como sabemos por el Teorema 4.5 que p es morfismo de representaciones,
K(G) descompone por el Lema 3.1 como representaciones en
K(G) = W @ ker(p), donde W es un subespacio complementario al
nucleo de p.

Como p restringida a W es un morfismo de representaciones entre W
y End(V) es también morfismo de K-dlgebras y como W y End(V)
son isomorfos como espacios vectoriales, entonces la restriccion de p es
biyectiva. Por tanto, End(V) = W como representaciones pero también
como K-&lgebras.

Como algebra End(V) tiene una unidad, que es la identidad en V. Por
tanto, ker(p) tiene también unidad que es el 1 de K(G) menos el 1 de
W. Se tiene entonces que la descomposicién K(G) = End(V) @ ker(p) es
descomposicién de dlgebras unitarias.

Veamos la segunda parte. Sea el elemento (1,0) € End(V) @ ker(p),
dicho elemento es idempotente primitivo y ademdés estd en el centro de
End(V) @ ker(p).

Tomando centros en ambos lados del isomorfismo, tenemos:

ZK(G) =2 Z(End(V) @ ker(p)).

Por el Teorema 3.8, hay un isomorfismo del centro de K en End(V) que es
el siguiente:

K — Z(End(V)): u— pld

De donde, ZK(G) = K @ Z(Ker(p)) y ZK(G) = KIPI. Como (1,0) €
K @ Z(ker(p)) v (1,0) es un idempotente primitivo, su imagen por el
isomorfismo es un elemento idempotente primitivo de K(G), es decir, un
Br. Ademads se tiene que B\K(G) = End(V), este By es aquel tal que
BV =V.

Para cualquier otra representacién irreducible V' tal que S\V' = V' se
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tendrfa, por el mismo razonamiento, que B \K(G) = End(V’). Como
por el Teorema 3.7 End(V) es suma directa de V dim(V) veces y la
descomposicién de [By\K(G) en representaciones irreducibles es tnica,
entonces V = V’. Luego tenemos la unicidad. O

Los resultados anteriores nos permiten demostrar facilmente el siguiente
teorema:

Teorema 4.7 (Teorema de Artin- Wedderburn) Sila caracteristica de
K no divide al orden de G, la representacion reqular se puede descomponer
como K(G) = &;End(V;) donde V; son todas las representaciones
irreducibles de G. Ademds, hay el mismo numero de representaciones
irreducibles que clases de conjugacion de G.

Demostracion.

Sabemos que K(G) = @xpfBrK(G) y que para cada idempotente primitivo
se tiene que existe una unica representacién irreducible que denotamos por
Vi tal que BAK(G) = End(V)). Por tanto, K(G) = @x.pEnd(Vy).

Debido a todo lo probado anteriormente tenemos que existe una biyeccion
entre ZK (G) y las representaciones irreducibles de G, que vamos a denotar
por R(G) por comodidad, que es la siguiente:

ZK(G) — R(G)
By —  V:BK(G) = End(V)
,BAV =V ,3)\ — %4

g
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5 Ejemplos.
Ejemplo 5.1 Ideal de |P| puntos distintos de Sy

Sy ={id, (12),(23), (34), (13), (14), (24), (123), (124), (134), (234),

(214), (213),(324), (431), (1234), (1243), (1324), (1432), (2134), (12)(34), (23)(14), (13)(24)}
Como podemos ver hay 6 transposiciones, 8 3-ciclos, 6 4-ciclos y 3
transposiciones dobles. Denotamos las clases de conjugacién de estos como:

T2,1,1,73,1,4 ¥ 722, respectivamente. Y, entonces, ZK (S4) estd generado

por «, 3,7, vy 1 donde :

De modo que si representamos cada una con la matriz que lleva el vector e;
al e5(;), tenemos:

— = =W
— =W
— W o~
W = = =

i)

I
CIC I
(OO
O IO
O IO

NN NN O
NN O N
N O NN
SN NN
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0 1 11
1 011
0= 1101
1 110
Entonces, ZK(S;) = Klz,y,z,w|/I donde I = ker(F), con

F : Klz,y,z,w] — ZK(Sy)es el ideal: I =< 2> — 3y — 2w — 6,2y —

dr — 4z, y? — 4y — 8w — 8,yz —4x — 42, 2°> — 3y — 2w — 6, 2w — = — 22, yw —

3y, 2w — 2z — z,w? — 2w —3 >

Cuyas raices son: V(1) = {(6,8,6,3),(—6,8,—6,3),(2,0,-2,—-1),(-2,0,2,—1),(0,—4,0,3) }
Ademsds, observamos que estos puntos tienen coordenadas enteras y son

distintos en cualquier cuerpo de caracteristica distinta a 2 y 3.

Ejemplo 5.2 Ideal de |P| puntos distintos de Ay

Ay = {id, (123),(124), (134), (234), (214), (213), (324), (431),

(12)(34), (23)(14), (13)(24)}

Las clases de conjugacién de Ay son: miq, m(123), T(132) ¥ T(12)(34)- Lntonces,
ZK(A4) = (1,0, 8,7) donde:

1= €id
= 20577(123) €o

= EUETI'(132) €o

T=%

0'671"(12)(34) 60'

Por tanto, ZK(As) = Klz,y,2z|/I donde I = ker(F), con
F: Klz,y,z] - ZK(A4), es el ideal generado por:

(22 — 4y, xy — 42 — 4, y? — da, 22 — 3x,y2 — 3y, 22 — 22 — 3)

Cuyas rafces son: {(4,4,3), (4w, 4w?,0), (4, 4w?, 4w, 0), (3,3,3,—1)}, donde
w es un raiz cibica de la unidad. Observemos que son 4 puntos distintos
en cualquier cuerpo de caracteristica distinta a 2 y 3, sin embargo sus
coordenadas ya no son enteras como en el caso de Sy.
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Ejemplo 5.3 Idempotentes primitivos de Sy

A partir del ejemplo 5.1, se pueden sacar los elementos idempotentes del
homomorfismo entre ZK (S4) y K° que es el siguiente:
H : ZK(Sy) — K° tal que

H(1)=(1,1,1,1,1)
H(a) = (6,-6,0,-2,2)
H(B) = (8,8,—4,0,0)
H(v) = (6,-6,0,2,—-2)
H(0)=1(3,3,3,—-1,-1)

Si tomamos la inversa por dicha aplicacién de los vectores e;, estos nos
daran los elementos idempotemtes primitivos que buscamos.

H™'(e1) = b1
H™ ! (ea) = fo
H Y (es) = f3
H™(e4) = ba
H™(e5) = Bs

Célculos de las preimagenes:
e1 =aH(1)+bH(a)+cH(B) +dH(y) +eH () =

a+6b+8+6d+3e = 1
a—6b+8—6d+3e = 0
a—4c+3e = 0
a—2b+2d—e¢ = 0
a+2b—2d—e = 0

= 8= 1+a+2i+7+5

Repitiendo el proceso con cada e;, llegamos a:
By = 1-a+B—+4

24
B _ 4-2B446
3= T
54 _ 9-3a+3v-36

24
Bs = 9+3a—3y—38
5= 24
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6 Comparacion con la teoria de caracteres.
Ejemplos.

Definicion 6.1. El caracter de una representacién p es la funcién compleja
Xp(9) = Tr(p(g)) donde T'r es la traza de la matriz p(g).

Procedemos ahora a comparar los caracteres con los idempotentes
primitivos de los cuales hemos hablado en la seccién cuarta.

Primero observemos que pareceria normal conocer el cuerpo K sobre el que
vamos a trabajar a priori, sin embargo no es asi. En teoria de caracteres
suele suponerse K = C, sin embargo en nuestro caso bastara con tomar un
cuerpo que contenga las coordenadas de los puntos a los que hemos llamado
ax.

Ejemplo 6.1 Caracteres de Sy

En este caso es suficiente trabajar con nimeros racionales o cualquier
cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3.
Si miramos la tabla de caracteres del grupo Ss(vedse [1, Exercise 2.22])

1 6 8 6 3
(1) (12) (123) (1234) (12)(34)
pr 11 1 1 1
pp 1 -1 1 ~1 1
ps 3 1 0 ~1 ~1
pa 3 -1 0 1 ~1
ps 2 0 -1 0 2

nos damos cuenta de que las 4 ultimas columnas de la tabla multiplicadas
por la primera fila nos dan justo las coordenadas de los puntos calculados
en el ejemplo 5.1, es decir, cada punto no solo es distinto a los otros si no
que se corresponde con una representacién irreducible del grupo.

Ejemplo 6.2 Caracteres de Ay

Observamos que, como en el anterior ejemplo, los 4 puntos del ejemplo
5.2 son distintos en cualquier cuerpo de caracateristica distinta de 2 y 3
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que, adems, corresponden cada uno con una representacién irreducible
de Ay, lo cual puede verse en su tabla de caracteres(vedse [1, Exercise 2.26)):

1 4 4 3
(1) (123) (132) (12)(34)
p1 1 1 1 1
p2 1 w w? 1
p3 1 w? w 1
ps 3 0 0 -1

Es decir, como ya hemos demostrado a cada representacién irreducible
le corresponde un idempotente primitivo, y en este ejemplo hemos visto
también que podemos asociar cada punto a) con dicha representacién
mediante los caracteres.

La teoria de carcateres permite demostrar resultados de teoria de
representacion de grupos, entre los cuales se incluyen aquellos que
hemos demostrado a lo largo de este trabajo y para los cuales no hemos
necesitado caracteres. Nuestro objetivo es ”sustituir” los caracteres por los
idempotentes primitivos, de modo que no sea necesario calcular los primeros.
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7 APENDICE: Resultados Geometria Algebraica.

Teorema 7.1 [1, Proposition 12.2] Sean V y V' dos espacios vectoriales
sobre un cuerpo K de dimensiones n < n',y Xy = {[fleP(Hom(V,V")) :
rango(f) < k} € P(Hom(V,V')). Entonces se tiene que codim(Xy) =
(n—k)(n' —k).

Teorema 7.2 Sea I un ideal de K[z1,--- ,xy) tal que K[z1,...,x,)/I tiene
dimension finita m sobre K. Entonces, si para cualquier extension K' de
K el ideal generado por I en K'[xq,--- ,xy,] es radical, existe una extension

finita K' de K tal que el ideal generado por I en K'[x1,--- ,x,] es el ideal
de m puntos de AY,,.

Demostracion.
Como K{z1,...,z,]/I tiene dimensién finita m, para cada i las clases de
1, z;, :1;?, -+, 27" son linealmente dependientes luego existe combinacién no

trivial Enmzo)\ix_? = 0. Luego existe algiin polinomio que solo depende de z;
y su clase es la clase del 0. Es decir, para cada ¢ existe f; que pertenece a
Entones, V(I) es finito porque estd generado por los ceros de los f; y sus
puntos tienen coordenadas en una extension finita de K, méas concretamente
en el cuerpo de descomposiciéon de f1,--- , fn. A esta extensién la denotamos
por K’ y, abusando de notacién, denotamos por I al ideal generado por I
en K'[zq,--+, 2y

Sea P ideal primo de K'[zq, -+ ,x,] tal que P contiene a I. Como para
cada ¢ de 1 hasta n f; estd en P y f; descompone en factores lineales
en K'[xy,- - ,x,] y, por ser P primo, existe un x; — a; en P para todo
1. Por tanto, para todo P ideal primo que contiene a I, existe un punto
p= (a1, - ,ap)de V(I) tal que P es el ideal asociado al punto p, P = I(p).
Si I es radical se tiene que es igual a la interseccién de todos los ideales
primos que lo contienen. Por tanto, como en este caso I es radical por ser
K’ extensién finita de K, tenemos que I = Npev(nd (p). Es decir, que el
ideal generado por I en K'[z1,--- ,x,] es el ideal de m puntos de A%,. O

Teorema 7.3 [2, Proposition 11.4] Sea X subconjunto de un espacio
proyectivo P de codimension m, entonces corta a todo subespacio lineal
de dimension al menos m. Por tanto, si X no corta a un subespacio de
dimension n, n < m.
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