TRABAJO FINAL DE GEOMETRIA ALGEBRAICA

Existiran dos opciones: o bien exponer un tema o bien resolver un problema (en este

ultimo caso habré que entregarlo por escrito, ademds de la exposicion).
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Sugerencias de temas

Toda superficie ciibica lisa de P? contiene exactamente 27 rectas (M. Reid, Under-
graduate Algebraic Geometry, Cap. III §7).

Variedad de subespacios lineales de dimensiéon k en cuddricas lisas: dimensién, irre-
ducibilidad, lisitud,... (J. Harris, Algebraic Geometry: A first course, pp. 293-294).

Una curva tiene género aritmético cero si y sélo si es isomorfa a P! (D. Mumford,
Algebraic Geometry I: Complex projective varieties, §7B).

Por n + 3 puntos generales de P pasa una unica curva racional normal de grado n
(J. Harris, Algebraic Geometry: A first course, Ex. 1.22).

Si X es una variedad afin y G un grupo finito de automorfismos de X, el cociente
Y = X/G tiene de forma natural estructura de variedad afin (J. Harris, Algebraic
Geometry: A first course, pp. 124-125).

Si X es una variedad proyectiva y G un grupo finito de automorfismos de X, el
cociente Y = X/G tiene de forma natural estructura de variedad proyectiva (J. Harris,
Algebraic Geometry: A first course, pp. 126-127).

Teorema de bidualidad ((X*)* = X) en caracteristica cero (J. Harris, Algebraic Ge-
ometry: A first course, Theor. 15.24).

Fibrados universales en grassmannianas. Sus secciones y lugares de anulacién y de-

pendencia.
Morfismos a grassmannianas a partir de fibrados vectoriales.

Célculo de Schubert (Kleiman, S.L. — Laksov, D., Schubert calculus, Amer. Math.
Monthly 79 (1972), 1061-1082).
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Teorfa abstracta de curvas (Hartshorne, Cap. 1-6).

Teorema de Hurwitz (Hartshorne, Cap. IV-2).

Alguna propiedad de las curvas elipticas (Hartshorne, Cap. 1V-4).
Automorfismos de curvas de género g > 2 (Hartshorne, Cap. IV. Ejercicio 5.2).
Acotacién de Clifford (Hartshorne, Cap. IV, Theorem 5.4).

Algun aspecto de geometria algebraica real (J. Bochnak, M. Coste, M.F. Roy, Géo-
métrie algébrique réelle, Springer, 1987; existe edicién en inglés de 1998).

Teorema de Grothendieck: Todo fibrado vectorial de P descompone como suma di-
recta de fibrados lineales (Hartshorne, Cap. V, Corollary 2.14 y Ejercicio 2.6).

Demostrar que, tomando cohomologia en la sucesién exacta 0 — O% — MY —
M JO% = 0, se obtiene 1 — k* — K(X)*<% Div(X) — Pic(X)

Relacionar el functor Ext con las extensiones (en médulos y/o haces).
Inmersién canodnica de curvas y curvas hiperelipticas.
Polinomio de Hilbert en P} x P} y aplicaciones.

Demostraciéon del teorema de los ceros de Hilbert.



Lista de problemas

1) Demostrar que, en la Grassmanniana de rectas en P? (vista como subconjunto de P%):

a) El conjunto de rectas contenidas en un plano IT C P3 y que pasan por un punto
p de II forman una recta de P°, y todas las rectas de P° contenidas G(1,3) son
de esa forma.

b) El conjunto de rectas que pasan por un punto dado de P? forman un plano de P°
(lamado a-plano).

c¢) El conjunto de rectas contenidas en un plano de P3 forman un plano de P° (lla-
mado [-plano).

d) Cualquier plano de P° contenido en G(1,3) es un a-plano o un 3-plano.

e) Ningtin espacio lineal de P> de dimensién tres estd contenido en G(1,3).

2) Sea P° el conjunto de todas las cénicas de P? y S C P° el conjunto de rectas dobles.

Sea Q; la hipersuperficie cuddrica de P? formada por las cénicas tangentes a la recta
V(X;) C P2

a) Demostrar que la interseccién Qo N Q1 N Q2 consiste en una unién S U S’ donde
S’ es el conjunto de conicas representadas por matrices de la forma

—t3 tot1 tota
toty  —t2  tito

toty tita —t3

b) Comprobar que SNS" = Yy UYpa UYi2, donde Y, es el conjunto de rectas dobles
que pasan por el punto X; = X; = 0. Comprobar que, como subconjunto del
espacio proyectivo P?, cada Y;; es una conica lisa.

¢) Concluir, sin utilizar dualidad, que dadas cinco rectas generales en P?, existe una

Unica conica tangente a esas cinco rectas.

3) Dado un conjunto proyectivo X C P, se llama variedad secante de X a la unién de
las rectas de P™ que cortan a X en al menos dos puntos.

a) Demostrar que, si X no es una variedad lineal, su variedad de secantes tiene
dimensién como mucho 2dim X + 1.

b) Se llama deficiencia de X a la dimensién §(X) del conjunto de rectas bisecantes
a X que pasan por un punto general de la variedad de secantes. Demostrar que
la variedad de secantes de X tiene dimensiéon 2dim X + 1 — 6(X).
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c) Demostrar que las inmersiones dobles de Veronese tienen deficiencia 1, que las
variedades de Segre tienen deficiencia 2 y que las grassmannianas de rectas tienen
deficiencia 4.

Dado un conjunto proyectivo X C PV, se llama defecto de X a N — 1 — dim(X*).
Demostrar que G(1,n) (vista como variedad proyectiva a través de la inmersién de
Pliicker) tiene defecto cero si n es impar y defecto dos si n es par.

Sea S C P° la superficie de Veronese.
a) Demostrar que el plano tangente en un punto de S corta a S sélo en el punto de
tangencia.
b) Calcular la dimensién de la variedad dual de S.
¢) Demostrar que S no contiene ninguna recta.

d) Demostrar que, dados dos puntos cualesquiera de la superficie de S, sus planos

tangentes se cortan en un punto.

Demostrar que la imagen por la inmersién de Segre de P? x P! en P® no esté contenida
en ninguna cuddrica lisa. Calcular su variedad dual.

Sea X C P?"*! la imagen de P! x P™ por la aplicacién de Segre. Identifiquese P27+1!
como el conjunto de homomorfismos (considerados siempre salvo multiplicacién por
constante) k2 — k"1 y X como el subconjunto de aquéllos de rango uno.
a) Sea f € X ysean A = ker(f), B =Im(f). Demostrar que el espacio tangente a
Xen fesTiX ={g:k* = k"' | f(A) C B}.
b) Demostrar que la variedad dual X* consiste en el conjunto de los hiperplanos
de P?"*1 de la forma Hac = {f : k* — k"1 | f(A) C C}, donde A y C son
hiperplanos respectivamente de k2 y k™11,

¢) Concluir que dim(X™*) = dim(X).

Demostrar que existe un fibrado de rango dos sobre la cuddrica Q = V(Xo X1+ X2 X35+
X2) C P} con una seccién que se anula en la recta L = V (X, Xa, X4).

Demostrar que, si Fy, Fy, F3, Fy € k[Xo, X1, X2, X3] son polinomios homogéneos de
grados respectivos 1, 2,2, 3 suficientemente generales, entonces V (Fy Fy — F5F3) es una
superficie lisa de P3. Comprobar que el resultado andlogo en P no es cierto si n > 4.



