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Introducción

En esta memoria presentamos algunos resultados básicos referentes a es-
pacios de Banach cuyas demostraciones se basan, principalmente, en el uso y
manejo de sucesiones en topologías débiles y las propiedades que a ellas van
asociadas.

Cabe destacar que, a lo largo de este trabajo, uno de los espacios más
notables con los que trabajamos es el espacio l1 de las series absolutamente
convergentes, espacio que encontramos como parte común en los dos prin-
cipales resultados que abordamos: el Teorema de dicotomía de Rosenthal
y la caracterización de los conjuntos débil compactos en espacios de funcio-
nes integrables, los cuales son tratados en los capítulos 2 y 3 de esta memoria.

Previamente, en el Capítulo 1, Notación y Preliminares, y a modo de
introducción, repasamos la notación y algunos resultados básicos en espacios
de Banach referentes a sucesiones débilmente convergentes, presentando al
mismo tiempo algunos ejemplos sobre sucesiones en l1, y haciendo especial
hincapié en el concepto de topología débil. Como aplicación de todos es-
tos resultados básicos, estudiamos una caracterización de los conjuntos débil
compactos de los espacios C (K) de funciones continuas definidas sobre un
compacto K. Los conceptos que se remarcan en este capítulo son los que
posteriormente sirven como marco en el cual se desarrollan los capítulos pos-
teriores.

En el Capítulo 2, titulado Teorema de Dicotomía de Rosenthal, se presen-
ta una caracterización de los espacios de Banach que contienen una copia del
espacio l1. Esta caracterización se obtiene como consecuencia del principal
Teorema de este capítulo, estableciendo que, dada una sucesión en un espa-
cio de Banach determinado, se puede extraer una subsucesión que o bien es
débil Cauchy o bien es equivalente a la base de vectores unitarios de l1. En
este último caso, el espacio contiene una copia de l1. De esta forma, se puede
detectar cuando un espacio de Banach contiene a l1, y así poder transferir

9



10 ÍNDICE GENERAL

algunas de las propiedades de l1 al espacio en cuestión. La demostración de
este hecho se apoya en la Teoría de Ramsey, la cual abordamos brevemente,
y la cual constituye un importante principio combinatorio.

En el Capítulo 3, el último de esta memoria, Compacidad Débil en L1 (µ, X),
estudiamos una caracterización de los conjuntos débil compactos del espa-
cio L1 (µ, X) de funciones integrables Bochner, espacio que generaliza a los
L1 (µ) formado por funciones integrables Lebesgue a las funciones con valores
en un espacio de Banach determinado. La búsqueda de esta caracterización se
apoya nuevamente en las sucesiones convergentes en la topología débil. Para
demostrar este resultado, hacemos un breve repaso a la Teoría de Medidas
Vectoriales y al concepto de integral de Bochner, cuya similitud con la inte-
gral de Lebesgue es notable. Abordamos también el Lema de Rosenthal y el
Teorema de Vitali-Hahn-Saks, estableciendo este último un principio similar
al de la Acotación Uniforme para medidas. Mediante estos dos resultados,
probamos de dos formas distintas una de las implicaciones de la caracteri-
zación de débil compactos, siendo de mayor impacto la prueba basada en el
Lema de Rosenthal, pues hace recaer la atención en el papel que juega la
base de vectores unitarios de l1 en esta caracterización.

Finalmente, para concluir esta introducción, quisiera agradecer a los pro-
fesores Antonio Pallarés y Stanimir Troyanski por su ayuda y los consejos
que he recibido para la realización de esta memoria.

Ángel Arroyo García
Alicante, 15 de septiembre de 2010



Capítulo 1

Notación y Preliminares

En este capítulo damos las definiciones básicas y enunciamos los prin-
cipales resultados que posteriormente utilizaremos, poniendo énfasis en lo
relacionado a las topologías débiles y las sucesiones débilmente convergen-
tes, dando ejemplos y enunciando alguna propiedad. Otro de los conceptos
que se abordan es el de compacidad débil, recalcando la relación existente
entre espacios reflexivos y compacidad débil y proporcionando un teorema
que permite caracterizar los débil compactos por sucesiones. Finalizamos es-
te capítulo dando una caracterización de los conjuntos débil compactos del
espacio de funciones C (K).

La bibliografía para este capítulo ha sido extraída fundamentalmente de
[9].

1.1 Espacios de Banach
A lo largo de este trabajo, denotamos por (X, ‖·‖) un espacio de Banach,

o por X cuando la norma se sobreentienda. Dentro de un espacio de Banach
X, denotamos por BX y SX , la bola unidad cerrada de X y la esfera unidad
de X, respectivamente.

Algunos ejemplos de espacios de Banach son los siguientes:

(a) Sea 1 ≤ p < ∞. El espacio lnp denota el espacio vectorial n-dimensional
Kn con la norma definida por

‖x‖p =

[
n∑

i=1

|xi|p
]1/p

,

con x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn.

11



12 1.1. Espacios de Banach

(b) El espacio ln∞ denota el espacio vectorial n-dimensional Kn con la norma
definida por

‖x‖∞ = máx {|xi| : i = 1, . . . , n} ,

con x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn.

(c) Sea 1 ≤ p < ∞. El espacio lp denota el espacio vectorial de todas las
sucesiones x = {xn}∞n=1 de K tales que

∑∞
n=1 |xi|p < ∞, con la norma

‖x‖p =

[
∞∑

n=1

|xi|p
]1/p

.

(d) El espacio l∞ denota el espacio vectorial de todas las sucesiones acotadas
x = {xn}∞n=1 de K, con la norma del supremo

‖x‖∞ = sup {|xn| : n ∈ N} .

(e) El espacio c denota el subespacio de l∞ formado por todas las sucesiones
x = {xn}∞n=1 tales que ĺımn→∞ xn existe y es finito.

(f) De forma similar, el espacio c0 denota el subespacio de l∞ formado por
todas las sucesiones x = {xn}∞n=1 tales que ĺımn→∞ xn = 0.

(g) Dado K compacto, el espacio C (K) denota el espacio vectorial de todas
las funciones continuas f : K → K con la norma del supremo

‖f‖∞ = sup {|f (t)| : t ∈ K} = máx {|f (t)| : t ∈ K} .

(h) Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida. Dado 1 ≤ p < ∞, el espacio Lp (Ω, Σ, µ)
denota el espacio vectorial de todas las clases de equivalencia de funcio-
nes µ-medibles Lebesgue definidas a.e. sobre Ω tales que

∫
Ω
|f |p dµ < ∞,

con la norma

‖f‖p =

[∫
Ω

|f |p dµ

]1/p

.

(i) Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida. El espacio L∞ (Ω) denota el espacio
vectorial de todas las clases de equivalencia de funciones µ-medibles tales
que están esencialmente acotadas, i.e., tal que ess sup |f | < ∞, con la
norma

‖f‖∞ = ess sup |f |,

donde ess sup |f | = ı́nf {α ∈ R : µ {ω ∈ Ω : |f (µ)| > α}} es el supremo
esencial de |f |.



1. Notación y Preliminares 13

Observación 1.1.1. Es preciso destacar que los espacios lnp con 1 ≤ p ≤ ∞ son
isomorfos al mismo espacio vectorial Kn con independencia de la elección de
1 ≤ p ≤ ∞, ya que, lo único que varía es la norma asociada. Sin embargo, para
los lp con 1 ≤ p ≤ ∞, elecciones distintas de p nos proporcionan espacios
distintos. Por ejemplo, si consideramos los espacios l1 y l2, y la sucesión
x =

{
xn = 1

n

}∞
n=1

, entonces
∑∞

n=1 |xn|2 < ∞, pero
∑∞

n=1 |xn| = ∞, con lo
que x ∈ l2 pero x /∈ l1.

En multitud de ocasiones resulta útil hacer uso de aplicaciones lineales
entre espacios de Banach con el fin de establecer relaciones entre espacio.
Con este fin, usamos los operadores lineales acotados entre dos espacios de
Banach X e Y para definir los conceptos de isomorfismo e isometría.

Definición 1.1.2. Dado T un operador lineal acotado entre X e Y , (i.e.
T ∈ B (X, Y )), se dice que

T es un isomorfismo si T es una biyección y T−1 ∈ B (Y,X). En este
caso, se dice que X e Y son isomorfos.

T es un isomorfismo de X dentro de Y si T es un isomorfismo de
X en un subconjunto T (X) de Y .

T es una isometría si ‖T (x)‖Y = ‖x‖X para todo x ∈ X. En este
caso, se dice que X e Y son isométricos.

Uno de los usos de los operadores lineales acotados es determinar cuando
dos normas distintas generan la misma topología, es decir, la topología aso-
ciada a una y otra norma son la misma. En este sentido, damos la siguiente
definición.

Definición 1.1.3. Sea X un espacio vectorial dotado con dos normas distin-
tas ‖·‖1 y ‖·‖2. Se dice que estas dos normas son equivalentes si la aplicación
identidad i : (X, ‖·‖1) → (X, ‖·‖2) es un isomorfismo, i.e., si existe constantes
α, β > 0 tales que α ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β ‖x‖1 para todo x ∈ X.

En espacios de dimensión finita, todas las normas son equivalentes, es
decir, todas las normas sobre X generan la misma topología. Además, me-
diante esta equivalencia, es fácil probar que todos los espacios de la misma
dimensión finita n son isomorfos. Sin embargo, en espacios de dimensión in-
finita esta propiedad no es cierta, pudiendo encontrar normas distintas sobre
un mismo espacio X que no generan la misma topología.

Con ayuda del siguiente lema, es posible probar que la bola unidad cerrada
no es compacta en un espacio de dimensión infinita, al contrario que en los
espacios de dimensión finita donde este conjunto si es compacto.
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Lema 1.1.4 (Riesz, 1918, [9, Lemma 1.23]). Sea X un espacio normado. Si
Y es un subespacio cerrado propio de X, entonces para todo 0 < ε < 1 existe
xε ∈ SX tal que ‖xε − y‖ ≥ ε para todo y ∈ Y .

La idea para probar que BX no es compacto cuando X tiene dimensión
infinita se basa en encontrar una sucesión no convergente dentro de BX . La
forma de obtener dicha sucesión es aplicar el Lema de Riesz para asegurarse
de que la sucesión construida no sea de Cauchy, es decir, que sucesivos tér-
minos que la componen no se aproximen entre sí. A partir de este resultado
podemos deducir que, dado un espacio normado X, todo subconjunto cerra-
do y acotado de X es compacto si y sólo si X es finito dimensional. Es decir,
el Teorema de Heine-Borel solo es válido para espacios de dimensión finita.

De todos estos resultados se desprende el hecho de que, en dimensión infi-
nita, no es posible encontrar tantos conjuntos compactos como en dimensión
finita. Por tanto, parece lógico pensar en proporcionar topologías distintas
que nos den una definición más amplia de compacidad. Para ello, definimos
antes el concepto de espacio dual de un espacio normado, que nos sera de
gran utilidad a la hora de introducir las topologías débiles.

Definición 1.1.5. Sea X un espacio normado. Llamamos el espacio dual
de X, y lo denotamos por X∗, al espacio vectorial de todos los funcionales
lineales continuos, equipado con la norma definida por

‖x∗‖∗ = sup {|x∗ (x)| : x ∈ BX} ,

con x∗ ∈ X∗. La norma del dual suele denotarse simplemente por ‖·‖ salvo
cuando pueda haber lugar a confusión con la norma del espacio original X,
en cuyo caso se denotará por ‖·‖∗. Este espacio, constituye un espacio de
Banach.

Para espacios de dimensión finita X, el dual es siempre isomorfo al espa-
cio original. Esto también es cierto para determinados espacios de dimensión
infinita, concretamente para los espacios de Hilbert, que son aquellos espa-
cios equipados con un producto interior donde la métrica que se genera es
completa.

Algunos ejemplos de espacios duales son los que a continuación se pre-
sentan.

(a) c∗0 = l1 en el sentido de que para todo x∗ ∈ c∗0 existe una única sucesión
{αn} ∈ l1 tal que

x∗ (x) =
∞∑

n=1

αnxn
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para todo x = {xn} ∈ c0, y la aplicación x∗ 7→ {αn} es una isometría de
c∗0 en l1.

(b) l∗1 = l∞ en el sentido de que para todo x∗ ∈ l∗1 existe una única sucesión
{αn} ∈ l∞ tal que

x∗ (x) =
∞∑

n=1

αnxn

para todo x = {xn} ∈ l1, y la aplicación x∗ 7→ {αn} es una isometría de
l∗1 en l∞.

(c) Sean p, q ∈ (1,∞) tales que 1
p

+ 1
q

= 1. Entonces l∗p = lq en el sentido de
que para todo x∗ ∈ l∗p existe una única sucesión {αn} ∈ lq tal que

x∗ (x) =
∞∑

n=1

αnxn

para todo x = {xn} ∈ lp, y la aplicación x∗ 7→ {αn} es una isometría de
l∗p en lq.

(d) Sean p, q ∈ (1,∞) tales que 1
p

+ 1
q

= 1. Entonces Lp (µ)∗ = Lq (µ) en el
sentido de que para todo x∗ ∈ Lp (µ)∗ existe un único f ∈ Lq (µ) tal que

x∗ (g) =

∫
Ω

gx∗ dµ

para todo g ∈ Lp (µ), y la aplicación x∗ 7→ f es una isometría de Lp (µ)∗

en Lq (µ).

(e) L1 (µ)∗ = L∞ (µ) en el sentido de que para todo x∗ ∈ L1 (µ) existe un
único f ∈ L∞ (µ) tal que

x∗ (g) =

∫
Ω

gx∗ dµ

para todo g ∈ L1 (µ), y la aplicación x∗ 7→ f es una isometría de L1 (µ)∗

en L∞ (µ).

Observación 1.1.6. De la misma forma que buscamos el dual de un espacio de
Banach determinado, podríamos plantearnos, dado un espacio de Banach X,
si existe un espacio de Banach Y de forma que Y ∗ = X, es decir, si X tiene
predual, un espacio del cual sea dual. Sin embargo, no siempre es posible
encontrar un espacio predual. Algunos ejemplos de ello son los espacios c0 o
L1 [0, 1].
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La prueba de que estos espacios no tienen predual pasa por el conocido
como Teorema de Alaoglu que veremos en la sección 1.3. Por tanto, las de-
mostraciones a las que se acaba de hacer referencia se abordarán en dicha
sección.

Dado un espacio normado X, sabemos que su dual X∗ es un espacio de
Banach, y por tanto también le corresponde un espacio dual (X∗)∗ = X∗∗

con la norma definida por ‖x∗∗‖ = sup {|x∗∗ (x∗)| : x∗ ∈ BX∗}. Este espacio
es, a su vez, espacio de Banach y por tanto le corresponde un espacio dual
(X∗∗)∗ = X∗∗∗, etc.

Mediante la siguiente definición comenzamos a explorar la relación entre
un espacio normado X y sus duales:

Definición 1.1.7. Sea x ∈ X, entonces x define un elemento x̂ : X∗ → K
de X∗∗ de la siguiente manera

x̂ (x∗) = x∗ (x)

para todo x∗ ∈ X∗. De esta forma, definimos

π : X ↪→ X∗∗

x 7→ π (x) = x̂.

Esta aplicación es el embebimiento canónico de X en su segundo dual
X∗∗.

Observación 1.1.8. La aplicación π es una isometría, es decir, es lineal y
‖π (x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ X.

Mediante esta identificación entre un espacio y su segundo dual, para
todo espacio normado X, sabemos que existe su complección X̃, esto es, un
espacio de Banach X̃ tal que X es denso en X̃:

X̃ = π (X)
X∗∗

.

Una de las propiedades más importantes sobre espacios de Banach es la
reflexividad, que enunciamos a continuación, y que profundiza en la relación
entre un espacio de Banach y su segundo dual:

Definición 1.1.9. Un espacio normado X se dice reflexivo si

X∗∗ = {π (x) : x ∈ X} = π (X) .
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Ejemplo 1.1.10. Los espacios lp con 1 ≤ p ≤ ∞ son reflexivos ya que, si
1
p

+ 1
q

= 1, entonces l∗∗p = l∗q = lq. Sin embargo, el espacio c0 no es reflexivo,
ya que c∗∗0 = l∗1 = l∞ y c0 es un subespacio de l∞.

Observación 1.1.11. Obviamente esta definición solo es válida para espacios
de Banach, ya que, si X fuera un espacio normado, entonces X∗∗ es de Ba-
nach.

El concepto de reflexividad se abordará en la Sección 1.3, donde se pondrá
de manifiesto su relación con la compacidad débil.

1.2 Topología Débil y Débil∗

En esta sección introducimos dos nuevas topologías distintas a la topología
de la norma. Con el objetivo de dar una notación que resulte aclaratoria en
resultados de está sección y sucesivas, definimos las siguientes nociones.

Definición 1.2.1. Sean X y Y dos espacios vectoriales y 〈·, ·〉 : X × Y → K
una aplicación bilineal verificando

(a) Si 〈x, y〉 = 0 para todo x ∈ X, entonces y = 0,

(b) Si 〈x, y〉 = 0 para todo y ∈ Y , entonces x = 0.

Decimos que 〈X, Y 〉 es un par dual.

Ahora, dados x0 ∈ X, y0 ∈ Y , definimos las aplicaciones lineales
fx0 : Y → K, fy0 : X → K, definidas por

fx0 (y) = 〈x0, y〉 ,
fy0 (x) = 〈x, y0〉 .

con x ∈ X e y ∈ Y .

Definición 1.2.2. Dado 〈X, Y 〉 un par dual, definimos la topología débil
de X inducida por Y , y la denotamos por σ (X, Y ), como la topología más
gruesa en X para la cual fy : X → K es continua para todo y ∈ Y .

De esta forma, se definirán las topologías débil y débil∗ de un espacio
normado X de la siguiente forma:

(a) La topología débil de X es la topología σ (X, X∗).

(b) La topología débil∗ de X∗ es la topología σ (X∗, X).
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En este caso, dados x ∈ X y x∗ ∈ X∗,

〈x, x∗〉 = 〈x∗, x〉 = x∗ (x) .

Esta notación es de ayuda cuando, por ejemplo, estemos considerando
la topología débil y débil∗ en un mismo espacio de Banach. De esta forma
σ (X∗, X∗∗) denotaría la topología débil de X∗ y σ (X∗, X) la topología débil∗
de X∗. Sin embargo, la notación que emplearemos con más frecuencia es la
que a continuación se presenta.

Definición 1.2.3. Sea X un espacio normado. Se define la topología débil
(w-topología, ó σ (X, X∗)) sobre X como la topología generada por una
base formada por conjuntos de la forma

A = {x ∈ X : |x∗i (x− x0)| < ε con i = 1, 2, . . . , n}

para todas las posibles elecciones de x0 ∈ X, x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n ∈ X∗ y ε > 0. De

forma similar, se define la topología débil∗ (w∗-topología, o σ (X∗, X))
sobre el dual X∗ de X como la topología generada por una base formada por
conjuntos de la forma

A∗ = {x∗ ∈ X∗ : |(x∗ − x∗0) (xi)| < ε con i = 1, 2, . . . , n}

para todas las posibles elecciones de x∗0 ∈ X∗, x1, x2, . . . , xn ∈ X y ε > 0.

Se puede probar que, en un espacio X, la topología de la norma es más
fuerte que la topología débil, i.e., todo conjunto abierto en la topología débil
es abierto en la topología de la norma. De la misma forma, en X∗ la topología
débil es más fuerte que la topología débil∗.

Una de las principales diferencias entre espacios de dimensión finita e
infinita es la equivalencia de topologías. Al igual que en la Proposición an-
teriormente hicimos notar la importancia de la dimensión en cuanto a la
topología generada por normas distintas, es fácil mostrar que en los espacios
finito-dimensionales las topologías débil, débil∗ y de la norma coinciden.

Sin embargo, para espacios infinito-dimensionales, la topología débil nun-
ca coincide con la topología de la norma de X∗. Esto es debido a que los
conjuntos abiertos en la topología débil no están acotados. Tomando un con-
junto acotado que sea abierto para la topología de la norma, se tiene que
éste no es débil abierto por estar acotado. Así pues, en dimensión infinita la
topología débil (y por tanto la débil∗ también) no coincide con la topología
de la norma. En cuanto a la topología débil y débil∗ en un espacio de di-
mensión infinita, se sabe que estas coinciden cuando el espacio en cuestión
es reflexivo.
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A pesar de que, en espacios de dimensión infinita las topologías de la
norma y débil∗ no coinciden, esto no implica que las topologías no coincidan
en un conjunto determinado. A continuación vemos un ejemplo de ello.

Ejemplo 1.2.4. Las topologías de la norma, débil y débil∗ coinciden sobre
la esfera de l1.

Consideremos l1 como el espacio dual X∗ de X = c0. Dado A un abierto
en la topología de la norma relativa a Sl1 , para x∗0 ∈ A existe ε > 0 tal
que (x∗0 + εBl1) ∩ Sl1 ⊂ A. Nuestro objetivo es encontrar un conjunto débil∗
abierto B contenido en x∗0 +εBl1 , es decir, un abierto B en la topología débil∗
tal que para todo x∗ ∈ B, ‖x∗ − x∗0‖1 < ε.

Como ‖x∗0‖ = 1, existe un N ∈ N suficientemente grande tal que
N∑

j=1

∣∣∣(x∗0)j

∣∣∣ > 1− ε

6
.

Definamos por tanto el siguiente conjunto:

B =
{

x∗ ∈ l1 : |(x∗ − x∗0) (ej)| <
ε

3N
, con j = 1, 2, . . . , N

}
,

donde ej ∈ c0 es la sucesión formada por 0 y un 1 en la posición j. Por tanto,
B es débil∗ abierto, y si tenemos x∗ ∈ B, entonces

N∑
j=1

∣∣∣(x∗)j − (x∗0)j

∣∣∣ =
N∑

j=1

|(x∗ − x∗0) (ej)| <
ε

3
.

En consecuencia, para x∗ ∈ B,
N∑

j=1

∣∣∣(x∗0)j

∣∣∣− N∑
j=1

∣∣∣(x∗)j

∣∣∣ ≤ N∑
j=1

∣∣∣(x∗)j − (x∗0)j

∣∣∣ < ε

3
,

y
N∑

j=1

∣∣∣(x∗)j

∣∣∣ ≥ N∑
j=1

∣∣∣(x∗0)j

∣∣∣− ε

3
≥ 1− ε

6
− ε

3
= 1− ε

2
.

Finalmente,
∞∑

j=N+1

∣∣∣(x∗)j − (x∗0)j

∣∣∣ ≤
∞∑

j=N+1

∣∣∣(x∗)j

∣∣∣+ ∞∑
j=N+1

∣∣∣(x∗0)j

∣∣∣
= 2−

N∑
j=1

∣∣∣(x∗)j

∣∣∣− N∑
j=1

∣∣∣(x∗0)j

∣∣∣
≤ 2−

(
1− ε

2

)
−
(
1− ε

6

)
=

2

3
ε,
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y por tanto

‖x∗ − x∗0‖ =
N∑

j=1

∣∣∣(x∗)j − (x∗0)j

∣∣∣ < 1

3
ε +

2

3
ε = ε.

Luego B es débil∗ abierto y B ∩Sl1 ⊂ (x∗ + εBl1)∩Sl1 ⊂ A. Entonces dentro
de cada abierto relativo a la esfera se puede encontrar un entorno débil∗
abierto, y como la topología de la norma es mas fuerte que la débil∗, se tiene
que las topologías débil∗ y de la norma coinciden sobre la esfera.

A continuación, vemos alguna notación acerca de la convergencia de su-
cesiones en las distintas topologías. Dada una sucesión {xn} en un espacio
normado X, y dada {x∗n} en el dual X∗,

xn → x ó ĺım
n→∞

xn = x, significa que {xn} converge en norma a x.

xn
w→ x ó w-lím

n→∞
xn = x, significa que {xn} converge hacia x en la

topología débil de X.

x∗n
w∗
→ x∗ ó w∗-lím

n→∞
x∗n = x∗, significa que {x∗n} converge hacia x∗ en la

topología débil∗ de X∗.

Con esta notación, xn
w→ x si y sólo si ĺımn→∞ x∗ (xn) = x∗ (x) para todo

x∗ ∈ X∗; y x∗n
w∗
→ x∗ si y sólo si ĺımn→∞ x∗n (x) = x∗ (x) para todo x ∈ X. (En

este caso decimos que {x∗n} converge puntualmente hacia x∗).
Para una sucesión {xn} en un espacio normado X se cumple que, si se

tiene xn → x, entonces xn
w→ x. Análogamente para una sucesión {x∗n} en el

espacio dual X∗, si x∗n
w→ x∗, entonces x∗n

w∗
→ x∗.

A continuación abordamos los siguientes ejemplos de sucesiones que no
convergen en norma pero si lo hacen en las topologías débiles de los espacios
en que están contenidas.

Ejemplo 1.2.5. Sea {en} la base de vectores unitarios de c0. Entonces {en}
no converge en norma, pero si en la topología débil.

Veamos que {en} converge a 0 en la topología débil. Sea x∗ = {xn} en
l1, entonces x∗en = xn para todo n ∈ l1. Como

∑∞
n=1 |xn| < ∞, entonces

ĺımn→∞ xn = 0 para todo x ∈ l1. Luego en
w→ 0.

Por tanto, si la sucesión {en} converge en norma, entonces ha de con-
verger a cero, sin embargo, ‖en‖ = 1 para todo n ∈ N, luego {en} converge
débilmente pero no converge en norma.
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Ejemplo 1.2.6. Sea {en} la base de vectores unitarios de l1. Entonces {en}
no converge ni en la topología de la norma ni en la débil, pero si en la débil∗.

Veamos en primer lugar que {en} converge en la topología débil∗ a 0. De
esta forma, si en

w→ x para algún x ∈ l1, entonces x = 0, y de la misma
forma, si en → 0, entonces x = 0.

Como sabemos, en
w∗
→ 0 si y sólo si {en} converge puntualmente, es decir,

si para todo x = {xn} ∈ c0 se tiene que en (x) → 0. Esto se verifica, ya que
en (x) = xn para todo n ∈ N y xn → 0 por ser x ∈ c0.

Así pues, x = 0 es el único candidato a ser el límite de {en} en la topología
de la norma y la topología débil. Sin embargo, en ninguna de estas topologías
esto sucede:

Para la topología de la norma, ‖en‖ = 1 para todo n ∈ N, luego
ĺımn→∞ en = 1 y por tanto {en} no converge a 0.

Para la topología débil, si en
w→ 0 entonces x∗en → 0 para todo x∗ ∈ l∞.

Sea x∗ = (1, 1, 1, . . .) ∈ l∞, entonces x∗en = 1 para todo n ∈ N y
ĺımn→∞ x∗en = 1, pero x∗0 = 0 y por tanto tenemos una contradicción,
con lo que {en} no converge débilmente a 0.

En general, si una sucesión cualquiera de elementos de l1 converge dé-
bilmente, también convergerá en norma. Este resultado es conocido como la
Propiedad de Schur de l1 y lo veremos como consecuencia de los resultados
del Capítulo 3 sobre compactos débiles en espacios de funciones integrables.

Definición 1.2.7. Como cabe esperar, se dice que una sucesión {xn} es
débil-Cauchy si ĺımn→∞ x∗ (xn) existe para todo x∗ ∈ X∗.

Ejemplo 1.2.8. Para el espacio c0, existe una sucesión débil-Cauchy que no
converge en la topología débil.

Consideremos en c0 la sucesión de elementos xn = {xn
n} definida de la

siguiente manera

xn
j =

{
1 si j ≤ n
0 si j > n

para todo n ∈ N. Entonces esta sucesión es débil Cauchy pero no converge
débilmente.

Para todo x∗ = {αj} ∈ l1, x∗xn =
∑n

j=1 αj y por tanto {x∗xn} con-
verge para todo x∗ ∈ l1, luego {x∗} es una sucesión débil Cauchy. Supon-
gamos que la sucesión converge débilmente hacia x = {xn} ∈ c0. Entonces
|x∗ (xn − x)| → 0 para todo x∗ ∈ l1. Sea m ∈ N cualquiera, consideramos
x∗ = em, entonces

|em (xn − x)| = |1− xm|
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para todo n ≥ m. Por tanto, |1− xm| = ĺımn→∞ |em (xn − x)| = 0 para
m ∈ N, es decir, xm = 1 para todo m ∈ N, y ĺımm→∞ xm = 1, con lo que
x = {xn} /∈ c0. Entonces {en} no converge débilmente.

En el siguiente ejemplo vemos un ejemplo de sucesión que no converge
débilmente y tiene un punto de acumulación en la topología débil.

Ejemplo 1.2.9. La base de vectores unitarios de l1, {en}, es una sucesión en
l1 que no converge débilmente y sin embargo tiene un punto de acumulación
en la topología débil.

Como hemos visto, esta sucesión no converge débilmente. Veamos que,
sin embargo, tiene un punto de acumulación en la topología débil. Para ello,
consideremos el conjunto numerable C = {en − em : n 6= m}. Si probamos
que 0 es punto de acumulación de C en la topología débil, entonces existirá
x ∈ l1 tal que x es punto de acumulación de {en}. Definamos el siguiente
entorno de 0 en la topología débil:

U = {x ∈ l1 : |x∗i (x)| < ε, i = 1, 2, . . . , n} ,

para cualesquiera x∗1, . . . , x
∗
n ∈ l∞ y ε > 0. Veamos que existe un subconjunto

numerable de C que está contenido en U . Para ello, como x∗1 ∈ l∞, tenemos
que {x∗en} es una sucesión acotada de escalares, por tanto tiene punto de
acumulación, con lo que podemos encontrar un subconjunto C1 ⊂ C nume-
rable tal que |x∗1 (en − em)| < ε para en − em ∈ C1. De la misma forma,
{x∗2en} es una sucesión acotada de escalares, con lo que tiene punto de acu-
mulación y existe C2 ⊂ C1 numerable tal que |x∗i (en − em)| < ε, i = 1, 2,
para en − em ∈ C2. Repitiendo sucesivamente este proceso, encontramos un
subconjunto Cn ⊂ C numerable tal que

|x∗i (en − em)| < ε i = 1, 2, . . . , n

para en− em ∈ Cn, luego en− em ∈ U . Entonces Cn ⊂ U , y así 0 es punto de
acumulación de C en la topología débil. En consecuencia {en} tiene punto
de acumulación en la topología débil.

La convergencia débil de una sucesión en un espacio de normado per-
mite caracterizar la semicontinuidad inferior de la norma. Esto se describe
mediante la siguiente proposición.

Proposición 1.2.10. Sea X un espacio normado y {xn} una sucesión en X
que converge débilmente, es decir, que existe x ∈ X tal que xn

w→ x. Entonces
{xn} está acotada y

‖x‖ ≤ ĺım inf
n→∞

‖xn‖.

Análogamente, se obtiene el mismo resultado para sucesiones convergentes
en la topología débil∗.
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1.3 Compacidad Débil
Definidas ya las topologías débiles sobre un espacio de Banach X, a con-

tinuación presentamos los resultados referentes a los conjuntos compactos en
dichas topologías, definiendo previamente los conjuntos débil compactos.

Definición 1.3.1. Sea X un espacio de Banach. De manera obvia, se dice
que un conjunto A es débil compacto si es compacto en la topología débil
de X. Análogamente, A es débil∗ compacto si es compacto en la topología
débil∗.

Proposición 1.3.2. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto A de X
es débil compacto si y sólo si π (A) es débil∗ compacto en X∗∗.

Demostración. Cambiando de notación, se pretende probar que A es σ (X, X∗)-
compacto si y sólo si π (A) es σ (X∗∗, X∗)-compacto. Dado que la aplicación
π es una isometría entre X y un subconjunto de X∗∗, la compacidad en una
topología implica la compacidad en la otra topología de manera obvia.

Una de los principales y más potentes propiedades sobre compacidad
débil es el Teorema de Alaoglu (también conocido como Teorema de Banach-
Alaoglu), probado por Banach para espacios normados separables en 1932 y
para el caso general por Alaoglu en 1940.

Teorema 1.3.3 (Alaoglu, 1940, [9, Theorem 3.21]). Sea X un espacio de Ba-
nach. Entonces BX∗ es compacto para la topología débil∗ (equivalentemente,
BX∗ es σ (X∗, X)-compacto).

Como consecuencia del Teorema de Alaoglu 1.3.3 y el Teorema de Hahn-
Banach, tenemos el siguiente Teorema de Goldstine.

Teorema 1.3.4 (Goldstine, 1938, [9, Theorem 3.27]). Sea X un espacio de
Banach. La w∗-clausura (equivalentemente la σ (X∗∗, X∗)-clausura) de BX

en X∗∗ es BX∗∗. Esto es, BX es σ (X∗∗, X∗)-denso en BX∗∗.

Como vimos en la Observación 1.1.6, existen espacios de Banach X que
no tiene predual, es decir, no existe ningún espacio cuyo dual sea X. Dos
ejemplos básicos de estos espacios son c0 y L1 [0, 1]. El Teorema de Alaoglu
juega un papel importante para demostrar que un espacio no tiene dual, al
igual que el Teorema de Krein-Milman, que enunciamos a continuación junto
con la definición de punto extremal.

Definición 1.3.5. Si K es un subconjunto convexo de un espacio vectorial
X, entonces un punto a en K es un punto extremal de K si no existe ningún
segmento de línea propio que contiene a y esta enteramente contenido en K.
Denotamos por Ext (K) el conjunto de los puntos extremales de K.
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Teorema 1.3.6 (Krein-Milman, [9, Theorem 3.37]). Sea X un espacio de
Banach.

(a) Si K ⊂ X es débil compacto y convexo, entonces K = conv (Ext (K)).

(b) Si K ⊂ X∗ es débil∗ compacto y convexo, entonces K = convw∗
(Ext (K)).

Dado un espacio de Banach X, supongamos que existe un espacio Y tal
que su dual Y ∗ coincide con X. Por el Teorema de Alaoglu 1.3.3, sabemos
que BX = BY ∗ es débil∗ compacto, y por el Teorema de Krein-Milman 1.3.6,
dado que BX es convexo, tenemos que

BX = convw∗
(Ext (BX)) .

Supongamos que Ext (BX) = ∅, entonces BX = ∅, lo cual es una contra-
dicción. Por tanto, la forma de demostrar que un espacio de Banach X no
tiene predual pasa por demostrar que su bola unitaria BX no tiene puntos
extremales.

Ejemplo 1.3.7. No existe ningún espacio de Banach X tal que X∗ = c0. Es
decir, c0 no tiene predual:

Veamos que Bc0 no tiene puntos extremales. Supongamos que x = {xn}
en Bc0 es un punto extremal, entonces ĺımn→∞ xn = 0. Sea N ∈ N tal que
|xn| < 1

2
para n ≥ N . Definamos y1, y2 ∈ c0 de la siguiente manera{

y1
n = xn y2

n = xn si n ≤ N
y1

n = xn + 2−n y2
n = xn − 2−n si n > N

Es fácil verificar que y1, y2 ∈ Bc0 ,
1
2
(y1 + y2) = x, luego x no es punto

extremal y en consecuencia c0 no tiene predual.

Ejemplo 1.3.8. No existe ningún espacio de Banach X tal que X∗ =
L1 [0, 1]. Es decir L1 [0, 1] no tiene predual.

Veamos que BL1[0,1] no tiene puntos extremales. Para ello, supongamos
que existe f ∈ BL1[0,1] punto extremal. Entonces∫ 1

0

f dµ = 1,

y por tanto, existe un t ∈ [0, 1] tal que∫ t

0

f dµ =

∫ 1

t

f dµ =
1

2
.



1. Notación y Preliminares 25

Consideremos las funciones f1 = 2fχ[0,t] y f2 = 2fχ[t,1] de BL1[0,1], entonces

1

2
(f1 + f2) = fχ[0,t] + fχ[t,1] = f,

luego f no es punto extremal, por tanto BL1[0,1] no tiene puntos extremales
y L1 [0, 1] no tiene predual.

Uno de los casos en que la compacidad débil juega un papel importante es
cuando el espacio es reflexivo. Recordemos que, dado un espacio de Banach
X, este se dice reflexivo si X = X∗∗ en el sentido de que el embebimiento
canónico π : X → X∗∗ es tal que X∗∗ = π (X).

Como consecuencia del Teorema de Alaoglu 1.3.3 y el Teorema de Golds-
tine 1.3.4, es posible caracterizar los espacios reflexivos por la débil compa-
cidad de su bola unidad cerrada. Así, un espacio de Banach X es reflexivo
si y sólo si BX es débil compacto. En vista de esto último, se puede deducir
la siguiente caracterización de conjuntos débil compactos en un espacio de
Banach reflexivo X: todo subconjunto de X acotado y débil cerrado es débil
compacto. Además, el recíproco de esta afirmación también se cumple, es
decir, si en un espacio de Banach todo conjunto acotado y débil cerrado es
débil compacto, entonces el espacio es reflexivo.

En cambio, en espacios de Banach que no sean reflexivos carecemos de
la caracterización de conjuntos débil compactos como los débil cerrados y
acotados, por lo que necesitamos encontrar otras técnicas que nos permitan
decidir cuando un conjunto es débil compacto en un espacio no reflexivo.
En ese sentido, el Teorema de Eberlein-Šmulian nos da la solución, ya que
permite probar la compacidad débil de determinados conjuntos a partir de
otras formas de compacidad débil como la compacidad débil relativa o la
compacidad débil por sucesiones, que son las que se enuncian seguidamente.
La prueba de este teorema puede encontrarse en [9, Theorem 4.47, Theorem
4.51].

Definición 1.3.9. Un subconjunto C de un espacio de Banach X se dice
que es

relativamente débil compacto si su clausura en la topología débil
de X es débil compacto.

sucesionalmente débil compacto si para toda sucesión {xn} en C
se puede encontrar una subsucesión {x′n} que converge débilmente en
C.
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Teorema 1.3.10 (Eberlein-Šmulian). Sea C un subconjunto de un espacio
de Banach X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) C es relativamente débil compacto.

(b) C es sucesionalmente débil compacto.

(c) C es débil compacto.

De entre estas equivalencias, cabe destacar la equivalencia entre (b) y
(c), ya que permite caracterizar la compacidad débil mediante sucesiones
débilmente convergentes. Es decir, un conjunto C es débil compacto si de
toda sucesión contenida en C puede extraerse una subsucesión débilmente
convergente en C.

1.4 El Espacio C (K)
Los esfuerzos a lo largo de esta sección van centrados en dar una caracteri-

zación de los conjuntos débil compactos de un espacio de funciones continuas
definidas sobre un compacto K, y que denotamos por C (K).

Como sabemos, la norma en el espacio C (K) es la norma del supremo y
está dada por la fórmula

‖f‖∞ = sup {|f (x)| : x ∈ K} .

En esta sección vamos a ver dos topologías distintas sobre C (K). La
primera de ellas, la generada por la norma del supremo:

Definición 1.4.1. Definimos topología de la convergencia uniforme
como la topología generada por una base formada por conjuntos de la forma

A = {f ∈ C (K) : ‖f − f0‖∞ < ε}
= {f ∈ C (K) : |f (x)− f0 (x)| < ε para todo x ∈ K} ,

para todas las posibles elecciones de f0 ∈ C (K) y ε > 0.

La otra topología que definimos sobre C (K) es la que a continuación
construimos.

Definición 1.4.2. Definimos la topología de la convergencia puntual
de C (K) (y la denotamos por τp) como la topología generada por una base
formada por conjuntos de la forma

A = {f ∈ C (K) : |(f − f0) (xi)| < ε con i = 1, 2, . . . , n}

para todas las posibles elecciones de f0 ∈ C (K), x1, x2, . . . , xn ∈ K y ε > 0.
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Al igual que en el resto de espacios de Banach, en C (K) podemos consi-
derar una topología débil. De esta forma, la topología débil de C (K) es más
fuerte que la topología de la convergencia puntual, es decir, σ (C (K) , C (K)∗)
es más fuerte que τp.

Para poder considerar sucesiones convergentes la topología débil de C (K),
necesitamos previamente conocer el dual de C (K), que es isométrico al es-
pacio formado por las medidas sobre K.

Definición 1.4.3. Dado un compacto K, se define el espacio de las medidas
de Borel regulares, y lo denotamos por M (K) (o rca (K)), al espacio
formado por todas las medidas µ : B → K regulares numerablemente aditivas,
siendo B la σ-álgebra de Borel en K. La norma de un elemento µ ∈ M (K)
es su variación total: ‖µ‖ = |µ| (K).

Teorema 1.4.4 (Representación de Riesz, [8, IV.6.Theorem 3]). Si K es
compacto, existe un isomorfismo isométrico entre C (K)∗ y M (K) tal que
los correspondientes elementos x∗ y µ verifican la igualdad

x∗f =

∫
K

f dµ

con f ∈ C (K).

Con todo esto, estamos en disposición de probar una caracterización de
los conjuntos débil compactos de C (K), que básicamente establece que los
conjuntos débil compactos de C (K) son los conjuntos compactos en la topo-
logía de la convergencia puntual. Este hecho fue probado por Grothendieck
en 1953, aunque la demostración que aquí se presenta se debe a Rosenthal y
puede encontrarse en [2, 5.3]. Con el fin de probar este hecho, previamente
demostramos el siguiente lema.

Lema 1.4.5. Sea L ⊂ C (K) un subconjunto acotado y compacto en la to-
pología de la convergencia puntual, y sea {fn} una sucesión en L. Entonces
existe un conjunto numerable D ⊆ K tal que si g, g′ ∈ C (K) están en la
clausura puntual de {fn} y g|D = g′|D entonces g = g′.

Demostración. Definimos en K la siguiente relación de equivalencia: decimos
que x ∼ x′ si y sólo si fn (x) = fn (x′) para todo n ∈ N.

Sea S el conjunto de las clases de equivalencia. Definimos en S una topo-
logía de la siguiente manera:

U ⊆ S es abierto si y sólo si ϕ−1 (U) es abierto en K, donde ϕ : K → S
es la aplicación que lleva x ∈ K a su clase de equivalencia [x] ∈ S.
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Definimos la siguiente métrica sobre S:

d ([x] , [x′]) =
∞∑

n=1

1

2n
|fn (x)− fn (x′)|.

La topología inducida por la métrica coincide con la dada por ϕ:
Sea U ⊆ S abierto y x ∈ K tal que [x] ∈ U . Sean xn ∈ K tales que

d ([x] , [xn]) < 1
n
. Supongamos que para todo n ∈ N, [xn] /∈ K, es decir,

xn ∈ K \ ϕ−1 (U) cerrado en K compacto. Entonces sea z ∈ K \ ϕ−1 (U) un
punto de acumulación, existe xnj

subsucesión de xn tal que xnj
→ z, luego[

xnj

]
→ [z], pero

[
xnj

]
→ [x], y por tanto [z] = [x], lo que nos lleva a una

contradicción.
Ahora, si g ∈ C (K) verifica que g (x) = g (x′) cuando x ∼ x′, entonces

existe g̃ : S → R continua definida por g̃ (ϕ(x)) = g (x). Como S es separable,
entonces existe D ⊆ K numerable tal que ϕ (D) es denso en S. Entonces D
es el conjunto que buscamos: si g, g′ ∈ C (K) están en la clausura puntual
de {fn}, si existen g̃, g̃′ ∈ C (S) y si g|D = g′|d, entonces g̃|ϕ(D) = g̃′|ϕ(D) por
continuidad sobre S. Luego g = g′.

Teorema 1.4.6. Un subconjunto acotado L ⊂ C (K) es débil compacto si y
sólo si L es compacto en la topología de la convergencia puntual sobre K.

Demostración. ⇒ Dado que la topología débil de C (K) es más fuerte que la
topología de la convergencia puntual, entonces todo conjunto débil compacto
es compacto en la topología de la convergencia puntual.

⇐ Supongamos que L ⊂ C (K) es acotado y compacto en la topología de
la convergencia puntual. Sea {fn} una sucesión en L. Veamos que se puede
extraer una subsucesión que converge puntualmente a una función de C (K).

Sea D = {di}∞i=1 el conjunto numerable cuya existencia nos proporciona
el Lema 1.4.5. Ahora, aplicando un proceso diagonal, obtenemos una subsu-
cesión {f ′n} de {fn} de la siguiente manera:

Para d1, sea {f 1
n} ⊂ {fn} de forma que {f 1

n (d1)} converge. Para d2, sea
{f 2

n} ⊂ {f 1
n} tal que {f 2

n (d2)} converge. Repitiendo sucesivamente, conside-
ramos f ′n = fn

n para todo n ∈ N.
Entonces {f ′n} es una subsucesión de {fn} puntualmente convergente en

D. Como L es puntualmente compacto, existe g ∈ L punto de acumulación
(en la topología de la convergencia puntual) de {f ′n}.

Supongamos que g′ ∈ L es otro punto de acumulación con las mismas
características. Entonces, como {f ′n} converge puntualmente en D: g|D = g′|D
y de nuevo por el Lema 1.4.5, g = g′.

Así, {f ′n} converge puntualmente a g ∈ L. Ahora, por el Teorema de
Representación de Riesz 1.4.4, sabemos que C (K)∗ = M (K) y por aplica-
ción del Teorema de la Convergencia Dominada, se tiene que {f ′n} converge
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débilmente en C (K). Por tanto, L es un conjunto sucesionalmente débil com-
pacto, y por el Teorema de Eberlein-Šmulian 1.3.10, tenemos que L es débil
compacto.





Capítulo 2

Teorema de Dicotomía de Rosent-
hal

En este capítulo demostramos que, para X un espacio de Banach, y cual-
quier sucesión {xn} acotada podemos extraer una subsucesión que o bien es
débil-Cauchy, o bien es equivalente a la base de vectores unitarios de l1, en
cuyo caso se deduce que X contiene una copia de l1. Este resultado es el
conocido como Teorema de Dicotomía de Rosenthal, fue probado por H.P.
Rosenthal en su versión real en 1974 y para el caso complejo por L.E. Dor en
1975, y su utilidad radica en detectar cuando un espacio de Banach puede
o no puede contener una copia de l1. La demostración que aquí abordamos
del Teorema de Rosenthal se apoya fuertemente en el Teorema de Ramsey, el
cual nos permitirá establecer cuando unos determinados conjuntos cumplen
o no una cierta propiedad a la que llamaremos Propiedad de Ramsey.

La bibliografía a la que se ha recurrido para la redacción de este capítulo
es, principalmente [12, Section 2] para la Sección 2.1 y para la Sección 2.2
[12, Section 3], [5, Chapter XI], [13], [7] y [10].

En el desarrollo de este capítulo haremos uso de la notación que a con-
tinuación introducimos: Si M es un subconjunto infinito de N entonces se
definen los siguientes conjuntos

[M ] = {A ⊆ M : A es infinito}

[M ]<ω = {A ⊆ M : A es finito}

[M ]k = {(m1, . . . ,mk) : mi ∈ M, i = 1, . . . , k y m1 < m2 < . . . < mk}

Uno de los aspectos principales que intervienen en el Teorema de Ramsey
es la topología sobre [N], definida como la topología heredada del espacio 2N

equipado con la topología producto.
En este sentido, decimos que (Mn)∞n=1 converge a M bajo τ si, y sólo

si, para todo k el segmento inicial de Mn de longitud k es igual al segmento

31



32 2.1. El Teorema de Ramsey

inicial de longitud k de M para n suficientemente grande, es decir, si M y
Mn coinciden para los k primeros términos a partir de cierto n ∈ N.

De esta forma, parece lógico definir una base para la topología τ como
la formada por conjuntos de sucesiones que comparten un segmento inicial
determinado A ∈ [N]<ω. Formalmente,

{
A [N] : A ∈ [N]<ω} es una base para

τ , siendo,

A [M ] = {L ∈ [N] : A es segmento inicial de L y L \ A ∈ [M ]} ,

con A ∈ [N]<ω y M ∈ [N].

2.1 El Teorema de Ramsey
La Propiedad de Ramsey juega un papel central en el desarrollo de este

capítulo, ya que nos permite, por medio del Lema 2.2.9 de la Sección 2.2,
establecer la independencia de una sucesión de conjuntos que, como vere-
mos, es la que facilitará la prueba del Teorema central de este capítulo. Para
entender dicha propiedad, comenzamos probando el siguiente teorema para
un caso más simple, que establece que si tenemos un conjunto A formado
por pares ordenados de números naturales, podremos encontrar una sucesión
infinita de números naturales de forma que el conjunto formado por los pares
de esta sucesión está enteramente contenido en A o enteramente conteni-
do fuera de A. Este es el conocido como Teorema Clásico de Ramsey y su
enunciado es el siguiente:

Teorema 2.1.1 (Ramsey,1929). Sea A ⊆ [N]2. Entonces existe M ∈ [N] tal
que [M ]2 ⊆ A ó [M ]2 ⊆ [N]2 \ A.

Demostración. Sea m1 ∈ N cualquiera, escogemos M1 ∈ [N] tal que

(m1, m) ∈ A para todo m ∈ M1 (en cuyo caso diremos que el par
(m1, M1) es bueno) ó,

(m1, m) /∈ A para todo m ∈ M1 (en cuyo caso diremos que el par
(m1, M1) es malo).

Sea m2 ∈ M1 con m2 > m1, y tomamos M2 ∈ [M1] tal que (m2, M2) sea
bueno o malo.

Repetimos este proceso sucesivamente. Ahora, sea I ∈ [N] de forma que
(mi, Mi)i∈I sean todos buenos o malos, y sea M = {mi : i ∈ I}, entonces

si (mi, Mi)i∈I son todos buenos, tenemos que (mi, m) ∈ A para todo
m ∈ Mi, i ∈ I, luego [M ]2 ⊆ A.
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si (mi, Mi)i∈I son todos malos, tenemos que (mi, m) ∈ [N]2 \ A para
todo m ∈ Mi, i ∈ I, luego [M ]2 ⊆ [N]2 \ A.

Observación 2.1.2. Es posible generalizar el Teorema de Ramsey 2.1.1 para
cualquier k ∈ N de la siguiente manera:

Sea A ⊆ [N]k. Entonces existe una sucesión M ∈ [N] tal que [M ]k ⊆ A ó
[M ]k ⊆ [N]k \ A.

Decimos que un conjunto A de sucesiones infinitas de números naturales
verifica la Propiedad de Ramsey si para cualquier sucesión M de números
naturales se puede extraer una subsucesión L que esté enteramente contenida
en A o enteramente contenida en su complementario [N] \ A.

Definición 2.1.3. Un subconjunto A ⊆ [N] se dice que verifica la Propie-
dad de Ramsey si para todo M ∈ [N] existe L ∈ [M ] tal que [L] ⊆ A ó
[L] ⊆ N \ A.

Como consecuencia directa de esta definición, se sabe que si un conjunto
verifica la Propiedad de Ramsey, también lo cumple su complementario.

Así, el Teorema de Ramsey establece que si un conjunto A formado por
sucesiones de números naturales es abierto para la topología τ , entonces ha
de cumplir la Propiedad de Ramsey. Como observación cabe destacar que
los conjuntos cerrados bajo la topología τ también verifican la Propiedad de
Ramsey, por tratarse de complementarios de conjuntos abiertos.

Antes de comenzar a demostrar este resultado, introducimos la siguiente
definición que nos será de utilidad tanto en la prueba del teorema como de
los lemas previos. Cabe destacar que esta definición esta subordinada a la
elección del conjunto A ⊆ [N], aunque no se haga mención explícita a ello
cuando se mencione.

Definición 2.1.4. Sea A ∈ [N]<ω, A ⊆ [N] y M ∈ [N]. Decimos que M
acepta A si A [M ] ⊆ A y M rechaza A si para todo L ∈ [M ], L no acepta
A. Es decir, M acepta A si las sucesiones de M con segmento inicial A están
en A, y M rechaza A si ninguna subsucesión L de M con segmento inicial A
está en A.

Observación 2.1.5. Si M ∈ [N] acepta ∅, entonces [M ] ⊆ A, y si M rechaza
∅, [M ] * A.

Lema 2.1.6. Sea M ∈ [N] rechazando ∅. Entonces existen m1 ∈ M y una
sucesión M1 ∈ [M ] tales que M1 rechaza m1.
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Demostración. Veámoslo por reducción al absurdo. Sean n1 ∈ M y N1 ∈ [M ],
entonces N1 no rechaza n1, y por tanto existe N2 ∈ [N1] que acepta n1. Sea
ahora n2 ∈ N2 con n2 > n1. Entonces existe N3 ∈ [N2] que acepta n2 y como
[N3] ⊂ [N2], entonces n1 [N3] ⊂n1 [N2] y n1 [N2] ⊂ A ya que N2 acepta n1,
por tanto N3 también acepta n1.

Repitiendo este proceso, obtenemos una sucesión (ni) ∈ [M ] que acepta ∅,
lo que supone una contradicción con el hecho de que M rechaza ∅ quedando
así probado el lema.

Lema 2.1.7. Sea M ∈ [N] una sucesión de N. Entonces existe una subsuce-
sión L ∈ [M ] tal que se verifica una de las dos siguientes condiciones:

(a) L acepta todos sus subconjuntos finitos.

(b) L rechaza todos sus subconjuntos finitos.

Demostración. Si existe L ∈ [M ] que acepta ∅, entonces L verifica (a), ya
que dado cualquier J ∈ [L]<ω, J [L] ⊂ [L] ⊆ A.

Por el contrario, si L ∈ [M ] no acepta ∅, tendremos que M rechaza ∅ y
por el Lema 2.1.6 existen m1 ∈ M y M1 ∈ [M ] tales que M1 rechaza m1.

Por inducción, supongamos que tenemos (mi)
k
i=1 y Mk ∈ [M ] tal que para

todo F ⊆ (mi)
k
i=1, Mk rechaza F . Entonces existe mk+1 > mk y Mk+1 ∈ [Mk]

tal que Mk+1 rechaza todos los subconjuntos finitos de (mi)
k+1
i=1 .

Si esto no fuera así, entonces podemos encontrar (li)
∞
i=k+1 ∈ [Mk] tal que

para todo n > k + 1, (li)
∞
i=n acepta Fn ∪ {ln−1} para algún Fn ⊆ (mi)

k
i=1.

Como (mi)
k
i=1 es finito, entonces existirá una cantidad finita de conjuntos F

en (mi)
k
i=1 tal que (li)

∞
i=1 acepte F ∪ {ln−1} para cierto n > k + 1. Por tanto,

podemos encontrar una subsucesión de (li)
∞
i=k+1 de forma que F ∪{ln−1} sea

aceptado por dicha subsucesión para cualquier valor de n > k + 1. De esta
forma, podemos suponer que Fn = F para todo n > k + 1 y F fijado. Pero
entonces (li)

∞
i=k+1 acepta F , lo que supone una contradicción.

Por tanto, encontramos una subsucesión (mi) ∈ [M ] que rechaza todos
los subconjuntos finitos.

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.8 (Ramsey). Si A ⊆ [N] es τ -abierto, entonces A verifica la
Propiedad de Ramsey.

Demostración. Sea una sucesión M ∈ [N]. Por el Lema 2.1.7, existe una
subsucesión L ∈ [M ] tal que L acepta todos sus subconjuntos finitos o L
rechaza todos sus subconjuntos finitos.
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En el primer caso, [L] ⊆ A, con lo que concluimos. Para el segundo caso,
debemos probar que [L] ⊆ [N] \ A.

Supongamos que no es así, entonces existe P ∈ [L] ∩ A, y como A es
τ -abierto, existe A ∈ [P ]<ω tal que P ∈A [N] ⊆ A y por consiguiente se tiene
A [P ] ⊆ A. Entonces P acepta A, luego L no rechaza A, con lo que tenemos
una contradicción, ya que L rechaza A.

2.2 El Teorema de Rosenthal
La prueba aquí presentada del Teorema de Rosenthal se apoya en la

teoría desarrollada en la sección anterior. Sin embargo, a pesar de tratarse
en esencia de la misma prueba, la demostración original de Rosenthal no hace
mención explícita a ninguno de los teoremas de Ramsey, aunque si deduce
una versión del Teorema de Ramsey 2.1.8 en la línea del Teorema Clásico de
Ramsey 2.1.1.

La dicotomía de Rosenthal, tanto para el caso real como para el caso
complejo, establece que, dado X un espacio de Banach y {xn} una sucesión
acotada, entonces existe una subsucesión que es débil-Cauchy o es equiva-
lente a la base de vectores unitarios de l1. Además, dado que la base de
vectores unitarios de l1 no es una sucesión débil-Cauchy, tal y como se vio en
el Capítulo 1, las alternativas anteriormente mencionadas son mutuamente
excluyentes, es decir, si se cumple una la otra no puede cumplirse y viceversa.

En primer lugar, veamos las siguientes definiciones

Definición 2.2.1. Una sucesión acotada {xn} en un espacio de Banach X
se dice que es equivalente a la base de vectores unitarios de l1 si existe
δ > 0 tal que para todo k ∈ N y para cualesquiera γ1, . . . , γn ∈ K

δ

k∑
i=1

|γi| ≤

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

γixi

∥∥∥∥∥ .

Si {xn} tiene esta propiedad, entonces el espacio vectorial cerrado gene-
rado por {xn} es isomorfo a l1.

Recordemos que {xn} es una sucesión débil-Cauchy si ĺımn→∞ x∗ (xn)
existe para todo x∗ ∈ X∗.

El enunciado formal del Teorema de Rosenthal para el caso real es el
siguiente:
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Teorema 2.2.2 (Rosenthal,1974). Sea {xn} una sucesión acotada en un
espacio de Banach real X. Entonces {xn} tiene una subsucesión {x′n} que
verifica una de las dos siguientes afirmaciones mutuamente excluyentes:

(a) {x′n} es débil-Cauchy.

(b) {x′n} es equivalente a la base de vectores unitarios {en} de l1.

Siendo el Teorema 2.2.2 de Rosenthal el resultado principal de este capí-
tulo, este se puede, sin embargo, obtener como consecuencia de un caso más
general, que es el que probamos en esta sección con ayuda del Teorema de
Ramsey y que enunciamos a continuación:

Teorema 2.2.3. Sea {fn} una sucesión uniformemente acotada de funciones
Ω → R. Entonces {fn} tiene una subsucesión {f ′n} que verifica una de las
siguientes afirmaciones:

(a) {f ′n} es puntualmente convergente en Ω.

(b) {f ′n} es equivalente a la base de vectores unitarios {en} de l1 en la norma
del supremo.

El enunciado del Teorema 2.2.2 se obtiene fácilmente del de el Teorema
2.2.3, simplemente tomando Ω = BX∗ y definiendo, para cada n ∈ N, una
función fn : BX∗ → R por fn = π (xn), donde π es el embebimiento canónico
que vimos en la Definición 1.1.7 del Capítulo 1. Es decir, fn (x∗) = x∗ (xn)
para todo x∗ ∈ X∗. Además, dado que π es una isometría, entonces

‖fn‖ = ‖π (xn)‖ = ‖xn‖

para todo n ∈ N, y como la sucesión {xn} está acotada, {fn} está uni-
formemente acotada sobre BX∗ . Si la subsucesión que nos da el Teorema
2.2.3 es puntualmente convergente en BX∗ entonces tendremos que, para
todo x∗ ∈ BX∗ la sucesión {f ′n (x∗)} es convergente y por tanto existirá
ĺımn→∞ x∗ (xn), con lo que {x′n} es débil-Cauchy. Por otra parte, si la subsu-
cesión {f ′n} es equivalente a la base de vectores unitarios de l1, la equivalencia
con {x′n} se obtiene mediante la inclusión de X en su doble dual.

Observación 2.2.4. Al contrario que en el Teorema 2.2.2, en el Teorema 2.2.3
no se hace necesario tener en cuenta si las alternativas que ofrece este caso
más general son excluyentes o no. Por tanto, dado que la idea la prueba del
Teorema 2.2.3 pasará por negar (a) para demostrar (b), podríamos reformular
el Teorema 2.2.3 de la siguiente manera:
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Teorema 2.2.5. Sea {fn} una sucesión uniformemente acotada de funciones
Ω → R sin subsucesiones puntualmente convergentes. Entonces {fn} tiene
una subsucesión {f ′n} que no converge puntualmente en Ω y es equivalente a
la base de vectores unitarios {en} de l1 en la norma del supremo.

Con el fin de dar una idea de la prueba del Teorema 2.2.5, vamos a ver un
ejemplo en el que consideramos una sucesión de funciones que se comportan
según las hipótesis del Teorema 2.2.5. Consideremos la sucesión de funciones
de Rademacher rn : [0, 1] → {−1, 1} tales que

rn (t) = sgn
(
sen
(
2n+1πt

))
con n ∈ N. Esta sucesión de funciones es equivalente a la base de vectores
unitarios de l1: Para demostrar esta equivalencia, veamos que

k∑
i=1

|γi| ≤

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

γiri

∥∥∥∥∥
∞

para k ∈ N y γ1, γ2, . . . , γk ∈ R.
Consideremos los conjuntos F = {n : γn ≥ 0} y G = {n : γn < 0}, y

los subconjuntos de [0, 1] dados por {rn}

{
An = {t : rn (t) = 1}
Bn = {t : rn (t) = −1}

Estos conjuntos conforman lo que más adelante se definirá como una
sucesión independiente. Mediante esta propiedad, es con la que se nos permite
escoger s ∈ [0, 1] tal que γnrn (s) ≥ 0 para todo n ∈ N, y t ∈ [0, 1] tal que
γnrn (t) < 0 para todo n ∈ N. Por tanto,

k∑
i=1

γiri (s)−
k∑

i=1

γiri (t) =
k∑

i=1

|γi| |ri (s)|+
k∑

i=1

|γi| |ri (t)| = 2
k∑

i=1

|γi|.

Ahora, calculamos la norma de
∑k

i=1 γiri:
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∥∥∥∥∥
k∑

i=1

γiri

∥∥∥∥∥
∞

= sup

{∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γiri (ω)

∣∣∣∣∣ : ω ∈ [0, 1]

}

≥ máx

{∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γiri (s)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

k∑
i=1

γiri (t)

∣∣∣∣∣
}

≥ 1

2

(∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γiri (s)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

k∑
i=1

γiri (t)

∣∣∣∣∣
)

≥ 1

2

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γiri (s)−
k∑

i=1

γiri (t)

∣∣∣∣∣
=

k∑
i=1

|γi|

y con esto se prueba la equivalencia de las funciones de Rademacher con
la base de vectores unitarios de l1. 1

La idea de la prueba del Teorema 2.2.5 es similar a la utilizada en el
ejemplo anterior, en el sentido de que se reproduce la propiedad de poder
escoger s y t como convenía para que γnrn (s) ≥ 0 y γnrn (t) < 0 para todo
n. Esta propiedad es, como ya se ha mencionado, la independencia. De esta
forma, la demostración del Teorema 2.2.5 replica la prueba para el caso de las
funciones de Rademacher a partir del concepto de independencia. La forma
de llegar a este concepto pasa por varios lemas previos que se apoyan en la
definición de convergencia y el Teorema de Ramsey 2.1.8.

Definición 2.2.6. Sea (An, Bn)∞n=1 una sucesión de subconjuntos de Ω con
An ∩ Bn = ∅ para todo i ∈ N. Se dice que (An, Bn) converge en Ω si para
todo ω ∈ Ω se verifica que ĺımn→∞ χAn (ω) = 0 ó ĺımn→∞ χBn (ω) = 0, es
decir, ω pertenece a como mucho una cantidad finita de conjuntos An o una
cantidad finita de conjuntos Bn.

Definición 2.2.7. Una sucesión de subconjuntos (An, Bn)∞n=1 de un conjunto
Ω con An ∩ Bn = ∅ para todo n ∈ N, se dice que es Booleana indepen-
diente, o simplemente independiente, si para cualesquiera F, G ⊂ N no

1El espacio generado por las funciones de Rademacher span {rn} es un espacio singular
en el sentido de que si lo consideramos junto con la norma del supremo, entonces es una
copia de l1, mientras que si se considera junto con la norma de un Lp [0, 1] con 1 ≤ p < ∞,
entonces es una copia de l2 para cualquier 1 ≤ p < ∞, tal y como establecen las de
desigualdades de Khintchine (ver [11, Theorem 2.b.3]).
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vacíos con F ∩G = ∅, se tiene que[⋂
n∈F

An

]
∩

[⋂
n∈G

Bn

]
6= ∅.

Dada la sucesión de funciones descrita en el enunciado del Teorema 2.2.5,
en adelante, denotaremos por

(
Ar,δ

n , Br,δ
n

)
al par de subconjuntos de Ω defi-

nidos por

Ar,δ
n = {s : fn (s) > r + δ}

Br,δ
n = {s : fn (s) < r} .

con r ∈ R y δ > 0.

Lema 2.2.8. Con {fn} la sucesión de funciones del Teorema 2.2.5 y la no-
tación que acabamos de introducir, existen r ∈ R, δ > 0 y M ∈ [N] tales que(
Ar,δ

n , Br,δ
n

)
n∈M

no tiene subsucesiones convergentes.

Demostración. Procedamos por reducción al absurdo. Sea (ri, δi)
∞
i=1 denso

en R × R+. Por inducción, escogemos una sucesión Mi+1 ∈ [Mi] tal que(
Ari,δi

n , Bri,δi
n

)
n∈Mi

converge para todo i ∈ N.
Sea M la sucesión diagonal de los Mi. Entonces M \ Mi es finito para

todo i ∈ N, y por tanto
(
Ari,δi

n , Bri,δi
n

)
n∈M

converge para todo i ∈ N. Entonces
{fn}n∈M es puntualmente convergente, lo que supone una contradicción.

El siguiente lema es donde hacemos uso del Teorema de Ramsey 2.1.8:

Lema 2.2.9. Sea (An, Bn) una sucesión sin subsucesiones convergentes. En-
tonces (An, Bn)M es independiente para algún M ∈ [N].

Demostración. Para el desarrollo de esta demostración, introducimos la si-
guiente notación: dado n ∈ N y ε = ±1, escribimos{

εAn = An si ε = +1
εAn = Bn si ε = −1

Definamos el conjunto

A =

{
L = (li)

∞
i=1 :

k⋂
i=1

(−1)i Ali 6= ∅ para todo k ∈ N

}
.

Veamos que [N] \ A es abierto para la topología τ : sea L ∈ [N] \ A, entonces
existe k ∈ N de forma que

⋂k
i=1 (−1) Ali = ∅. Sea P = [L]k, por consiguiente
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L ∈P [N] ⊆ [N]\A. Luego A es τ -cerrado, y por el Teorema de Ramsey 2.1.8,
A verifica la Propiedad de Ramsey.

Sea L ∈ [N] tal que [L] ⊂ A ó [L] ⊂ [N] \ A. Como (An, Bn) no tiene
ninguna subsucesión convergente, entonces [L] ⊆ A. Sea L = (li)

∞
i=1 y sea

M = {l2, l4, l6, . . .}. Como [L] ⊆ A,
⋂k

i=1 εiAl2i
6= ∅ para todo k ∈ N y

εi = ±1, luego (An, Bn)n∈M es independiente.

Finalmente, vamos con la prueba del Teorema 2.2.3:

Demostración (Teorema 2.2.5). Por el Lema 2.2.8, existen r ∈ R, δ > 0 y
M ∈ [N] tales que

(
Ar,δ

n , Br,δ
n

)
n∈M

no tiene subsucesiones convergentes. Por el
Lema 2.2.9 sabemos que está sucesión es independiente. Por tanto, solo nos
falta probar que {fn} es equivalente a la base de vectores de l1 en la norma
del supremo.

Fijada una cantidad finita de números reales γ1, γ2, . . . , γk ∈ R, tenemos
que probar que ∥∥∥∥∥

k∑
n=1

γnfn

∥∥∥∥∥
∞

≥ δ

2

k∑
n=1

|γn|.

Sea F = {i : γi ≥ 0} y G = {i : γi < 0}. Como (An, Bn) es un sistema
independiente podremos encontrar

s ∈

[⋂
i∈F

Ai

]
∩

[⋂
i∈G

Bi

]
y,

t ∈

[⋂
i∈G

Ai

]
∩

[⋂
i∈F

Bi

]
.

Entonces,

k∑
i=1

γifi (s) =
∑
i∈F

|γi| fi (s)−
∑
i∈G

|γi| fi (s)

>
∑
i∈F

|γi| (r + δ)−
∑
i∈G

|γi| (r)

y

k∑
i=1

γifi (t) = −
∑
i∈G

|γi| fi (t) +
∑
i∈F

|γi| fi (t)

< −
∑
i∈G

|γi| (r + δ) +
∑
i∈F

|γi| (r)
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Por tanto,

k∑
i=1

γifi (s)−
k∑

i=1

γifi (t) >
∑
i∈F

|γi| (r + δ − r) +
∑
i∈G

|γi| (−r + r + δ)

= δ
k∑

i=1

|γi|

Luego,

2 máx

{∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γifi (s)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

k∑
i=1

γifi (t)

∣∣∣∣∣
}

≥

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γifi (s)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

k∑
i=1

γifi (t)

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γifi (s)−
k∑

i=1

γifi (t)

∣∣∣∣∣
> δ

k∑
i=1

|γi|

Y por tanto,

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

γifi

∥∥∥∥∥
∞

= sup

{∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γifi (ω)

∣∣∣∣∣ : ω ∈ Ω

}

≥ máx

{∣∣∣∣∣
k∑

i=1

γifi (s)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

k∑
i=1

γifi (t)

∣∣∣∣∣
}

≥ δ

2

k∑
i=1

|γi|.

Con esto, queda concluida la parte real del Teorema de Rosenthal.

Como idea alternativa a la prueba original de Rosenthal, en [5, Chap-
ter XI] aparece una prueba basada en una exposición de Farahat [10]. Esta
demostración se basa en la siguiente idea:

Sea {fn} una sucesión en C (Ω) tal que∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfn

∥∥∥∥∥
∞

=
∞∑

n=1

|γn|,
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para toda sucesión {γn} ∈ l1. Entonces para cada k ∈ N sabemos que∥∥∥∥∥
k∑

n=1

εnfn

∥∥∥∥∥
∞

= k

para todas las elecciones posibles de εn = ±1, con n = 1, 2 . . . , k. Por tanto,
si tomamos k = 1, ‖f1‖∞ = 1 y como Ω es compacto, entonces existe un
conjunto no vacío Ω1 ⊆ Ω de la siguiente forma

Ω1 = {ω ∈ Ω : |f1 (ω)| = 1} .

Para k = 2, ‖f1 + f2‖∞ = ‖f1 − f2‖∞ = 2, y de la misma forma existen
Ω2, Ω3 ⊆ Ω no vacíos de la forma

Ω2 = {ω ∈ Ω : |f1 (ω) + f2 (ω)| = 2} ,

Ω3 = {ω ∈ Ω : |f1 (ω)− f2 (ω)| = 2} .

Dado que ‖f2‖∞ = 1 y como f2 tiene el mismo signo que tiene f1 sobre Ω2

pero opuesto sobre Ω3, entonces Ω2 ∩ Ω3 = ∅. Repitiendo para k = 3,

‖f1 + f2 + f3‖∞ = ‖f1 + f2 − f3‖∞ = ‖f1 − f2 + f3‖∞ = ‖f1 − f2 − f3‖∞ = 3,

y existen conjuntos no vacíos Ω4, Ω5 ⊆ Ω2 y Ω6, Ω7 ⊆ Ω3 de la forma

Ω4 = {ω ∈ Ω : |f1 (ω) + f2 (ω) + f3 (ω)| = 3} ,

Ω5 = {ω ∈ Ω : |f1 (ω) + f2 (ω)− f3 (ω)| = 3} ,

Ω6 = {ω ∈ Ω : |f1 (ω)− f2 (ω) + f3 (ω)| = 3} ,

Ω7 = {ω ∈ Ω : |f1 (ω)− f2 (ω)− f3 (ω)| = 3} .

De la misma forma, los conjuntos Ω4, . . . , Ω7 son disjuntos.
Procediendo sucesivamente de este modo, la idea es que si tenemos los

vectores unitarios de l1 en un C (Ω), entonces debe existir una especie de
estructura diádica de subconjuntos de Ω junto con una sucesión de funciones
que coinciden en cambiar de signos sobre las sucesivas divisiones.

El siguiente paso es buscar este tipo de sucesiones en el espacio de las
funciones acotadas sobre Ω. Para Ω = [0, 1], tenemos la sucesión de funciones
de Rademacher, que, como hemos visto, es equivalente a la base de vectores
unitarios de l1. La estructura diádica que hemos visto para el espacio de
funciones continuas sobre un compacto Ω se replica en el caso de las funciones
de Rademacher dentro del espacio de funciones acotadas sobre Ω.
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Dado Ω un conjunto, una sucesión {Ωn} de subconjuntos no vacíos de Ω
se llama un árbol de subconjuntos de Ω si para todo n ∈ N, Ω2n y Ω2n+1

son subconjuntos disjuntos de Ωn.

Ω ⊇ Ω1 ⊇



Ω2 ⊇


Ω4 ⊇

{
Ω8 ⊇ · · ·
Ω9 ⊇ · · ·

Ω5 ⊇
{

Ω10 ⊇ · · ·
Ω11 ⊇ · · ·

Ω3 ⊇


Ω6 ⊇

{
Ω12 ⊇ · · ·
Ω13 ⊇ · · ·

Ω7 ⊇
{

Ω14 ⊇ · · ·
Ω15 ⊇ · · ·

donde todos los conjuntos de una misma columna son disjuntos dos a dos.
El propósito de la prueba del Teorema 2.2.5 en la versión de Farahat

es introducir estos árboles de conjuntos para replicar la estructura diádica
que proporcionan las funciones de Rademacher sobre [0, 1], y como esta debe
identificarse con la base de vectores unitarios de l1.

Finalmente, y para concluir con este capítulo, en el caso complejo tenemos
el siguiente teorema de L.E. Dor, cuyo enunciado es idéntico al del Teorema
2.2.5 reemplazando R por C.

Teorema 2.2.10 (Dor,1975). Sea {fn} una sucesión uniformemente acotada
de funciones Ω → C sin subsucesiones puntualmente convergentes. Entonces
{fn} tiene una subsucesión {f ′n} que no converge puntualmente en Ω y es
equivalente a la base de vectores unitarios {en} de l1 en la norma del supremo.

De la misma forma que para el caso real con el Teorema 2.2.5, se puede
deducir la dicotomía de Rosenthal para espacios de Banach complejos a par-
tir del Teorema 2.2.10.

Antes de demostrar este teorema, definimos D el conjunto de todos los
pares (D1, D2) de discos abiertos con radios racionales en el plano complejo
C tales que

diam (D1) = diam (D2) <
1

2
dist (D1, D2) ,

por tantoD es un conjunto numerable y podemos escribirD =
{(

Dk
1 , D

k
2

)}
k∈N.
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El siguiente lema nos sera de ayuda para la demostración del Teorema
2.2.10.

Lema 2.2.11. Con las condiciones del Teorema 2.2.10, existe k0 ∈ N y un
subconjunto M ∈ [N] tal que para todo L ∈ [M ] existe s ∈ Ω tal que la
sucesión {fn (s)}n∈L tiene puntos de acumulación en Dk0

1 y en Dk0
2 .

Demostración. Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que po-
demos construir M1 ∈ [N] , M2 ∈ [M1] , M3 ∈ [M2] , . . . tales que, para cua-
lesquiera k ∈ N y s ∈ Ω, la sucesión {fn (s)}n∈Mk

tiene todos sus puntos de
acumulación fuera de Dk

1 o fuera de Dk
2 . Escojamos m1 < m2 < · · · tales

que mk ∈ Mk para todo k ∈ N, y sea L = {mk}k∈N. Entonces {fn}n∈L no
converge puntualmente en Ω, luego existen s ∈ Ω y p, q ∈ C (p 6= q) tales
que p y q son puntos de acumulación de {fn (s)}n∈L. Por tanto, existe un
k ∈ N tal que p ∈ Dk

1 , q ∈ Dk
2 , pero entonces {fn (s)}n∈Mk

tiene puntos de
acumulación en Dk

1 y Dk
2 y tenemos una contradicción.

Demostración (Teorema 2.2.10). Sea {fn} la sucesión descrita en el enuncia-
do del Teorema. Por el Lema 2.2.11, existen k0 ∈ N y M ∈ [N] tales que para
todo L ∈ [M ] existe s ∈ Ω tal que la sucesión {fn (s)}n∈L tiene puntos de
acumulación en Dk0

1 y en Dk0
2 . Sean α el centro de Dk0

1 , β el centro de Dk0
2 ,

y sea 2δ = dist
(
Dk0

1 , Dk0
2

)
. Podemos suponer que β − α es real positivo, ya

que, si esto no fuera así, multiplicando toda las funciones fn por |β−α|
β−α

ob-
tendríamos nuevos discos cuyos centros verificaran β − α > 0. Para n ∈ M ,
sean

An =
{
s ∈ Ω : fn (s) ∈ Dk0

1

}
,

Bn =
{
s ∈ Ω : fn (s) ∈ Dk0

2

}
.

Por el Lema 2.2.9, (An, Bn) es independiente para un cierto L ∈ [M ], luego
para cualquier par de conjuntos finitos disjuntos F, G ⊂ L[⋂

n∈F

An

]
∩

[⋂
n∈G

Bn

]
6= ∅.

Con todo esto, ahora solo falta probar que∥∥∥∥∥
k∑

n=1

γnfn

∥∥∥∥∥
∞

≥ δ

4

k∑
n=1

|γn|

para cualquier elección de constantes γn = an + ibn con n = 1, 2, . . . , k.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que

∑k
n=1 |an| ≥

∑k
n=1 |bn|. Sea



2. Teorema de Dicotomía de Rosenthal 45

F = {n : αn ≥ 0} y G = {n : αn < 0}. Como (An, Bn) es un sistema inde-
pendiente podremos encontrar

s ∈

[⋂
n∈F

An

]
∩

[⋂
n∈G

Bn

]
y,

t ∈

[⋂
n∈G

An

]
∩

[⋂
n∈F

Bn

]
.

Entonces,∥∥∥∥∥
k∑

n=1

γnfn

∥∥∥∥∥
∞

= sup

{∣∣∣∣∣
k∑

n=1

γnfn (ω)

∣∣∣∣∣ : ω ∈ Ω

}

≥

∣∣∣∣∣
k∑

n=1

γnfn

(
s− t

2

)∣∣∣∣∣
≥ Re

k∑
n=1

γnfn

(
s− t

2

)

≥
k∑

n=1

anRe fn

(
s− t

2

)
−

k∑
n=1

∣∣∣∣bnIm fn

(
s− t

2

)∣∣∣∣
≥ δ

k∑
n=1

|an| −
δ

2

k∑
n=1

|bn| ≥
δ

2

k∑
n=1

|an| ≥
δ

4

k∑
n=1

|γn|.

La cuarta desigualdad se sigue del evidente hecho geométrico de que si tene-
mos u ∈ Dk0

1 y v ∈ Dk0
2 entonces

Re (v − u) ≥ 2δ y Im (v − u) ≤ diam Dk0
1 < δ.





Capítulo 3

Compacidad Débil en L1 (µ, X)

Recordemos que, en un espacio de Banach X, un subconjunto K ⊆ X se
dice sucesionalmente débil-compacto si para cualquier sucesión {xn} de ele-
mentos de X se puede extraer una subsucesión {x′n} que converge débilmente
a un elemento de X. Dado (Ω, Σ, µ) un espacio de medida finita, el objetivo de
este capítulo es establecer los subconjuntos sucesionalmente débil-compactos
del espacio de Banach L1 (Ω, Σ, µ) formado por las funciones µ-integrables
Lebesgue.

El principal resultado que nos fija las condiciones que ha de cumplir un
subconjunto K de L1 (µ) = L1 (Ω, Σ, µ) para que sea sucesionalmente débil-
compacto es el siguiente Teorema de Caracterización de Dunford:

Teorema 3.0.12. Si un subconjunto K de L1 (Ω, Σ, µ) es sucesionalmente
débil-compacto entonces K es uniformemente integrable, i.e.,

ĺım
µ(E)→0

∫
E

f dµ = 0 uniformemente para f ∈ K.

Recíprocamente, si K está acotado y es uniformemente integrable, entonces
K es sucesionalmente débil-compacto.

Sin embargo, la demostración que mostramos en este capítulo es la de una
versión más general de este mismo resultado, a pesar de que, en esencia, se
trata de la misma prueba. Esta generalización se basa en la idea de sustituir
las funciones reales sobre Ω por funciones con valores en un determinado es-
pacio de Banach X, es decir, funciones del tipo Ω → X. Para poder realizar
este cambio en el enunciado del Teorema, es preciso introducir y desarrollar
una serie de nociones básicas como, por ejemplo, dar una idea de que es lo
que se entiende por función integrable cuando esta toma valores en X, en que
espacio vive dicha función, cual debería ser el valor de su integral sobre un
determinado conjunto, etc. Las nociones que permiten este salto cualitativo
son la integral de Bochner, concepto análogo a la integral de Lebesgue, y la
de medida vectorial, y son introducidas en la sección 3.1. Estas nociones nos

47
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ayudan a definir la Propiedad de Radon-Nikodým, que generaliza el enuncia-
do del Teorema de Radon-Nikodým a aquellos espacios que la verifican, y que
nos es necesaria para demostrar el Teorema de Caracterización en cualquiera
de sus formas: la escalar o la vectorial.

En la sección 3.2 presentamos algunos teoremas que nos serán de utilidad
en la sección 3.3, parte central de este capítulo en la que probamos la parte
suficiente del Teorema y damos dos demostraciones distintas de la parte
necesaria, para acabar viendo que el Teorema 3.0.12 se obtiene considerando
X = R.

Los resultados que se resaltan en el presente capítulo han sido extraídos
a partir de [4] y [8].

En lo sucesivo, denotamos por (Ω, Σ, µ) un espacio de medida finita y X
espacio de Banach, salvo cuando se especifique lo contrario.

3.1 Medida e Integración en Espacios de
Banach

En esta sección se pretende introducir los conceptos de integral de Boch-
ner y medida vectorial de manera breve y tan solo enunciando los resultados
principales, cuyas demostraciones se podrán ver en [4, II.1] y [4, II.2] para la
teoría de la Sección 3.1.1 y [4, I.1], [4, I.2] para la Sección 3.1.2.

3.1.1 La Integral de Bochner
La integral de Bochner surge con el propósito de trasladar la integral

introducida por Lebesgue a funciones que toman sus valores en un espacio de
Banach determinado. A pesar de la diferencia en cuanto a la idea de partida,
la construcción de la integral de Bochner es prácticamente la misma que la de
Lebesgue, y las propiedades que se deducen de ambos conceptos guardan gran
similitud, así como los procedimientos seguidos para demostrarlas. Tanto es
así, que algunos resultados sobre la integral de Bochner se obtienen de la
versión de Lebesgue reemplazando el valor absoluto del integrando por la
norma del espacio de Banach X donde f tiene sus imágenes.

Comenzamos definiendo lo que es una función simple y una función µ-
medible.

Definición 3.1.1. Una función f : Ω → X se dice simple si existen
x1, x2, . . . , xn ∈ X y E1, E2, . . . , En ∈ Σ tales que f =

∑n
i=1 xiχEi

. Una
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función f : Ω → X se dice µ-medible si existe una sucesión de funciones
simples {fn} con ĺımn→∞ ‖fn − f‖ = 0 a.e. respecto µ.

Definición 3.1.2. Una función µ-medible f : Ω → X se dice que es inte-
grable Bochner si existe una sucesión de funciones simples {fn} tal que

ĺım
n→∞

∫
Ω

‖fn − f‖ dµ = 0.

A continuación se define la integral de Bochner para funciones simples y,
se extiende para todas las funciones µ-medibles.

Definición 3.1.3. Sea g =
∑k

i=1 xiχEi
con x1, x2, . . . , xk ∈ X una función

simple con x1, x2, . . . , xk ∈ X y E1, E2, . . . , Ek ∈ Σ. Se define la integral de
la función simple g como el vector de X dado por∫

E

fn dµ =
k∑

i=1

xiµ (Ei),

con E ∈ Σ. Sea ahora f una función integrable Bochner. Se define la integral
de Bochner de f como el vector de X dado por∫

E

f dµ = ĺım
n→∞

∫
E

fn dµ,

con E ∈ Σ, donde {fn} es la sucesión de funciones simples que intervienen
en la definición de integrabilidad.

Definición 3.1.4. De forma análoga a los espacios Lp (Ω, Σ, µ) de Lebesgue,
se definen los espacios de Bochner y se denotan por Lp (Ω, Σ, µ,X) (o
simplemente Lp (µ, X)), con 1 ≤ p ≤ ∞, como los espacios formados por
todas las clases de equivalencia de las funciones µ-integrables Bochner f :
Ω → X verificando

(a) para 1 ≤ p ≤ ∞,

‖f‖p =

[∫
Ω

‖f‖p dµ

]1/p

< ∞,

donde ‖·‖p es la norma asociada, con 1 ≤ p < ∞.

(b) para p = ∞, que f está esencialmente acotada, i.e., f está acotada salvo
en a lo sumo un conjunto de µ-medida nula. La norma ‖·‖∞ asociada a
L∞ (µ, X) es la definida por

‖f‖∞ = ess sup ‖f‖ < ∞
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donde

ess sup ‖f‖ = ı́nf {α ∈ R : µ {ω ∈ Ω : ‖f (ω)‖ > α} = 0}

es el supremo esencial de ‖f‖.

Observación 3.1.5. En el desarrollo del presente capítulo nos centramos ex-
clusivamente en el espacio de Bochner L1 (µ, X).

Veamos ahora algunos resultados sobre la integral de Bochner. La siguien-
tes proposiciones establecen relaciones mas interesantes entre las definiciones
de Lebesgue y Bochner de integral, ya que permiten deducir con facilidad los
teoremas en que interviene la integral de Bochner de sus análogos para la
integral de Lebesgue.

Proposición 3.1.6 ([4, II.2.Theorem 2]). Una función µ-medible f : Ω → X
es integrable Bochner si y sólo si

∫
Ω
‖f‖ dµ < ∞. Es decir, f es integrable

Bochner si y sólo si ‖f‖ es integrable Lebesgue.

Proposición 3.1.7 ([4, II.2.Theorem 4(ii)]). Si f es una función µ-integrable
Bochner, entonces ∥∥∥∥∫

E

f dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
E

‖f‖ dµ,

para todo E ∈ Σ.

Como consecuencia directa de esta propiedades, deducimos el Teorema de
la Convergencia Dominada para la integral de Bochner, cuya demostración ha
sido incluida para ilustrar la simplicidad con la que se deducen los resultados.

Teorema 3.1.8 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea (Ω, Σ, µ) un
espacio de medida finita y {fn : Ω → X} una sucesión de funciones inte-
grables Bochner. Si ĺımn→∞ fn = f en µ-medida (es decir, si se verifica
ĺımn→∞ µ {ω ∈ Ω : ‖fn − f‖ ≥ ε} = 0 para todo ε > 0) y si existe una fun-
ción g : Ω → R integrable Lebesgue con ‖fn‖ ≤ g a.e. respecto µ, entonces
se cumple:

(a) f es integrable Bochner, y

(b)

ĺım
n→∞

∫
E

fn dµ =

∫
E

f dµ

para todo E ∈ Σ. De hecho, ĺımn→∞
∫

Ω
‖f − fn‖ dµ = 0.
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Demostración. Basta considerar la sucesión {‖fn − f‖}. Como {fn} converge
en medida, {‖fn − f‖} también converge en medida. Ahora, dado que ‖fn‖ ≤
g a.e. para todo n ∈ N,

‖fn − f‖ = ĺım
k→∞

‖fn − fk‖ ≤ ĺım
k→∞

‖fn‖+ ‖fk‖ ≤ 2g.

Por aplicación del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue para
la sucesión {‖fn − f‖} con función dominante 2g, tenemos que

ĺım
n→∞

∫
E

‖fn − f‖ dµ = 0,

luego f es integrable Bochner y por la Proposición 3.1.7

ĺım
n→∞

∥∥∥∥∫
Ω

fn dµ−
∫

Ω

f dµ

∥∥∥∥ ≤ ĺım
n→∞

∫
Ω

‖fn − f‖ dµ = 0

luego, ĺımn→∞
∫

E
fn dµ =

∫
E

f dµ.

Algunas otras propiedades de la integral de Bochner son:

Proposición 3.1.9 ([4, II.2.Theorem 4(i)(iii)]). Si f es una función µ-
integrable Bochner, entonces

(a) ĺım
µ(E)→0

∫
E

f dµ = 0,

(b) si {En} es una sucesión de miembros disjuntos de Σ y E =
∞⋃

n=1

En,

entonces ∫
E

f dµ =
∞∑

n=1

∫
En

f dµ,

donde la suma de la derecha es absolutamente convergente.

Teorema 3.1.10 ([4, II.2.Corollary 5]). Si f y g son integrables Bochner y∫
E

f dµ =
∫

E
g dµ para cada E ∈ Σ, entonces f = g a.e. para µ.

3.1.2 Medidas Vectoriales
Para el caso en que X = R, si tenemos una función µ-medible f : Ω → R,

entonces podemos obtener una nueva medida λ sobre los conjuntos de Σ
definida como

λ (E) =

∫
E

f dµ.
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con E ∈ Σ. Esta medida es una medida escalar. En cambio, si estamos en el
caso en que X es un espacio de Banach cualquiera, la función que obtenemos
al hacer la integral de Bochner de f : Ω → X toma valores en el espacio
de Banach X. Es decir, si λ : Σ → X está definida por λ (E) =

∫
E

f dµ
para cada E ∈ Σ, es lógico pensar que λ se comporte en cierta forma como
una medida de los conjuntos de Σ, pero con valores vectoriales en lugar de
escalares. Por ello introducimos la idea de medida vectorial en esta sección,
ya que nos será necesaria cuando, por ejemplo, definamos la Propiedad de
Radon-Nikodým. A grandes rasgos, esta propiedad establece que, siendo X
un espacio de Banach que la verifica, para cada medida vectorial F existe
una función integrable Bochner f tal que F (E) =

∫
E

f dµ.

Veamos las siguientes definiciones:

Definición 3.1.11. Sea X un espacio de Banach y sea F una álgebra de
subconjuntos de un conjunto Ω. Una función F : F → X se llama medi-
da vectorial finitamente aditiva, o simplemente medida vectorial, si
cualesquiera que sean E1, E2 ∈ F disjuntos entonces

F (E1 ∪ E2) = F (E1) + F (E2) .

Además, si dada una sucesión {En} de conjuntos disjuntos en F tal que⋃∞
n=1 En ∈ F se tiene que

F

(
∞⋃

n=1

En

)
=

∞∑
n=1

F (En),

siendo esta serie convergente en la topología de la norma asociada a X, en-
tonces se dice que F es una medida vectorial numerablemente aditiva,
o simplemente, que F es numerablemente aditiva.

Definición 3.1.12. Sea F : F → X una medida vectorial. Se define la
variación de F como la función |F | cuyos valores sobre conjuntos E ∈ F
están dados por

|F | (E) = sup
π

{∑
A∈π

‖F (A)‖

}
,

donde el supremo se toma sobre el conjunto de particiones finitas π de E por
conjuntos disjuntos de F . Si |F | (Ω) < ∞, entonces se dice que F es una me-
dida de variación acotada. De forma similar, se define la semivariación
de F como la función ‖F‖ cuyos valores sobre conjuntos E ∈ F están dados
por

‖F‖ (E) = sup {|x∗F | (E) : x∗ ∈ X∗, con ‖x∗‖ ≤ 1} ,
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siendo |x∗F | la variación de una medida escalar x∗F . Si ‖F‖ (Ω) < ∞, en-
tonces se dice que F es una medida de semivariación acotada.

Observación 3.1.13. La variación de F es una función finitamente aditiva y
monótona, mientras que la semivariación de F es una función subaditiva y
monótona. También es fácil verificar que ‖F‖ (E) ≤ |F | (E).

Las siguientes son algunas proposiciones sobre medidas vectoriales:

Proposición 3.1.14 ([4, I.1.Proposition 9]). Una medida vectorial de varia-
ción acotada es numerablemente aditiva si y sólo si su variación también es
numerablemente aditiva.

Proposición 3.1.15 ([4, I.1.Theorem 11]). Sea F : F → X una medida
vectorial. Entonces si E ∈ F , se tiene

(a)

‖F‖ (E) = sup

{∥∥∥∥∥∑
An∈π

εnF (An)

∥∥∥∥∥
}

,

donde el supremo se toma sobre el conjunto de particiones finitas π de E
por conjuntos disjuntos de F , y sobre los εk tales que |εk| ≤ 1 para todo
k,

(b)

sup {‖F (H)‖ : E ⊇ H ∈ F} ≤ ‖F‖ (E) ≤ 4 sup {‖F (H)‖ : E ⊇ H ∈ F}

En consecuencia, una medida vectorial es de semivariación acotada sobre Ω
si y sólo si su rango está acotado en X.

Observación 3.1.16. En vista de esta última proposición, una medida vecto-
rial con semivariación acotada se dirá que es una medida vectorial acota-
da.

Definición 3.1.17. Sea F una álgebra de subconjuntos de Ω y sea una me-
dida vectorial F : F → X. Se dice que F es fuertemente aditiva si dada
una sucesión {En} de miembros disjuntos de F , la serie

∑∞
n=1 F (En) con-

verge en norma. Una familia {Fτ : F → X : τ ∈ T} de medidas vectoriales
fuertemente aditivas se dice que es uniformemente fuertemente aditiva
cuando para cualquier sucesión {En} de miembros disjuntos de F , entonces

ĺım
n

∥∥∥∥∥
∞∑

m=n

Fτ (Em)

∥∥∥∥∥ = 0

uniformemente para τ ∈ T .
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En la definición que hemos visto de aditividad fuerte, la convergencia
de las serie

∑∞
n=1 F (En) es incondicional en norma (dado que toda subserie

también converge). Para familias de medidas numerablemente aditivas sobre
una σ-álgebra, el concepto de aditividad fuerte uniforme es precisamente el
concepto de aditividad numerable uniforme.
Observación 3.1.18. Las medidas vectoriales numerablemente aditivas sobre
una σ-álgebra son fuertemente aditivas.

Proposición 3.1.19 ([4, I.1.Proposition 15]). Si F : F → X es una medida
vectorial de variación acotada, entonces es fuertemente aditiva.

Proposición 3.1.20 ([4, I.1.Proposition 17]). Sea {Fτ : F → X : τ ∈ T}
una familia de medidas vectoriales. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) El conjunto {Fτ : τ ∈ T} es uniformemente fuertemente aditivo.

(b) El conjunto {x∗Fτ : τ ∈ T, x∗ ∈ X∗ con ‖x∗‖ ≤ 1} es uniformemente
fuertemente aditivo.

(c) Si {En} es una sucesión de miembros disjuntos de F , entonces se tiene
que ĺımn ‖Fτ (En)‖ = 0 es uniforme para τ ∈ T .

(d) Si {En} es una sucesión de miembros disjuntos de F , entonces se tiene
que ĺımn ‖Fτ‖ (En) = 0 es uniforme para τ ∈ T .

(e) El conjunto {|x∗Fτ | : τ ∈ T, x∗ ∈ X∗ con ‖x∗‖ ≤ 1} es uniformemente
fuertemente aditivo.

Corolario 3.1.21 ([4, I.1.Corollary 18]). Sea F : F → X una medida vec-
torial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) F es fuertemente aditiva.

(b) {x∗F : x∗ ∈ X∗ con ‖x∗‖ ≤ 1} es uniformemente fuertemente aditivo.

(c) F es fuertemente acotada, i.e., si {En} es una sucesión de miembros
disjuntos de F , entonces ĺımn F (En) = 0.

(d) ‖F‖ es fuertemente acotada, i.e., si {En} es una sucesión de miembros
disjuntos de F , entonces ĺımn ‖F‖ (En) = 0.

(e) {|x∗F | : x∗ ∈ X∗ con ‖x∗‖ ≤ 1} es uniformemente fuertemente aditivo.

(f) ĺımn F (En) existe para toda sucesión monótona no-decreciente de miem-
bros de F .
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(g) ĺımn F (En) existe para toda sucesión monótona no-creciente de miembros
de F .

Corolario 3.1.22 ([4, I.1.Corollary 19]). Una medida vectorial fuertemente
aditiva sobre una álgebra está acotada.

Teorema 3.1.23 (Pettis, [4, I.2.Theorem 1]). Sea Σ una σ-álgebra, y sea una
medida vectorial F : Σ → X numerablemente aditiva µ una medida finita y
no-negativa sobre conjuntos de Σ. Entonces F es µ-continua, i.e.,

ĺım
µ(E)→0

F (E) = 0

si y sólo si F se anula en conjuntos de medida nula respecto µ.

Finalmente, definimos la Propiedad de Radon-Nikodým:

Definición 3.1.24. Un espacio de Banach X se dice que tiene la Propiedad
de Radon-Nikodým respecto de µ si, para cada medida vectorial F
sobre (Ω, Σ) con valores en X, de variación acotada y que es absolutamente
continua respecto de µ, existe una función integrable Bochner f : Ω → X
tal que F (E) =

∫
E

f dµ para todo E ∈ Σ. Un espacio de Banach X se dice
que tiene la Propiedad de Radon-Nikodým si X tiene la Propiedad de
Radon-Nikodým respecto a cualquier espacio de medida finita.

Un ejemplo básico de espacio que cumple la Propiedad de Radon-Nikodým
es el espacio X = R. El resultado que permite afirmar que este espacio posee
dicha propiedad es el Teorema de Radon-Nikodým [8, III.10.Theorem 2]. Es
más, para Kn, también se verifica la Propiedad de Radon-Nikodým, y por
tanto para todo espacio de dimensión finita se tiene la propiedad.

En cambio, es en dimensión infinita donde encontramos ejemplos de espa-
cios de Banach que no verifican la Propiedad de Radon-Nikodým. Uno de los
principales ejemplos que encontramos es el espacio c0 (ver [4, III.1.Example
1]). Algunos resultados que permiten comprobar cuando un espacio tiene o
no tiene la Propiedad de Radon-Nikodým son los siguientes.

Proposición 3.1.25 (Philips,[4, III.2.Corollary 13]). Si X es un espacio de
Banach reflexivo, entonces X tiene la Propiedad de Radon-Nikodým.

Proposición 3.1.26 (Dunford-Pettis,[4, III.3.Theorem 1]). Si X es un es-
pacio con dual separable, entonces X∗ tiene la Propiedad de Radon-Nikodým.

Proposición 3.1.27 ([4, III.3.Theorem 2]). Sea X un espacio de Banach.
X tiene la Propiedad de Radon-Nikodým si y sólo si todo subespacio vectorial
cerrado tiene la Propiedad de Radon-Nikodým.
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Si (Γ, Σ, µ) es un espacio de medida discreta sobre un conjunto Γ con
µ ({γ}) = 1 para todo γ ∈ Γ, entonces por l1 (Γ) denotamos el espacio
L1 (Γ, Σ, µ). De esta forma, si Γ = N, entonces l1 (N) = l1.

Proposición 3.1.28. Para todo conjunto Γ, el espacio l1 (Γ) tiene la Pro-
piedad de Radon-Nikodým.

Se pueden encontrar más ejemplos de espacios que cumplen o no la Pro-
piedad de Radon-Nikodým en [4, VII.7]. Además, en [4, VII.6] se presentan
formulaciones equivalentes de dicha Propiedad.

A continuación probamos el siguiente lema que nos será de utilidad en la
prueba de la caracterización de los débil compactos de L1 (µ, X)∗.

Lema 3.1.29. Sea Σ una σ-álgebra, Σ1 una sub-álgebra de Σ que genera Σ, y
{µn} una sucesión de medidas numerablemente aditivas definidas sobre Σ con
imágenes en X espacio de Banach. Supongamos que la aditividad numerable
de µn es uniforme para n ∈ N, y que ĺımn→∞ µn (E) existe para todo E ∈ Σ1.
Entonces ĺımn→∞ µn {E} existe para todo E ∈ Σ.

Demostración. Definimos las siguientes familias de conjuntos de Σ:

Σ2 =
{

E ∈ Σ : ĺım
n→∞

µn (E ∩ F ) existe para todo F ∈ Σ1

}
Σ3 = {E ∈ Σ2 : E ∩ F ∈ Σ2 para todo F ∈ Σ2} .

Veamos que Σ3 es una σ-álgebra que contiene a Σ1.
Sean F1, F2 ∈ Σ3, entonces F1 ∩ F, F2 ∩ F ∈ Σ2 para todo F ∈ Σ2, luego

(F1 ∩ F2)∩F ∈ Σ2 para todo F ∈ Σ2, y por tanto F1∩F2 ∈ Σ3. De la misma
forma, si F1 ∩ F ∈ Σ2 para todo F ∈ Σ2, entonces (S \ F1) ∩ F ∈ Σ2 para
todo F ∈ Σ2, luego S \ F1 ∈ Σ3.

Con esto, si F1, F2 ∈ Σ3, es claro que F1 ∪ F2 ∈ Σ3 y por tanto Σ3 es una
álgebra. Ahora, si {Fk} ⊂ Σ3 es una sucesión de conjuntos con F =

⋃∞
k=1 Fk,

y si E1 ∈ Σ1 y E ∈ Σ2, entonces por hipótesis,

ĺım
m→∞

m∑
k=1

µn (Fk ∩ E ∩ E1) = µn (F ∩ E ∩ E1)

uniformemente para n ∈ N, y por tanto, dado que existe

ĺım
n→∞

µn (Fk ∩ E ∩ E1)

para todo k ∈ N, hay permutabilidad de límites y entonces existe

ĺım
n→∞

µn (F ∩ E ∩ E1).

Por tanto Σ3 es una σ-álgebra que contiene a Σ1 y en consecuencia Σ3 ⊇ Σ.
Dado que existe ĺımn→∞ µn (E) para todo E ∈ Σ3 se concluye la prueba.
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3.2 Resultados Previos
En esta sección presentamos algunos teoremas que nos serán necesarios

a lo largo de la Sección 3.3. De [8, III.7] ha sido extraído el contenido de la
Sección 3.2.1, de [4, I.4] el de la Sección 3.2.2, y de [4, IV.1] el de la Sección
3.2.3.

3.2.1 El Teorema de Vitali-Hahn-Saks
En primer lugar, dado un espacio de medida (Ω, Σ, µ) con µ una medida

compleja o signada de variación acotada, vamos a introducir una métrica
sobre la σ-álgebra Σ de forma que el espacio métrico resultante, al que de-
notaremos por Σ (µ), es completo.

Dado un par de conjuntos E y F de Σ, estos se dicen equivalentes (y se
denota por E ∼ F ) cuando |µ| (E4F ) = 0, donde 4 denota la diferencia
simétrica de conjuntos. Es decir, E ∼ F si la diferencia entre E y F es un
conjunto de medida nula respecto µ. La relación definida es de equivalencia
y se define Σ (µ) como el conjunto de las clases de equivalencia de Σ. Este
espacio se puede equipar con una distancia

d (E, F ) = arctan |µ| (E4F ),

resultando así un espacio métrico completo. Puede verse una demostración
de este hecho en [8, III.7]. Este espacio se utiliza para demostrar uno de los
principales resultados de este capítulo: el Teorema de Vitali-Hahn-Saks. Este
teorema guarda gran similitud con el Principio de la Acotación Uniforme, en
el sentido de que, a partir de una sucesión de medidas {λn} "puntualmente
acotadas" (que convergen para cada conjunto E ∈ Σ), permite afirmar que
el límite cuando µ (E) → 0 de λn (E) es 0 de manera uniforme para todo
n ∈ N.

Teorema 3.2.1 (Vitali-Hahn-Saks). Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida,
{λn} una sucesión de medidas aditivas µ-continuas. Si existe ĺımn→∞ λn (E)
para todo E ∈ Σ, entonces

ĺım
|µ|(E)→0

λn (E) = 0

uniformemente para todo n en N.

Demostración. Dado que las medidas λn son µ-continuas, sabemos que estas
están definidas sobre Σ (µ) y son continuas para la distancia definida en Σ (µ).
Así, para todo ε > 0 los siguientes conjuntos son cerrados en Σ(µ)

Σn,m = {E ∈ Σ : |λn (E)− λm (E)| ≤ ε} , con n, m ∈ N,
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Σp =
⋂

n,m≥p

Σn,m, con p ∈ N.

Veamos que los conjuntos Σp, con p ∈ N cubren Σ (µ): dado E ∈ Σ, la su-
cesión {λn (E)} es convergente por hipótesis, y por tanto también de Cauchy,
entonces para cualquier ε > 0 existe p ∈ N tal que |λn (E)− λm (E)| < ε
para todo n, m ≥ p. Por tanto E ∈ Σn,m para cualesquiera n, m ≥ p y
E ∈ Σp. De esta forma, Σ (µ) ⊂

⋃∞
p=1 Σp, y como Σp ⊂ Σ (µ) para todo

p ∈ N, Σ (µ) =
⋃∞

p=1 Σp.
Así, sabemos que Σ (µ) es un espacio métrico completo que es la unión

numerable de conjuntos cerrados, por tanto, por el Teorema de la Categoría
de Baire, uno de los Σp tiene un punto interior. Esto es, existe un q ∈ N tal
que Σq contiene una bola abierta centrada en un A ∈ Σq de radio r > 0

B (A; r) = {E ∈ Σ : |µ| (A4E) < r} ⊂ Σq.

donde4 denota la diferencia simétrica de conjuntos. Como Σq =
⋂

n,m≥q Σn,m,
entonces B (A; r) ⊂ Σn,m para cualesquiera n,m ≥ q. Es decir, se tiene que
|λn (E)− λm (E)| ≤ ε para todo n,m ≥ q, con E ∈ B (A; r). Sea 0 < δ < r
tal que |λn (B)| < ε para n = 1, 2, . . . , q y para todo B ∈ Σ con |µ| (B) < δ.
Además, si |µ| (B) < δ, entonces A ∪B, A \B ∈ B (A; r).

A4 (A ∪B) = [A ∪ (A ∪B)] \ [A ∩ (A ∪B)]

= (A ∪B) \ A

= B \ A ⊂ B

A4 (A \B) = [A ∪ (A \B)] \ [A ∩ (A \B)]

= A \ (A \B)

= A ∪B ⊂ B

entonces
|µ| (A4 (A ∪B)) ≤ |µ| (B) < δ < r, y

|µ| (A4 (A \B)) ≤ |µ| (B) < δ < r.

Ahora, como A ∪ B = B ∪ (A \B) y B ∩ (A \B) = ∅, por la aditividad de
λn

λn (B) = λn (A ∪B)− λn (A \B) ,

para todo n ∈ N. Entonces:

λn (B) = λq (B) + [λn (B)− λq (B)]

= λq (B) + [λn (A ∪B)− λq (A ∪B)]− [λn (A \B)− λq (A \B)] .
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Por tanto,

|λn (B)| ≤ |λq (B)|+ |λn (A ∪B)− λq (A ∪B)|+ |λn (A \B)− λq (A \B)|

donde |λq (B)| < ε, y como A ∪ B, A \ B ∈ B (A; r) ⊂ Σq, los dos últimos
sumandos son, cada uno, menores o iguales que ε, luego λn (B) < 3ε, para
todo n ∈ N y para todo B ∈ Σ con |µ| (B) < δ.

Así, si |µ| (E) → 0, para todo ε > 0 que tomemos existirá δ > 0 tal que
|λn (E)| < ε para todo E ∈ Σ con |µ| (E) < δ, luego

ĺım
|µ|(E)→0

λn (E) = 0

Con lo que se concluye la demostración.

Corolario 3.2.2. Bajo las hipótesis del Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1,
con |µ| (Ω) < ∞, la función λ (E) = ĺımn→∞ λn (E) es numerablemente adi-
tiva sobre Σ.

Demostración. La aditividad de λ se sigue de la de λn y por tanto, para
probar la aditividad numerable, basta probar que λ (Em) → 0 para toda
sucesión {En} ⊂ Σ decreciente con intersección vacía.

Como |µ| (Em) =
∑∞

k=m |µ| (Ek \ Ek+1), entonces |µ| (Em) → 0 y por el
Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1, para todo ε > 0 existe mε ∈ N tal que

|λn (Em)| < ε, con m ≥ mε, n ∈ N.

Entonces
|λ (Em)| ≤ ε, m ≥ mε.

Corolario 3.2.3 (Nikodým). Sea {µn} una sucesión de medidas numera-
blemente aditivas definidas sobre la σ-álgebra Σ y con valores reales. Si
µ (E) = ĺımn→∞ µn (E) existe para todo E ∈ Σ, entonces µ es numerable-
mente aditiva sobre Σ y la aditividad numerable de µn es uniforme para todo
n ∈ N.

Demostración. Que la aditividad numerable de µn es uniforme para n ∈ N
significa que si {Em} ⊂ Σ es una sucesión decreciente con intersección vacía,
entonces el límite ĺımm→∞ µn (Em) = 0 uniformemente para n ∈ N.

Dado que µn es finita sobre Σ, su variación total |µn| (Ω) < ∞. Ahora
definimos

λn (E) =

 0 si µn (E) = 0
|µn| (E)

|µn| (Ω)
en otro caso
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y

λ =
∞∑

n=1

λn

2n

Entonces λ es numerablemente aditiva sobre Σ y λ (Em) → 0. Como µn es
λ-continua, concluimos por aplicación del Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1
y el Corolario 3.2.2.

3.2.2 Lema de Rosenthal
El Lema de Rosenthal es uno de los resultados más importantes de este

capítulo, ya que establece una cierta relación entre la teoría de las medidas
vectoriales y la teoría de los espacios de Banach.

Lema 3.2.4 (Rosenthal). Sea F una álgebra de subconjuntos de Ω. Sea {µn}
una sucesión uniformemente acotada de medidas finitamente aditivas defini-
das en F . Entonces, si {En} es una sucesión disjunta de elementos de F y
ε > 0, existe una subsucesión

{
Enj

}
de {En} tal que

∣∣µnj

∣∣
⋃

k 6=j
k∈∆

Enk

 < ε

para todos los subconjuntos finitos ∆ de N y para todo j ∈ N.
Además, si F es una σ-álgebra, entonces la subsucesión

{
Enj

}
se debe

escoger de forma que ∣∣µnj

∣∣(⋃
k 6=j

Enk

)
< ε

para todo j ∈ N.

Demostración. Probaremos primero la segunda parte. Para ello, supongamos
que F es una σ-álgebra y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
supn |µn| (Ω) ≤ 1. Comenzamos un proceso iterativo de la siguiente manera:

Sea {M1, M2, . . .} una partición infinita de conjuntos infinitos de N con⋃∞
p=1 Mp = N.

-Si existe p de forma que para todo k ∈ Mp, |µk|
(⋃

j 6=k
j∈Mp

Ej

)
< ε entonces

basta con enumerar los elementos de Mp: n1 < n2 < . . . con lo que

|µni
|

(⋃
j 6=i

Enj

)
< ε para todo i ∈ N,
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y se concluye la demostración.
-Por el contrario, si para todo p existe un kp ∈ Mp de forma que se tiene∣∣µkp

∣∣ (⋃
j 6=kp

j∈Mp

Ej

)
≥ ε, procedemos de la siguiente manera: Evidentemente,

por la aditividad de las medidas

∣∣µkp

∣∣( ∞⋃
q=1

Ekq

)
+
∣∣µkp

∣∣( ∞⋃
n=1

En \
∞⋃

n=1

Ekn

)
≤ 1

y como
⋃

j 6=kp

j∈Mp

Ej ⊆
⋃∞

n=1 En \
⋃∞

n=1 Ekn para todo p, entonces

∣∣µkp

∣∣( ∞⋃
q=1

Ekq

)
+
∣∣µkp

∣∣
 ⋃

j 6=kp

j∈Mp

Ej

 ≤ 1

luego,
∣∣µkp

∣∣ (⋃∞
q=1 Ekq

)
≤ 1− ε para todo p.

Ahora, aplicamos el mismo argumento a
{
µkp

}
y
{
Ekp

}
en lugar de {µn}

y {En} respectivamente. Si el proceso no se detiene, entonces podemos en-
contrar una subsucesión {Eni

} tal que

|µni
|

(
∞⋃
i=1

Eni

)
≤ 1− 2ε.

Es evidente que el proceso se detendrá en un número finito de pasos,
concretamente en menos de mı́n

{
n ∈ N : n > 1

ε

}
. Con lo que se concluye la

segunda parte de la prueba.
Veamos la primera parte. Para ello, supongamos que F es una álgebra,

entonces la aplicación f 7→
∫

Ω
f dµn es un funcional lineal acotado cuya

norma es |µn| (Ω). Sea Σ la σ-álgebra generada por F , entonces el espacio
B (F) es un subespacio lineal de B (Σ). Por el Teorema de Hahn-Banach,
podemos extender f 7→

∫
Ω

f dµn sobre B (F) a B (Σ) preservando la norma.
Sabemos que existen µn medidas escalares finitamente aditivas sobre Σ

con |µn| (Ω) = |µn| (Ω) y tal que∫
Ω

f dµn =

∫
Ω

f dµn

para toda f ∈ B (F). Si E ∈ F , tenemos

µn (E) =

∫
χE dµn =

∫
χE dµn = µn (E)
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luego µn es una extensión finitamente aditiva de µn a Σ. Por la primera parte
de la prueba, fijado ε > 0, existe una subsucesión

{
µni

}
tal que

∣∣µni

∣∣(⋃
j 6=i

Enj

)
< ε

para i ∈ N. En consecuencia, si ∆ es un subconjunto finito de N, entonces

|µni
|

⋃
j 6=i
j∈∆

Enj

 ≤
∣∣µni

∣∣
⋃

j 6=i
j∈∆

Enj

 ≤
∣∣µni

∣∣(⋃
j 6=i

Enj

)
< ε

con lo que se concluye la prueba.

La primera consecuencia clara del Lema de Rosenthal es el siguiente teo-
rema:

Teorema 3.2.5 (Diestel-Faires). Sea F una álgebra de subconjuntos de Ω
y G : F → X una medida vectorial acotada. Si G no es fuertemente adi-
tiva,entonces existe T : c0 → X un isomorfismo topológico entre c0 y su
imagen T (c0) y una sucesión {En} de miembros de F disjuntos tales que
T (en) = G (En). En consecuencia, G (F) contiene la imagen por T de todas
las sucesiones de ceros y unos de c0.

Demostración. Supongamos que F es una álgebra. Si G no es fuertemen-
te aditiva, por el Corolario 3.1.21, existe una sucesión {En} de elementos
disjuntos de F tal que

ĺım
n

sup ‖G (En)‖ = α > 0.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ‖G (En)‖ > α
2

= ε para todo
n ∈ N. Por el Teorema de Hahn-Banach, podemos escoger x∗n ∈ X∗ tal que
‖x∗n‖ = 1 y |x∗nG (En)| > ε para todo n ∈ N. Como G está acotada, la sucesión
(x∗nG)n está uniformemente acotada. Ahora, por el Lema de Rosenthal 3.2.4,
existe una única subsucesión

(
x∗nj

G
)

j
con

∣∣∣x∗nj
G
∣∣∣
⋃

i6=j
i∈∆

Eni

 <
ε

2
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para todo i ∈ N y para todo subconjunto finito ∆ ⊂ N. Para el conjunto de
sucesiones con una cantidad finita de elementos no nulos de c0, definimos

T ({αi}) =
∞∑
i=1

αiG (Ei).

Por tanto, T (en) = G (En). La aplicación T es lineal en el subespacio denso
de c0 consistente de las sucesiones con una cantidad finita de valores no
nulos. Más aún, si {αi} ∈ c0 tiene una cantidad finita de elementos no nulos
y x∗ ∈ X∗ con ‖x∗‖ ≤ 1, se tiene

|x∗T ({αi})| ≤
∞∑
i=1

|αi| · |x∗G (Ei)|

≤ ‖{αi}‖∞
∞∑
i=1

|x∗G (Ei)|

≤ ‖{αi}‖∞ · ‖G‖ (Ω) .

Por tanto, T está acotada en un subespacio denso de c0 y tiene extensión
acotada con norma menor o igual que ‖G‖ (Ω). Así, si (αi) es una sucesión
de c0, T ((αi)) =

∑∞
i=1 αiG (Ei).

Ahora, para comprobar que T es un isomorfismo topológico, si (αi) ∈ c0,
entonces ∣∣x∗jT ({αi})

∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

αix
∗
jG (Ei)

∣∣∣∣∣
≥

∣∣αjx
∗
jG (Ej)

∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣ ĺım
m→∞

m∑
i6=j
i=1

αix
∗
jG (Ei)

∣∣∣∣∣∣∣
≥ |αj| ε− ‖{αi}‖∞ ĺım

m→∞

m∑
i6=j
i=1

∣∣x∗jG∣∣ (Ei)

≥ |αj| ε− ‖{αi}‖∞
ε

2
.

Tomando supremos tenemos

‖T ({αi})‖ ≥ sup
n
|x∗nT ({αi})|

≥ ‖{αi}‖∞ ε− ‖{αi}‖∞
ε

2

=
ε

2
‖{αi}‖∞ .
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Finalmente, T (en) = G (En).

Definición 3.2.6. Dado X un espacio de Banach y
∑

n xn una serie en X,
se dice que la serie

absolutamente convergente si la serie
∑

n ‖xn‖ es convergente.

incondicionalmente convergente si para cualquier permutación de
numeros naturales σ : N → N la serie

∑
n xσ(n) es convergente.

Para el caso escalar, la convergencia absoluta es equivalente a la conver-
gencia incondicional, y por tanto, todas las subseries son convergentes. Sin
embargo, en el caso de que estemos considerando una serie en un espacio de
Banach de dimensión infinita esto no ocurre, tal y como prueba el siguiente
resultado.

Teorema 3.2.7 (Dvoretsky-Rogers,[4, VIII.4]). Dado un espacio de Banach
X, si toda serie incondicionalmente convergente es absolutamente convergen-
te, entonces X es de dimensión finita.

En este sentido, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.8 (Orlicz-Pettis). Sea
∑

n xn una serie en X tal que toda
subserie de

∑
n xn es débilmente convergente. Entonces

∑
n xn es incondicio-

nalmente convergente en norma.

Demostración. Sea
∑

n xn una serie tal que todas sus subseries son débil-
mente convergentes, por tanto

∑
n |x∗xn| < ∞ para todo x∗ ∈ X∗. Sea ahora

T : X∗ → l1 definida por
Tx∗ = {x∗xn}n .

T está bien definida y es lineal. Sea
{
x∗j
}

j
⊂ X∗ con x∗ = ĺımj x∗j . Hay

que probar que la gráfica de T es cerrada. Para ello, sea
(
x∗n, Tx∗j

)
∈ graf T ,

entonces
(
x∗j , Tx∗j

)
→ (x∗, y) con y = {yn} ∈ l1, es decir, que x∗jxn → yn para

cada n ∈ N, y como ĺımj x∗n = x∗, yn = x∗xn para todo n ∈ N, luego y = Tx∗.
Ahora, por aplicación del Teorema de la Gráfica Cerrada, T es continua y su
norma es

‖T‖ = sup {‖T (x∗)‖ : ‖x∗‖ ≤ 1} = sup

{∑
n

|x∗xn| : ‖x∗‖ ≤ 1

}
< ∞
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Ahora, sea F la álgebra de subconjuntos de N formada por todos los conjuntos
finitos y sus complementarios. Definimos una aplicación G : F → X por

G (E) =


∑
n∈E

xn si E es finito,

−
∑
n/∈E

xn si N \ E es finito.

Evidentemente, G : F → X es finitamente aditiva y

|x∗G| (E) ≤


∑
n∈E

|x∗xn| si E es finito,

−
∑
n/∈E

|x∗xn| si N \ E es finito.
≤
∑

n

|x∗xn|,

por tanto, la semivariación de G es

‖G‖ (E) = sup {|x∗G| : ‖x∗‖ ≤ 1} < sup

{∑
n

|x∗xn| : ‖x∗‖ ≤ 1

}
< ∞.

Luego, por la Observación 3.1.16, la medida G está acotada.
Ahora, sea {En} ⊂ F una sucesión monótona no-decreciente. Si {En}

no es eventualmente constante, entonces {En} está formado por conjun-
tos finitos (si hubiera un conjunto infinito, entonces se alcanzaría N y se-
ría constantemente igual a N a partir de cierto término). Por hipótesis,
ĺımn→∞

∑
m∈En

xm = ĺımn→∞ G (En) existe débilmente.
Veamos que G es fuertemente aditiva, para ello, supongamos que esto

es falso: podemos encontrar T : c0 → X un isomorfismo topológico y una
sucesión {An} ⊂ F de elementos disjuntos tales que Ten = G (An). Sea
ahora Bm =

⋃m
n=1 An, entonces

T

(
m∑

n=1

en

)
= G (Em) .

Pero
∑m

n=1 en no es débilmente convergente en c0, y por tanto G (Em)
tampoco converge débilmente en X, con lo que tenemos una contradicción,
luego G es fuertemente aditiva y entonces∑

n∈N

G ({n}) =
∑

n

xn

converge incondicionalmente en norma.
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3.2.3 El Dual de L1 (µ, X)
Dado que vamos a trabajar con sucesiones débilmente convergentes con

el fin de caracterizar la compacidad débil por sucesiones, previamente nece-
sitamos conocer la forma del dual del espacio en que estamos trabajando.
Por tanto, en esta sección probaremos que, bajo determinadas condiciones,
L1 (µ, X)∗ es isomorfo a L∞ (µ, X∗).

Dadas las funciones f ∈ L1 (µ, X) y g ∈ L∞ (µ, X∗), se define la aplicación
〈f, g〉 : Ω → R como

〈f, g〉 (ω) = g (ω) [f (ω)] ,

para todo ω ∈ Ω. Obviamente, 〈f, g〉 (ω) ∈ R para todo ω ∈ Ω, ya que
g (ω) ∈ X∗ y f (ω) ∈ X.

Lema 3.2.9. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida finita y sea X un espacio
de Banach. Entonces L∞ (µ, X∗) es isomorfo a un subespacio de L1 (µ, X)∗,
en el que los correspondientes vectores g ∈ L∞ (µ, X∗) y l ∈ L1 (µ, X)∗ se
relacionan por

l (f) =

∫
Ω

〈f, g〉 dµ

para todo f ∈ L1 (µ, X).

Demostración. Sea g ∈ L∞ (µ, X∗). Buscamos un funcional l ∈ L1 (µ, X)∗ tal
que ‖l‖ = ‖g‖∞. Sea {gn} una sucesión de funciones simples en L∞ (µ, X∗)
que convergen hacia g a.e. Supongamos que f ∈ L1 (µ, X).

Las funciones 〈f, gn〉 son medibles para todo n ∈ N y por lo tanto tenemos
ĺımn→∞ 〈f, gn〉 = 〈f, g〉 a.e. Por tanto, 〈f, g〉 también es medible. Además, se
tiene la siguiente desigualdad, conocida como desigualdad de Hölder,∫

Ω

〈f, g〉 dµ ≤
∫

Ω

‖f‖ · ‖g‖ dµ ≤ ‖f‖1 · ‖g‖∞

Luego si definimos el funcional l (·) =
∫

Ω
〈·, g〉 dµ, entonces l ∈ L1 (µ, X)∗ y

‖l‖ = sup

{∣∣∣∣∫
Ω

〈f, g〉 dµ

∣∣∣∣ : ‖f‖1 ≤ 1

}
≤ sup

{∫
Ω

|〈f, g〉| dµ : ‖f‖1 ≤ 1

}
≤ sup {‖f‖1 · ‖g‖∞ : ‖f‖1 ≤ 1}
= ‖g‖∞
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Entonces ‖l‖ ≤ ‖g‖∞. Veamos que además ‖g‖∞ ≤ ‖l‖. Comencemos vién-
dolo para g una función que toma una cantidad numerable de valores dis-
tintos para a continuación extender la desigualdad a cualquier función de
L∞ (µ, X∗).

Sea ε > 0 y supongamos que g =
∑∞

i=1 x∗i χEi
con {x∗i } una sucesión en

X∗ y {Ei} ⊂ Σ una partición numerable de Ω con µ (Ei) > 0 para todo
i ∈ N. Tomamos h ≥ 0 en L1 (µ) tal que 0 < ‖h‖1 ≤ 1 y∫

Ω

‖g‖ · h dµ > ‖g‖∞ −
ε

2
.

Ahora, sean xi ∈ X con ‖xi‖ = 1 tales que ‖x∗i ‖ − ε
2
‖h‖1 < x∗i (xi), y

definimos f ∈ L1 (µ, X) por f =
∑∞

i=1 xihχEi
. Entonces

‖f‖1 =

∫
Ω

|h| ·

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

xiχEi

∥∥∥∥∥︸ ︷︷ ︸
=1

dµ =

∫
Ω

|h| dµ = ‖h‖1 ≤ 1

y se tiene∫
Ω

〈f, g〉 dµ =

∫
Ω

〈
∞∑
i=1

xihχEi
,
∞∑
i=1

χEi
x∗i

〉
dµ

=

∫
Ω

∞∑
i=1

x∗i

(
∞∑

j=1

xjhχEj

)
χEi

dµ

=

∫
Ω

∞∑
i=1

x∗i (xih) χEi
dµ

=

∫
Ω

h

∞∑
i=1

x∗i (xi) χEi
dµ

>

∫
Ω

h
∞∑
i=1

(
‖x∗i ‖ −

ε

2 ‖h‖1

)
χEi

dµ

=

∫
Ω

h

∞∑
i=1

‖x∗i ‖χEi
dµ− ε

2 ‖h‖1

∫
Ω

h
∞∑
i=1

χEi
dµ

≥
∫

Ω

h ‖g‖ dµ− ε

2 ‖h‖1

∫
Ω

h dµ

> ‖g‖∞ −
ε

2
− ε

2 ‖h‖1

‖h‖1

= ‖g‖∞ − ε
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Entonces ‖l‖ > ‖g‖∞−ε para todo ε > 0, luego ‖l‖ ≥ ‖g‖∞ cuando g es una
función de L∞ (µ, X∗) que toma una cantidad numerable de valores. Veamos
que también es cierto con g ∈ L∞ (µ, X∗) cualquiera; entonces tomamos {gn}
una sucesión en L∞ (µ, X∗) donde cada función toma una cantidad numerable
de valores y tal que ĺımn→∞ ‖gn − g‖∞ = 0.

Definimos ln (·) =
∫

Ω
〈·, gn〉 dµ para todo n ∈ N y l (·) =

∫
Ω
〈·, g〉 dµ,

entonces ‖ln‖ = ‖gn‖∞ para todo n ∈ N y, como ‖l‖ ≤ ‖g‖∞,

0 ≤ ‖ln − l‖ ≤ ‖gn − g‖∞ → 0,

luego
‖l‖ = ĺım

n→∞
‖ln‖ = ĺım

n→∞
‖gn‖∞ = ‖g‖∞

Entonces L∞ (µ, X∗) es isométrico a un subespacio de L1 (µ, X)∗, y los co-
rrespondientes vectores g y l se relacionan por

l (f) =

∫
Ω

〈f, g〉 dµ para todo f ∈ L1 (µ, X).

Teorema 3.2.10. Sea (Ω, Σ, µ) un espacio de medida finita y sea X un es-
pacio de Banach tal que X∗ tiene la Propiedad de Radon-Nikodým. Entonces
existe un isomorfismo entre L∞ (µ, X∗) y L1 (µ, X)∗ en el que los correspon-
dientes vectores g ∈ L∞ (µ, X∗) y l ∈ L1 (µ, X)∗ se relacionan por

l (f) =

∫
Ω

〈f, g〉 dµ

para todo f ∈ L1 (µ, X).

Demostración. Por el Lema 3.2.9 sabemos que L∞ (µ, X∗) es isomorfo a un
subespacio de L1 (µ, X)∗. Por tanto solo nos falta probar la inclusión contra-
ria, es decir, que L1 (µ, X)∗ es isomorfo a un subespacio de L∞ (µ, X∗).

Supongamos que X∗ tiene la propiedad de Radon-Nikodým. Considere-
mos un funcional l ∈ L1 (µ, X)∗, buscamos g ∈ L∞ (µ, X) tal que ‖l‖ = ‖g‖∞.
Definimos G : Σ → X∗ como G (E) (x) = l (xχE) para E ∈ Σ. Por tanto

‖G (E) (x)‖ = ‖l (xχE)‖ ≤ ‖l‖ · ‖xχE‖1 = ‖l‖ · ‖x‖ ‖χE‖1 ,

entonces G toma valores en X∗ y es numerablemente aditiva. Veamos que
G es de variación acotada, para ello, sea {E1, . . . , En} una partición de Ω y
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x1, . . . , xn en la bola unidad cerrada de X. Entonces∣∣∣∣∣
n∑

i=1

G (Ei) (xi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣l
(

n∑
i=1

xiχEi

)∣∣∣∣∣
≤ ‖l‖ ·

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xiχEi

∥∥∥∥∥
1

≤ ‖l‖ ·

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

χEi

∥∥∥∥∥
1

= ‖l‖ · µ (Ω) .

Tomando supremos, |G| (Ω) < ∞. Ahora, dado que X∗ tiene la propiedad de
Radon-Nikodým, existe una función integrable-Bochner g : Ω → X∗ tal que
G (E) =

∫
E

g dµ para todo E ∈ Σ.
Obviamente, si f ∈ L1 (µ, X) es una función simple, entonces tenemos que

l (f) =
∫

Ω
〈f, g〉 dµ. Sea {En} ⊂ Σ una sucesión expansiva tal que

⋃
n En = Ω

y tal que g esté acotada en cada En. Fijado n0, se tiene que
∫

En0
〈·, g〉 dµ es

un funcional lineal acotado sobre L1 (µ, X) que coincide con l para todas las
funciones simples con soporte en En0 . Por tanto

l
(
fχEn0

)
=

∫ 〈
f, gχEn0

〉
dµ

para todo f ∈ L1 (µ, X). Además, como gχEn0
está acotada, entonces se tiene

gχEn0
∈ L∞ (µ, X∗) y

∥∥gχEn0

∥∥
∞ ≤ ‖l‖. Como esta desigualdad es válida para

cualquier n0, por el Teorema de la Convergencia Monótona, g ∈ L∞ (µ, X∗).
Junto con la desigualdad de Hölder, se tiene

l (f) = ĺım
n→∞

∫
Ω

〈fχEn , g〉 dµ =

∫
Ω

〈f, g〉 dµ

para todo f ∈ L1 (µ, X). Por tanto, L1 (µ, X)∗ ⊂ L∞ (µ, X∗) en el sentido de
que existe un isomorfismo entre L1 (µ, X)∗ y un subconjunto de L∞ (µ, X∗).
Con esto se concluye la segunda parte de la prueba.

3.3 El Teorema de Dunford
Definición 3.3.1. Un subconjunto K de L1 (µ, X) es uniformemente in-
tegrable si

ĺım
µ(E)→0

∫
E

‖f‖ dµ = 0
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uniformemente para f ∈ K.

La Caracterización de Dunford de subconjuntos sucesionalmente débil-
compactos en su versión para L1 (µ, X) es la que a continuación se enuncia
en los dos siguientes teoremas:

Teorema 3.3.2 (Dunford). Sea X un espacio de Banach tal que X y X∗

tienen la propiedad de Radon-Nikodým. Sea K es un subconjunto de L1 (µ, X)
verificando

(a) K está acotado,

(b) K es uniformemente integrable, y

(c) para todo E ∈ Σ, el conjunto
{∫

E
f dµ : f ∈ K

}
es sucesionalmente

débil-compacto.

Entonces K es sucesionalmente débil-compacto.

Recíprocamente, no se hace necesario el que X y X∗ verifiquen la Propie-
dad de Radon-Nikodým, pudiendo X ser un espacio de Banach cualquiera.
Tampoco se necesita la condición de K acotado. Así, el recíproco del Teorema
3.3.2 resulta más simple.

Teorema 3.3.3 (Dunford). Sea X un espacio de Banach cualquiera. Si K
es un subconjunto de L1 (µ, X) sucesionalmente débil-compacto, entonces K
es uniformemente integrable.

Observación 3.3.4. Es preciso hacer notar que un conjunto relativamente
débil-compacto está siempre acotado y, como f 7→

∫
E

f dµ es un opera-
dor lineal acotado de L1 (µ, X) a X, si K ⊆ L1 (µ, X) es relativamen-
te débil-compacto, entonces

{∫
E

f dµ : f ∈ K
}

también es relativamente
débil-compacto.

A continuación presentamos la demostración del Teorema 3.3.2 y dos
demostraciones distintas del Teorema 3.3.3.

3.3.1 Teorema 3.3.2
La demostración que presentamos a continuación es la que se presenta en

[4, IV.2.Theorem 1].

Demostración (Teorema 3.3.2). Sea K ⊆ L1 (µ, X) verificando las tres con-
diciones del enunciado, y sea {fn} una sucesión en K. Veamos que {fn}
contiene una subsucesión que converge débilmente en L1 (µ, X). Sea F ⊆ X



3. Compacidad Débil en L1 (µ,X) 71

una álgebra numerable tal que cada fn es medible respecto a Σ1 la σ-álgebra
generada por F . Como F es numerable, F = {Ek : k ∈ N}. Así, por (c),
el conjunto

{∫
Ek

f dµ : f ∈ K
}

es relativamente débil-compacto para todo
k ∈ N.

Por tanto, para k = 1, partiendo de {fn}, podemos extraer una subsu-
cesión {f 1

n} ⊂ {fn} tal que la sucesión
{∫

E1
f 1

n dµ
}

converge débilmente.
Repitiendo este argumento para todo k ∈ N obtenemos subsucesiones de la
siguiente forma:

· · · ⊂
{
f i

n

}
⊂
{
f i−1

n

}
⊂ · · · ⊂

{
f 2

n

}
⊂
{
f 1

n

}
⊂ {fn}

verificando que existe w-lím
n→∞

∫
Ek

f i
n dµ para todo k = 1, 2, . . . , i. Definimos

gn = fn
n , así, {gn} es subsucesión de {fn} y verifica que

w-lím
n→∞

∫
Ek

gn dµ

existe para todo k ∈ N, o equivalentemente, w-lím
n→∞

∫
E

gn dµ existe para todo

E ∈ F . Veamos que
{∫

E
gn dµ

}
es una sucesión débil-Cauchy para todo

E ∈ Σ1. Sea E ∈ Σ1, y sea F ⊂ E con F ∈ F , entonces∣∣∣∣x∗ ∫
E

gn dµ− x∗
∫

E

gm dµ

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣(x∗
∫

F

gn dµ + x∗
∫

E\F
gn dµ

)
−
(

x∗
∫

F

gm dµ + x∗
∫

E\F
gm dµ

)∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣x∗ ∫
F

gn dµ− x∗
∫

F

gm dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣x∗ ∫
E\F

gm dµ + x∗
∫

E\F
gm dµ

∣∣∣∣ .
Desarrollando el segundo sumando,∣∣∣∣x∗ ∫

F

gn dµ + x∗
∫

E\F
gn dµ

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣x∗ ∫

E\F
gn dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣x∗ ∫
E\F

gm dµ

∣∣∣∣
≤ ‖x∗‖ ·

(∥∥∥∥∫
E\F

gn dµ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∫
E\F

gm dµ

∥∥∥∥)
≤ ‖x∗‖ ·

(∫
E\F

‖gn‖ dµ +

∫
E\F

‖gm‖ dµ

)
Como E ∈ Σ1, entonces existe {Fj} ⊂ F una sucesión no-decreciente de
conjuntos tales que

⋃∞
j=1 Fj = E. Entonces µ (E \ Fj) → 0 y por (b),

ĺım
j→∞

∫
E\Fj

‖f‖ dµ = 0 uniformemente para todo f ∈ K.
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Es decir, dado ε > 0 existe N ∈ N tal que
∫

E\Fj
‖f‖ dµ < ε

3‖x∗‖ cualquiera
que sea j ≥ N y para todo f ∈ K, y tal que∣∣∣∣x∗ ∫

E

gn dµ− x∗
∫

E

gm dµ

∣∣∣∣ ≥ ε

3
+ ‖x∗‖ ·

(
2

ε

3 ‖x∗‖

)
= ε

para todo n,m ≥ N , y esto es válido para todo x∗ ∈ X∗. Por tanto,{∫
E

gn dµ
}

es débil-Cauchy para todo E ∈ Σ1, y por (c) la sucesión es dé-
bilmente convergente. Sea G : Σ1 → X una medida vectorial definida de la
siguiente manera

G (E) = w-lím
n→∞

∫
E

gn dµ

con E ∈ Σ1. Por (b), ĺımµ(E)→0

∫
E
‖gn‖ dµ = 0 uniformemente para n ∈ N.

Entonces ∣∣∣∣x∗ ∫
E

gn dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖x∗‖ ·
∥∥∥∥∫

E

gn dµ

∥∥∥∥ ≤ ‖x∗‖ ·
∫

E

‖gn‖ dµ

luego ĺımµ(E)→0 x∗
∫

E
gn dµ = 0 de manera uniforme para todo n ∈ N, por

tanto ĺımµ(E)→0 x∗G (E) = 0 para cada x∗ ∈ X∗.
Entonces, G : Σ1 → X es débilmente numerablemente aditiva y, por el

Teorema de Orlicz-Pettis 3.2.8, G es numerablemente aditiva para la norma.
Dado que G se anula sobre los conjuntos de Σ1 de medida cero, por el Teorema
de Pettis 3.1.23, G es µ-continua sobre Σ1.

Veamos ahora que G es de variación acotada. Por la Proposición 1.2.10,
‖G (E)‖ ≤ ĺım infn→∞

∥∥∫
E

gn dµ
∥∥ para todo E ∈ Σ1. Entonces si π ⊂ Σ1 es

una partición de Ω, se tiene∑
E∈π

‖G (E)‖ ≤
∑
E∈π

ĺım inf
n→∞

∥∥∥∥∫
E

gn dµ

∥∥∥∥
≤ ĺım inf

n→∞

∑
E∈π

∥∥∥∥∫
E

gn dµ

∥∥∥∥
≤ sup

n

∑
E∈π

∫
E

‖gn‖ dµ

≤ sup {‖f‖1 : f ∈ K} < ∞.

Así, |G| (Ω) = sup
{∑

E∈π ‖G (E)‖ : π ⊆ Σ1 es una partición de Ω
}

< ∞.
Ahora, como X tiene la propiedad de Radon-Nikodým, existe una función
g ∈ L1 (Σ1, µ,X) tal que

G (E) =

∫
E

g dµ con E ∈ Σ1.
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Veamos que w-lím
n→∞

gn = g débilmente en L1 (Σ1, µ,X). Es evidente que

w-lím
n→∞

∫
E

gn dµ =
∫

E
g dµ para todo E ∈ Σ1. Sea ahora f ∈ L∞ (Σ1, µ,X∗)

una función simple, entonces existen conjuntos A1, . . . , Ak ∈ Σ1 y x∗1, . . . , x
∗
k ∈

X∗ tales que f =
∑k

i=1 χAi
x∗i . Entonces

∫
Ω

〈gn, f〉 dµ =

∫
Ω

〈
gn,

k∑
i=1

χAi
x∗i

〉
dµ

=

∫
Ω

(
k∑

i=1

χAi
x∗i

)
(gn) dµ

=
k∑

i=1

∫
Ai

x∗i gn dµ

=
k∑

i=1

x∗i

∫
Ai

gn dµ

para todo n ∈ N. Como w-lím
n→∞

∫
E

gn dµ =
∫

E
g dµ para todo E ∈ Σ1, entonces

ĺımn→∞ x∗i
∫

Ai
gn dµ = x∗i

∫
Ai

g dµ para i = 1, 2, . . . , k. Por tanto,

ĺım
n→∞

∫
Ω

〈gn, f〉 dµ =

∫
Ω

〈g, f〉 dµ

para toda función simple f ∈ L∞ (Σ1, µ,X∗). Sea ahora f ∈ L∞ (Σ1, µ,X∗)
una función cualquiera. Dado ε > 0, por el Teorema de Egoroff y por (b),
sea A0 ∈ Σ1 tal que fχA0 tiene rango precompacto y tal que para todo n se
tiene

∫
Ω\A0

‖g‖ dµ,

∫
Ω\A0

‖gn‖ dµ <
ε

‖f‖∞ + 1
.

Como el rango de fχA0 es relativamente compacto, existe una función simple
h ∈ L∞ (Σ1, µ,X∗) tal que ‖fχA0 − h‖∞ < ε

p
donde p es suficientemente
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grande para que p >
∫

Ω
‖g‖ dµ y p > sup {‖g‖1 : g ∈ K}. Entonces∣∣∣∣∫

Ω

〈gn, f〉 dµ−
∫

Ω

〈g, f〉 dµ

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
A0

〈gn, f〉 dµ−
∫

A0

〈g, f〉 dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω\A0

〈gn, f〉 dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω\A0

〈g, f〉 dµ

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
A0

〈gn − g, f − h + h〉 dµ

∣∣∣∣+ ∫
Ω\A0

|〈gn, f〉| dµ +

∫
Ω\A0

|〈g, f〉| dµ

≤
∣∣∣∣∫

A0

〈gn, f − h〉 dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
A0

〈gn − g, h〉 dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
A0

〈g, h− f〉 dµ

∣∣∣∣+
+

∫
Ω\A0

‖gn‖ · ‖f‖ dµ +

∫
Ω\A0

‖g‖ · ‖f‖ dµ

≤ ‖gn‖1 · ‖fχA0 − h‖∞ +

∣∣∣∣∫
A0

〈gn − g, h〉 dµ

∣∣∣∣+ ‖g‖1 · ‖fχA0 − h‖∞ +

+

∫
Ω\A0

‖gn‖ dµ · ‖f‖∞ +

∫
Ω\A0

‖g‖ dµ · ‖f‖∞

< ‖gn‖1

ε

p
+

∣∣∣∣∫
A0

〈gn − g, h〉 dµ

∣∣∣∣+ ‖g‖1

ε

p
+ ‖f‖∞

(
2

ε

‖f‖∞ + 1

)
< 4ε +

∣∣∣∣∫
A0

〈gn − g, h〉 dµ

∣∣∣∣
Como h ∈ L∞ (Σ1, µ,X∗) es simple, hemos visto que

ĺım
n→∞

∫
A0

〈gn − g, h〉 dµ = 0.

Por tanto,

ĺım
n→∞

∫
Ω

〈gn, f〉 dµ =

∫
Ω

〈g, f〉 dµ

para todo f ∈ L∞ (Σ1, µ,X∗). Ahora, como X∗ tiene la propiedad de Radon-
Nikodým, por el Lema 3.1.29, se tiene que si w-lím

n→∞
gn = g en L1 (Σ1, µ,X)

entonces también es débilmente convergente en L1 (µ, X). Así, K es compacto
para la topología de la convergencia de puntual, y por el Teorema de Eberlein,
K es relativamente débil-compacto, quedando así terminada la demostración.

3.3.2 Teorema 3.3.3: Dos Versiones
En esta sección presentamos dos pruebas del Teorema 3.3.3: una basada

en el Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1 y otra en el Lema de Rosenthal
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3.2.4. La primera es la demostración clásica de Dunford y no nos propor-
ciona la información sobre el papel que juega l1 que si nos da la segunda
prueba, basada en el Lema de Rosenthal, en la que se demuestra que si el
conjunto K ⊆ L1 (µ, X) no es uniformemente integrable, entonces K no es
relativamente débil-compacto y que contiene una copia de la base de vectores
unitarios de l1.

Demostración Clásica de Dunford para el Teorema 3.3.3

La siguiente demostración puede encontrarse , para su versión escalar, en
[8, IV.8.Corollary 11].

Demostración (Teorema 3.3.3). Sea K sucesionalmente débil-compacto. El
que K sea uniformemente integrable significa que para todo ε > 0 y para
toda sucesión {En} ⊂ Σ con µ (En) → 0,∫

En

‖f‖ dµ < ε para todo f ∈ K.

Por reducción al absurdo, si suponemos que K no es uniformemente inte-
grable, entonces existirá un δ > 0, una sucesión {En} de elementos disjuntos
de Σ y una sucesión {fn} en K tal que∫

En

‖fn‖ dµ ≥ δ para todo n ∈ N.

Ahora, como K es sucesionalmente débil-compacto, podemos suponer que
{fn} converge débilmente a alguna función f ∈ L1 (µ, X). Para cada n ∈ N,
definimos gn ∈ L∞ (µ, X∗) tal que gn se anula fuera de En, ‖gn‖∞ ≤ 1 y∫

En

〈fn, gn〉 dµ > δ.

Sea g =
∑∞

n=1 gnχEn . Por tanto, como los {En} son disjuntos, ‖g‖∞ ≤ 1, y
por ser {fn} débilmente convergente,

ĺım
n→∞

∫
E

〈fn, g〉 dµ =

∫
E

〈f, g〉 dµ

para todos los conjuntos E ∈ Σ. Por tanto, si escribimos λn (E) =
∫

E
〈fn, g〉 dµ

para cada n ∈ N, tenemos una sucesión de medidas tales que ĺımn→∞ λn (E)
existe para todo E ∈ Σ. Luego por el Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1,
sabemos que

ĺım
m→∞

∫
Em

〈fn, g〉 dµ = 0
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uniformemente para n ∈ N. Sin embargo,∫
En

〈fn, g〉 dµ =

∫
En

〈fn, gn〉 dµ > δ

para todo n ∈ N. Por tanto tenemos una contradicción, con lo que se de-
muestra que K es uniformemente integrable.

Demostración vía l1 para el Teorema 3.3.3

El siguiente teorema ha sido extraído de [4, IV.2.Theorem 4], y propor-
ciona una copia de l1 dentro de L1 (µ, X) con la base contenida en un sub-
conjunto K que no es uniformemente integrable.

Teorema 3.3.5. Sea K un subconjunto acotado de L1 (µ, X). Si K no es
uniformemente integrable, entonces existe una sucesión {fn} en K y cons-
tantes α, β > 0 tales que

α
∞∑

n=1

|γn| ≤

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfn

∥∥∥∥∥
1

≤ β
∞∑

n=1

|γn|

para todo {γn} ∈ l1.
En consecuencia, un subconjunto relativamente débil-compacto de L1 (µ, X)

es uniformemente integrable.

Demostración. Sea λ (E) =
∫

E
‖f‖ dµ con E ∈ Σ. Supongamos que

ĺım
µ(E)→0

λ (E) = 0

no es uniforme para f ∈ K. Por tanto, las medidas λ no son numerablemente
aditivas de manera uniforme sobre Σ. Entonces, existe una sucesión {fn} en
K, {En} una sucesión de elementos disjuntos de Σ y δ > 0 de forma que∫

En

‖fn‖ dµ > δ para todo n ∈ N.

Por el Lema de Rosenthal 3.2.4, podemos suponer que∫
En

‖fn‖ dµ > δ y
∫

⋃
j 6=n Ej

‖fn‖ dµ <
δ

2

para todo n ∈ N.
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Como K está acotado, existirá β > 0 tal que ‖f‖1 ≤ β para todo f ∈ K.
Luego, si {γn} ∈ l1,∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

γnfn

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

n=1

|γ| · ‖fn‖ ≤ β
∞∑

n=1

|γn|.

Por otra parte,∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfn

∥∥∥∥∥ ≥

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfnχ⋃
m Em

∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfn

(
χEn + χ⋃

m6=n Em

)∥∥∥∥∥
1

≥

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfnχEn

∥∥∥∥∥
1

−

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfnχ⋃
m6=n Em

∥∥∥∥∥
1

=

∫
Ω

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfnχEn

∥∥∥∥∥ dµ−
∫

Ω

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfnχ⋃
m6=n Em

∥∥∥∥∥ dµ

≥
∞∑

n=1

|γn| ·
∫

En

‖fn‖ dµ−
∞∑

n=1

|γn| ·
∫

⋃
m6=n Em

‖fn‖ dµ

> δ
∞∑

n=1

γn −
δ

2

∞∑
n=1

γn =
δ

2

∞∑
n=1

|γn|.

Tomando α =
δ

2
tenemos ∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

γnfn

∥∥∥∥∥
1

≥ α

∞∑
n=1

|γn|.

Para la segunda afirmación, supongamos que K no es uniformemente
integrable, con lo que existirán α, β > 0 y una sucesión {fn} ⊂ K tales que

α

∞∑
n=1

|γn| ≤

∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

γnfn

∥∥∥∥∥
1

≤ β

∞∑
n=1

|γn|

para todo {γn} ∈ l1. Definimos una aplicación T : l1 → L1 (µ, X) tal que si
{γn} ∈ l1,

T ({γn}) =
∞∑

n=1

γnfn,
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entonces α ‖{γn}‖1 ≤ ‖T ({γn})‖1 ≤ β ‖{γn}‖1. Por tanto, si γn = en, en-
tonces tenemos {T ({en})}n ⊂ K, luego K contiene una copia de {en}n, que
es un conjunto no condicionalmente débil-compacto para la topología débil,
luego K no es relativamente débil-compacto.

Como consecuencia de este resultado, se puede obtener una interesante
propiedad del espacio l1. La manera de ver dicha propiedad, es identificando
l1 con un espacio L1 (µ) concreto de la siguiente manera:

Definimos una medida µ sobre los conjuntos de P (N) tal que

µ (E) =
∑
n∈E

1

2n
,

para todo E ∈ P (N). Entonces, los espacios l1 y L1 (µ) son isométricos. En
efecto, sea T : L1 (µ) → l1 tal que si f ∈ L1 (µ) entonces

T (f) =

{
1

2n
f (n)

}∞

n=1

∈ l1.

Esta aplicación es continua y además

‖T (f)‖ =
∞∑

n=1

1

2n
|f (n)| =

∞∑
n=1

|f (n)|µ ({n})

=
∞∑

n=1

∫
{n}
|f | dµ =

∫
N
|f | dµ = ‖f‖ .

Recíprocamente, si tenemos {γn} ∈ l1, entonces definimos f (n) = 2nγn para
todo n ∈ N, y tenemos T (f) = {γn}. Luego l1 y L1 (µ) son isomorfos.

Ahora estamos en condiciones de aplicar los resultados que hemos visto
para el espacio l1 = L1 (µ) y obtener el siguiente teorema.

Teorema 3.3.6 (Schur). Una sucesión acotada en l1 es débilmente conver-
gente si y sólo si converge para la norma.

Demostración. Con la medida µ definida anteriormente, sean f ∈ L1 (µ),
{γn} = T (f) ∈ l1 y E ∈ P (N). Entonces∫

E

|f | dµ =
∑
n∈E

∫
{n}
|f | dµ =

∑
n∈E

1

2n
|f (n)| =

∑
n∈E

|γn|.
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Por otra parte, como µ (E) =
∑

n∈E
1
2n , si para cada N ∈ N escribimos

EN = {n ≥ N}, entonces µ (E) → 0 equivale a ĺımN→∞ µ (EN) = 0.
Ahora, sea K ⊂ l1 = L1 (µ) un conjunto débil compacto, entonces, por el

Teorema 3.3.5, K es uniformemente integrable, es decir,

ĺım
µ(E)→0

∫
E

|f | dµ = 0

uniformemente para f ∈ K. Como hemos visto, esto equivale a

ĺım
N→∞

∞∑
n=N

|γn| = 0

uniformemente para {γn} ∈ K.
Por tanto, si tenemos una sucesión {{γj

n} ∈ l1 : j ∈ N} ⊂ K, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que converge débilmente, y además

ĺım
N→∞

∞∑
n=N

∣∣γj
n

∣∣ = 0

uniformemente para j ∈ N. Luego, la sucesión es convergente en norma.

Observación 3.3.7. Cuando un espacio cualquiera verifica que toda sucesión
acotada y débilmente convergente es convergente en norma, entonces se dice
que el espacio tiene la Propiedad de Schur.

3.3.3 Notas Compelentarias
La integrabilidad uniforme es la condición necesaria para la compacidad

débil de subconjuntos de L1 (µ, X) (véase el Teorema de Dunford 3.3.3) y no
requiere de hipótesis adicionales sobre X. Sin embargo, para que también sea
condición suficiente en el Teorema de Dunford 3.3.2, se ha requerido que X
y X∗ tengan la Propiedad de Radon-Nikodým.

En la búsqueda de condiciones suficientes distintas para que un conjunto
de L1 (µ, X) sea débil compacto cuando X ó X∗ no verifiquen la Propiedad
de Radon-Nikodým, un primer paso es el siguiente resultado de Diestel que
puede encontrarse en [3].

Teorema 3.3.8. Sea K̃ un conjunto acotado uniformemente integrable de
L1 (µ, X). Supongamos que dado ε > 0 existe un conjunto medible Ωε tal que
µ (Ω \ Ωε) < ε y un conjunto Kε débil compacto de X tal que f (ω) ∈ Kε a.e.
ω ∈ Ωε paracada f ∈ K̃. Entonces K es relativamente débil compacto.
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Otra condición suficiente distinta que aparece en el resultado de Ügler
(véase [15]) que se basa en la siguiente versión paramétrica del Teorema de
Dicotomía de Rosenthal debida a Talagrand [14].

Teorema 3.3.9 (Versión Paramétrica del Teorema de Dicotomía de Rosent-
hal). Sea {fn} una sucesión de funciones medibles Ω → BX . Entonces existe
una sucesión {f̃n} con f̃n ∈ conv {fk : k ≥ n} para cada n ∈ N, y conjuntos
medibles C, L ⊂ Ω con µ (C ∪ L) = 1 tales que

(a) para ω ∈ C, {f̃n (ω)} es débil Cauchy.

(b) para ω ∈ L, existe k ∈ N tal que la sucesión {f̃n}∞n=k es equivalente a la
base de vectores unitarios de l1.

Como hemos señalado, en [15], Ügler caracteriza en el siguiente teore-
ma los conuntos relativamente débil compactos de L1 (µ, X) que son L∞-
acotados, esto es, aquellos que están contenidos en

Wm = {f ∈ L1 (µ, X) : ‖f (ω)‖ ≤ m a.e. ω ∈ Ω} ,

para una cierta constante m > 0.

Teorema 3.3.10. Un subconjunto K de Wm es relativamente débil compacto
si y sólo si dada cualquier sucesión {fn} en K existe una sucesión {f̃n} con
f̃n ∈ conv {fk : k ≥ n} para cada n ∈ N, tal que la sucesión {f̃n (ω)} es
débilmente convergente en X a.e. ω ∈ Ω.

Finalmente, eliminando de la caracterización de Ügler la restricción de la
L∞-acotación, Diestel, Ruess y Schachermayer obtienen una caracterización
de los débil compactos de L1 (µ, X) para espacios arbitrarios X que les per-
mitió, además, refinar la versión paramétrica de Talagrand del Teorema de
Rosentha (véase [6]).

Teorema 3.3.11. Sea K un subconjunto acotado de L1 (µ, X). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) K es relativamente débil compacto.

(b) K es uniformemente integrable y, dada cualquier sucesión {fn} de K
existe una sucesión {f̃n} con f̃n ∈ conv {fk : k ≥ n}, tal que {f̃n (ω)}
es convergente en norma en X a.e. ω ∈ Ω.

(c) K es uniformemente integrable y, dada cualquier sucesión {fn} de K
existe una sucesión {f̃n} con f̃n ∈ conv {fk : k ≥ n}, tal que {f̃n (ω)}
es débilmente convergente en X a.e. ω ∈ Ω.
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