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Introduccion

En esta memoria presentamos algunos resultados basicos referentes a es-
pacios de Banach cuyas demostraciones se basan, principalmente, en el uso y
manejo de sucesiones en topologias débiles y las propiedades que a ellas van
asociadas.

Cabe destacar que, a lo largo de este trabajo, uno de los espacios mas
notables con los que trabajamos es el espacio [; de las series absolutamente
convergentes, espacio que encontramos como parte comun en los dos prin-
cipales resultados que abordamos: el Teorema de dicotomia de Rosenthal
y la caracterizacion de los conjuntos débil compactos en espacios de funcio-
nes integrables, los cuales son tratados en los capitulos 2 y 3 de esta memoria.

Previamente, en el Capitulo 1, Notacion y Preliminares, y a modo de
introduccion, repasamos la notacion y algunos resultados béasicos en espacios
de Banach referentes a sucesiones débilmente convergentes, presentando al
mismo tiempo algunos ejemplos sobre sucesiones en [;, y haciendo especial
hincapié en el concepto de topologia débil. Como aplicaciéon de todos es-
tos resultados basicos, estudiamos una caracterizacion de los conjuntos débil
compactos de los espacios C (K) de funciones continuas definidas sobre un
compacto K. Los conceptos que se remarcan en este capitulo son los que
posteriormente sirven como marco en el cual se desarrollan los capitulos pos-
teriores.

En el Capitulo 2, titulado Teorema de Dicotomia de Rosenthal, se presen-
ta una caracterizacion de los espacios de Banach que contienen una copia del
espacio [;. Esta caracterizacion se obtiene como consecuencia del principal
Teorema de este capitulo, estableciendo que, dada una sucesién en un espa-
cio de Banach determinado, se puede extraer una subsucesiéon que o bien es
débil Cauchy o bien es equivalente a la base de vectores unitarios de /. En
este ultimo caso, el espacio contiene una copia de [;. De esta forma, se puede
detectar cuando un espacio de Banach contiene a [y, y asi poder transferir
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algunas de las propiedades de [; al espacio en cuestion. La demostracion de
este hecho se apoya en la Teoria de Ramsey, la cual abordamos brevemente,
y la cual constituye un importante principio combinatorio.

En el Capitulo 3, el ultimo de esta memoria, Compacidad Débil en Ly (u, X),
estudiamos una caracterizacion de los conjuntos débil compactos del espa-
cio Ly (i, X) de funciones integrables Bochner, espacio que generaliza a los
Ly (p) formado por funciones integrables Lebesgue a las funciones con valores
en un espacio de Banach determinado. La buisqueda de esta caracterizacion se
apoya nuevamente en las sucesiones convergentes en la topologia débil. Para
demostrar este resultado, hacemos un breve repaso a la Teoria de Medidas
Vectoriales y al concepto de integral de Bochner, cuya similitud con la inte-
gral de Lebesgue es notable. Abordamos también el Lema de Rosenthal y el
Teorema de Vitali-Hahn-Saks, estableciendo este tltimo un principio similar
al de la Acotacion Uniforme para medidas. Mediante estos dos resultados,
probamos de dos formas distintas una de las implicaciones de la caracteri-
zacion de débil compactos, siendo de mayor impacto la prueba basada en el
Lema de Rosenthal, pues hace recaer la atenciéon en el papel que juega la
base de vectores unitarios de [; en esta caracterizacion.

Finalmente, para concluir esta introduccion, quisiera agradecer a los pro-
fesores Antonio Pallarés y Stanimir Troyanski por su ayuda y los consejos
que he recibido para la realizacién de esta memoria.

Angel Arroyo Garcia
Alicante, 15 de septiembre de 2010



Capitulo 1
Notacion y Preliminares

En este capitulo damos las definiciones béasicas y enunciamos los prin-
cipales resultados que posteriormente utilizaremos, poniendo énfasis en lo
relacionado a las topologias débiles y las sucesiones débilmente convergen-
tes, dando ejemplos y enunciando alguna propiedad. Otro de los conceptos
que se abordan es el de compacidad débil, recalcando la relaciéon existente
entre espacios reflexivos y compacidad débil y proporcionando un teorema
que permite caracterizar los débil compactos por sucesiones. Finalizamos es-
te capitulo dando una caracterizacion de los conjuntos débil compactos del
espacio de funciones C (K).

La bibliografia para este capitulo ha sido extraida fundamentalmente de

[9].

1.1 Espacios de Banach

A lo largo de este trabajo, denotamos por (X, ||-||) un espacio de Banach,
o por X cuando la norma se sobreentienda. Dentro de un espacio de Banach
X, denotamos por Bx v Sy, la bola unidad cerrada de X y la esfera unidad
de X, respectivamente.

Algunos ejemplos de espacios de Banach son los siguientes:

(a) Sea 1 < p < co. El espacio [, denota el espacio vectorial n-dimensional
K" con la norma definida por

n 1/p
Iz, = [Z |$¢|p] :
i=1
con r = (1,...,x,) € K"

11
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(b)

El espacio [7, denota el espacio vectorial n-dimensional K" con la norma
definida por

con x = (xq,...,z,) € K"

Sea 1 < p < oo. El espacio [, denota el espacio vectorial de todas las
sucesiones © = {z,} -, de K tales que Y, |2;|" < oo, con la norma

o 1/p
=, = [Z Iﬂfi!”] :
n=1

El espacio [, denota el espacio vectorial de todas las sucesiones acotadas
x = {x,} - de K, con la norma del supremo

2]l = sup {|za| = n €N}

El espacio ¢ denota el subespacio de [, formado por todas las sucesiones
x = {z,}  tales que lim,_ .. x, existe y es finito.

De forma similar, el espacio ¢y denota el subespacio de [, formado por
. o0 ’
todas las sucesiones x = {z,},_, tales que lim,,_,, z,, = 0.

Dado K compacto, el espacio C (K) denota el espacio vectorial de todas
las funciones continuas f : K — K con la norma del supremo

[flloe =sup {1f ()] = t € K} =max{|f(t)] : t € K}.

Sea (£2, 3, ) un espacio de medida. Dado 1 < p < oo, el espacio L, (€2, 2, i)
denota el espacio vectorial de todas las clases de equivalencia de funcio-
nes pi-medibles Lebesgue definidas a.e. sobre Q tales que [, |f|” du < oo,

con la norma
1/p
I, = | [ 17 a]

Sea (€2, %, p) un espacio de medida. El espacio L, (€2) denota el espacio
vectorial de todas las clases de equivalencia de funciones p-medibles tales
que estan esencialmente acotadas, i.e., tal que esssup|f| < oo, con la
norma

£, = esssup |f],

dondeesssup |f| =inf{a € R : p{weQ : |f(u)| > a}} es el supremo
esencial de |f].
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Observacion 1.1.1. Es preciso destacar que los espacios [} con 1 < p < oo son
isomorfos al mismo espacio vectorial K" con independencia de la eleccién de
1 < p < 00, ya que, lo Gnico que varia es la norma asociada. Sin embargo, para
los [, con 1 < p < oo, elecciones distintas de p nos proporcionan espacios
distintos. Por ejemplo, si consideramos los espacios [; y ls, y la sucesiéon
x = {x, =21}, entonces Y 7 |z, < o0, pero 32 |z,| = oo, con lo
que = € [y pero x ¢ 1.

En multitud de ocasiones resulta 1til hacer uso de aplicaciones lineales
entre espacios de Banach con el fin de establecer relaciones entre espacio.
Con este fin, usamos los operadores lineales acotados entre dos espacios de
Banach X e Y para definir los conceptos de isomorfismo e isometria.

Definicién 1.1.2. Dado T un operador lineal acotado entre X e Y, (i.e.
T eB(X,Y)), se dice que

» T es un isomorfismo si T es una biyeccion y T-! € B(Y, X). En este
caso, se dice que X e Y son isomorfos.

s 7T es un isomorfismo de X dentro de Y si T es un isomorfismo de
X en un subconjunto 7' (X) de Y.

» T es una isometria si ||7(z)||,, = ||z||y para todo z € X. En este
caso, se dice que X e Y son isométricos.

Uno de los usos de los operadores lineales acotados es determinar cuando
dos normas distintas generan la misma topologia, es decir, la topologia aso-
ciada a una y otra norma son la misma. En este sentido, damos la siguiente
definicion.

Definicion 1.1.3. Sea X un espacio vectorial dotado con dos normas distin-
tas |||, ¥ [|||5- Se dice que estas dos normas son equivalentes si la aplicacion
identidad 7 : (X, [|-||;) — (X, ]]|,) es un isomorfismo, i.e., si existe constantes
a, 8> 0 tales que a||z||; < ||z, < B||z|, para todo z € X.

En espacios de dimension finita, todas las normas son equivalentes, es
decir, todas las normas sobre X generan la misma topologia. Ademéas, me-
diante esta equivalencia, es facil probar que todos los espacios de la misma
dimensioén finita n son isomorfos. Sin embargo, en espacios de dimensién in-
finita esta propiedad no es cierta, pudiendo encontrar normas distintas sobre
un mismo espacio X que no generan la misma topologia.

Con ayuda del siguiente lema, es posible probar que la bola unidad cerrada
no es compacta en un espacio de dimensiéon infinita, al contrario que en los
espacios de dimension finita donde este conjunto si es compacto.
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Lema 1.1.4 (Riesz, 1918, |9, Lemma 1.23]). Sea X un espacio normado. Si
Y es un subespacio cerrado propio de X, entonces para todo 0 < € < 1 existe
Te € Sx tal que ||z, — y|| > € para todo y € Y.

La idea para probar que Bx no es compacto cuando X tiene dimension
infinita se basa en encontrar una sucesion no convergente dentro de Bx. La
forma de obtener dicha sucesion es aplicar el Lema de Riesz para asegurarse
de que la sucesion construida no sea de Cauchy, es decir, que sucesivos tér-
minos que la componen no se aproximen entre si. A partir de este resultado
podemos deducir que, dado un espacio normado X, todo subconjunto cerra-
do y acotado de X es compacto si y sélo si X es finito dimensional. Es decir,
el Teorema de Heine-Borel solo es valido para espacios de dimension finita.

De todos estos resultados se desprende el hecho de que, en dimension infi-
nita, no es posible encontrar tantos conjuntos compactos como en dimensiéon
finita. Por tanto, parece ldgico pensar en proporcionar topologias distintas
que nos den una definicion mas amplia de compacidad. Para ello, definimos
antes el concepto de espacio dual de un espacio normado, que nos sera de
gran utilidad a la hora de introducir las topologias débiles.

Definicion 1.1.5. Sea X un espacio normado. Llamamos el espacio dual
de X, y lo denotamos por X*, al espacio vectorial de todos los funcionales
lineales continuos, equipado con la norma definida por

l2*)I" = sup {|=" ()] : = € Bx},

con z* € X*. La norma del dual suele denotarse simplemente por |-|| salvo
cuando pueda haber lugar a confusiéon con la norma del espacio original X,
en cuyo caso se denotara por ||-||". Este espacio, constituye un espacio de
Banach.

Para espacios de dimension finita X, el dual es siempre isomorfo al espa-
cio original. Esto también es cierto para determinados espacios de dimension
infinita, concretamente para los espacios de Hilbert, que son aquellos espa-
cios equipados con un producto interior donde la métrica que se genera es
completa.

Algunos ejemplos de espacios duales son los que a continuacién se pre-
sentan.

(a) ¢ =1y en el sentido de que para todo x* € ¢} existe una tnica sucesion

{an} € [ tal que
¥ () = Z Ty,
n=1
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para todo x = {z,} € ¢y, y la aplicacion z* — {a,,} es una isometria de
cyen ly.

[ =l en el sentido de que para todo z* € [} existe una tnica sucesion

{an} €l tal que
x* (x) = Z Ty
n=1
para todo x = {x,} € 1, y la aplicacién z* — {a,} es una isometria de
[T en ly.

Sean p,q € (1,00) tales que % + é = 1. Entonces [ = [, en el sentido de
que para todo z* € [} existe una tnica sucesion {a,} €1, tal que

o0
x*(x) = Z Ty
n=1

para todo z = {z,,} € [,, y la aplicacion z* — {a,} es una isometria de
Ly en l,.

Sean p, ¢ € (1,00) tales que ; + o = 1. Entonces L, ()" (1) en el

sentido de que para todo z* € L, (1)" existe un tnico f € L, (1) tal que
" (g9) = / gz* dp
Q

para todo g € L, (u), y la aplicacion 2* — f es una isometria de L, (u)"
en L, ().

Ly (p)" = Lo (1) en el sentido de que para todo x* € Ly (i) existe un
tnico f € Lo, (1) tal que

x" (g) = /Q gx™ dp

para todo g € Ly (1), y la aplicacion z* — f es una isometria de Ly ()"
en Ly (1).

Observacion 1.1.6. De la misma forma que buscamos el dual de un espacio de
Banach determinado, podriamos plantearnos, dado un espacio de Banach X,
si existe un espacio de Banach Y de forma que Y* = X, es decir, si X tiene
predual, un espacio del cual sea dual. Sin embargo, no siempre es posible
encontrar un espacio predual. Algunos ejemplos de ello son los espacios ¢y o

L [0,1].
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La prueba de que estos espacios no tienen predual pasa por el conocido
como Teorema de Alaoglu que veremos en la secciéon 1.3. Por tanto, las de-
mostraciones a las que se acaba de hacer referencia se abordaran en dicha
seccion.

Dado un espacio normado X, sabemos que su dual X* es un espacio de
Banach, y por tanto también le corresponde un espacio dual (X*)* = X**
con la norma definida por ||z**| = sup {|z** (z*)| : =* € Bx~}. Este espacio
es, a su vez, espacio de Banach y por tanto le corresponde un espacio dual
(X)) = X ete.

Mediante la siguiente definicion comenzamos a explorar la relacion entre
un espacio normado X y sus duales:

Definiciéon 1.1.7. Sea x € X, entonces x define un elemento z : X* — K
de X** de la siguiente manera

para todo z* € X*. De esta forma, definimos

T X — X
x —7(r)=1.

Esta aplicacion es el embebimiento canénico de X en su segundo dual
X**

Observacion 1.1.8. La aplicacion 7 es una isometria, es decir, es lineal y
|7 (z)|| = ||z|| para todo z € X.

Mediante esta identificaciéon entre un espacio y su segundo dual, para
todo espacio normado X, sabemos que existe su compleccion X, esto es, un
espacio de Banach X tal que X es denso en X:

ok

X=n(X)

Una de las propiedades mas importantes sobre espacios de Banach es la
reflexividad, que enunciamos a continuacion, y que profundiza en la relacion
entre un espacio de Banach y su segundo dual:

Definicién 1.1.9. Un espacio normado X se dice reflexivo si

X*={n(z) : ze X} =n(X).
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Ejemplo 1.1.10. Los espacios l, con 1 < p < oo son reflexivos ya que, si
% + % = 1, entonces [;* = [7 = [,. Sin embargo, el espacio ¢y no es reflexivo,
ya que ¢§* =17 =l y ¢y es un subespacio de /.

Observacion 1.1.11. Obviamente esta definicion solo es valida para espacios
de Banach, ya que, si X fuera un espacio normado, entonces X** es de Ba-
nach.

El concepto de reflexividad se abordara en la Secciéon 1.3, donde se pondra
de manifiesto su relaciéon con la compacidad débil.

1.2 Topologia Débil y Débil*

En esta secciéon introducimos dos nuevas topologias distintas a la topologia
de la norma. Con el objetivo de dar una notacién que resulte aclaratoria en
resultados de esta seccion y sucesivas, definimos las siguientes nociones.

Definicion 1.2.1. Sean X y Y dos espacios vectoriales y (-,-) : X x Y — K
una aplicacién bilineal verificando

(a) Si (z,y) =0 para todo = € X, entonces y = 0,
(b) Si (x,y) = 0 para todo y € Y, entonces z = 0.
Decimos que (X,Y’) es un par dual.

Ahora, dados zy € X, yo € Y, definimos las aplicaciones lineales
fzo 1Y = K, fy, : X — K, definidas por

Jeo (1) = (20, 9) ,
fuo () = (2, 90) -

conzeXeyeY.

Definicién 1.2.2. Dado (X,Y) un par dual, definimos la topologia débil
de X inducida por Y, y la denotamos por o (X, Y), como la topologia mas
gruesa en X para la cual f, : X — K es continua para todo y € Y.

De esta forma, se definiran las topologias débil y débil* de un espacio
normado X de la siguiente forma:

(a) La topologia débil de X es la topologia o (X, X*).

(b) La topologia débil* de X* es la topologia o (X*, X).
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En este caso, dados x € X y 2* € X*,
(x,2") = (2", x) = 2" ().

Esta notacion es de ayuda cuando, por ejemplo, estemos considerando
la topologia débil y débil* en un mismo espacio de Banach. De esta forma
o (X*, X**) denotaria la topologia débil de X* y o (X*, X) la topologia débil*
de X*. Sin embargo, la notaciéon que emplearemos con més frecuencia es la
que a continuacién se presenta.

Definicion 1.2.3. Sea X un espacio normado. Se define la topologia débil
(w-topologia, 6 o (X, X*)) sobre X como la topologia generada por una
base formada por conjuntos de la forma

A={zeX : |z;(r—x)| <econi=12,...,n}

para todas las posibles elecciones de xy € X, 27, 25,..., 27 € X" ye > 0. De
forma similar, se define la topologia débil* (w*-topologia, o o (X*, X))
sobre el dual X* de X como la topologia generada por una base formada por
conjuntos de la forma

A ={a" e X" : |(z" —z}) (z;)] <econi=1,2,...,n}
para todas las posibles elecciones de zj € X*, x1,29,...,2, € X y e > 0.

Se puede probar que, en un espacio X, la topologia de la norma es mas
fuerte que la topologia débil, i.e., todo conjunto abierto en la topologia débil
es abierto en la topologia de la norma. De la misma forma, en X* la topologia
débil es més fuerte que la topologia débil*.

Una de las principales diferencias entre espacios de dimension finita e
infinita es la equivalencia de topologias. Al igual que en la Proposicion an-
teriormente hicimos notar la importancia de la dimensiéon en cuanto a la
topologia generada por normas distintas, es facil mostrar que en los espacios
finito-dimensionales las topologias débil, débil* y de la norma coinciden.

Sin embargo, para espacios infinito-dimensionales, la topologia débil nun-
ca coincide con la topologia de la norma de X*. Esto es debido a que los
conjuntos abiertos en la topologia débil no estdn acotados. Tomando un con-
junto acotado que sea abierto para la topologia de la norma, se tiene que
éste no es débil abierto por estar acotado. Asi pues, en dimensién infinita la
topologia débil (y por tanto la débil* también) no coincide con la topologia
de la norma. En cuanto a la topologia débil y débil* en un espacio de di-
mension infinita, se sabe que estas coinciden cuando el espacio en cuestion
es reflexivo.
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A pesar de que, en espacios de dimension infinita las topologias de la
norma y débil* no coinciden, esto no implica que las topologias no coincidan
en un conjunto determinado. A continuacién vemos un ejemplo de ello.

Ejemplo 1.2.4. Las topologias de la norma, débil y débil* coinciden sobre
la esfera de ;.

Consideremos [; como el espacio dual X* de X = ¢y. Dado A un abierto
en la topologia de la norma relativa a S;,, para z{, € A existe ¢ > 0 tal
que (zj +eBy,) NS, C A. Nuestro objetivo es encontrar un conjunto débil*
abierto B contenido en xf+¢cBy,, es decir, un abierto B en la topologia débil*
tal que para todo z* € B, ||lz* — z{||, < €.

Como ||z§|| = 1, existe un N € N suficientemente grande tal que

i (),

Definamos por tanto el siguiente conjunto:

19
>1—-.
6

* * * € .
B:{:v el (@ —ap) (e))] < 37 Conyzl,Q,...,N},

donde e; € ¢ es la sucesion formada por 0 y un 1 en la posicion j. Por tanto,
B es débil* abierto, y si tenemos x* € B, entonces

i\f: ’(x*)] - (IS)j

En consecuencia, para x* € B,

=l =) (o)l < 5

N N N -
S| = X || < @) | <5,
J=1 j=1 j=1
Yy
al al £ £ 9 g
Y|z X jed| -521-5-5=1-5
Jj=1 7=1
Finalmente,
BRI I D (CON S D (P
J=N+1 j=N+1 j=N+1
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y por tanto
al 12
lo* =il = 3 |(@"), — (ad),] < ze+ 56 =<
j=1

Luego B es débil* abierto y BNS,;, C (z* +¢eB;,)NS;, C A. Entonces dentro
de cada abierto relativo a la esfera se puede encontrar un entorno débil*
abierto, y como la topologia de la norma es mas fuerte que la débil*, se tiene
que las topologias débil* y de la norma coinciden sobre la esfera.

A continuacion, vemos alguna notacion acerca de la convergencia de su-
cesiones en las distintas topologias. Dada una sucesion {z,} en un espacio
normado X, y dada {z}} en el dual X*,

» 1, — 26 lim x, =z, significa que {x,} converge en norma a =.

n—oo

w P . . o .
» 1, — x 6 w-limz, = z, significa que {x,} converge hacia x en la

n—0o0

topologia débil de X.

w* . . . .
» ¥ — 2" 6 wh-limz) = ¥, significa que {x}} converge hacia z* en la
n—0o0

topologia débil* de X*.

., w . , <12
Con esta notacion, z,, — x si y sélo si lim,,_,. z* (z,,) = z* (x) para todo
w* . . R
¥ e Xy ah — x* siysolo silim, .z} (z) = z* (x) para todo x € X. (En
este caso decimos que {z}} converge puntualmente hacia z*).
Para una sucesion {z,} en un espacio normado X se cumple que, si se
. w 2 : 2
tiene z,, — x, entonces x, — . Analogamente para una sucesion {z*} en el
. . w w*
espacio dual X*, si x7 — z*, entonces z; — z*.
A continuacién abordamos los siguientes ejemplos de sucesiones que no
convergen en norma pero si lo hacen en las topologias débiles de los espacios
en que estan contenidas.

Ejemplo 1.2.5. Sea {e,} la base de vectores unitarios de ¢y. Entonces {e, }
no converge en norma, pero si en la topologia débil.

Veamos que {e,} converge a 0 en la topologia débil. Sea z* = {z,} en
l1, entonces z*e, = x, para todo n € l;. Como > 7 |z, < oo, entonces
lim,, ., x,, = 0 para todo x € [;. Luego e, )

Por tanto, si la sucesion {e,} converge en norma, entonces ha de con-
verger a cero, sin embargo, ||e,|| = 1 para todo n € N, luego {e,} converge
débilmente pero no converge en norma.
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Ejemplo 1.2.6. Sea {e,} la base de vectores unitarios de l;. Entonces {e,}
no converge ni en la topologia de la norma ni en la débil, pero si en la débil*.

Veamos en primer lugar que {e, } converge en la topologia débil* a 0. De
esta forma, si e, — x para algin = € [;, entonces z = 0, y de la misma
forma, si e,, — 0, entonces z = 0.

Como sabemos, e, Y50 si y solo si {e, } converge puntualmente, es decir,
si para todo x = {x,} € ¢ se tiene que e, () — 0. Esto se verifica, ya que
en (r) = x, para todon € Ny z,, — 0 por ser x € co.

Asi pues, x = 0 es el inico candidato a ser el limite de {e,, } en la topologia
de la norma y la topologia débil. Sin embargo, en ninguna de estas topologias
esto sucede:

» Para la topologia de la norma, ||e,|| = 1 para todo n € N, luego
lim,, . €, = 1 y por tanto {e,} no converge a 0.

» Para la topologia débil, si e, — 0 entonces z*e, — 0 para todo 2* € l.
Sea z* = (1,1,1,...) € ly, entonces x*e, = 1 para todo n € Ny
lim,, . x*e, = 1, pero *0 = 0 y por tanto tenemos una contradiccion,
con lo que {e,} no converge débilmente a 0.

En general, si una sucesion cualquiera de elementos de [; converge dé-
bilmente, también convergera en norma. Este resultado es conocido como la
Propiedad de Schur de [ y lo veremos como consecuencia de los resultados
del Capitulo 3 sobre compactos débiles en espacios de funciones integrables.

Definicion 1.2.7. Como cabe esperar, se dice que una sucesion {z,} es
débil-Cauchy si lim,,_.., z* (x,,) existe para todo z* € X*.

Ejemplo 1.2.8. Para el espacio ¢y, existe una sucesion débil-Cauchy que no
converge en la topologia débil.

Consideremos en ¢g la sucesion de elementos " = {z'} definida de la
siguiente manera

o { 1 sij<n
0 sijg>n
para todo n € N. Entonces esta sucesion es débil Cauchy pero no converge
débilmente.

Para todo z* = {a;} € I, z*2" = Y77 a; y por tanto {z*z"} con-
verge para todo z* € Iy, luego {z*} es una sucesion débil Cauchy. Supon-
gamos que la sucesion converge débilmente hacia x = {z,} € ¢;. Entonces
|z* (2™ — x)| — 0 para todo z* € l;. Sea m € N cualquiera, consideramos
x* = e,,, entonces

lem (2" — )| = |1 — @]
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para todo n > m. Por tanto, |1 — x| = lim, . |e, (2" —z)| = 0 para
m € N, es decir, x,, = 1 para todo m € N, y lim,, .o x,, = 1, con lo que
x ={x,} ¢ co. Entonces {e, } no converge débilmente.

En el siguiente ejemplo vemos un ejemplo de sucesion que no converge
débilmente y tiene un punto de acumulaciéon en la topologia débil.

Ejemplo 1.2.9. La base de vectores unitarios de [y, {e,}, es una sucesion en
1 que no converge débilmente y sin embargo tiene un punto de acumulacién
en la topologia débil.

Como hemos visto, esta sucesion no converge débilmente. Veamos que,
sin embargo, tiene un punto de acumulacién en la topologia débil. Para ello,
consideremos el conjunto numerable C' = {e,, — e,, : n # m}. Si probamos
que 0 es punto de acumulacion de C' en la topologia débil, entonces existira
x € [; tal que x es punto de acumulacion de {e,}. Definamos el siguiente
entorno de 0 en la topologia débil:

U={zel : |z} (z)|<e, i=1,2,...,n},

para cualesquiera x7, ...,z € [ y € > 0. Veamos que existe un subconjunto
numerable de C' que esta contenido en U. Para ello, como z] € [, tenemos
que {z*e,} es una sucesion acotada de escalares, por tanto tiene punto de
acumulacion, con lo que podemos encontrar un subconjunto C; C C' nume-
rable tal que |z} (e, —e,,)| < € para e, — e, € C;. De la misma forma,
{z%e,} es una sucesion acotada de escalares, con lo que tiene punto de acu-
mulacion y existe Cy C Cy numerable tal que |z} (e, —en)| < &, 1 = 1,2,
para e, — e,, € Cy. Repitiendo sucesivamente este proceso, encontramos un
subconjunto C),, C C numerable tal que

|27 (en, —em)| <eci=1,2,...,n

para e, — e, € Cy,, luego e, —e,, € U. Entonces C,, C U, y asi 0 es punto de
acumulacion de C' en la topologia débil. En consecuencia {e,} tiene punto
de acumulacion en la topologia débil.

La convergencia débil de una sucesiéon en un espacio de normado per-
mite caracterizar la semicontinuidad inferior de la norma. Esto se describe
mediante la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.10. Sea X un espacio normado y {x,} una sucesion en X
que converge débilmente, es decir, que existe x € X tal que x,, — . Entonces
{z,} estd acotada y
|z|| < liminf ||z,||.
n—oo

Andlogamente, se obtiene el mismo resultado para sucesiones convergentes
en la topologia débil*.
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1.3 Compacidad Débil

Definidas ya las topologias débiles sobre un espacio de Banach X, a con-
tinuacion presentamos los resultados referentes a los conjuntos compactos en
dichas topologias, definiendo previamente los conjuntos débil compactos.

Definicién 1.3.1. Sea X un espacio de Banach. De manera obvia, se dice
que un conjunto A es débil compacto si es compacto en la topologia débil
de X. Analogamente, A es débil* compacto si es compacto en la topologia
débil*.

Proposicion 1.3.2. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto A de X
es débil compacto si y sdlo si w(A) es débil* compacto en X**.

Demostracion. Cambiando de notacion, se pretende probar que A es o (X, X*)-
compacto si y solo si w(A) es o (X**, X*)-compacto. Dado que la aplicacion
7 es una isometria entre X y un subconjunto de X**, la compacidad en una
topologia implica la compacidad en la otra topologia de manera obvia. [

Una de los principales y méas potentes propiedades sobre compacidad
débil es el Teorema de Alaoglu (también conocido como Teorema de Banach-
Alaoglu), probado por Banach para espacios normados separables en 1932 y
para el caso general por Alaoglu en 1940.

Teorema 1.3.3 (Alaoglu, 1940, [9, Theorem 3.21]). Sea X un espacio de Ba-
nach. Entonces Bx« es compacto para la topologia débil* (equivalentemente,
By« es o (X*, X)-compacto).

Como consecuencia del Teorema de Alaoglu 1.3.3 y el Teorema de Hahn-
Banach, tenemos el siguiente Teorema de Goldstine.

Teorema 1.3.4 (Goldstine, 1938, [9, Theorem 3.27]). Sea X un espacio de
Banach. La w*-clausura (equivalentemente la o (X**, X*)-clausura) de Bx
en X** es Bxw. Esto es, Bx es o (X**, X*)-denso en Bx.

Como vimos en la Observacion 1.1.6, existen espacios de Banach X que
no tiene predual, es decir, no existe ningin espacio cuyo dual sea X. Dos
ejemplos basicos de estos espacios son ¢o y Lj [0,1]. El Teorema de Alaoglu
juega un papel importante para demostrar que un espacio no tiene dual, al
igual que el Teorema de Krein-Milman, que enunciamos a continuaciéon junto
con la definicion de punto extremal.

Definicién 1.3.5. Si K es un subconjunto convexo de un espacio vectorial
X, entonces un punto a en K es un punto extremal de K si no existe ningin
segmento de linea propio que contiene a y esta enteramente contenido en K.
Denotamos por Ext (K) el conjunto de los puntos extremales de K.
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Teorema 1.3.6 (Krein-Milman, [9, Theorem 3.37|). Sea X un espacio de
Banach.

(a) St K C X es débil compacto y convezo, entonces K = conv (Ext (K)).
(b) Si K C X* es débil* compacto y convezo, entonces K = conv? (Ext (K)).

Dado un espacio de Banach X, supongamos que existe un espacio Y tal
que su dual Y™ coincide con X. Por el Teorema de Alaoglu 1.3.3, sabemos
que Bx = By« es débil* compacto, y por el Teorema de Krein-Milman 1.3.6,
dado que By es convexo, tenemos que

Bx = conv’ (Ext (By)).

Supongamos que Ext (Bx) = (), entonces By = (), lo cual es una contra-
dicciéon. Por tanto, la forma de demostrar que un espacio de Banach X no
tiene predual pasa por demostrar que su bola unitaria Bx no tiene puntos
extremales.

Ejemplo 1.3.7. No existe ningin espacio de Banach X tal que X* = ¢j. Es
decir, ¢y no tiene predual:

Veamos que B, no tiene puntos extremales. Supongamos que x = {x,}
en B., es un punto extremal, entonces lim,, .. z, = 0. Sea N € N tal que
|z,| < % para n > N. Definamos y', y? € ¢y de la siguiente manera

yl ==, y: =, sin <N
yl=x,+2™" y=2,—-2" sin>N
Es facil verificar que y',4* € B, 1 (y' +v*) = =, luego = no es punto

extremal y en consecuencia cy no tiene predual.

Ejemplo 1.3.8. No existe ningtin espacio de Banach X tal que X* =
L, [0,1]. Es decir L4 [0,1] no tiene predual.

Veamos que By, [p,1) no tiene puntos extremales. Para ello, supongamos
que existe f € By, [o,1] punto extremal. Entonces

1
/fduzl,
0

y por tanto, existe un t € [0, 1] tal que

/Otfduz/tlfdu=%-
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Consideremos las funciones f; = 2f x4 v f2 = 2fX[t,1) de Bz, (0,1}, entonces

SR+ ) = Pon+ Fxin = 1,

luego f no es punto extremal, por tanto By, [p,1) no tiene puntos extremales
y L1 [0,1] no tiene predual.

Uno de los casos en que la compacidad débil juega un papel importante es
cuando el espacio es reflexivo. Recordemos que, dado un espacio de Banach
X, este se dice reflexivo si X = X** en el sentido de que el embebimiento
canénico 7 : X — X** es tal que X** =7 (X).

Como consecuencia del Teorema de Alaoglu 1.3.3 y el Teorema de Golds-
tine 1.3.4, es posible caracterizar los espacios reflexivos por la débil compa-
cidad de su bola unidad cerrada. Asi, un espacio de Banach X es reflexivo
si y s6lo si By es débil compacto. En vista de esto tltimo, se puede deducir
la siguiente caracterizacion de conjuntos débil compactos en un espacio de
Banach reflexivo X: todo subconjunto de X acotado y débil cerrado es débil
compacto. Ademés, el reciproco de esta afirmacion también se cumple, es
decir, si en un espacio de Banach todo conjunto acotado y débil cerrado es
débil compacto, entonces el espacio es reflexivo.

En cambio, en espacios de Banach que no sean reflexivos carecemos de
la caracterizacion de conjuntos débil compactos como los débil cerrados y
acotados, por lo que necesitamos encontrar otras técnicas que nos permitan
decidir cuando un conjunto es débil compacto en un espacio no reflexivo.
En ese sentido, el Teorema de Eberlein-Smulian nos da la solucion, ya que
permite probar la compacidad débil de determinados conjuntos a partir de
otras formas de compacidad débil como la compacidad débil relativa o la
compacidad débil por sucesiones, que son las que se enuncian seguidamente.
La prueba de este teorema puede encontrarse en |9, Theorem 4.47, Theorem
4.51].

Definicién 1.3.9. Un subconjunto C' de un espacio de Banach X se dice
que es

= relativamente débil compacto si su clausura en la topologia débil
de X es débil compacto.

» sucesionalmente débil compacto si para toda sucesion {z,} en C
se puede encontrar una subsucesion {z!} que converge débilmente en

C.
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Teorema 1.3.10 (Eberlein-Smulian). Sea C' un subconjunto de un espacio
de Banach X . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) C es relativamente débil compacto.
(b) C es sucesionalmente débil compacto.

(c) C es débil compacto.

De entre estas equivalencias, cabe destacar la equivalencia entre (b) y
(c), ya que permite caracterizar la compacidad débil mediante sucesiones
débilmente convergentes. Es decir, un conjunto C' es débil compacto si de
toda sucesion contenida en C' puede extraerse una subsucesion débilmente
convergente en C'.

1.4 El Espacio C (K)

Los esfuerzos a lo largo de esta seccion van centrados en dar una caracteri-
zacion de los conjuntos débil compactos de un espacio de funciones continuas
definidas sobre un compacto K, y que denotamos por C (K).

Como sabemos, la norma en el espacio C (K) es la norma del supremo y
esta dada por la formula

[flloe = sup{lf (x)] = = € K}.

En esta seccién vamos a ver dos topologias distintas sobre C (K). La
primera de ellas, la generada por la norma del supremo:

Definicién 1.4.1. Definimos topologia de la convergencia uniforme
como la topologia generada por una base formada por conjuntos de la forma

A = {feC(K) : If — fill <2}
= {feC(K) : |f(x)— fo(x)] <e paratodoz € K},
para todas las posibles elecciones de fy € C(K) y € > 0.

La otra topologia que definimos sobre C (K) es la que a continuacion
construimos.

Definicion 1.4.2. Definimos la topologia de la convergencia puntual
de C (K) (y la denotamos por 7,) como la topologia generada por una base
formada por conjuntos de la forma

A={feC(K) : |(f—fo)(x;)]<econi=1,2,...,n}

para todas las posibles elecciones de fy € C(K), x1,x2,...,2, € K y £ > 0.
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Al igual que en el resto de espacios de Banach, en C (K) podemos consi-
derar una topologia débil. De esta forma, la topologia débil de C (K') es mas
fuerte que la topologia de la convergencia puntual, es decir, o (C (K),C (K)")
es mas fuerte que 7,.

Para poder considerar sucesiones convergentes la topologia débil de C (K),
necesitamos previamente conocer el dual de C (K), que es isométrico al es-
pacio formado por las medidas sobre K.

Definicién 1.4.3. Dado un compacto K, se define el espacio de las medidas
de Borel regulares, y lo denotamos por M (K) (o rca(K)), al espacio
formado por todas las medidas i : B — K regulares numerablemente aditivas,
siendo B la o-algebra de Borel en K. La norma de un elemento p € M (K)
es su variacion total: ||u|| = |u| (K).

Teorema 1.4.4 (Representacion de Riesz, 8, IV.6.Theorem 3|). Si K es
compacto, existe un isomorfismo isométrico entre C (K)* y M (K) tal que
los correspondientes elementos x* y pu verifican la igualdad

o= [ 1
con f € C(K).

Con todo esto, estamos en disposicién de probar una caracterizacion de
los conjuntos débil compactos de C (K), que basicamente establece que los
conjuntos débil compactos de C (K') son los conjuntos compactos en la topo-
logia de la convergencia puntual. Este hecho fue probado por Grothendieck
en 1953, aunque la demostracién que aqui se presenta se debe a Rosenthal y
puede encontrarse en |2, 5.3]. Con el fin de probar este hecho, previamente
demostramos el siguiente lema.

Lema 1.4.5. Sea L C C(K) un subconjunto acotado y compacto en la to-
pologia de la convergencia puntual, y sea {f,} una sucesion en L. Entonces
existe un conjunto numerable D C K tal que si g,g" € C(K) estdn en la
clausura puntual de {f,} v glp = ¢'|p entonces g = ¢'.

Demostracion. Definimos en K la siguiente relacion de equivalencia: decimos
que x ~ ' siy solo si f, (x) = f, (2') para todo n € N,

Sea S el conjunto de las clases de equivalencia. Definimos en S una topo-
logia de la siguiente manera:

U C S es abierto si y solo si ¢! (U) es abierto en K, donde ¢ : K — S
es la aplicacion que lleva x € K a su clase de equivalencia [z] € S.
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Definimos la siguiente métrica sobre S:

A, ) = 3 g U () — fu (0]
n=1

La topologia inducida por la métrica coincide con la dada por ¢:

Sea U C S abierto y x € K tal que [x] € U. Sean x, € K tales que
d([z],[zn])) < L. Supongamos que para todo n € N, [z,] ¢ K, es decir,
z, € K\ ¢ 1 (U) cerrado en K compacto. Entonces sea z € K \ ¢! (U) un
punto de acumulacion, existe z,; subsucesion de w,, tal que z,;, — z, luego
[2n,] — [2], pero [z,,] — [z], y por tanto [z] = [z], lo que nos lleva a una
contradiccion.

Ahora, si g € C(K) verifica que g (z) = g (2’) cuando = ~ z’, entonces
existe g : S — R continua definida por § (¢(z)) = g (z). Como S es separable,
entonces existe D C K numerable tal que ¢ (D) es denso en S. Entonces D
es el conjunto que buscamos: si g,¢' € C (K) estan en la clausura puntual
de {f.}, si existen §,§ € C(S) y si g|p = ¢|4, entonces §|,py = §'|o(p) POT
continuidad sobre S. Luego g = ¢'. O

Teorema 1.4.6. Un subconjunto acotado L C C(K) es débil compacto si y
solo st L es compacto en la topologia de la convergencia puntual sobre K.

Demostracion. Dado que la topologia débil de C (K) es més fuerte que la
topologia de la convergencia puntual, entonces todo conjunto débil compacto
es compacto en la topologia de la convergencia puntual.

Supongamos que L C C (K) es acotado y compacto en la topologia de
la convergencia puntual. Sea {f,} una sucesion en L. Veamos que se puede
extraer una subsucesion que converge puntualmente a una funcion de C (K).

Sea D = {d;};-, el conjunto numerable cuya existencia nos proporciona
el Lema 1.4.5. Ahora, aplicando un proceso diagonal, obtenemos una subsu-
cesion {f'} de {f,} de la siguiente manera:

Para dy, sea {f!} C {f.} de forma que {f} (d;)} converge. Para d,, sea
{£3}y C {f}} tal que {f? (ds)} converge. Repitiendo sucesivamente, conside-
ramos f, = f7 para todo n € N.

Entonces {f} es una subsucesion de {f,} puntualmente convergente en
D. Como L es puntualmente compacto, existe g € L punto de acumulacién
(en la topologia de la convergencia puntual) de {f/}.

Supongamos que ¢° € L es otro punto de acumulacion con las mismas
caracteristicas. Entonces, como { f } converge puntualmente en D: g|p = ¢'|p
y de nuevo por el Lema 1.4.5, g = ¢'.

Asi, {f/} converge puntualmente a g € L. Ahora, por el Teorema de
Representacion de Riesz 1.4.4, sabemos que C (K)* = M (K) y por aplica-
cion del Teorema de la Convergencia Dominada, se tiene que {f/} converge
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débilmente en C (K'). Por tanto, L es un conjunto sucesionalmente débil com-

pacto, y por el Teorema de Eberlein-Smulian 1.3.10, tenemos que L es débil
O]

compacto.






Capitulo 2

Teorema de Dicotomia de Rosent-
hal

En este capitulo demostramos que, para X un espacio de Banach, y cual-
quier sucesion {z,} acotada podemos extraer una subsucesion que o bien es
débil-Cauchy, o bien es equivalente a la base de vectores unitarios de [;, en
cuyo caso se deduce que X contiene una copia de [;. Este resultado es el
conocido como Teorema de Dicotomia de Rosenthal, fue probado por H.P.
Rosenthal en su version real en 1974 y para el caso complejo por L.E. Dor en
1975, y su utilidad radica en detectar cuando un espacio de Banach puede
o no puede contener una copia de [;. La demostracion que aqui abordamos
del Teorema de Rosenthal se apoya fuertemente en el Teorema de Ramsey, el
cual nos permitira establecer cuando unos determinados conjuntos cumplen
o no una cierta propiedad a la que llamaremos Propiedad de Ramsey.

La bibliografia a la que se ha recurrido para la redaccion de este capitulo
es, principalmente [12, Section 2| para la Seccién 2.1 y para la Seccion 2.2
[12, Section 3|, [5, Chapter XI|, [13], [7] ¥ [10].

En el desarrollo de este capitulo haremos uso de la notacién que a con-
tinuacién introducimos: Si M es un subconjunto infinito de N entonces se
definen los siguientes conjuntos

» [M]={AC M : A es infinito}
» [M]™¥ ={AC M : A es finito}
w (M ={(m,....mg) - mpeM,i=1,....k ym <my<...<my}

Uno de los aspectos principales que intervienen en el Teorema de Ramsey
es la topologfa sobre [N], definida como la topologia heredada del espacio 2"
equipado con la topologia producto.

En este sentido, decimos que (M,) -, converge a M bajo T si, y solo
si, para todo k el segmento inicial de M,, de longitud k es igual al segmento

31
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inicial de longitud k de M para n suficientemente grande, es decir, si M y
M, coinciden para los k primeros términos a partir de cierto n € N.

De esta forma, parece logico definir una base para la topologia 7 como
la formada por conjuntos de sucesiones que comparten un segmento inicial
determinado A € [N]=“. Formalmente, {4 [N] : A € [N]=“} es una base para
T, siendo,

a[M]={L € [N] : A es segmento inicial de L y L'\ A € [M]},

con A€ [N|*y M € [N].

2.1 El Teorema de Ramsey

La Propiedad de Ramsey juega un papel central en el desarrollo de este
capitulo, ya que nos permite, por medio del Lema 2.2.9 de la Seccion 2.2,
establecer la independencia de una sucesiéon de conjuntos que, como vere-
mos, es la que facilitara la prueba del Teorema central de este capitulo. Para
entender dicha propiedad, comenzamos probando el siguiente teorema para
un caso mas simple, que establece que si tenemos un conjunto A formado
por pares ordenados de ntimeros naturales, podremos encontrar una sucesion
infinita de nimeros naturales de forma que el conjunto formado por los pares
de esta sucesion estda enteramente contenido en A o enteramente conteni-
do fuera de A. Este es el conocido como Teorema Clasico de Ramsey y su
enunciado es el siguiente:

Teorema 2.1.1 (Ramsey,1929). Sea A C [NJ,. Entonces existe M € [N] tal
que [M], C A 6 [M], C [N], \ A.

Demostracion. Sea m; € N cualquiera, escogemos M; € [N] tal que

» (my,m) € A para todo m € M; (en cuyo caso diremos que el par

my, M1) es bueno) 0,

» (my,m) ¢ A para todo m € M; (en cuyo caso diremos que el par

(
(
(
(ml, M) es malo).

Sea my € M, con my > my, y tomamos M,y € [M;] tal que (mq, Ms) sea
bueno o malo.

Repetimos este proceso sucesivamente. Ahora, sea I € [N] de forma que
(mg, M;),.; sean todos buenos o malos, y sea M = {m; : i € I}, entonces

= si (m, M;),e; son todos buenos, tenemos que (m;,m) € A para todo
m e M, i€ I, luego [M], C A.
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 si (my, M;),c; son todos malos, tenemos que (m;,m) € [N], \ A para
todo m € M;, i € I, luego [M], C [N], \ A.

[

Observacion 2.1.2. Es posible generalizar el Teorema de Ramsey 2.1.1 para
cualquier k£ € N de la siguiente manera:

Sea A C [N],. Entonces existe una sucesiéon M € [N] tal que [M], € A6
[M],, € [NJ, \ A.

Decimos que un conjunto A de sucesiones infinitas de ntiimeros naturales
verifica la Propiedad de Ramsey si para cualquier sucesion M de ntmeros
naturales se puede extraer una subsucesion L que esté enteramente contenida
en A o enteramente contenida en su complementario [N] \ A.

Definiciéon 2.1.3. Un subconjunto A C [N] se dice que verifica la Propie-
dad de Ramsey si para todo M € [N] existe L € [M] tal que [L] C A6
[L] C N\ A.

Como consecuencia directa de esta definicion, se sabe que si un conjunto
verifica la Propiedad de Ramsey, también lo cumple su complementario.

Asi, el Teorema de Ramsey establece que si un conjunto A formado por
sucesiones de ntumeros naturales es abierto para la topologia 7, entonces ha
de cumplir la Propiedad de Ramsey. Como observacion cabe destacar que
los conjuntos cerrados bajo la topologia 7 también verifican la Propiedad de
Ramsey, por tratarse de complementarios de conjuntos abiertos.

Antes de comenzar a demostrar este resultado, introducimos la siguiente
definicion que nos sera de utilidad tanto en la prueba del teorema como de
los lemas previos. Cabe destacar que esta definicién esta subordinada a la
eleccion del conjunto A C [N], aunque no se haga menciéon explicita a ello
cuando se mencione.

Definicién 2.1.4. Sea A € [N]**, A C [N] y M € [N]. Decimos que M
acepta A si 4 [M] C Ay M rechaza A si para todo L € [M], L no acepta
A. Es decir, M acepta A si las sucesiones de M con segmento inicial A estan
en A, y M rechaza A si ninguna subsucesion L de M con segmento inicial A
esta en A.

Observacion 2.1.5. Si M € [N] acepta (), entonces [M] C A, y si M rechaza
0, [M] € A.

Lema 2.1.6. Sea M € [N] rechazando 0. Entonces existen m; € M y una
sucesion My € [M] tales que M, rechaza m;.
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Demostracion. Vedmoslo por reduccion al absurdo. Seanny € My Ny € [M],
entonces Ni no rechaza ny, y por tanto existe No € [N7] que acepta n;. Sea
ahora ny € Ny con ny > ny. Entonces existe N3 € [Ns] que acepta ny y como
[N3] C [Ns], entonces ,, [N3] Cpn, [No] ¥ n, [V2] C A ya que Ny acepta nq,
por tanto N3 también acepta ny.

Repitiendo este proceso, obtenemos una sucesion (n;) € [M] que acepta 0,
lo que supone una contradiccion con el hecho de que M rechaza () quedando
asi probado el lema. O

Lema 2.1.7. Sea M € [N] una sucesion de N. Entonces existe una subsuce-
sion L € [M] tal que se verifica una de las dos siguientes condiciones:

(a) L acepta todos sus subconjuntos finitos.
(b) L rechaza todos sus subconjuntos finitos.

Demostracion. Si existe L € [M] que acepta (), entonces L verifica (a), ya
que dado cualquier J € [L]~, ;[L] C [L] C A.

Por el contrario, si L € [M] no acepta ), tendremos que M rechaza () y
por el Lema 2.1.6 existen my; € M y My € [M] tales que M; rechaza m;.

Por induccion, supongamos que tenemos (mi)le y M, € [M] tal que para
todo F' C (mi)le, Mj, rechaza F. Entonces existe myyq > my y Myy1 € [My]
tal que My, rechaza todos los subconjuntos finitos de (mi)f;rll.

Si esto no fuera asi, entonces podemos encontrar (I;);°, ., € [M;] tal que
para todo n > k+ 1, (I;);-, acepta F, U {l,_1} para algin F,, C (mz)le
Como (mi)le es finito, entonces existird una cantidad finita de conjuntos F
en (my)F_| tal que (;)?°, acepte FU{l,_1} para cierto n > k + 1. Por tanto,
podemos encontrar una subsucesion de (I;);-,,, de forma que F U {l,_1} sea
aceptado por dicha subsucesion para cualquier valor de n > k 4 1. De esta
forma, podemos suponer que F,, = F para todo n > k+ 1 y F fijado. Pero
entonces (1;);°, 41 acepta F'; lo que supone una contradiccion.

Por tanto, encontramos una subsucesion (m;) € [M] que rechaza todos

los subconjuntos finitos.
O

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.8 (Ramsey). Si A C [N] es T-abierto, entonces A verifica la
Propiedad de Ramsey.

Demostracion. Sea una sucesion M € [N]. Por el Lema 2.1.7, existe una
subsucesion L € [M] tal que L acepta todos sus subconjuntos finitos o L
rechaza todos sus subconjuntos finitos.
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En el primer caso, [L] C A, con lo que concluimos. Para el segundo caso,
debemos probar que [L] C [N] \ A.

Supongamos que no es asi, entonces existe P € [L] N A, y como A es
T-abierto, existe A € [P]~* tal que P €4 [N] C A y por consiguiente se tiene
4 |[P] € A. Entonces P acepta A, luego L no rechaza A, con lo que tenemos
una contradiccion, ya que L rechaza A. O

2.2 El Teorema de Rosenthal

La prueba aqui presentada del Teorema de Rosenthal se apoya en la
teoria desarrollada en la secciéon anterior. Sin embargo, a pesar de tratarse
en esencia de la misma prueba, la demostracion original de Rosenthal no hace
mencion explicita a ninguno de los teoremas de Ramsey, aunque si deduce
una version del Teorema de Ramsey 2.1.8 en la linea del Teorema Clasico de
Ramsey 2.1.1.

La dicotomia de Rosenthal, tanto para el caso real como para el caso
complejo, establece que, dado X un espacio de Banach y {x,} una sucesion
acotada, entonces existe una subsucesion que es débil-Cauchy o es equiva-
lente a la base de vectores unitarios de [;. Ademés, dado que la base de
vectores unitarios de [; no es una sucesion débil-Cauchy, tal y como se vio en
el Capitulo 1, las alternativas anteriormente mencionadas son mutuamente
excluyentes, es decir, si se cumple una la otra no puede cumplirse y viceversa.

En primer lugar, veamos las siguientes definiciones

Definicion 2.2.1. Una sucesion acotada {z,} en un espacio de Banach X
se dice que es equivalente a la base de vectores unitarios de /; si existe
0 > 0 tal que para todo k € N y para cualesquiera vy,...,7, € K

Si {x,} tiene esta propiedad, entonces el espacio vectorial cerrado gene-
rado por {z,} es isomorfo a [;.

Recordemos que {x,} es una sucesion débil-Cauchy si lim,, . z* (x,)
existe para todo z* € X*.

El enunciado formal del Teorema de Rosenthal para el caso real es el
siguiente:
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Teorema 2.2.2 (Rosenthal,1974). Sea {x,} una sucesion acotada en un
espacio de Banach real X. Entonces {x,} tiene una subsucesion {x!} que
verifica una de las dos siguientes afirmaciones mutuamente excluyentes:

(a) {z),} es débil-Cauchy.
(b) {zl.} es equivalente a la base de vectores unitarios {e,} de l;.

Siendo el Teorema 2.2.2 de Rosenthal el resultado principal de este capi-
tulo, este se puede, sin embargo, obtener como consecuencia de un caso mas
general, que es el que probamos en esta secciéon con ayuda del Teorema de
Ramsey y que enunciamos a continuacion:

Teorema 2.2.3. Sea {f,} una sucesion uniformemente acotada de funciones
Q2 — R. Entonces {f,} tiene una subsucesion {f} que verifica una de las
siguientes afirmaciones:

(a) {f.} es puntualmente convergente en ).

(b) {f} es equivalente a la base de vectores unitarios {e,} del; en la norma
del supremo.

El enunciado del Teorema 2.2.2 se obtiene facilmente del de el Teorema
2.2.3, simplemente tomando {2 = By« y definiendo, para cada n € N, una
funcion f, : Bx« — R por f,, = 7 (x,), donde 7 es el embebimiento canénico
que vimos en la Definicion 1.1.7 del Capitulo 1. Es decir, f, (z*) = 2* (z,,)
para todo z* € X*. Ademas, dado que 7 es una isometria, entonces

1Fnll = {7 (za )l = llnll

para todo n € N, y como la sucesion {z,} estd acotada, {f,} estd uni-
formemente acotada sobre Bys. Si la subsucesién que nos da el Teorema
2.2.3 es puntualmente convergente en By« entonces tendremos que, para
todo z* € Bx~ la sucesion {f/ (z*)} es convergente y por tanto existira
lim,, . 2* (2,,), con lo que {x] } es débil-Cauchy. Por otra parte, si la subsu-
cesion { f!} es equivalente a la base de vectores unitarios de [;, la equivalencia
con {z! } se obtiene mediante la inclusion de X en su doble dual.

Observacion 2.2.4. Al contrario que en el Teorema 2.2.2, en el Teorema 2.2.3
no se hace necesario tener en cuenta si las alternativas que ofrece este caso
mas general son excluyentes o no. Por tanto, dado que la idea la prueba del
Teorema 2.2.3 pasara por negar (a) para demostrar (b), podriamos reformular
el Teorema 2.2.3 de la siguiente manera:
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Teorema 2.2.5. Sea { f,} una sucesion uniformemente acotada de funciones
Q — R sin subsucesiones puntualmente convergentes. Entonces {f,} tiene
una subsucesion {f)} que no converge puntualmente en Q y es equivalente a
la base de vectores unitarios {e,} de ly en la norma del supremo.

Con el fin de dar una idea de la prueba del Teorema 2.2.5, vamos a ver un
ejemplo en el que consideramos una sucesion de funciones que se comportan
segin las hipotesis del Teorema 2.2.5. Consideremos la sucesion de funciones
de Rademacher r, : [0,1] — {—1,1} tales que

ry (t) = sgn (sen (2"*'nt))

con n € N. Esta sucesion de funciones es equivalente a la base de vectores
unitarios de [y: Para demostrar esta equivalencia, veamos que

k

Z‘%\ <

=1

k
E YiTi
i=1

o

parak € Ny v, 7, ..., € R.

Consideremos los conjuntos F' = {n : v, >0t y G ={n : 7, <0}, y
los subconjuntos de [0, 1] dados por {r,}

{An:{t crp (t) =1}
B,={t : r,(t) =—1}

Estos conjuntos conforman lo que més adelante se definirdA como una
sucesion independiente. Mediante esta propiedad, es con la que se nos permite
escoger s € [0, 1] tal que 7,7, (s) > 0 para todo n € N, y ¢t € [0,1] tal que
YuTn (t) < 0 para todo n € N. Por tanto,

k k k k k
Y ori(s) =Y s (0 =Y Pullrs () + D Pl (D] =2 1il-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

k
Ahora, calculamos la norma de )., vir;:
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Z%’m = sup{ Z%ri (W) : welo, 1]}

i=1 00

k k
> max Z%‘Ti (s)], Z%’Ti ()
1 ) i=1 kl::l
> 3 < Z%ri (s)| + Z’Yﬂ’i (t) )
1 kz:l . i=1
> 3 Z%‘Tz‘ (s) — Z%’Ti (t)
i=1 i=1

k
= Z h/zl
i=1

y con esto se prueba la equivalencia de las funciones de Rademacher con
la base de vectores unitarios de ;. !

La idea de la prueba del Teorema 2.2.5 es similar a la utilizada en el
ejemplo anterior, en el sentido de que se reproduce la propiedad de poder
escoger s y t como convenia para que Y,y (s) > 0y v,r, (t) < 0 para todo
n. Esta propiedad es, como ya se ha mencionado, la independencia. De esta
forma, la demostracion del Teorema 2.2.5 replica la prueba para el caso de las
funciones de Rademacher a partir del concepto de independencia. La forma
de llegar a este concepto pasa por varios lemas previos que se apoyan en la
definiciéon de convergencia y el Teorema de Ramsey 2.1.8.

Definicion 2.2.6. Sea (A,, B,),~ | una sucesion de subconjuntos de § con
A, N B, = 0 para todo i € N. Se dice que (A, B,) converge en () si para
todo w € Q se verifica que lim, . x4, (w) = 0 6 lim, .. x5, (W) = 0, es
decir, w pertenece a como mucho una cantidad finita de conjuntos A,, o una
cantidad finita de conjuntos B,,.

Definicion 2.2.7. Una sucesion de subconjuntos (A4, B,,). ., de un conjunto
Q con A, N B, = () para todo n € N, se dice que es Booleana indepen-
diente, o simplemente independiente, si para cualesquiera F;G C N no

LEl espacio generado por las funciones de Rademacher span {r,,} es un espacio singular
en el sentido de que si lo consideramos junto con la norma del supremo, entonces es una
copia de I1, mientras que si se considera junto con la norma de un L, [0,1] con 1 < p < oo,
entonces es una copia de ls para cualquier 1 < p < oo, tal y como establecen las de
desigualdades de Khintchine (ver [11, Theorem 2.b.3]).



2. Teorema de Dicotomia de Rosenthal 39

vacios con F'N G = (), se tiene que

N4

neF

N # 0.

N

neG

Dada la sucesion de funciones descrita en el enunciado del Teorema 2.2.5,
en adelante, denotaremos por (A;";‘;, BI;‘S) al par de subconjuntos de 2 defi-
nidos por

A0 ={s ¢ f,(s) >r+ 8}
B = (s« fols) <1}

conr € Ry d>0.

Lema 2.2.8. Con {f,} la sucesion de funciones del Teorema 2.2.5 y la no-
tacion que acabamos de introducir, existen r € R, § > 0 y M € |[N] tales que

7,0 7,0 : :
(An , B )neM no tiene subsucesiones convergentes.

Demostracion. Procedamos por reduccion al absurdo. Sea (r;,d;);~, denso
en R x R,. Por induccién, escogemos una sucesion M;,; € [M;] tal que
(Aroi, Bﬁiﬁi)neMi converge para todo i € N.

Sea M la sucesion diagonal de los M;. Entonces M \ M; es finito para
todo ¢ € N, y por tanto (A:;’"Si, B;“‘Si)neM converge para todo ¢ € N. Entonces
{fa}nen €s puntualmente convergente, lo que supone una contradiccion. [

El siguiente lema es donde hacemos uso del Teorema de Ramsey 2.1.8:

Lema 2.2.9. Sea (A, B,,) una sucesion sin subsucesiones convergentes. En-
tonces (A, By),, es independiente para algin M € [N].

Demostracion. Para el desarrollo de esta demostracion, introducimos la si-
guiente notacion: dado n € Ny € = 41, escribimos

gA, =4, sie=+1
eA, =B, sie=-1

Definamos el conjunto

k
A= {L = (l;);2 : ﬂ (=1)" Aj, # 0 para todo k € N} :
i=1

Veamos que [N] \ A es abierto para la topologia 7: sea L € [N]\ A, entonces
existe k € N de forma que ﬂle (—1) A;, = 0. Sea P = [L],, por consiguiente
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L €p [N] C [N]\A. Luego A es 7-cerrado, y por el Teorema de Ramsey 2.1.8,
A verifica la Propiedad de Ramsey.

Sea L € [N] tal que [L] € A 6 [L] C [N]\ A. Como (A,, B,) no tiene
ninguna subsucesion convergente, entonces [L] C A. Sea L = (I;);~, v sea
M = {ly,l4,15,...}. Como [L] € A, N, A, # 0 para todo k € Ny
g; = £1, luego (A,, By),c)s €s independiente. O

Finalmente, vamos con la prueba del Teorema 2.2.3:

Demostracion (Teorema 2.2.5). Por el Lema 2.2.8, existen 7 € R, § > 0y
M € |N] tales que (A7, Bfl"s)ne », 1o tiene subsucesiones convergentes. Por el
Lema 2.2.9 sabemos que esta sucesion es independiente. Por tanto, solo nos
falta probar que {f,} es equivalente a la base de vectores de [; en la norma
del supremo.

Fijada una cantidad finita de niameros reales vy, 72, ..., 7 € R, tenemos

que probar que
k 5
n=1 n=1
0}.

Sea F={i :v>0tyG={i: <
independiente podremos encontrar

o0

Como (A,, B,,) es un sistema

ieF e
te ﬂAZ] a [ﬂBZ] .
icG i€k
Entonces,
k
Yowfils) = Y lulfils) =D ul fils)
i=1 ek icG
> Dl 6 => il ()
icF i€G
y

Z%-fi () = =D |ulfi &) +> |l fi (t)

i€eG 1EF

< =Dl O+l ()

ieG el
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Por tanto,

Z’Yifi(s)—Z%fi(t) > Z|%’|(7"+5_7’)+Z|%”(_T+7’+5)

i€F icG
k
=0 Z il
=1

Luego,

k
2méx { Z Vifi (s)
i=1

_|_

b

Z Yi fi (t)

} > Z%‘fz’ (s) Z%’fi (t)

z:l kz:l
Z%’fz’ (s) — Z%fz (t)
> 52 il

:wEQ}

Z%‘fi ()

v

Y por tanto,

k
= SUP{ Z%’fi (w)
Z%’fi (s)

max {

5k

k
Z%’fi
i=1

v

?

}

v

Con esto, queda concluida la parte real del Teorema de Rosenthal.

Como idea alternativa a la prueba original de Rosenthal, en [5, Chap-
ter XI| aparece una prueba basada en una exposicion de Farahat [10]. Esta
demostracion se basa en la siguiente idea:

Sea {f,} una sucesion en C (£2) tal que

n=1 0o n=1
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para toda sucesion {7,} € l;. Entonces para cada k € N sabemos que

k
>_enfn
n=1

para todas las elecciones posibles de €, = +1, con n = 1,2... k. Por tanto,
si tomamos k = 1, || f1]|,, = 1 y como € es compacto, entonces existe un
conjunto no vacio 2; C () de la siguiente forma

=k

e}

O ={weQ: |fi(w)]=1}.

Para k = 2, ||fi+ follo = /i — follo = 2, y de la misma forma existen
(25, Q3 C Q no vacios de la forma

Q= {weQ: |fi () +fw)| =2},
Q= fweQ : |fi(w) = fa(w)] =2}

Dado que || f2|| ., =1 y como f5 tiene el mismo signo que tiene f; sobre {2,
pero opuesto sobre €23, entonces 0, N Q3 = (). Repitiendo para k = 3,

[fitfot fle=Ilfit+tfo=fllo=1h—Ffot Ble=I1fi— fo— flle =3,

y existen conjuntos no vacios €y, Q25 C Qs v Qg, 27 C Q3 de la forma

B={wel: |fi(w )

B={wel: |fi(w ) )
Q={weQ : |filw)—fo(w)+ f3(w)
Qr={we: [fi(w) - fi(w) )

De la misma forma, los conjuntos €1y, ..., {27 son disjuntos.

Procediendo sucesivamente de este modo, la idea es que si tenemos los
vectores unitarios de /3 en un C(£2), entonces debe existir una especie de
estructura diadica de subconjuntos de €2 junto con una sucesion de funciones
que coinciden en cambiar de signos sobre las sucesivas divisiones.

El siguiente paso es buscar este tipo de sucesiones en el espacio de las
funciones acotadas sobre Q. Para Q2 = [0, 1], tenemos la sucesion de funciones
de Rademacher, que, como hemos visto, es equivalente a la base de vectores
unitarios de [;. La estructura diddica que hemos visto para el espacio de
funciones continuas sobre un compacto €2 se replica en el caso de las funciones
de Rademacher dentro del espacio de funciones acotadas sobre €.
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Dado €2 un conjunto, una sucesion {Q2,,} de subconjuntos no vacios de Q2
se llama un arbol de subconjuntos de () si para todon € N, Qs, v Q9,11
son subconjuntos disjuntos de €2,,.

( (

Q4

\
BRI
\

U
)
©
U U

0, D

&
v
U1y

(

Qg

[V
=
w
U 1u

Q3 D

=
U U

Q5 { Oy
\

donde todos los conjuntos de una misma columna son disjuntos dos a dos.

El propoésito de la prueba del Teorema 2.2.5 en la version de Farahat
es introducir estos arboles de conjuntos para replicar la estructura diadica
que proporcionan las funciones de Rademacher sobre [0, 1], y como esta debe
identificarse con la base de vectores unitarios de [;.

\

Finalmente, y para concluir con este capitulo, en el caso complejo tenemos
el siguiente teorema de L.E. Dor, cuyo enunciado es idéntico al del Teorema
2.2.5 reemplazando R por C.

Teorema 2.2.10 (Dor,1975). Sea { f,} una sucesion uniformemente acotada
de funciones 2 — C sin subsucesiones puntualmente convergentes. Entonces
{fn} tiene una subsucesion {f]} que no converge puntualmente en §2 y es
equivalente a la base de vectores unitarios {e,} dely en la norma del supremo.

De la misma forma que para el caso real con el Teorema 2.2.5, se puede
deducir la dicotomia de Rosenthal para espacios de Banach complejos a par-
tir del Teorema 2.2.10.

Antes de demostrar este teorema, definimos D el conjunto de todos los
pares (D1, Ds) de discos abiertos con radios racionales en el plano complejo
C tales que

1
diam (D;) = diam (Ds) < 3 dist (D1, Ds) ,

por tanto D es un conjunto numerable y podemos escribir D = { (D’f, Dé“) }keN.
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El siguiente lema nos sera de ayuda para la demostracion del Teorema
2.2.10.

Lema 2.2.11. Con las condiciones del Teorema 2.2.10, existe kg € N y un
subcongunto M € [N] tal que para todo L € [M] existe s € Q tal que la
sucesion { fr (5)},cp tiene puntos de acumulacion en DYy en Do

Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que po-
demos construir M; € [N], My € [M;], M3 € [M,],... tales que, para cua-
lesquiera k € Ny s € Q, la sucesion {f, (s)},,¢,, tiene todos sus puntos de
acumulacion fuera de DY o fuera de D§. Escojamos m; < my < --- tales
que my, € M; para todo k € N, y sea L = {my},.y. Entonces {f,},c, no
converge puntualmente en €, luego existen s € Q y p,q € C (p # q) tales
que p y ¢ son puntos de acumulacion de {f, (s)},. . Por tanto, existe un
k € N tal que p € DY, ¢ € Dk, pero entonces {f, (8)}nens, tiene puntos de
acumulacion en DY y D5 y tenemos una contradiccion. O

Demostracion (Teorema 2.2.10). Sea {f,} la sucesion descrita en el enuncia-
do del Teorema. Por el Lema 2.2.11, existen ky € Ny M € [N] tales que para
todo L € [M] existe s € €2 tal que la sucesion {f, (s)}, ., tiene puntos de
acumulacion en D¥ y en D5°. Sean « el centro de D, 3 el centro de D5,
y sea 20 = dist (D’f‘), Dlgo). Podemos suponer que 3 — « es real positivo, ya
que, si esto no fuera asi, multiplicando toda las funciones f, por |g:—z‘ ob-
tendriamos nuevos discos cuyos centros verificaran 3 — «a > 0. Paran € M,
sean

A, = {s€Q: f.(s)e D},
B, = {s€Q: f.(s)eDy}.

Por el Lema 2.2.9, (A,, B,) es independiente para un cierto L € [M], luego
para cualquier par de conjuntos finitos disjuntos F,G C L

M Ax M B.

neF neG

N # ().

Con todo esto, ahora solo falta probar que

k 5
Dkl 27> bl
n=1 ) n=1

para cualquier elecciéon de constantes v, = a, + b, con n = 1,2,... k.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que Y _, |a,| > > " _; |by|. Sea
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F={n:a,>0yG={n : a, <0}. Como (A4,, B,) es un sistema inde-
pendiente podremos encontrar

S € ﬂ A N ﬂ B Y;
neF neG

te | An] N () Ba
neG neFr

Entonces,

[

Vv

v

F s—1t
%eZ%fn< 5 >

n=1

S, (%) -y

~ s—t
2| (T)\
> 6Z|an\——2|b | > Z|an|_42|%

La cuarta desigualdad se sigue del evidente hecho geométrico de que si tene-
mos u € DI y v € D entonces

A%

Re (v—u)>25 v Im (v—u)<diam D}° < 6.






Capitulo 3
Compacidad Débil en Ly (u, X)

Recordemos que, en un espacio de Banach X, un subconjunto K C X se
dice sucesionalmente débil-compacto si para cualquier sucesion {z,} de ele-
mentos de X se puede extraer una subsucesion {z,} que converge débilmente
a un elemento de X. Dado (2, ¥, u) un espacio de medida finita, el objetivo de
este capitulo es establecer los subconjuntos sucesionalmente débil-compactos
del espacio de Banach L (€2, %, ) formado por las funciones p-integrables
Lebesgue.

El principal resultado que nos fija las condiciones que ha de cumplir un
subconjunto K de L () = Ly (2, %, u) para que sea sucesionalmente débil-
compacto es el siguiente Teorema de Caracterizacion de Dunford:

Teorema 3.0.12. Si un subconjunto K de Ly (2,3, 1) es sucesionalmente
débil-compacto entonces K es uniformemente integrable, i.e.,

lim / f dp = 0 uniformemente para f € K.
wWE)=0 Jp

Reciprocamente, si K estda acotado y es uniformemente integrable, entonces
K es sucesionalmente débil-compacto.

Sin embargo, la demostracién que mostramos en este capitulo es la de una
version més general de este mismo resultado, a pesar de que, en esencia, se
trata de la misma prueba. Esta generalizacion se basa en la idea de sustituir
las funciones reales sobre {2 por funciones con valores en un determinado es-
pacio de Banach X, es decir, funciones del tipo {2 — X. Para poder realizar
este cambio en el enunciado del Teorema, es preciso introducir y desarrollar
una serie de nociones bésicas como, por ejemplo, dar una idea de que es lo
que se entiende por funcion integrable cuando esta toma valores en X, en que
espacio vive dicha funciéon, cual deberia ser el valor de su integral sobre un
determinado conjunto, etc. Las nociones que permiten este salto cualitativo
son la integral de Bochner, concepto analogo a la integral de Lebesgue, y la
de medida vectorial, y son introducidas en la seccién 3.1. Estas nociones nos

47
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ayudan a definir la Propiedad de Radon-Nikodym, que generaliza el enuncia-
do del Teorema de Radon-Nikodym a aquellos espacios que la verifican, y que
nos es necesaria para demostrar el Teorema de Caracterizacion en cualquiera
de sus formas: la escalar o la vectorial.

En la secciéon 3.2 presentamos algunos teoremas que nos seran de utilidad
en la secciéon 3.3, parte central de este capitulo en la que probamos la parte
suficiente del Teorema y damos dos demostraciones distintas de la parte
necesaria, para acabar viendo que el Teorema 3.0.12 se obtiene considerando
X =R

Los resultados que se resaltan en el presente capitulo han sido extraidos
a partir de [4] y [8].

En lo sucesivo, denotamos por (€2, 3, 1) un espacio de medida finita y X
espacio de Banach, salvo cuando se especifique lo contrario.

3.1 Medida e Integracion en Espacios de
Banach

En esta secciéon se pretende introducir los conceptos de integral de Boch-
ner y medida vectorial de manera breve y tan solo enunciando los resultados
principales, cuyas demostraciones se podréan ver en [4, I1.1] y [4, I1.2] para la
teoria de la Seccion 3.1.1 y [4, I.1], [4, 1.2] para la Seccion 3.1.2.

3.1.1 La Integral de Bochner

La integral de Bochner surge con el propoésito de trasladar la integral
introducida por Lebesgue a funciones que toman sus valores en un espacio de
Banach determinado. A pesar de la diferencia en cuanto a la idea de partida,
la construccion de la integral de Bochner es practicamente la misma que la de
Lebesgue, y las propiedades que se deducen de ambos conceptos guardan gran
similitud, asi como los procedimientos seguidos para demostrarlas. Tanto es
asi, que algunos resultados sobre la integral de Bochner se obtienen de la
version de Lebesgue reemplazando el valor absoluto del integrando por la
norma del espacio de Banach X donde f tiene sus imagenes.

Comenzamos definiendo lo que es una funciéon simple y una funcion u-

medible.

Definicion 3.1.1. Una funcién f : Q2 — X se dice simple si existen
T1,%o, ...,y € X v B, Ey, ..., E, € ¥ tales que f = Z:’L:lxiXEi‘ Una
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funcion f : 2 — X se dice u-medible si existe una sucesion de funciones
simples {f,} con lim, . || fn — f]| = 0 a.e. respecto p.

Definicion 3.1.2. Una funcién p-medible f: 2 — X se dice que es inte-
grable Bochner si existe una sucesion de funciones simples {f,} tal que

tin [ 14, £ du =0

A continuacién se define la integral de Bochner para funciones simples vy,
se extiende para todas las funciones p-medibles.

Definiciéon 3.1.3. Sea g = Zle T;XE, CON T1,%Ta,...,T, € X una funcion
simple con x1,Zo,...,2, € Xy Eq, Es, ..., E, € 3. Se define la integral de
la funcion simple g como el vector de X dado por

k
[ didn =3 ()
E i=1

con F € X. Sea ahora f una funcién integrable Bochner. Se define la integral
de Bochner de f como el vector de X dado por

/fdu— lfm/fndu,
E n—x Jg

con E € ¥, donde {f,} es la sucesion de funciones simples que intervienen
en la definicién de integrabilidad.

Definicion 3.1.4. De forma andloga a los espacios L, (€2, 2, 1) de Lebesgue,
se definen los espacios de Bochner y se denotan por L, (2,%, 1, X) (o
simplemente L, (1, X)), con 1 < p < oo, como los espacios formados por
todas las clases de equivalencia de las funciones p-integrables Bochner f :
2 — X verificando

(a) para 1 < p < oo,

1/p
< 00,

11l = [ L a

donde |[-[|, es la norma asociada, con 1 < p < oo.

(b) para p = oo, que f estd esencialmente acotada, i.e., f esta acotada salvo
en a lo sumo un conjunto de p-medida nula. La norma ||-||  asociada a
Ly (11, X)) es la definida por

[flloe = esssup[[f[| < o0
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donde
esssup || f| =mf{a eR : pf{weQ : ||f(w)] >a} =0}
es el supremo esencial de || f]|.

Observacion 3.1.5. En el desarrollo del presente capitulo nos centramos ex-
clusivamente en el espacio de Bochner L; (i, X).

Veamos ahora algunos resultados sobre la integral de Bochner. La siguien-
tes proposiciones establecen relaciones mas interesantes entre las definiciones
de Lebesgue y Bochner de integral, ya que permiten deducir con facilidad los
teoremas en que interviene la integral de Bochner de sus analogos para la
integral de Lebesgue.

Proposicion 3.1.6 (|4, I1.2.Theorem 2|). Una funcion p-medible f: Q — X
es integrable Bochner si y solo si [, ||f|| dp < co. Es decir, f es integrable
Bochner si y sdlo si ||f]| es integrable Lebesgue.

Proposicion 3.1.7 (|4, I1.2. Theorem 4(ii)]). Si f es una funcion p-integrable

Bochner, entonces
|[rad < [1s1 an
E E

Como consecuencia directa de esta propiedades, deducimos el Teorema de
la Convergencia Dominada para la integral de Bochner, cuya demostracion ha
sido incluida para ilustrar la simplicidad con la que se deducen los resultados.

para todo E € X.

Teorema 3.1.8 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea (€2, 3, 1) un
espacio de medida finita y {f, : Q@ — X} una sucesion de funciones inte-
grables Bochner. Si lim, ... f, = f en p-medida (es decir, si se verifica
lim, oo pp{w € Q = ||fu — fl| = €} =0 para todo € > 0) y si existe una fun-
cion g : 2 — R integrable Lebesque con || f,|| < g a.e. respecto p, entonces
se cumple:

(a) f es integrable Bochner, y

(b)
I n A = d
w [t [ 1

n—oo

para todo E € . De hecho, limy, . [, [|f — full du = 0.
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Demostracion. Basta considerar la sucesion {|| f,, — f||}. Como { f,,} converge
en medida, {||f, — f||} también converge en medida. Ahora, dado que || f,| <
g a.e. para todo n € N,

o= £ = Jim (1 = fill < Y |Lfall + 11 il < 29.

Por aplicacion del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue para
la sucesion {|| f, — f||} con funciéon dominante 2¢, tenemos que

mn/Hh—ﬂMMZQ
n—oo E

luego f es integrable Bochner y por la Proposicion 3.1.7

[van= [ rad < i [0, 11 au=0

luego, limy, oo [5, fr dp = [, f dp. O

Algunas otras propiedades de la integral de Bochner son:

lim

n—oo

Proposicion 3.1.9 (|4, I11.2.Theorem 4(i)(iii)|). Si f es una funcion p-
integrable Bochner, entonces

a) lim dp =0,

(@ Jim [ 1

(b) si {E,} es una sucesion de miembros disjuntos de ¥ y E = U E,,
n=1

(éfdu=§;/;fWu

donde la suma de la derecha es absolutamente convergente.

entonces

Teorema 3.1.10 (|4, I1.2.Corollary 5|). Si f y g son integrables Bochner y
fEf dp = ng dup para cada E € X, entonces f = g a.e. para p.

3.1.2 Medidas Vectoriales

Para el caso en que X = R, si tenemos una funciéon p-medible f : Q — R,
entonces podemos obtener una nueva medida A sobre los conjuntos de X
definida como

)\(E):/Efdu.



52 3.1. Medida e Integracién en Espacios de Banach

con F € Y. Esta medida es una medida escalar. En cambio, si estamos en el
caso en que X es un espacio de Banach cualquiera, la funciéon que obtenemos
al hacer la integral de Bochner de f : 2 — X toma valores en el espacio
de Banach X. Es decir, si A : ¥ — X esta definida por A (E) = [, f du
para cada E € X, es logico pensar que A\ se comporte en cierta forma como
una medida de los conjuntos de », pero con valores vectoriales en lugar de
escalares. Por ello introducimos la idea de medida vectorial en esta seccion,
ya que nos serd necesaria cuando, por ejemplo, definamos la Propiedad de
Radon-Nikodym. A grandes rasgos, esta propiedad establece que, siendo X
un espacio de Banach que la verifica, para cada medida vectorial F' existe
una funcion integrable Bochner f tal que F'(E) = [, f dpu.

Veamos las siguientes definiciones:

Definicion 3.1.11. Sea X un espacio de Banach y sea F una algebra de
subconjuntos de un conjunto 2. Una funciéon F' : F — X se llama medi-
da vectorial finitamente aditiva, o simplemente medida vectorial, si
cualesquiera que sean FE, Fy € F disjuntos entonces

F(EUE) =F(E)+F(E).

Ademas, si dada una sucesion {E,} de conjuntos disjuntos en F tal que
U,—, E, € F se tiene que

F (U En> => F(E),
n=1 n=1
siendo esta serie convergente en la topologia de la norma asociada a X, en-

tonces se dice que F' es una medida vectorial numerablemente aditiva,
o simplemente, que F' es numerablemente aditiva.

Definicién 3.1.12. Sea F' : F — X una medida vectorial. Se define la
variacion de F' como la funcion |F| cuyos valores sobre conjuntos £ € F

estan dados por
|F[ (E) = sup {Z | (A)H} ,

Aem
donde el supremo se toma sobre el conjunto de particiones finitas = de F por
conjuntos disjuntos de F. Si |F'| () < oo, entonces se dice que F' es una me-
dida de variaciéon acotada. De forma similar, se define la semivariaciéon
de F como la funcion ||F|| cuyos valores sobre conjuntos E € F estan dados
por
|F||(B) = sup{|+F| (E) : 2" € X*, con [a"] < 1},
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siendo |z*F| la variacion de una medida escalar z*F. Si || F|| () < oo, en-
tonces se dice que F' es una medida de semivariacién acotada.

Observacion 3.1.13. La variaciéon de F' es una funciéon finitamente aditiva y
mondétona, mientras que la semivariacion de F' es una funciéon subaditiva y
mondétona. También es facil verificar que ||F|| (E) < |F| (E).

Las siguientes son algunas proposiciones sobre medidas vectoriales:
Proposicion 3.1.14 (|4, I.1.Proposition 9|). Una medida vectorial de varia-

cion acotada es numerablemente aditiva si y solo si su variacion también es
numerablemente aditiva.

Proposiciéon 3.1.15 (|4, .1.Theorem 11|). Sea F' : F — X una medida
vectorial. Entonces si E € F, se tiene

donde el supremo se toma sobre el conjunto de particiones finitas m de E
por conjuntos disjuntos de F, y sobre los €. tales que |ex| < 1 para todo
k,

(a)

D enF (A

Ap€m

1]l (E) = Sup{

(b)
sup {[|[F(H)[| - E2 H e F} <||F|[(E) <4sup{|[F(H)|| : E2H e F}

En consecuencia, una medida vectorial es de semivariacion acotada sobre )
sty solo si su rango estd acotado en X.

Observacion 3.1.16. En vista de esta ultima proposicion, una medida vecto-
rial con semivariacion acotada se dirda que es una medida vectorial acota-

da.

Definicion 3.1.17. Sea F una algebra de subconjuntos de () y sea una me-
dida vectorial F' : F — X. Se dice que F' es fuertemente aditiva si dada
una sucesion {E,} de miembros disjuntos de F, la serie > >~ F (E,) con-
verge en norma. Una familia {F; : F — X : 7 € T'} de medidas vectoriales
fuertemente aditivas se dice que es uniformemente fuertemente aditiva
cuando para cualquier sucesion {E,} de miembros disjuntos de F, entonces

iFT (En)| =0

lim
n

uniformemente para 7 € T
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En la definicion que hemos visto de aditividad fuerte, la convergencia
de las serie >~ | F'(E,) es incondicional en norma (dado que toda subserie
también converge). Para familias de medidas numerablemente aditivas sobre
una o-algebra, el concepto de aditividad fuerte uniforme es precisamente el
concepto de aditividad numerable uniforme.

Observacion 3.1.18. Las medidas vectoriales numerablemente aditivas sobre
una o-algebra son fuertemente aditivas.

Proposicion 3.1.19 (|4, I.1.Proposition 15|). Si F': F — X es una medida
vectorial de variacion acotada, entonces es fuertemente aditiva.

Proposicion 3.1.20 (|4, I.1.Proposition 17]). Sea {F,: F - X : 7€ T}
una familia de medidas vectoriales. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) El conjunto {F, : T € T} es uniformemente fuertemente aditivo.

(b) El conjunto {z*F, : 7 €T, x* € X* con ||z*|| <1} es uniformemente
fuertemente aditivo.

(c) Si{E,} es una sucesion de miembros disjuntos de F, entonces se tiene
que lim,, ||F; (E,)|| = 0 es uniforme para 7 € T

(d) Si{E,} es una sucesion de miembros disjuntos de F, entonces se tiene
que lim,, ||F;|| (E,) = 0 es uniforme para 7 € T

(e) El conjunto {|z*F;| : 7 €T, z* € X* con ||z*]| <1} es uniformemente
fuertemente aditivo.

Corolario 3.1.21 (|4, I.1.Corollary 18|). Sea F' : F — X una medida vec-
torial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) F es fuertemente aditiva.
(b) {z*F : x* € X* con ||z*|| <1} es uniformemente fuertemente aditivo.

(c) F es fuertemente acotada, i.e., si {FE,} es una sucesion de miembros
disjuntos de F, entonces lim, F' (E,) = 0.

(d) ||F|| es fuertemente acotada, i.e., si {E,} es una sucesion de miembros
disjuntos de F, entonces lim,, | F|| (E,) = 0.

(e) {|z*F| : z* € X* con ||z*|| < 1} es uniformemente fuertemente aditivo.

(f) lim,, F' (E,) existe para toda sucesion mondtona no-decreciente de miem-

bros de F.
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(g9) lim,, F' (E,) existe para toda sucesion mondtona no-creciente de miembros

de F.

Corolario 3.1.22 ([4, I.1.Corollary 19]). Una medida vectorial fuertemente
aditiva sobre una dlgebra estd acotada.

Teorema 3.1.23 (Pettis, [4, [.2. Theorem 1]). Sea 3 una o-dlgebra, y sea una
medida vectorial F' : ¥ — X numerablemente aditiva p una medida finita y
no-negativa sobre conjuntos de . Entonces F' es ji-continua, i.e.,

lim F(E)=0

w(E)—0
sty solo si F' se anula en conjuntos de medida nula respecto .
Finalmente, definimos la Propiedad de Radon-Nikodym:

Definiciéon 3.1.24. Un espacio de Banach X se dice que tiene la Propiedad
de Radon-Nikodym respecto de p si, para cada medida vectorial F
sobre (£2,%) con valores en X, de variacion acotada y que es absolutamente
continua respecto de u, existe una funciéon integrable Bochner f : @ — X
tal que F'(E) = [, f du para todo E € ¥. Un espacio de Banach X se dice
que tiene la Propiedad de Radon-Nikodym si X tiene la Propiedad de
Radon-Nikodym respecto a cualquier espacio de medida finita.

Un ejemplo basico de espacio que cumple la Propiedad de Radon-Nikodym
es el espacio X = R. El resultado que permite afirmar que este espacio posee
dicha propiedad es el Teorema de Radon-Nikodym [8, II1.10.Theorem 2|. Es
mas, para K", también se verifica la Propiedad de Radon-Nikodym, y por
tanto para todo espacio de dimension finita se tiene la propiedad.

En cambio, es en dimension infinita donde encontramos ejemplos de espa-
cios de Banach que no verifican la Propiedad de Radon-Nikodym. Uno de los
principales ejemplos que encontramos es el espacio ¢y (ver [4, III.1.Example
1]). Algunos resultados que permiten comprobar cuando un espacio tiene o
no tiene la Propiedad de Radon-Nikodym son los siguientes.

Proposicion 3.1.25 (Philips,[4, I11.2.Corollary 13|). Si X es un espacio de
Banach reflexivo, entonces X tiene la Propiedad de Radon-Nikodym.

Proposicion 3.1.26 (Dunford-Pettis,[4, I1I1.3.Theorem 1]). Si X es un es-
pacio con dual separable, entonces X* tiene la Propiedad de Radon-Nikodym.

Proposicion 3.1.27 ([4, I11.3.Theorem 2|). Sea X un espacio de Banach.
X tiene la Propiedad de Radon-Nikodym si y sélo si todo subespacio vectorial
cerrado tiene la Propiedad de Radon-Nikodym.
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Si (I',%, 1) es un espacio de medida discreta sobre un conjunto I' con
w({y}) = 1 para todo v € T, entonces por l; (I') denotamos el espacio
Ly (I',%, ). De esta forma, si I' = N, entonces [; (N) = /5.

Proposicion 3.1.28. Para todo conjunto T, el espacio ly (I') tiene la Pro-
piedad de Radon-Nikodym.

Se pueden encontrar méas ejemplos de espacios que cumplen o no la Pro-
piedad de Radon-Nikodym en [4, VIL.7|. Ademas, en [4, VIL.6| se presentan
formulaciones equivalentes de dicha Propiedad.

A continuacién probamos el siguiente lema que nos sera de utilidad en la
prueba de la caracterizacion de los débil compactos de Ly (u, X)".

Lema 3.1.29. Sea ¥ una o-dlgebra, ¥, una sub-dlgebra de 3 que genera 33, y
{1n} una sucesion de medidas numerablemente aditivas definidas sobre ¥ con
imdgenes en X espacto de Banach. Supongamos que la aditividad numerable
de piy, es uniforme para n € N, y que lim,, o p, (F) existe para todo E € 3.
Entonces lim,, .o i, { '} existe para todo E € X.

Demostracion. Definimos las siguientes familias de conjuntos de :
Yo = {E €Y : lim p, (ENF) existe para todo F' € 21}
Y3 = {Fe€Xy: ENF € X, paratodo F € 3y} .

Veamos que Y3 es una o-algebra que contiene a ;.

Sean F, Fy € Y3, entonces Fy N F, 5 N F € Y5 para todo F € Yo, luego
(F1 N Fy)NF € ¥y para todo F' € Y, y por tanto F1 N Fy € ¥3. De la misma
forma, si F} N F € ¥y para todo F' € Y5, entonces (S \ F1) N F € 3, para
todo F' € ¥y, luego S'\ F; € Xs.

Con esto, si Fi, Fy € Y3, es claro que F; U Iy € Y3 y por tanto X3 es una
algebra. Ahora, si {F,} C X3 es una sucesion de conjuntos con F = J;- | Fy,
ysi By € 31y E € X5, entonces por hipotesis,

lfm Y (Fe N ENEy) =, (F N ENEy)
k=1

uniformemente para n € N, y por tanto, dado que existe
lim p, (FrNENE)
n—oo
para todo k € N, hay permutabilidad de limites y entonces existe
lim p, (FNENEY).
n—oo
Por tanto Y3 es una o-algebra que contiene a ¥; y en consecuencia Y3 O X..

Dado que existe lim,, ., i, (F) para todo E € X3 se concluye la prueba.
O
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3.2 Resultados Previos

En esta seccién presentamos algunos teoremas que nos seran necesarios
a lo largo de la Seccion 3.3. De [8, II1.7] ha sido extraido el contenido de la
Seccion 3.2.1, de [4, 1.4] el de la Seccion 3.2.2, y de [4, IV.1] el de la Seccion
3.2.3.

3.2.1 El Teorema de Vitali-Hahn-Saks

En primer lugar, dado un espacio de medida (€2, 3, ) con g una medida
compleja o signada de variaciéon acotada, vamos a introducir una métrica
sobre la g-algebra > de forma que el espacio métrico resultante, al que de-
notaremos por ¥ (i), es completo.

Dado un par de conjuntos £y F' de X, estos se dicen equivalentes (y se
denota por E ~ F') cuando |u| (EAF) = 0, donde A denota la diferencia
simétrica de conjuntos. Es decir, E ~ F' si la diferencia entre E y F' es un
conjunto de medida nula respecto u. La relacion definida es de equivalencia
y se define ¥ (p) como el conjunto de las clases de equivalencia de X. Este
espacio se puede equipar con una distancia

d(E,F) = arctan |u| (EAF),

resultando asi un espacio métrico completo. Puede verse una demostracion
de este hecho en [8, II1.7|. Este espacio se utiliza para demostrar uno de los
principales resultados de este capitulo: el Teorema de Vitali-Hahn-Saks. Este
teorema guarda gran similitud con el Principio de la Acotaciéon Uniforme, en
el sentido de que, a partir de una sucesion de medidas {\,} "puntualmente
acotadas" (que convergen para cada conjunto E € X)), permite afirmar que
el limite cuando p(E) — 0 de A, (E) es 0 de manera uniforme para todo
n € N.

Teorema 3.2.1 (Vitali-Hahn-Saks). Sea (2,3, u) un espacio de medida,
{An} una sucesion de medidas aditivas p-continuas. Si existe lim, oo A, (F)
para todo E € Y., entonces

lfm A, (E) =0

Il (E)—0
uniformemente para todo n en N.

Demostracion. Dado que las medidas \,, son p-continuas, sabemos que estas
estan definidas sobre 3 (1) y son continuas para la distancia definida en ¥ (p).
Asi, para todo € > 0 los siguientes conjuntos son cerrados en (1)

Yom={E€X : [N (E)—= A p(E)| <e},conn,meN,
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X, = ﬂ Ynm,con p € N.

n’mzp

Veamos que los conjuntos ¥, con p € N cubren X (1): dado E € X, la su-
cesion {\, (E)} es convergente por hipotesis, y por tanto también de Cauchy,
entonces para cualquier € > 0 existe p € N tal que |\, (F) — A\, (E)| < €
para todo n,m > p. Por tanto E € %, ,, para cualesquiera n,m > py
E € %, De esta forma, ¥ () C ()2, %, y como ¥, C X (u) para todo

pEN, X (n) =2 Zp

Asi, sabemos que X (i) es un espacio métrico completo que es la union
numerable de conjuntos cerrados, por tanto, por el Teorema de la Categoria
de Baire, uno de los X, tiene un punto interior. Esto es, existe un ¢ € N tal
que Y, contiene una bola abierta centrada en un A € 3, de radio r > 0

B(A;r)={FeX : |ul(AAE) <r} C X,

donde A denota la diferencia simétrica de conjuntos. Como ¥y =1, .5, Zn.m
entonces B (A;r) C ¥, ,, para cualesquiera n,m > ¢. Es decir, se tiene que
|An (E) — A (E)| < € para todo n,m > q, con E € B(A;r). Sea0 < <r
tal que |\, (B)| < e paran=1,2,...,q y para todo B € ¥ con |u| (B) < .
Ademas, si |u| (B) < 0, entonces AUB, A\ B € B(A;r).

AN(AUB) = [AU(AUB)|\[AN(AUB)]

= (AuB)\ A
= B\ACB

AA(A\B) = [AU(A\B)]\[AN(A\ B)]
= A\(A\B)
= AUBCB
entonces
[ (AA(AUB)) < |u[(B) <d<r y
[ul (AA (AN B)) < [p](B) <d <

Ahora, como AUB =BU(A\B)y BN (A\ B) =0, por la aditividad de
An
A (B) = A (AUB) — Ay (A\ B)

para todo n € N. Entonces:

M (B) = Ag(B) + [ (B) = A (B)]
Ag (B) + [An (AU B) = Ay (AU B)] = [\ (AN B) = A (A\ B)].
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Por tanto,
[An (B)] < [Aq (B)| + [An (AU B) = A (AU B)[ + [An (A\ B) — A (A\ B)|

donde |\, (B)| < e, y como AUB,A\ B € B(A;r) C X, los dos ultimos
sumandos son, cada uno, menores o iguales que ¢, luego \, (B) < 3¢, para
todo n € Ny para todo B € ¥ con |u| (B) <.
Asi, si |u| (E) — 0, para todo € > 0 que tomemos existirda 6 > 0 tal que
|[An (E)| < € para todo E € ¥ con |u| (E) < 9§, luego
lim A\, (E)=0

lul(E)—0

Con lo que se concluye la demostracion.

[

Corolario 3.2.2. Bajo las hipdtesis del Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1,
con || (Q) < 00, la funcion A (E) = lim, . A\, (E) es numerablemente adi-
tiva sobre X.

Demostracion. La aditividad de A se sigue de la de A\, y por tanto, para
probar la aditividad numerable, basta probar que A (F,,) — 0 para toda
sucesion {E,} C 3 decreciente con interseccion vacia.

Como || (En) = 33520 ] (i \ Eiyr), entonces |uf (Ep) — 0y por el
Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1, para todo £ > 0 existe m, € N tal que

An (En)| < e, conm >m., neN.

Entonces
IA(En)| <&, m>m..

O

Corolario 3.2.3 (Nikodym). Sea {p,} una sucesion de medidas numera-
blemente aditivas definidas sobre la o-dlgebra X y con wvalores reales. Si
p(E) = limy, o ity (E) existe para todo E € X, entonces pu es numerable-
mente aditiva sobre X2 y la aditividad numerable de p,, es uniforme para todo
n € N.

Demostracion. Que la aditividad numerable de p,, es uniforme para n € N
significa que si {E£,,} C X es una sucesion decreciente con interseccion vacia,
entonces el limite 1im,,, o tn, (Fy) = 0 uniformemente para n € N.

Dado que p, es finita sobre ¥, su variacion total |u,|(€2) < oco. Ahora

definimos
0 sip, (E) =0

An (E) = |:Un|(E)
|en| (€2)

en otro caso
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o0

An
A= —
2n
n=1
Entonces A\ es numerablemente aditiva sobre ¥ y A (E,;,) — 0. Como u, es
A-continua, concluimos por aplicacion del Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1
y el Corolario 3.2.2.

]

3.2.2 Lema de Rosenthal

El Lema de Rosenthal es uno de los resultados mas importantes de este
capitulo, ya que establece una cierta relacion entre la teoria de las medidas
vectoriales y la teoria de los espacios de Banach.

Lema 3.2.4 (Rosenthal). Sea F una dlgebra de subconjuntos de Q. Sea {j,}
una sucesion uniformemente acotada de medidas finitamente aditivas defini-
das en F. Entonces, si {E,} es una sucesion disjunta de elementos de F y
e > 0, existe una subsucesion {E,,} de {E,} tal que

‘,unj| U E, | <e

k#j
keA

para todos los subconjuntos finitos A de N y para todo 7 € N.
Ademds, si F es una o-dlgebra, entonces la subsucesion {Enj} se debe

escoger de forma que
ol (U ) <
k#j

para todo j € N.

Demostracion. Probaremos primero la segunda parte. Para ello, supongamos
que F es una o-algebra y, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
sup,, |pn] (©2) < 1. Comenzamos un proceso iterativo de la siguiente manera:
Sea {Mj, My, ...} una particion infinita de conjuntos infinitos de N con
U;; M, =N.
-Si existe p de forma que para todo k € M, || (U itk Ej) < € entonces

JEM)p
basta con enumerar los elementos de M,: n; < ny < ... con lo que

|, | (U Enj> < ¢ para todo i € N,

JFi
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y se concluye la demostracion.
-Por el contrario, si para todo p existe un k, € M, de forma que se tiene

‘ ,ukp} (U ik Ej) > ¢, procedemos de la siguiente manera: Evidentemente,
JEM,

por la aditividad de las medidas

| (UE) . (u U E) -\
n=1 n=1

q=1

y como Uz, Ej € U, En \ U,.—, Ek, para todo p, entonces
jeM,

‘MM (U Ekq> + |,Lbkp‘ U E; | <1

q=1 JFkp
JjeEMp
luego, !,ukp‘ (U;’il Ekq> < 1 — ¢ para todo p.
Ahora, aplicamos el mismo argumento a {,ukp} y {Ekp} en lugar de {p,}

y {E,} respectivamente. Si el proceso no se detiene, entonces podemos en-
contrar una subsucesion { £, } tal que

()1

i=1

‘Nm

Es evidente que el proceso se detendrda en un nimero finito de pasos,
concretamente en menos de min {n eN:n> %} Con lo que se concluye la
segunda parte de la prueba.

Veamos la primera parte. Para ello, supongamos que F es una algebra,
entonces la aplicacion f — fQ f du, es un funcional lineal acotado cuya
norma es |p,| (2). Sea ¥ la o-algebra generada por F, entonces el espacio
B (F) es un subespacio lineal de B(X). Por el Teorema de Hahn-Banach,
podemos extender f — [, f dpu, sobre B(F) a B (X) preservando la norma.

Sabemos que existen i, medidas escalares finitamente aditivas sobre X

con 71| (€2) = [pn] () ¥ tal que

/Qfdunz/ﬂfdﬂn

para toda f € B(F). Si E € F, tenemos

Mn(E):/XE dunz/XE dp,, =1, (E)
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luego 7z, es una extension finitamente aditiva de i, a ¥. Por la primera parte
de la prueba, fijado ¢ > 0, existe una subsucesion {ﬁn} tal que

(ngn) <e

para ¢ € N. En consecuencia, si A es un subconjunto finito de N, entonces

[P,

|,

Uz, | <l U, | <l (U ) <
j#i j#i j#i

JEA JEA

con lo que se concluye la prueba.

]

La primera consecuencia clara del Lema de Rosenthal es el siguiente teo-
rema:

Teorema 3.2.5 (Diestel-Faires). Sea F una dlgebra de subconjuntos de )
y G : F — X una medida vectorial acotada. Si G no es fuertemente adi-
tiva,entonces existe T : cg — X wun isomorfismo topologico entre co y su
imagen T (cy) y una sucesion {E,} de miembros de F disjuntos tales que
T (e,) = G (E,). En consecuencia, G (F) contiene la imagen por T' de todas
las sucesiones de ceros y unos de cq.

Demostracion. Supongamos que F es una algebra. Si G no es fuertemen-
te aditiva, por el Corolario 3.1.21, existe una sucesion {E,} de elementos
disjuntos de F tal que

limsup |G (E,)| = a > 0.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que |G (E,,)|| > § = € para todo
n € N. Por el Teorema de Hahn-Banach, podemos escoger z; € X* tal que
lzk] = 1y |x:G (E,)| > € paratodo n € N. Como G esta acotada, la sucesion
(x} @), estda uniformemente acotada. Ahora, por el Lema de Rosenthal 3.2.4,

existe una tnica subsucesion (a:';;j G) con
J

2,6 | U Ba | <

i#]
FISTAN

€
2
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para todo ¢ € N y para todo subconjunto finito A C N. Para el conjunto de
sucesiones con una cantidad finita de elementos no nulos de ¢g, definimos

T ({oi}) = ZOQG (Ei)-

Por tanto, T (e,) = G (E,). La aplicacion T es lineal en el subespacio denso
de ¢y consistente de las sucesiones con una cantidad finita de valores no
nulos. Més atn, si {a;} € ¢y tiene una cantidad finita de elementos no nulos
y ¥ € X* con ||z*|| < 1, se tiene

2T ({ai})] < Zlail-\w*G(Ei)l

< Hadle Y oG (B)]
< ol - 161 ().

Por tanto, T esta acotada en un subespacio denso de ¢y y tiene extension
acotada con norma menor o igual que ||G]| (). Asi, si (o;) es una sucesion
de co, T' (i) = 322, ouG (E3).

Ahora, para comprobar que T' es un isomorfismo topolégico, si («;) € ¢y,
entonces

5T ()| =

=1

> ‘Oéjx;G(Ej)| - ﬂ%lglwzaﬂ;G(Ez)

i]
=1
m

> Jogle = {aill im 3 [5G (5
i

> Jayle = i}l 5-
Tomando supremos tenemos
IT (e}l > sup |7 ({o)
et e = el 5

= ot

v
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Finalmente, 7' (e,) = G (E,).
U

Definicién 3.2.6. Dado X un espacio de Banach y ), una serie en X,
se dice que la serie

» absolutamente convergente si la serie ) | ||z,|| es convergente.

= incondicionalmente convergente si para cualquier permutacion de
numeros naturales o : N — N la serie ) 2,0, es convergente.

Para el caso escalar, la convergencia absoluta es equivalente a la conver-
gencia incondicional, y por tanto, todas las subseries son convergentes. Sin
embargo, en el caso de que estemos considerando una serie en un espacio de
Banach de dimension infinita esto no ocurre, tal y como prueba el siguiente
resultado.

Teorema 3.2.7 (Dvoretsky-Rogers,[4, VIIL.4]). Dado un espacio de Banach
X, si toda serie incondicionalmente convergente es absolutamente convergen-
te, entonces X es de dimension finita.

En este sentido, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.8 (Orlicz-Pettis). Sea ) x, una serie en X tal que toda
subserie de ) . x, es débilmente convergente. Entonces ) x, es incondicio-
nalmente convergente en norma.

Demostracion. Sea ) x, una serie tal que todas sus subseries son débil-
mente convergentes, por tanto ) |z*z,| < oo para todo z* € X*. Sea ahora
T : X* — [y definida por

Tz* ={z"x,}, .

T esta bien definida y es lineal. Sea {azj}y C X* con z* = lim;z}. Hay
que probar que la grafica de T es cerrada. Para ello, sea (x;:, Tx;‘) € grafT,
entonces (wj, Tz;) — (2*,y) con y = {y,} € I, es decir, que x}z,, — y, para
cadan € N, y como lim; z;, = z*, y,, = 2"z, para todon € N, luego y = T'z".
Ahora, por aplicacion del Teorema de la Grafica Cerrada, T' es continua y su
norma es

17 = sup{[IT ()| : [la*| <1} = sup {Z || [l < 1} < 00

n
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Ahora, sea F la algebra de subconjuntos de N formada por todos los conjuntos
finitos y sus complementarios. Definimos una aplicacion G : F — X por

Z T, si FE es finito,
G(E) = nek
(B) - Za:n si N\ E es finito.
n¢FE

Evidentemente, G : F — X es finitamente aditiva y

Z |z*z,| siE es finito,
"G (B) < - Z |z*x,| si N\ E es finito. — ; | |

n¢kE

por tanto, la semivariaciéon de G es

IGI (E) = sup {[«"G| : [la"]] <1} < SUP{ZIZB*%I et < 1} < o0,

Luego, por la Observacion 3.1.16, la medida G esta acotada.

Ahora, sea {E,} C F una sucesion monétona no-decreciente. Si {E,}
no es eventualmente constante, entonces {£,} estd formado por conjun-
tos finitos (si hubiera un conjunto infinito, entonces se alcanzaria N y se-
ria constantemente igual a N a partir de cierto término). Por hipdtesis,
My oo D nem, Tm = My, o G (E,) existe débilmente.

Veamos que G es fuertemente aditiva, para ello, supongamos que esto
es falso: podemos encontrar T : ¢y — X un isomorfismo topologico y una
sucesion {A,} C F de elementos disjuntos tales que Te, = G (A,). Sea
ahora B,, = J!"_, A, entonces

T (i": en> =G (En).

n=1

Pero "™ | e, no es débilmente convergente en ¢o, y por tanto G (E,,)
tampoco converge débilmente en X, con lo que tenemos una contradiccion,
luego G es fuertemente aditiva y entonces

Y G({np) =)

converge incondicionalmente en norma. O]
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3.2.3 El Dual de L (u, X)

Dado que vamos a trabajar con sucesiones débilmente convergentes con
el fin de caracterizar la compacidad débil por sucesiones, previamente nece-
sitamos conocer la forma del dual del espacio en que estamos trabajando.
Por tanto, en esta seccién probaremos que, bajo determinadas condiciones,
Ly (p, X)* es isomorfo a Ly (1, X*).

Dadas las funciones f € Ly (u, X)y g € Loo (1, X*), se define la aplicacion
(f,g) : Q2 — R como

(f.9) (W) =g (W)[f (W),

para todo w € ). Obviamente, (f,g) (w) € R para todo w € €, ya que
gw)e X y f(w) e X.

Lema 3.2.9. Sea (2,%, 1) un espacio de medida finita y sea X un espacio
de Banach. Entonces Lo, (11, X*) es isomorfo a un subespacio de Ly (u, X)",
en el que los correspondientes vectores g € Lo, (1, X*) y 1 € Ly (p, X)* se
relacionan por

1) = [ (o) du
para todo f € Ly (p, X).

Demostracion. Sea g € Ly (p, X*). Buscamos un funcional [ € Ly (u, X)" tal
que ||I]] = ||gl|..- Sea {g,} una sucesién de funciones simples en L (1, X*)
que convergen hacia g a.e. Supongamos que f € Lq (u, X).

Las funciones (f, g,,) son medibles para todo n € Ny por lo tanto tenemos
lim,, . (f,9n) = (f, g) a.e. Por tanto, (f, g) también es medible. Ademas, se
tiene la siguiente desigualdad, conocida como desigualdad de Holder,

/(f,9> dMS/HfH gl dp < {f1]y - llgllo
Q Q

Luego si definimos el funcional [ (-) = [, (-, g) du, entonces | € Ly (u, X)* y

= sup{‘/gﬁ,g) du‘ sl <1

sp{ [ 1.0l de s 11, <1}

sup {11y - lglloe = 11l <1}
191/

IN

IA
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Entonces ||I|| < ||g|,.. Veamos que ademaés ||g|| ., < [|!||. Comencemos vién-
dolo para g una funciéon que toma una cantidad numerable de valores dis-
tintos para a continuacion extender la desigualdad a cualquier funciéon de
Lo (1, X7).

Sea € > 0 y supongamos que g = » ..~ Zixpg, con {z;} una sucesion en
X* y {E;} C ¥ una particion numerable de Q con p(E;) > 0 para todo
i € N. Tomamos h > 0 en Ly (u) tal que 0 < |||, <1y

/ gl - b dye > gll.

[\')I(‘f)

Ahora, sean x; € X con ||z;]| = 1 tales que |[z}|| — $[hll, < 2} (z:), ¥y
definimos f € Ly (p, X) por f = ">2, x;hxp,. Entonces

11, = / N
=1

=1

= [ Wl d =, <

y se tiene
/<f79> d:u = / <lehXEL7ZXELx:> d
Q €\ i=1 i=1
= /ij (Z SthXEj) XE; di
Q=1 j=1
= /me (x;h) xE, du
L]
= /hsz’f (z:) XE, du
Q

i=1

- /hZO' - g, ) v
- /thx e di = /thE s

£
> h du — hd
> / gl di 2\rh\11/9 "

> |l

g
o~ 5~ 5 IRl
2 2fal,
= |9l —¢
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Entonces ||I|| > ||g||,, — ¢ para todo € > 0, luego ||{|| > ||¢]|, cuando g es una
funcion de Lo, (1, X*) que toma una cantidad numerable de valores. Veamos
que también es cierto con g € Lo, (u, X*) cualquiera; entonces tomamos {g, }
una sucesion en L, (11, X*) donde cada funcion toma una cantidad numerable
de valores y tal que lim,_. ||g, — g/, = 0.

Definimos I, (-) = [, (-, gn) dp para todo n € Ny I(-) = [, (-, 9) dpu,
entonces ||l,|| = |lgnl|,, para todo n € Ny, como ||I|| < |lg]l.,

0<|[lln =1l <llgn —9llc =0,

luego

1 = Tan ]l = 1m fgal. = 9l

Entonces Ly, (11, X*) es isométrico a un subespacio de Ly (1, X)*, y los co-
rrespondientes vectores g y [ se relacionan por

1(f) = /Q (f.9) du para todo f € Ly (1, X).

O

Teorema 3.2.10. Sea (2, %, p) un espacio de medida finita y sea X un es-
pacio de Banach tal que X* tiene la Propiedad de Radon-Nikodym. Entonces
existe un isomorfismo entre Lo, (1, X*) y Ly (1, X)* en el que los correspon-
dientes vectores g € Lo (11, X*) y 1 € Ly (p, X)™ se relacionan por

L(f) =/ﬂ<f,g> dy

para todo f € Ly (p, X).

Demostracion. Por el Lema 3.2.9 sabemos que Lo (11, X*) es isomorfo a un
subespacio de Ly (i, X)*. Por tanto solo nos falta probar la inclusiéon contra-
ria, es decir, que L; (1, X)" es isomorfo a un subespacio de Ly, (1, X*).
Supongamos que X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym. Considere-
mos un funcional € Ly (1, X)*, buscamos g € Lo (1, X) tal que ||I]| = ||g]|...-
Definimos G : ¥ — X* como G (E) () =l (zxg) para E € ¥. Por tanto

1G(E) ()| = [ Cexe)ll < M- Tlexelly = 10 -l xel,

entonces GG toma valores en X* y es numerablemente aditiva. Veamos que
G es de variacion acotada, para ello, sea {E1, ..., E,} una particion de Q y
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x1,...,T, en la bola unidad cerrada de X. Entonces

i=1

< il D i,
=1

i=1
= (Ul ()

Tomando supremos, |G| (2) < co. Ahora, dado que X* tiene la propiedad de
Radon-Nikodym, existe una funcién integrable-Bochner ¢ : 2 — X* tal que
G (E) = [, g dp para todo E € X.

Obviamente, si f € L; (11, X) es una funcion simple, entonces tenemos que
L(f) = [, (f,9) du. Sea{E,} C ¥ una sucesion expansiva tal que J,, £, = Q
y tal que g esté acotada en cada E,,. Fijado ng, se tiene que fEno (-,g) du es

Z G (E;) (i)

1

1

un funcional lineal acotado sobre L; (1, X) que coincide con [ para todas las
funciones simples con soporte en F,,. Por tanto

l<fXE"o) = / <fa gXEnO> dpJ

para todo f € Ly (i, X). Ademas, como gxg,, estd acotada, entonces se tiene
IXEny € Loo (11, X*) y HQXEno HOO < ||lI]]. Como esta desigualdad es valida para
cualquier ng, por el Teorema de la Convergencia Monotona, g € L, (11, X™*).
Junto con la desigualdad de Hoélder, se tiene

L(f) =t | (fxe..g) dyu= / (f.9) du

n—oo QO

para todo f € Ly (u, X). Por tanto, Ly (p, X)* C Lo (11, X*) en el sentido de
que existe un isomorfismo entre L; (i, X)* y un subconjunto de Lo, (u1, X*).

Con esto se concluye la segunda parte de la prueba.
]

3.3 El Teorema de Dunford

Definicion 3.3.1. Un subconjunto K de Ly (i, X') es uniformemente in-

tegrable si
lim / dp =0
(B0 11l dp
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uniformemente para f € K.

La Caracterizacion de Dunford de subconjuntos sucesionalmente débil-
compactos en su version para L (u, X) es la que a continuacién se enuncia
en los dos siguientes teoremas:

Teorema 3.3.2 (Dunford). Sea X un espacio de Banach tal que X y X*
tienen la propiedad de Radon-Nikodym. Sea K es un subconjunto de Ly (u, X)
verificando

(a) K estd acotado,
(b) K es uniformemente integrable, y

(c) para todo E € ¥, el conjunto {fEf du : f e K} es sucesionalmente
débil-compacto.

Entonces K es sucesionalmente débil-compacto.

Reciprocamente, no se hace necesario el que X y X* verifiquen la Propie-
dad de Radon-Nikodym, pudiendo X ser un espacio de Banach cualquiera.
Tampoco se necesita la condicion de K acotado. Asi, el reciproco del Teorema
3.3.2 resulta mas simple.

Teorema 3.3.3 (Dunford). Sea X un espacio de Banach cualquiera. Si K
es un subconjunto de Ly (u, X) sucesionalmente débil-compacto, entonces K
es uniformemente integrable.

Observacion 3.3.4. Es preciso hacer notar que un conjunto relativamente
débil-compacto esta siempre acotado y, como f +— f r [ dp es un opera-
dor lineal acotado de L; (u,X) a X, si K C Ly (u, X) es relativamen-
te débil-compacto, entonces { ) pfdu: fEK } también es relativamente
débil-compacto.

A continuaciéon presentamos la demostracion del Teorema 3.3.2 y dos
demostraciones distintas del Teorema 3.3.3.

3.3.1 Teorema 3.3.2

La demostracion que presentamos a continuacion es la que se presenta en
[4, IV.2.Theorem 1].

Demostracion (Teorema 3.3.2). Sea K C L (u, X) verificando las tres con-
diciones del enunciado, y sea {f,} una sucesion en K. Veamos que {f,}
contiene una subsucesion que converge débilmente en Ly (u, X). Sea F C X
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una algebra numerable tal que cada f, es medible respecto a >; la o-algebra
generada por F. Como F es numerable, F = {FE; : k € N}. Asi, por (c),

el conjunto { Il B fdu @ feK } es relativamente débil-compacto para todo
ke N.

Por tanto, para k = 1, partiendo de {f,}, podemos extraer una subsu-
cesion {f!} C {f.} tal que la sucesion { /, B It du} converge débilmente.

Repitiendo este argumento para todo k € N obtenemos subsucesiones de la
siguiente forma:

SRNGR A Nl § Aatl NeRER R d Nalt § A3 NaR § 1

verificando que existe Wn—_lggl | 5, [ du para todo k = 1,2,...,i. Definimos
gn = [, asi, {g,} es subsucesion de {f,} y verifica que

w-1im gn dp

n—oo Ek

existe para todo k£ € N, o equivalentemente, w-lim f 5 In dp existe para todo
n—oo

E € F. Veamos que { /, 5 n du} es una sucesion débil-Cauchy para todo
EeX¥, Sea F e ¥, ysea FFC E con F € F, entonces

x*/ gnd,u—x*/gmd,u‘:

FE FE

(x*/gndm:c*/ gndu)—(x*/gmdmx*/ gmduﬂ
F E\F F E\F

x*/gndu—x*/gmdu'—l— x*/ gmdu—l—x*/ gmdu‘.
F F E\F E\F

Desarrollando el segundo sumando,
x/ In du‘ + 93/ Im du'
E\F E\F

x*/gndu+x*/ gndu‘ <
F E\F
ot (| [ owatn[+]| [ oman])
E\F E\F
U (ol dct [ Ll )
E\F E\F

Como E € ¥, entonces existe {F;} C F una sucesién no-decreciente de
conjuntos tales que |J;Z, F; = E. Entonces y (E'\ F;) — 0y por (b),

<

IN

IN

lim ||l du = 0 uniformemente para todo f € K.
I JE\F;
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Es decir, dado € > 0 existe N € N tal que fE\F, IfIl du < 3o Cualquiera
J
que sea j > N y para todo f € K, y tal que

g e
| g, d —$*/gmd‘2——|— $*.(2 ):5
/E p= [ dn 2 5410 (257

para todo n,m > N, y esto es valido para todo z* € X*. Por tanto,
{ /5 9n du} es débil-Cauchy para todo E € ¥y, y por (c) la sucesion es dé-
bilmente convergente. Sea G : ¥; — X una medida vectorial definida de la
siguiente manera

G(E)=w-lim [ g, du
E

n—oo

con E € ;. Por (b), lim,gz)—o [5 |gn]l dit = 0 uniformemente para n € N.

Entonces
v [ o du‘ < "]l H [ duH <1l [ loal dn
E E E

luego lim,(gy—o =~ fE gn dpp = 0 de manera uniforme para todo n € N, por
tanto lim,,(g)_o 2*G (E) = 0 para cada * € X*.

Entonces, G : 31 — X es débilmente numerablemente aditiva y, por el
Teorema de Orlicz-Pettis 3.2.8, G es numerablemente aditiva para la norma.
Dado que G se anula sobre los conjuntos de ¥y de medida cero, por el Teorema
de Pettis 3.1.23, G es u-continua sobre ;.

Veamos ahora que G es de variacion acotada. Por la Proposicién 1.2.10,
|G (E)|| < liminf, .o || [ 9n dp|| para todo E € ¥;. Entonces si 7 C 3y es
una particion de €2, se tiene

Y llc®)]

Een FEer

A
)
TE
8E
5

Eern

< supZ/Ellgnll dp

" Een

< sup{[|fll, © fe K} <oo

Ast, |G[(Q) = sup {Xpe, IG(E)| : m € % es una particion de Q} < oo.
Ahora, como X tiene la propiedad de Radon-Nikodym, existe una funcion
g € Ly (21, 1, X) tal que

G(E):/gdu con F € Y.
B
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Veamos que W—_l)l'm gn = g débilmente en L; (X1, u, X). Es evidente que
w-lim [, g,, dp :nf;; du para todo E € ¥;. Sea ahora [ € Lo, (X1, u, X*)
&I;o%uncién simple, entonces existen conjuntos Ay, ..., Ay € Xy ya},..., x5 €
X* tales que f = Zle X4,7;. Entonces

k
/<gn,f> dp = /<gn,ZXAi%‘?> dp
L L i=1
k
@ \i=1
k
- Z/ x;‘kgn dp
i=1 /A
k
i=1 A

para todo n € N. Como w-lim fE gn dp = fE g dp para todo E/ € ¢, entonces
Mmoo @} 4 Gn dp =7 [, g dp parai=1,2,... k. Por tanto,

lim | (g, f) du=/<g,f> dp
0 Q

n—oo

para toda funcion simple f € Ly, (31, u, X*). Sea ahora f € Ly (31, i, X*)
una funciéon cualquiera. Dado ¢ > 0, por el Teorema de Egoroff y por (b),
sea A € ¥ tal que fxa, tiene rango precompacto y tal que para todo n se
tiene

E
gl du, / ol dpe < — 5
/Q\Ao - Il +1

Como el rango de fx 4, es relativamente compacto, existe una funciéon simple
h € Lo (X4, 11, X*) tal que ||fxa, — bl < % donde p es suficientemente
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grande para que p > [, gl dppy p>sup{llgll, : g € K}. Entonces

/ (9o ) it — / (9, f) du‘

Q Q

< /AO (Gn, ) du—/A0 (9. f) du‘Jr /Q\AO (Gn, [) du'+ /Q\AO (g, f) du’

< /A (go— g, f — I+ ) du‘Jr/Q\AO\(gn,f)I du+/Q\AO|<g,f>| dy
W f—h) d L —ag.h) d h—f)d

< /Ao<g F - u\+/AO<g 0. h) u'+/Ao<g ) u‘+

T /Q\A gl - 1] du+/Q\A ol - 171l dp

< Mgnlly - 1 fxa0 = Pl + /A (gn — g, h) du’+|!9|!1-||fXAo—h||oo+
nll d du -

o [ ol d Ut [l el

< Mol S| [ t0a =) a1l S 181 (277

n— g, h) d
< 4€+/A0<g g, h) u‘

Como h € Ly (21, i1, X*) es simple, hemos visto que

lim (gn — g, h) du=0.

n—oo AO

Por tanto,

n—oo

lim [ (gn, f) du=/<g,f> dp
Q Q

para todo f € Ly (31, 1, X*). Ahora, como X* tiene la propiedad de Radon-
Nikodym, por el Lema 3.1.29, se tiene que si w-limg, = g en Ly (X1, u, X)

entonces también es débilmente convergente en Ly (i, X). Asi, K es compacto
para la topologia de la convergencia de puntual, y por el Teorema de Eberlein,

K es relativamente débil-compacto, quedando asi terminada la demostracion.
m

3.3.2 Teorema 3.3.3: Dos Versiones

En esta secciéon presentamos dos pruebas del Teorema 3.3.3: una basada
en el Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1 y otra en el Lema de Rosenthal
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3.2.4. La primera es la demostracion clasica de Dunford y no nos propor-
ciona la informaciéon sobre el papel que juega [; que si nos da la segunda
prueba, basada en el Lema de Rosenthal, en la que se demuestra que si el
conjunto K C Ly (p, X) no es uniformemente integrable, entonces K no es
relativamente débil-compacto y que contiene una copia de la base de vectores
unitarios de [;.

Demostraciéon Clasica de Dunford para el Teorema 3.3.3

La siguiente demostracion puede encontrarse , para su version escalar, en
8, IV.8.Corollary 11].

Demostracion (Teorema 3.3.3). Sea K sucesionalmente débil-compacto. El
que K sea uniformemente integrable significa que para todo ¢ > 0 y para
toda sucesion {E,,} C ¥ con u(E,) — 0,

/ | f]l dp < € para todo f € K.

En
Por reduccién al absurdo, si suponemos que K no es uniformemente inte-
grable, entonces existirda un d > 0, una sucesion {E,,} de elementos disjuntos
de X y una sucesion {f,} en K tal que

/ || full du > 6 para todo n € N.

Ahora, como K es sucesionalmente débil-compacto, podemos suponer que
{fn} converge débilmente a alguna funcion f € Ly (i, X). Para cada n € N,
definimos g¢,, € Lo (11, X*) tal que g,, se anula fuera de E,, gl <1y

/ lfuoge) dn >0

Sea g = Y >° | gnXE,. Por tanto, como los {E,} son disjuntos, ||g||, <1,y
por ser {f,} débilmente convergente,

n—od

im | (fn,9) duz/ (f.9) du
E E

para todos los conjuntos E € X.. Por tanto, si escribimos A, (E) = [, (fn, 9) du
para cada n € N, tenemos una sucesion de medidas tales que lim,, ., A, (F)
existe para todo E € ». Luego por el Teorema de Vitali-Hahn-Saks 3.2.1,
sabemos que

lim (fn,g) du=0

m—00 E
m
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uniformemente para n € N. Sin embargo,

/ {fung) = [ ) du>s

n

para todo n € N. Por tanto tenemos una contradiccion, con lo que se de-
muestra que K es uniformemente integrable.
O]

Demostracién via [; para el Teorema 3.3.3

El siguiente teorema ha sido extraido de [4, IV.2.Theorem 4|, y propor-
ciona una copia de [; dentro de L; (1, X) con la base contenida en un sub-
conjunto K que no es uniformemente integrable.

Teorema 3.3.5. Sea K un subconjunto acotado de Ly (p, X). Si K no es
uniformemente integrable, entonces existe una sucesion {f,} en K y cons-
tantes o, 3 > 0 tales que

o0
aY |l <
n=1

para todo {v,} € l;.
En consecuencia, un subconjunto relativamente débil-compacto de Ly (1, X)
es uniformemente integrable.

> At
n=1

<BY |l
1 n=1

Demostracion. Sea X (E) = [ || f|| du con E € ¥. Supongamos que

lim A (E) =

n(E)—0

no es uniforme para f € K. Por tanto, las medidas A no son numerablemente
aditivas de manera uniforme sobre Y. Entonces, existe una sucesion {f,} en
K, {E,} una sucesion de elementos disjuntos de ¥ y 6 > 0 de forma que

/ | full dpe > 6 para todo n € N.

n

Por el Lema de Rosenthal 3.2.4, podemos suponer que

0
[ tldn=sy [l de<]

j#n Ei

para todo n € N.
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s

Como K esta acotado, existira 5 > 0 tal que ||f]|, < 0 para todo f € K.

Luego, si {7} € I,

> At
n=1

Por otra parte,

> Ak
n=1

v

v

1 n=1 n=1

Z ’YnanUm En,

n=1 1

Z ann (XEn + XUm;sn Em)

n=1 1

Z fynanEn - Z fynanUm;én Em
n=1 1 n=1 1

Q n=1 Q n=1
S bl /E 1l =" Pl / 1oll di
n=1 n n=1

men Hm
00 5 oo 5 00
n=1 n=1 n=1

Tomando a = 3 tenemos

D nkn
n=1

oo
>a ) |l
1 n=1

Para la segunda afirmacion, supongamos que K no es uniformemente
integrable, con lo que existiran «, § > 0 y una sucesion {f,} C K tales que

o0
o Z Vn] <
n=1

> Ak
n=1

<BY |l
1 n=1

para todo {7,} € ;. Definimos una aplicacion T : l; — Lq (u, X) tal que si

{/777«} € l17

T ({771}) = Z YnJns
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entonces a [{ya}ll; < 17 ({})ll; < BI{ra}l;- Por tanto, si v, = ey, en-
tonces tenemos {T" ({e,})},, C K, luego K contiene una copia de {e,},, que
es un conjunto no condicionalmente débil-compacto para la topologia débil,
luego K no es relativamente débil-compacto. ]

Como consecuencia de este resultado, se puede obtener una interesante
propiedad del espacio [;. La manera de ver dicha propiedad, es identificando
l1 con un espacio L; (i) concreto de la siguiente manera:

Definimos una medida p sobre los conjuntos de P (N) tal que

1

nek

para todo E € P (N). Entonces, los espacios 1 y L (¢) son isométricos. En
efecto, sea T': Ly (1) — Iy tal que si f € Ly () entonces

1 o0
r(n={grm} e
n=1
Esta aplicacion es continua y ademas

o0

T = 35l @l = 317l
- Z/ 1 au= [ 111 de =111

Reciprocamente, si tenemos {7, } € Iy, entonces definimos f (n) = 2"+, para
todo n € N, y tenemos T (f) = {v.}. Luego l; y L; (1) son isomorfos.

Ahora estamos en condiciones de aplicar los resultados que hemos visto
para el espacio [; = Ly (1) y obtener el siguiente teorema.

Teorema 3.3.6 (Schur). Una sucesion acotada en ly es débilmente conver-
gente si y solo si converge para la norma.

Demostracion. Con la medida p definida anteriormente, sean f € L (u),
{w}=T(f)€ly y E € P(N). Entonces

/|f| dyi = 2/ ldn =3 o 1F )] = 3 bl

nek neE nek
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Por otra parte, como u(E) = > & %, si para cada N € N escribimos

Eyx = {n > N}, entonces p (E) — 0 equivale a limy_,o p (Ey) = 0.
Ahora, sea K C [y = Ly (1) un conjunto débil compacto, entonces, por el
Teorema 3.3.5, K es uniformemente integrable, es decir,

lfm di =0
M(E)HO/E!fI I

uniformemente para f € K. Como hemos visto, esto equivale a
o0
sim > bl =0
n=N

uniformemente para {v,} € K.
Por tanto, si tenemos una sucesion {{1?} € ; : j € N} C K, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que converge débilmente, y ademas

oo
lim > [y} =0
e Tn
n=N
uniformemente para j € N. Luego, la sucesion es convergente en norma. [

Observacion 3.3.7. Cuando un espacio cualquiera verifica que toda sucesion
acotada y débilmente convergente es convergente en norma, entonces se dice
que el espacio tiene la Propiedad de Schur.

3.3.3 Notas Compelentarias

La integrabilidad uniforme es la condiciéon necesaria para la compacidad
débil de subconjuntos de L; (i, X ) (véase el Teorema de Dunford 3.3.3) y no
requiere de hipotesis adicionales sobre X . Sin embargo, para que también sea
condicion suficiente en el Teorema de Dunford 3.3.2, se ha requerido que X
y X* tengan la Propiedad de Radon-Nikodym.

En la bisqueda de condiciones suficientes distintas para que un conjunto
de Ly (u, X) sea débil compacto cuando X 6 X* no verifiquen la Propiedad
de Radon-Nikodym, un primer paso es el siguiente resultado de Diestel que
puede encontrarse en [3].

Teorema 3.3.8. Sea K un conjunto acotado uniformemente integrable de
Ly (1, X). Supongamos que dado € > 0 existe un conjunto medible €. tal que
w(2\ ) < e y un conjunto K. débil compacto de X tal que f (w) € K. a.e.
w € Q. paracada f € K. Entonces K es relativamente débil compacto.
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Otra condicion suficiente distinta que aparece en el resultado de Ugler
(véase [15]) que se basa en la siguiente version paramétrica del Teorema de
Dicotomia de Rosenthal debida a Talagrand [14].

Teorema 3.3.9 (Version Paramétrica del Teorema de Dicotomia de Rosent-
hal). Sea {f,} una sucesion de funciones medibles Q) — Bx. Entonces existe
una sucesion { f,} con f, € conv{f, : k>n} para cadan € N, y conjuntos
medibles C; L C 2 con p(C' U L) =1 tales que

(a) para w € C, {f, (w)} es débil Cauchy.

(b) para w € L, existe k € N tal que la sucesion {f,}°2, es equivalente a la
base de vectores unitarios de ;.

Como hemos sefialado, en [15], Ugler caracteriza en el siguiente teore-
ma los conuntos relativamente débil compactos de Lj (i, X) que son L.-
acotados, esto es, aquellos que estan contenidos en

W ={f€eLli(x,X) : |If | <mae we},
para una cierta constante m > 0.

Teorema 3.3.10. Un subconjunto K de W,, es relativamente débil compacto
si y solo si dada cualquier sucesion {f,} en K existe una sucesion {f,} con
fo € conv{fy : k>n} para cada n € N, tal que la sucesion {f, (w)} es
débilmente convergente en X a.e. w € ).

Finalmente, eliminando de la caracterizacion de Ugler la restriccion de la
L.-acotacion, Diestel, Ruess y Schachermayer obtienen una caracterizacion
de los débil compactos de L (u, X) para espacios arbitrarios X que les per-
mitio, ademés, refinar la version paramétrica de Talagrand del Teorema de
Rosentha (véase [6]).

Teorema 3.3.11. Sea K un subconjunto acotado de Ly (p, X ). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) K es relativamente débil compacto.

(b) K es uniformemente integrable y, dada cualquier sucesion {f,} de K
existe una sucesion {f,} con f, € conv{fr : k>n}, tal que {f, (w)}
es convergente en norma en X a.e. w € €.

(¢c) K es uniformemente integrable y, dada cualquier sucesion {f,} de K
existe una sucesion {f,} con f, € conv{fy : k>n}, tal que {f, (w)}
es débilmente convergente en X a.e. w € €.
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