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El 4 de Julio de 2002 fallecid, a los 87 afios de edad, Laurent Schwartz,
uno de los més respetados y prestigiosos mateméticos de nuestro tiempo. En
el Congreso Internacional de Mateméticas celebrado en Harvard (Cambridge,
Massachusets) en1950, le fue concedida la Medalla Fields por su creacién de
las distribuciones. El 30 de Agosto de 1950, en el acto de presentacién de las
medallas Fields, Harald Bohr describia el articulo de Schwartz Généralisation
de la notion de fonction, de dérivation. De transformation de Fourier et appli-
cations mathématiques et physiques, aparecido en los Anales de la Universidad
de Grenoble en 1948, como un trabajo :

...which certainly will stand as one of the classical mathematical papers of
our times. [...] I think that every reader of his cited paper, like myself, will
have felt a considerable amount of pleasant excitement, on seeing the won-
derful harmony of the whole structure of the calculus to which the theory
leads and on understanding how essential an advance in application may
mean to many parts of higher analysis, such as spectral theory, potential
theory, and indeed the whole theory of linear partial differential equations
[...] The simplification obtained, and not least the easy justification of diffe-
rent symbolic operations often used in an illegitimate way by the technicians,
is of such striking nature that it seems more than a utopian thought that ele-
ments of the theory of Schwartz distributions may find their place even in
the more elementary courses of the calculus in Universities and Technical
Schools. ([2])

La contribucién de Schwartz a la sistematizacién y desarrollo de la teoria de
distribuciones, serfa suficiente para otorgarle un lugar de privilegio entre los
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matemaéticos del siglo XX. Pero su actividad matematica (que comentaremos
mas adelante) no se ha limitado a esta tarea, inmensa de por si, sino que ha
producido también importantes contribuciones en dreas como Analisis Fun-
cional, Teoria de la Medida, Ecuaciones en Derivadas Parciales o Teoria de la
Probabilidad.

Ademsds, Schwartz fue un brillante expositor y excelente pedagogo, y se
preocup6 durante toda su vida de los problemas de la Educacién y la En-
senanza. En los anos 1980, sobre todo tras su jubilacién como Profesor de la
Facultad de Ciencias de Paris y de la Escuela Politécnica en 1983, participd
mucho mas activamente en la reforma de las ensenanzas universitarias. Fue
nombrado Presidente del Comité Nacional para la evaluacién de las Universi-
dades (1985-1989), elaborando una serie de informes para el gobierno en los
que insistia sobre la necesidad de una seleccién mas rigurosa en la admision de
los estudiantes y la conveniencia de que los profesores universitarios realizaran
investigacién. Miembro de la Academia de Ciencias de Paris desde 1975, po-
seefa numerosos premios y distinciones, tanto nacionales como internacionales.

Pese a su inmensa obra de creacién matematica, Schwartz no tiene nada
que ver con el estereotipo del sabio distraido, aislado en su torre de mar-
fil. Por el contrario, ha sido un hombre profundamente comprometido con los
problemas de su tiempo. Apasionado defensor de los derechos humanos, antico-
lonialista e internacionalista, defendié publicamente sus ideas, desde la guerra
de Argelia a la del Vietnam, pasando por la invasién rusa de Afganistan, lo
que le valié no pocos sinsabores y dificultades. En los anos 1970, contribuyé
en gran medida a la liberacién de investigadores prisioneros en la Unién So-
viética, Chile, Bolivia o Checoslovaquia. (Véase el Capitulo XIII de [10] para
una informacién méas detallada).

Entomdlogo aficionado, entusiasta de las mariposas (otro de sus grandes
amores), no desdenaba aprovechar las invitaciones que le hacian de paises
tropicales para impartir cursos o conferencias, para conseguir ejemplares para
su coleccion que, tras mas de 30 viajes a los trépicos, contaba con més de
20.000 ejemplares.

La noticia de su muerte merecio la atencion de articulos en periédicos tan
importantes como Le Mondey Liberation (10 de Julio de 2002), The Guardian
(7 de Agosto de 2002), Washington Post (18 de Agosto, 2002) o publicaciones
como Sciences & Avenir, o Iniciativa Socialista (Agosto 2002), etc.

Un breve recorrido por la vida de L. Schwartz

De las 200 entradas que aparecen en la pagina web de MathSciNet bajo el
nombre de Laurent Schwartz, la ultima corresponde a la traduccion al inglés
de su autobiografia Un Mathématicien aux prises avec le siécle ([10]; véase
también la magnifica resena aparecida en La Gaceta [5]) Es este un libro
apasionante, de lectura absolutamente recomendable. Con un estilo claro y
ameno, a lo largo de sus 528 péginas, Schwartz nos lleva de la mano para
realizar un recorrido por su vida y, a través de sus experiencias, asomarnos a
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algunos de los acontecimientos de los que fue testigo de excepcién y, a veces,
protagonista: su contacto con las ideas comunistas al ingresar en la Ecole
Normale Superieur; su posterior desengano por la actuacién de Stalin y su
adhesién al trostkismo después, para abandonarlo definitivamente en 1947;
su experiencia vital como judio en la Francia ocupada; sus vivencias como
investigador y formador de investigadores; sus actividades por la reforma de la
ensefianza universitaria en Francia; su dedicacién a la lucha por los derechos
humanos a lo largo de toda su vida, etc. Y todo ello trufado con detalles
personales, anécdotas e historias sobre su vida y sobre muchas de las personas
que conocié a lo largo de ella, formando asi un brillante y atractivo mosaico.
Su lectura ha sido la principal fuente de informacién para la redaccién de las
siguientes lineas.

Laurent Schwartz nacié en Paris, en 1915, en el seno de una familia de
profunda tradicién judia, aunque ni sus padres ni el propio Schwartz fueran
practicantes. Su padre era médico cirujano y, seguramente, un hombre de gran
valia y fuerza de voluntad, pues, a pesar del virulento antisemitismo dominante
en la época, consiguié ser el primer cirujano judio de los hospitales de Paris
en 1907. Su madre, 16 anos mas joven que su padre, era una gran amante
de la naturaleza, y supo transmitir este amor a sus tres hijos. Uno de sus
tios, Robert Debré, fue un famoso pediatra y co-fundador de la Unicef. Otro
tio, Jacques Debré, era profesor de matemaéticas. Y Jacques Hadamard, uno
de los mejores matematicos de la época, era su tio-abuelo materno. Con estos
antecedentes, pareceria evidente que Schwartz estaba predestinado a dedicarse
a las matematicas. Pero la verdad es que esto no result6 tan claro al principio.

La infancia de Schwartz estd marcada por sus estancias en la finca que
adquirieron sus padres en 1926 en Autouillet, un pueblecito cercano a Paris.
Alli desarroll6 su amor por la Naturaleza en general y las mariposas en par-
ticular. A lo largo de su autobiografia, Schwartz se refiere reiteradamente a
Autouillet como su particular “Jardin del Edén”, su contacto con el Paraiso,
y también su refugio para disfrutar y trabajar.

En sus anos escolares, Schwartz destaco en latin, literatura y también en
matematicas. Durante algin tiempo se contemplé en su familia la posibilidad
de que se dedicara a las humanidades. Fueron finalmente los consejos de su
profesor de literatura y de su tio Robert Debré los que inclinaron la balanza
a favor del bachillerato de matemaéticas. Schwartz se sintié fascinado por la
Geometria, y eso a pesar de ser un “cretino topografico”, segin sus propias
palabras, sin ninguna vision geométrica ni sentido de la orientacion.

Durante su preparacién para el ingreso en la Ecole Normale Supérieur
(ENS) se enamor6 de Marie-Hélene Lévy, hija del famoso matemético Paul
Lévy, Profesor a la sazén en la Ecole Polytechnique (EP). Aunque sus familias
se conocian desde hacia 3 generaciones, los dos jévenes no se habian relacio-
nado demasiado. La madre de Schwartz le aconsejé esperar un tiempo. Pero
al volverla a encontrar en la ENS como companera, Schwartz se convencié de
la profundidad de sus sentimientos, y se declar6 a través de su madre (era tre-
mendamente timido). Se comprometieron en abril de 1935 y decidieron casarse
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en diciembre del mismo ano. Desgraciadamente, en Octubre de 1935, Marie
Hélene contrajo una tuberculosis pulmonar extremadamente grave y tuvo que
ingresar en un sanatorio en Passy. Contra la previsiéon de los médicos, extre-
madamente pesimistas, tras 18 meses de separacién, Marie-Hélene fue dada de
alta. Por entonces, Schwartz estaba realizando el servicio militar (obligatorio)
como oficial en el Servicio de artilleria antiaérea. Tras el curso de preparacion
y como consecuencia de su poca capacidad para la vida militar, fue destinado
a uno de los lugares menos solicitados, Laon, cerca de la frontera belga. Apro-
vechando el periodo de estabilidad, la pareja decidié casarse en mayo de 1938.
Tuvieron dos hijos: Marc André, que murié en 1971, y Claudine, profesora de
Matematicas en Grenoble.

La ENS de la calle de Ulm, creada por la Convencién en 1794, ha sido
siempre un centro de excelencia y un vivero de ilustres cientificos en diversas
disciplinas. Cuando Schwartz ingresé en ella, en 1934, el grupo méas importan-
te de egresados era el de los matematicos. En el Capitulo II de [10], describe

su entusiasmo y deslumbramiento por la vida en la Ecole, y también un cierto
sentimiento de frustracion. La ciencia francesa en general, y las matematicas
en particular, habia ido cayendo en el adocenamiento y la apatia. La Prime-
ra Guerra mundial habia diezmado toda una generacién de jévenes. La vida
cientifica francesa parecia funcionar al ralenti. Como contrapartida, Schwartz
resalta el desarrollo cientifico prodigioso de la ciencia alemana, ignorado por
el chauvinismo francés de la época. Entre otros ejemplos flagrantes, Schwartz
cita el caso de un seminario Hadamard celebrado en 1924, en el que quedd
claro que ningin matematico francés asistente, ni siquiera los mas reputados,
sabfa si el espacio L? de las funciones cuyo cuadrado es integrable Lebesgue,
era o no completo (lo que habia sido demostrado en 1907 por Fischer y Riesz).
Lo sorprendente del caso es que entre los asistentes figuraba un joven ma-
tematico polaco, Stefan Banach, que habia presentado en 1920 su Tesis sobre
la nocién de espacio normado completo (“espacio de Banach”) entre cuyos
primeros y més ilustres ejemplos se encuentra L2. jPor supuesto, Banach, que
sabia perfectamente la respuesta, no dijo una palabra, sin duda intimidado
por el auditorio!

Esta sensacion de frustracién era compartida por otros jévenes matema-
ticos franceses. Por ejemplo, Jean Dieudonné narra que la matemaética oficial
francesa de la época ignoraba todo lo relativo a temas como la teoria espectral
de Hilbert-Riesz, la representacion de grupos o la teoria de Lie. Esta percepcion
de la atonia y paralizacién de la matematica francesa, que habia sido lider de
la matematica mundial, fue sin duda una de las razones determinantes para
la creacién del colectivo Bourbaki, fundado por André Weil, Henri Cartan,
Claude Chevalley, Jean Dieudonné, Jean Delsarte, René de Possel, Jean Leray
y Szolem Mandelbrojt en 1935, y al que mas tarde se unié Schwartz. Creado
con la idea inicial de redactar una serie de textos que sustituyeran a los que
se utilizaban en las Universidades francesas, el grupo Bourbaki se convirtié
en un eficaz revulsivo y, finalmente, fue responsable de una profunda labor de
actualizacién y renovacion de la matematica.

Los afios en la ENS fueron también importantes para el compromiso
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politico de Schwartz. Anticolonialista por conviccién, comenzé a leer en pro-
fundidad literatura politica y econémica. Pronto se percaté de que la politica
de no intervencion practicada por el gobierno de Léon Blum era totalmente in-

eficaz frente al avance del nazismo. Dentro del ambiente izquierdista de I’Ecole,
se sintid primero atraido por las ideas comunistas, pero, conmocionado por las
purgas realizadas por Stalin en 1936, se volvié hacia las ideas de Trotski sobre
la “Revolucién Mundial”y se convirtié en un trotskista militante, colaborando
intensamente con este partido durante toda la ocupacién alemana, con gran
riesgo personal. Desencantado de los resultados, abandond definitivamente el
partido en 1947, aunque siguié participando activamente en politica.

En junio de 1937, Schwartz concluyé brillantemente sus estudios en la
ENS (se gradué segundo, tras su buen amigo G. Choquet, otro excelente ma-
temético) y, como ya hemos dicho, decidié realizar su servicio militar obliga-
torio. El comienzo de la Segunda Guerra Mundial prolongé su servicio activo
durante otro afo. Finalmente, en agosto de 1940, tras la derrota francesa, fue
desmovilizado y se trasladé con su mujer a Toulouse, en la Francia bajo el
régimen de Vichy, donde vivian sus padres. Solicit6 (y obtuvo) un puesto en
la recién creada Caisse Nationale des Sciences , un instituto de investigacion,
aunque a partir de 1942 y hasta el final de la guerra, su salario provenia de
una “Ayuda a la Investigacién Cientifica”, fundada por Michelin. Por aquel en-
tonces, segin palabras de Schwartz, Toulouse era un desierto cientifico. Apro-
vechando una visita a Toulouse de Henri Cartan y Jean Delsarte, su esposa
Marie-Hélene y él decidieron entrevistarse con ellos. Cartan les animé a ins-
talarse en Clermont-Ferrand, ya de por si una buena Universidad, pero que,
ademads, contaba con el anadido de la Facultad de Ciencias de Strasburgo, que
se habia establecido alli tras la ocupacion alemana. Asi, en 1940 los Schwartz
se trasladaron a Clermont-Ferrand, lo que supuso para ambos un verdadero
renacimiento a la vida matemaética. Alli Schwartz entra en contacto con el
nicleo “duro”del grupo Bourbaki y es invitado a participar en sus reuniones
como “cobaya” (se integré plenamente en 1942). Bourbaki fue para Schwartz
una revelacion y ejercié en él una profunda influencia. La claridad de su len-
guaje, el rigor en la redaccién, la utilizacion sistematica de las estructuras ma-
teméticas, le fascinaron. En su larga digresién sobre Bourbaki en [10] (pédgs.
158-177), cuenta sus impresiones sobre el grupo, su peculiar manera de funcio-
nar y también muestra algunos ejemplos de los errores que solian encontrarse
en los libros de texto al uso. Citando un comentario de André Weil sobre la
escuela italiana de geometria algebraica, escribe: Para ellos [los integrantes
de la escuela| resulta una adicion interesante, a continuacion de un teorema,
proponer un contraejemplo. O, citando una frase concreta de uno de los libros
utilizados habitualmente: La nocidn de variedad es dificil de definir. Sea V una
variedad... Todas estas deficiencias desaparecieron radicalmente con Bourbaki.
Por supuesto, Schwartz también es consciente de los errores que se cometieron
por y, sobre todo, en nombre de Bourbaki, a los que también dedica algunas
paginas. En todo caso, Schwartz siempre ha reconocido que el contacto con
el grupo Bourbaki fue fundamental en su carrera. Asi, en [9] dice: La recon-
tre de N. Bourbaki m’a initié a des idées toute nouvelles aprés ma formation
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d’analyste classique... Le cours d’analyse fonctionnelle de J. Dieudonné a été
a lorigine de ma these.

Schwartz venia trabajando desde hacia algtin tiempo sobre un problema
clasico de aproximacién de funciones. El curso impartido por Dieudonné sobre
Espacios Vectoriales Topolégicos le puso en contacto con una serie de nuevas
y potentes herramientas, lo que le permitié comenzar a obtener resultados
interesantes. Dieudonné se mostré entusiasmado y le propuso continuar con
estos trabajos, como tema de tesis doctoral. Presionado por su director, que
era consciente del peligro que corria Schwartz al ser judio, especialmente tras
la ocupaciéon de la Francia de Vichy por los alemanes, Schwartz defendié su

tesis doctoral, titulada Etudes de Sommes d’Exponentielles Reelles en 1942
(publicada a su cargo, como era habitual, en la Libreria Hermann. Apareci
en 1943). En su Tesis se pone ya de manifiesto uno de los rasgos caracteristicos
de las matemadticas de Schwartz: la utilizacién de un marco abstracto y herra-
mientas procedentes del Andlisis Funcional para resolver problemas clésicos.
Esta idea, como él mismo reconocid, fue fundamental en la creacion de la teoria
de distribuciones.

Tanto Schwartz como su esposa, mantuvieron una gran actividad politica,
colaborando con los grupos trotskistas durante toda la ocupaciéon alemana,
aunque posteriormente Schwartz criticé duramente la actuacién de estos gru-
pos: “Durante la guerra fueron los comunistas y otros grupos més moderados
-de derecha o de izquierda- quienes hicieron lo que habia que hacer, y nosotros
los que nos quedamos paralizados.” ([10], p. 185). En todo caso, su situacién
personal se hizo cada dia més precaria, lo que le obligé a abandonar toda acti-
vidad matematica oficial. Ademds, Marie-Hélene quedo encinta a mediados de
1942. Fichados por la policia, la prioridad era proteger sus vidas y la de su hi-
jo. Tras el nacimiento de su hijo Marc André, decidieron cambiar su identidad
y huir a la zona ocupada por los italianos, donde suponian que la persecucién
contra los judios seria menos terrible Las paginas que dedica Schwartz a sus
recuerdos de esa época son estremecedoras, describiendo la angustia de la vi-
da cotidiana bajo la amenaza constante de caer en alguna de las redadas de
la brigada antijudia y ser deportado. Y eso que, como dice Schwartz, ([10],
pag. 203) ...Mis padres eran ateos; yo también lo era y nunca me senti ver-
daderamente judio...El poder ser deportado como judio por el mero hecho de
estar cincuncidado, me parecia verdaderamente absurdo... Y, sin embargo, asi
ocurrié con muchos de sus compatriotas.

Con la falsa identidad de Laurent-Marie Sélimartin (nombre elegido por
la semejanza de firmas), los Schwartz huyeron a un pueblecito en las proximi-
dades de Grenoble, donde permanecieron hasta la liberacién de la zona por el
ejército americano, en agosto de 1944. Nombrado profesor de la Universidad
de Grenoble en octubre de 1944, se trasladé al ano siguiente a la Facultad de
Ciencias de Nancy, a instancias de Dieudonné y Delsarte, iniciando un periodo
de siete fructiferos anos. Durante ese tiempo, Nancy se convirtié en uno de
los mejores centros matemaéticos de Francia, lo que propicio la venida de estu-
diantes brillantes procedentes de todo el pais. En particular, Schwartz dirigio
los estudios de doctorado de matematicos de la talla de Jean Pierre Kaha-
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ne, Francois Bruhat, Bernard Malgrange, Jacques-Louis Lions (el fundador en
Francia de la matemética aplicada moderna, segin su director) o Alexander
Grothendieck, uno de los més brillantes e influyentes matematicos del siglo
XX, también ganador de una Medalla Fields (véase [1]). El descubrimiento de
la Teoria de Distribuciones, del que hablaremos més adelante, le supuso a Sch-
wartz un rapido reconocimiento internacional, acrecentado por la concesién de
la Medalla Fields en 1950. Por iniciativa de Denjoy, fue nombrado profesor de
la Facultad de Ciencias de Paris en 1952. También alli tuvo ocasién Schwartz
de formar a brillantes investigadores, entre los que se encuentran André Mar-
tineau y Frangois Treves (a quien, por cierto, transmitié asimismo la aficién

por las mariposas). En 1958, Paul Lévy se jubilé como profesor en la Ecole
Polytechnique que, a diferencia de la Universidad, continuaba en un estado de
atonia deplorable. Ni Schwartz, ni ninguno de los universitarios de renombre,
presentaron su candidatura a la plaza. Sin embargo, unos dias antes de que
se acabara el plazo, Schwartz recibi6 la visita de dos destacados miembros de
la EP, que le pidieron encarecidamente que se presentara al puesto y empren-
diera una serie de enérgicas reformas para revitalizar la instituciéon. Con muy
poco entusiasmo, Schwartz acepté y fue nombrado profesor de Analisis de la
Escuela Politécnica en 1959. Desde ese momento, emprendié una intensa labor
de modernizacién de la EP, empezando por los programas de ensefianza (su
monumental Cours d’Analyse tiene su origen en este empeno) y continuando
con el profesorado y las tareas de gestion.

Otro de los objetivos de Schwartz fue que se retomara la tradicién de for-
mar investigadores en la EP. La resistencia a los cambios fue grande. Desde su
fundacién, la EP tenia una organizacién para-militar (de hecho, el director es
un general; eso puede quiza explicar que hasta 1972 no se admitieran alumnas
en la EP). Pero la mayor oposicién la encontré Schwartz entre sus colegas
académicos de todas las disciplinas. No obstante, poco a poco la situacion fue
evolucionando. A ello contribuyé no poco la incorporacién de nuevos profeso-
res, como J. Neveu o J.L. Lions primero, y después A. Guillardet, M. Demazu-
re o Ch. Goulaouic. También, en 1966, Schwartz consiguié que se aprobara la
creacién del Centre de Mathématiques de la EP, que se convirtié pronto en un
importante centro de investigacién. Los Seminarios de Andlisis Funcional (con
el nombre de Séminaire Schwartz o, mas tarde, Séminaire Maurey-Schwartz)
y los de Ecuaciones Diferenciales (Séminaire Goulaouic-Schwartz) alcanzaron
pronto un gran nivel, participando en ellos con asiduidad renombrados espe-
cialistas de todo el mundo.

A partir de 1969, Schwartz abandoné su puesto en la universidad para
dedicarse a tiempo completo a la Politécnica. Alli permanecié hasta su jubila-
cién en 1980, aunque continud en activo otros tres anos en la universidad de
Paris VII y como director del Centro Matematico de la Escuela Politécnica.
Impulsor y presidente del Comité Nacional de Evaluacién de 1985 a 1989, con-
tinud defendiendo sus ideas sobre la ensenanza universitaria y la investigacion.
Miembro de la Academia de Ciencias de Parfs desde 1975, recibié numerosas
distinciones cientificas, nacionales e internacionales, a lo largo de su vida (véase

[9])-
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En cuando a su actividad politica, la retomé inmediatamente después de
la liberaciéon de Grenoble, en Agosto de 1944, y continué en ella a lo largo
de toda su vida. Tras una fracasada participaciéon como candidato del partido
Trotskista en las elecciones legislativas de 1945 y 1946, se fue alejando pro-
gresivamente del mismo para romper definitivamente su militancia en 1947.
Desde entonces, su unico compromiso politico fue la defensa de los derechos
humanos. No obstante, su militancia previa le persiguié durante largo tiempo.
Asi, por ejemplo, en el verano de 1949 Marshall Stone, a la sazén director
del departamento de matematicas de Chicago quiso aprovechar un viaje de
Schwartz a la universidad de Vancouver, para invitarle a visitar su Univer-
sidad. Schwartz aceptd y solicité el preceptivo visado de entrada a Estados
Unidos. Ante la falta de noticias, Stone hizo averiguaciones al més alto nivel
y, finalmente, obtuvo una respuesta: el visado seria denegado, ya que Laurent
Schwartz era un peligroso comunista. Por la misma razén estuvo a punto de
peligrar su participacién en el Congreso de Harvard de 1950, para recibir su
Medalla Fields. Sélo tras seis meses de intensas gestiones internacionales, el
Departamento de Estado de los Estados Unidos aceptd, como un favor espe-
cial, otorgar un visado provisional de entrada a Schwartz (jcon prohibicién
expresa de viajar por el resto del pais!).

Schwartz participé activamente en apoyo de la descolonizacién francesa de
Vietnam (1954), Tunez y Marruecos (1956), y se involucré intensamente en el
conflicto argelino. Horrorizado por la espiral de terrorismo y represién y el uso
sistemédtico de la tortura por las fuerzas francesas, (que conocié de primera
mano, en la persona de uno de sus alumnos de tercer ciclo, Maurice Audin,
torturado y muerto en extranas circunstancias), escribié un famoso articulo en
L’Express contra la practica de la tortura por el gobierno. En 1960, fue uno
de los 121 intelectuales franceses firmantes, junto a Jean-Paul Sartre y Simone
de Beauvoir, de un famoso manifiesto en el que se defendia el derecho moral
de la juventud francesa a negarse a participar como soldados en la guerra
de Argelia. Como consecuencia, Schwartz fue fulminantemente cesado como
profesor en la EP por el Ministro de Defensa. Tras una serie de apelaciones
y contra apelaciones, el puesto de Schwartz continuaba vacante, pues nadie
lo solicitaba. Schwartz pasé el curso académico 1962-63 en Nueva York y,
finalmente, se alcanzé un acuerdo con el ministerio para que se le admitiera de
nuevo en su puesto, tras una solicitud expresa. Cubierto el tramite, Schwartz
se reincorporo a la EP en el curso 1963-64.

La actividad politica de Schwartz se incrementé durante la guerra del Viet-
nam, a la que dedica el capitulo més extenso de su autobiografia. Fue miembro
del tribunal Russell (creado para oir y examinar la evidencia de crimenes de
guerra contra la poblacién civil en Vietnam) y Presidente del International
Bureau for Afghanistan, fundado en 1979, a raiz de la invasién soviética de
Afganistdn. Tras la retirada de las tropas de la URSS, Schwartz continué lu-
chando contra la represién de intelectuales, sobre todo matematicos, en la
Unién Soviética y otros paises.
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La Teoria de Distribuciones.

La contribucién matematica mas conocida de Schwartz es la creacién de
la Teoria de Distribuciones. Por ello, y porque esta teoria es una de los grandes
desarrollos matemaéticos del siglo XX, vamos a dedicar esta seccién a describir
someramente su contenido y las aportaciones de Schwartz. El lector interesado
podréd encontrar més informacién en [3] y, sobre todo, [6].

Antecedentes

Los modelos fundamentales de la Fisica matemaética vienen regidos
por ecuaciones diferenciales y, por tanto, son aplicables solamente (al me-
nos en principio) a fenémenos en los que las variables fisicas involucradas
sean funciones suficientemente regulares del espacio y el tiempo. Si bien esto
no produce ninguna discrepancia con los datos observables en los fenémenos
estaticos (descritos usualmente por ecuaciones elipticas), no sucede lo mismo
cuando se estudian fenémenos dindmicos (regidos generalmente por ecuaciones
hiperbdlicas): en este caso, las variables fisicas exhiben a menudo discontinui-
dades esenciales en la practica. Asi, por ejemplo, una cuerda de violin pulsada
en su punto medio, vibra inicialmente de acuerdo con una ley de la forma

1
ua,t) =2 5(le—t =1+ |z +2 1))

para una eleccién adecuada de las unidades y del sistema de referencia. La
derivada del desplazamiento es, por tanto, discontinua en x = 1 £ ¢t. Como
la ecuacién de ondas, que rige el movimiento de la cuerda, es de orden 2
(esencialmente, g% = %), la funcién anterior no puede considerarse como
solucion de la misma, en el sentido habitual.

En otro orden de cosas, las hipdtesis para la validez de muchos teoremas
son dificiles de comprobar en la practica. Puede decirse que, desde el comienzo
del célculo diferencial, aparece la conveniencia de extender estas nociones,
de manera que las operaciones fundamentales del andlisis se puedan realizar
siempre y sin hipdtesis complicadas de validez. Asi surge la idea de obtener
una nocion generalizada de diferenciacion, que extienda la habitual y permita
derivar funciones que no son derivables en sentido ordinario. Esta, junto con
la nocién paralela de solucidn generalizada de una ecuacion diferencial (E.D.),
es el primer origen de la teoria de distribuciones (véase el prélogo de [8]).

Histéricamente, la primera nocién de solucion generalizada de una E.D. es
la de considerar como tal una funcién que sea limite (en algin sentido) de una
sucesion de soluciones clédsicas. El método ya fue anticipado por L. Euler en
1765, durante su larga polémica con J.L. D’Alembert sobre la solucién de la
ecuacién de la cuerda vibrante (es decir, la ecuacién de ondas unidimensional).
A lo largo del primer tercio del siglo XX, este método fue utilizado por diversos
autores para introducir soluciones generalizadas de E.D. concretas, usando
distintas nociones de convergencia en la definiciéon. Asi, en 1926, N. Wiener
emplea la convergencia en L? de una sucesién de soluciones clasicas; J. Leray



10 LAS MEDALLAS FIELDS

(1934) usa la convergencia débil o en norma en L?; S. Sobolev (1935) emplea
la convergencia en L!; K. O. Friedrichs (1939) utilizé la convergencia en la
norma || fll2 + ||f'|l2; L. Schwartz (en 1944, inmediatamente antes de definir
las distribuciones) empleé la convergencia uniforme sobre compactos, etc.
Otra manera de extender la nocién de solucién de una E.D. es generalizar
la nocién de derivada y definir como solucién a una funcién cuyas derivadas
generalizadas satisfagan la E.D. Entre los primeros trabajos en esta direccién,
puede citarse la nocién de derivada simétrica de B. Riemann, introducida y uti-
lizada sistematicamente en su Habilitatioarbeit sobre series trigonométricas, en
1854. Posteriormente, podemos citar la extensién realizada por U. Dini (1878),
sustituyendo simplemente el limite ordinario en la definicién de derivada por
los limites superior e inferior, a la derecha y a la izquierda, en cada punto. En
el mismo orden de ideas estd la de sustituir una expresién diferencial compues-
ta de varios operadores, lo que involucra un paso al limite para cada uno, por
un solo paso al limite. Por ejemplo, G. C. Evans sustituy6 en 1913 el operador

o2 2
(w * ay> !

i W&+ hoy) Fuzy +h) +u(@ —hy) +ule,y — h) — du(e, y)
h—0 h?

por

Variaciones de estos métodos fueron usados también por H. Petrini (1908)
y N. Wiener (1927).

La aparicién de la integracién de Lebesgue, origind, por otro lado, la nocién
de derivada en casi todo punto.

Las distintas nociones de derivada generalizada de una funcién fueron
utilizadas sisteméticamente en el contexto de la teoria de la medida (teorema
fundamental del célculo) y el célculo de variaciones, lo que condujo de manera
natural a la aparicién en este ambito de los precursores de los que después
se llamaron espacios de Sobolev, es decir, espacios de funciones absolutamente
continuas tales que ellas y sus derivadas hasta un cierto orden (jdefinidas en
casi todo punto!), estén en LP (Beppo-Levi, Tonelli, Nikodym, etc.).

Pero el método mas utilizado para extender la nocién de solucién de una
E.D. (A) de orden n, consiste en encontrar otra ecuacién o condicién (B) que,
para funciones de clase n sea equivalente a la original, pero que tenga senti-
do para funciones mas generales. Los objetos que satisfagan (B) se llamardn
entonces soluciones generalizadas de (A). En general, la nueva condicién (B)
se obtiene por alguna forma de integracién por partes. Por ello, a menudo
la condicién a satisfacer por las soluciones generalizadas es de la forma “la
condicién (B) se cumple para todos los objetos de una cierta clase” (objetos
de prueba u objetos test).

El primero en sacar provecho a estas ideas fue el Profesor de Harvard M.
Bocher en sus estudios sobre la nocién de funcidn armdnica generalizada (es
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decir, solucién generalizada de la ecuacién Au := 0?u/dz* + 0*u/dy? = 0) en
un dominio acotado 2 (1905). Usando la férmula de Green

[ [oarmonn = [ (220

Bocher observé que, tomando v = 1, si u es arménica en 2 entonces |, 50 g—z =0,
condicion en la que solo aparecen las derivadas primeras de u. Bocher definid
entonces una funciéon armonica generalizada en {2 como una funcién de clase
1 en € que verifica

ou

— =0,

oD 8n

para todo circulo D C . Como el propio Bocher se encargé de probar, toda
funcién armonica generalizada es una funciones arménica en sentido clasico.
(De hecho, toda distribucion solucién de la ecuacién de Laplace Au = 0 es
una funcién arménica clésica). Las ideas de Bécher fueron continuadas por
su colega G.C. Evans y empleadas también por distintos autores para definir
soluciones generalizadas de E.D.

Finalmente, otro método muy relacionado con el anterior es el llamado
método de las funciones test, y es el método bésico de la teoria de distribuciones
de Schwartz. Consiste en multiplicar la E.D. a estudiar, por ejemplo P(D)u =
0, por una funcién test suficientemente regular, con soporte compacto, en un
cierto dominio, y el resultado se integra por partes:

(PDu.¢) = [ PO =0= [u- P(D)e = (u. PD)), Ve

De esta forma, el operador diferencial se transfiere a la funcién test y la ecua-
cién integro-diferencial resultante, que ha de verificarse para todas las funcio-
nes test, no presupone ninguna regularidad de la solucién. Es un método muy
relacionado con el anterior y su origen estd en el estudio de las ecuaciones
hipérbdlicas. Anticipado por Lagrange en 1761 (véase, por ejemplo, [3], pag.
31), fue formulado explicitamente por N. Wiener (1926) y después por J. Le-
ray, S. Sobolev y R. Courant (de hecho, la primera aparicién de una solucién
generalizada de una E.D. en un libro de texto, tiene lugar en la edicion de
1937 del clasico Methoden der Mathematischen Physik, de R. Courant y D.
Hilbert).

El otro antecedente principal del origen de las distribuciones estd relacio-
nado con el anterior: Los ingenieros, fisicos y técnicos venian usando desde
el siglo XIX diferentes cdlculos operacionales para resolver facilmente diver-
sos tipos de ecuaciones funcionales. Estos calculos, que adolecen de falta de
rigor matematico, conducen en muchos casos a resultados satisfactorios. Herra-
mienta fundamental en ellos es el uso de ciertas funciones singulares, como la
ubicua “funcién”é que, aunque introducida explicitamente por G. R. Kirchoff
en su tratamiento de la ecuaciéon de ondas en un trabajo publicado en 1882,
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realmente aparece mas o menos maquillada a lo largo de la historia, en co-
nexién con distintos temas: series de Fourier (Fourier, Théorie Analytique de
la Chaleur, 1822), funciones de Green, etc. Mds significativa es la utilizacién
de la funcién § por parte de fisicos e ingenieros. Asi, el ingeniero eléctrico O.
Heaviside desarrolld, a finales del siglo XIX, un cédlculo operacional de dificil
justificaciéon matematica, basado en razonamientos experimentales y que al-
canzd una gran difusién en el primer tercio del siglo XX. En este calculo, la
funcién ¢ aparece como funcion impulso unidad, derivada de la funcién H(t),
que vale 0 sit <0y 1sit>0.Como explica Heaviside:

...Como H es 0 antes de 0 y constante después, H' es cero, excepto en t = 0,
donde es infinita. Pero su suma total es H. Esto es, H' es una funcidn de t
enteramente concentrada en t =0, de suma total 1...

(Lo que propugna Heaviside es la validez del teorema fundamental del calculo
para H’, es decir, ffooo H' = 1). La funcién H aparece de modo natural en
la modelizacién de todo fenémeno fisico que comience en un momento dado.
Por ejemplo, la intensidad I(t) que recorre un cierto circuito eléctrico vale
0 antes de cerrar el circuito (digamos, para ¢ < 0) y toma un valor > 0,
determinado por las leyes que rigen el circuito, cuando empieza a circular la
corriente. Usualmente, I(t) y otras magnitudes significativas se supone que
verifican un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (en general, lineales
y con coeficientes constantes), con soluciones vélidas para todo valor de ¢. Pero
las magnitudes que realmente deben satisfacer a este sistema son de la forma
H(t)I(t), de donde el interés en definir H'(t). En el cdlculo de Heaviside la
H'’ aparecia como un término intermedio en las operaciones, y desaparecia en
los resultados finales. Pero en los intentos posteriores de tratar con rigor el
calculo operacional en términos de la transformada de Laplace, el papel de la
6 fue tomando mayor protagonismo.

Pero quizé el mayor responsable de la popularizacién de la § y sus va-
riantes fue P. A. M. Dirac, en su intento de unificar los formalismos matricial
y ondulatorio de la mecanica cuantica. Dirac representé los estados de un
sistema mecdanico por vectores, y los observables por operadores lineales. En
sus razonamientos, Dirac suponia que en el espacio vectorial de estados, se
podia elegir siempre una base formada por los autovectores de un operador
correspondiente a algin observable. Pero, desde el punto de vista fisico, los
operadores mas interesantes poseen un espectro continuo, por lo que la base
correspondiente de autovectores, (1), serd, en general infinita (en palabras
de Dirac: ...el ndmero total de estados independientes es infinito, e igual al
nimero de puntos de una linea), y la expresion de cualquier estado (vector) en
términos de la base tomard la forma ¢ = [ ap, dp (en lugar de una suma).
Pero cuando, por ejemplo, se quiere representar de esta forma uno de los auto-
vectores 1), surge un problema, pues se tiene que escribir ¢, = [ 6(p—q)ypdp,
donde “la funcion impropia & estd definida por

—+00
/ 0(p)dp=1, d(p) =0 parap#0.”

—0o0
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La representacion de operadores en este caso se hacia en términos de una
“matriz continua”, (a,q), en la forma

O‘(@Z]q) = /@Z}papq dp.

Pero entonces, por ejemplo, el operador de multiplicaciéon por una cons-
tante ¢ # 0, requeria utilizar un nicleo de la forma oy = c¢d6(p — ), que Dirac
interpretaba como el andlogo continuo de la matriz identidad (esta fue segu-
ramente la razén de que Dirac designara esta funciéon por J; no por “Dirac”,
sino por “Kronecker”). Dirac dio también “ciertas propiedades elementales de
0 que se deducen de la definicion o, al menos, no son inconsistentes”. Entre
ellas:

0(—z) =d(z) ; 2d(x) =0 =d'(z) ='(~a) ; 28 (z) = —d(x) ;

/ " f(@)3(e - a) de = f(a) ; / " f ()8 (@ — a) dx = —f'(a).

En posteriores ediciones de su obra Principios de la Mecdnica Cudntica fue
anadiendo nuevas propiedades, como

S(az) = a 1o(x) ; 4 logx = 1o imd(x).
dx T
En la tercera edicién de su libro, Dirac mencionoé la forma alternativa de definir
la § como la derivada de la funciéon H.
El libro de Dirac se convirtié en un clasico y con él se generalizd el uso de
las funciones singulares entre los fisicos. En la tercera edicién, Dirac se acerca
mucho a la definicién funcional de d, cuando dice:

Aunque una funcion impropia no tiene un valor bien definido, cuando apa-
rece como factor en un integrando, la integral si que tiene un valor bien
definido. En la teoria cudntica, siempre que aparece una funcion singular,
en ultimo término serd usada dentro de una integral. Por tanto, seria po-
sible desarrollar la teoria de modo que las funciones singulares aparecieran
unicamente como integrandos, y asi se podrian eliminar. El uso de funciones
singulares, por tanto, no supone ninguna pérdida de rigor de la teoria, sino
que, simplemente, es una notacion conveniente... De hecho, cualquier ecua-
cion en la que aparece la funcion § puede convertirse em otra equivalente,
pero generalmente mds complicada, en la que § no aparece.

No nos dice Dirac la forma de hacer la transcripcion, pero la presentacién in-
tuitiva que hace de la §, como limite impropio de funciones ordinarias, sugiere
que el método riguroso consistiria en efectuar los calculos con las aproximacio-
nes de ¢, y luego pasar al limite en el resultado final. Parece haber evidencias
claras de que muchos matematicos desarrollaron o utilizaron distintas teorias
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como una forma de hacer precisos los argumentos que usaban la §, pero no
para fundamentar rigurosamente la funcién 6 misma. Probablemente porque
estaban tan convencidos de su ilegitimidad, que ni siquiera lo intentaban.

Otro tipo de funciones singulares o funciones generalizadas surge en la
Teoria de series y trasformadas de Fourier. La razén es que para la existencia
de la integral de Fourier ffooo f(x)e™ dx, f debe ser, al menos, integrable vy,
por tanto, decrecer adecuadamente en el infinito. Esta restriccién es un gran
inconveniente en las aplicaciones, y seria deseable encontrar generalizaciones
de la transformada de Fourier (con sus mismas propiedades funcionales) que
permitieran aplicarla a funciones acotadas o mas generales. Una referencia a
algunos intentos en esta direccién, aparece en la introduccién de [8], llegando
a decir Schwartz que ... Pour lintégrale de Fourier, lintroduccion des distribu-
tions est inévitable, sous une forme directe ou camouflée. De hecho, algunas de
las soluciones encontradas por autores como Carleman, Beurling y, sobre todo,
Bochner, son muy proximas a las distribuciones de Schwartz. Una exposicion
més detallada de estos desarrollos puede verse en el Capitulo 3 de [6].

Pues bien, la teoria de distribuciones trata de estudiar y resolver la mayor
parte de los problemas senalados anteriormente. Las distribuciones constituyen
un conjunto que se asemeja mucho al universo matematico ideal de los los
fisicos e ingenieros, en el que “todo vale”: las funciones son siempre derivables,
las series pueden derivarse o integrarse término a término, etc. Este universo
contiene, por un lado, a las funciones (localmente integrables) y, por otro, a
las distintas funciones singulares, como la § y sus derivadas. A Schwartz se
debe el licido anélisis que le condujo a la creaciéon de una teoria sistematica,
coherente y muy potente, aplicable a la solucién de muy diversos problemas.

La Contribucidn de L. Schwartz.

En su autobiografia cientifica ([9]), Schwartz cuenta que al final de
la guerra, aislado como estaba en Grenoble, desarrollé una teoria comple-
ta de la dualidad en espacios funcionales generales, ...théorie que m’a paru
alors sans application et que j’ai gardée pour moi. Elle devait étre la clef de
la théorie des distributions. Schwartz generalizé la teoria de dualidad de los
espacios de Banach a los espacios de Fréchet, definiendo el dual fuerte, ca-
racterizando la reflexividad, los conjuntos acotados, etc. Los ejemplos més
importantes de este tipo de espacios que conocia Schwartz eran los espacios
de funciones holomorfas con la topologia compacto-abierta usual y el espacio
C*([0,1]) de las funciones de clase infinito en [0,1] con la topologia de la
convergencia uniforme de todas las derivadas. Este trabajo en andlisis fun-
cional no se publicé nunca, pero fue fundamental en el descubrimiento, casi
instantaneo, de las distribuciones. El empuje decisivo lo proporcioné la lectura
de un articulo de G. Choquet y J. Deny, titulado Sur quelques propriétés des
moyennes characteristiques des fonctions harmoniques et polyharmoniques. En
él se caracterizaban las funciones continuas f sobre R™ tales que el subespacio
vectorial engendrado por fo S, cuando S recorre todas las semejanzas de R,
no es denso en el espacio de todas las funciones continuas. Estas funciones
resultan ser las poliarménicas, es decir, aquellas que cumplen A*f = 0 para
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algin natural k. Como estas funciones no son, a priori, derivables, los autores
introducian una definicién generalizada de funcién poliarmonica, a través de
ciertas medias iteradas. Schwartz traté de generalizar el resultado, sustituyen-
do las semejanzas por traslaciones y homotecias. El resultado que obtuvo era
similar, pero en lugar de una potencia del laplaciano aparecia un operador di-
ferencial con coeficientes constantes arbitrario, de modo que la condicién que
debia cumplir ahora la funcién f es P(D)f = > a,DPf = 0. Schwartz tuvo
que definir entonces la nocién de solucién generalizada del operador P(D) y
opto, esencialmente, por tomar como tal el limite uniforme sobre compactos
de soluciones ordinarias. Posteriormente, probé que toda solucién generalizada
(en su sentido) de la ecuacién de Laplace, era una solucién ordinaria, mientras
que existian soluciones generalizadas de la ecuaciéon de ondas, que no eran
soluciones ordinarias.

A raiz de este trabajo, Schwartz continué pensando en la derivacién ge-
neralizada. Le parecia frustrante poder definir la solucién generalizada de un
operador diferencial sin haber dado un sentido a las derivadas (generalizadas)
DPf.Y de repente, durante lo que Schwartz llamé la plus belle nuit de ma vie
([10], p. 246), surgié la gran idea: jpara encontrar soluciones generalizadas de
EDs, habia que generalizar la nocién de funcién! Analizando su demostracién,
se dio cuenta de que las soluciones generalizadas que habia introducido, apa-
recian siempre en convolucién con una funcién infinitamente diferenciable con
soporte compacto. Esto le llevé a introducir un nuevo objeto, que llamé opera-
dor de convolucion: lo definié como un operador lineal T del espacio D de las
funciones infinitamente diferenciables en R", con soporte compacto, en &, el
espacio de las funciones de clase C'*° sobre R™, con la propiedad de conmutar
con la convolucién:

Ademsds, T deberia verificar alguna condicién de continuidad para topologias
adecuadas en D y &. Este tultimo espacio tenia una estructura bien conoci-
da de espacio de Frechet, con la topologia de la convergencia uniforme sobre
compactos de las funciones y cada una de sus derivadas. Pero sobre D Sch-
wartz fue incapaz, en ese momento, de encontrar una topologia que indujera
la nocién de convergencia secuencial que necesitaba, a saber: una sucesion
(¢n) converge a 0 en D si y sélo si todas las ¢, se anulan fuera de un mismo
compacto, y convergen uniformemente a 0, junto con cada una de sus deri-
vadas. En consecuencia, Schwartz impuso como condicién de continuidad que
los operadores transformaran sucesiones convergente a 0 en D (en el sentido
anterior) en sucesiones convergentes a 0 en €.

Schwartz observé que toda funciéon continua f se podia identificar con
el operador D > ¢ — f x ¢, y la “funcién”§ de Heaviside y Dirac se podia
interpretar como el operador D 3 ¢ — § - ¢ := . Naturalmente, Schwartz
abordé la cuestién de definir la derivada de un operador, lo que hizo por la

formula: 5 5
T} .0 =T - —
<6$1 ) 1.4 81’1 ¥
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que generaliza la férmula %1/} * (0 = 1P % 8%,@' La primitiva de un operador

se define de manera obvia, asi como la convolucién de dos operadores. El
producto de un operador por una funcién de D, sin embargo, le ocasiond
algunas dificultades.

Como hemos dicho, Schwartz desarrollé estos conceptos y varios teoremas
sobre sus operadores en una noche de octubre de 1944. En los seis meses
siguientes continué trabajando sobre el mismo tema. Alrededor de febrero
de 1945, comenzé a desarrollar una teoria de trasformadas de Fourier para
sus operadores, pero se encontré con grandes dificultades. Intent6 resolverlas
durante varios meses. Por fin un dia, de repente, se percaté de que todos
sus problemas se resolvian facilmente si definfa las funciones generalizadas no
como operadores, sino como funcionales secuencialmente continuos sobre D.
A estos nuevos objetos los llamé distribuciones y a su conjunto lo designé
por D’. Como los elementos de D son muy regulares, la mayor parte de las
operaciones usuales del andlisis transforman D en si mismo (con la excepcién
importante de la transformada de Fourier), y ademds son continuas para la
nocion de convergencia secuencial introducida. Por transposicién, se obtienen
operadores de D’ en si mismo, que con toda propiedad puede considerarse como
la extensién a las distribuciones de las operaciones originales. Mas atin, D esta
contenido en muchos de los espacios funcionales usuales, y es denso en ellos
para sus topologias naturales (p.ej., los espacios LP, 1 < p < oo, los espacios de
Fréchet £™ (0 < m < oo) de las funciones de clase m sobre R™, con la nocién
de convergencia uniforme sobre compactos de las funciones y cada una de sus
m derivadas, etc.) Por tanto, de nuevo por transposicion, los duales de esos
espacios de pueden identificar con subespacios del espacio de las distribuciones
D'. Como ya hemos dicho, toda funcién localmente integrable f se puede
identificar a una distribucién Ty € D’ por la férmula Tt (¢) := [ fo, Vo € D.

En cuanto a la transformacién de Fourier F, un famoso teorema de Pa-
ley y Wiener muestra que la dnica funcién ¢ € D tal que F(¢) € D es la
idénticamente nula. Por ello, Schwartz tuvo que introducir nuevos espacios de
funciones test para extender la transformada de Fourier a las distribuciones.
Asi surgi6 el espacio S, de las funciones de decrecimiento rapido en el infinito.
Dotando a § de una topologia natural de espacio de Fréchet, resulta que F es
un isomorfismo topolédgico de S en si mismo y D es denso en S. Por tanto, el
dual 8’ se puede identificar a un subespacio de las distribuciones (las distribu-
ciones temperadas) y el operador transpuesto F* puede considerarse como la
extension de la transformada de Fourier a las distribuciones de &’. Senialemos
que 8’ es muy grande: contiene a todos los LP, 1 < p < oo, pero también a
los polinomios, a la § y sus derivadas, etc.

Segun sus propias afirmaciones, la definicién “correcta”’de distribucion le
fue sugerida a Schwartz por los dos hechos siguientes:

1) Su trabajo anterior sobre la dualidad de espacios de Fréchet.

2) Su conocimiento, a través del grupo Bourbaki, de la teorfa de medidas
de Radon, en particular la d, que podian representarse como funcionales sobre
un espacio de las funciones continuas con soporte compacto.

Durante la primavera de 1945, Schwartz desarrollé su nueva teoria de dis-
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tribuciones. Si en la teoria de operadores de convoluciéon su trabajo sobre
analisis funcional abstracto habia jugado un papel importante, en la nue-
va teoria desempenaba un lugar mucho mas destacado. Y la influencia era
reciproca. Por ejemplo, el concepto de limite inductivo de espacios de Fréchet
se originé en la teoria de distribuciones. Schwartz sabia muy bien que la con-
vergencia secuencial que habia definido en D no podia obtenerse a partir de
una topologia de Fréchet en el espacio. Por tanto, él traté de definir sélo un
sistema adecuado de conjuntos acotados (bornologia) que le permitieran, por
dualidad, definir una topologia en D’, el espacio de distribuciones. Cuando
Dieudonné conocié la descripcién de D, la relaciond con la teoria abstracta de
limites inductivos de espacios topoldgicos. En 1949 aparecié un trabajo con-
junto de Dieudonné y Schwartz, La dualité dans les espaces (F) et (LF) en el
que iniciaba la teoria de limites inductivos de espacios localmente convexos,
probando en un marco abstracto los principales teoremas que Schwartz habia
demostrado en D y D'.

Gracias a su trabajo previo en andlisis funcional, Schwartz desarrollé su
teoria tan rapidamente que pudo dar un curso sobre ella en el invierno 1945-46,
en el Collége de France de Paris.

Aparte de sus conocimientos sobre soluciones generalizadas de ecuaciones
diferenciales (origen de su interés en el tema), Schwartz no tenia informacion,
en 1944, de la mayor parte de los resultados que hemos citado anteriormente,
como precedentes de las distribuciones: el calculo de Heaviside, las funciones
singulares de la mecénica cudntica, los trabajos de Bochner y Carleman sobre
generalizaciones de la transformada de Fourier, etc. Tampoco sabia nada de
un importante trabajo, aparecido en 1936, de S. Sobolev, que tenia muchos
puntos de contacto con su teoria. En efecto, en ese trabajo, titulado Methode
nouvelle d résoudre le probléme de Cauchy pour les equations linéaires hyper-
boliques normales, Sobolev aborda el problema de Cauchy para una E.D. en
derivadas parciales de orden 2, hiperbdlica. Para su solucién, introduce el es-
pacio de las funciones de clase s (suficientemente grande) de soporte compacto
en R™ y el espacio fundamental de funcionales, Z, como los funcionales linea-
les secuencialmente continuos, en el mismo sentido que Schwartz (es decir, jlas
distribuciones de Schwartz para s = oo!). Identifica las funciones localmente
integrables con funcionales, define el operador de derivacién de la forma usual,
etc., lo que le permite extender el operador diferencial a Z, y tratar de resol-
ver el problema de Cauchy en este espacio. En lugar de eso, Sobolev introdujo
ciertos espacios intermedios de funciones, lo que le permitié obtener condicio-
nes para que existieran soluciones clésicas del problema tratado. Sobolev no
continud el estudio de los espacios funcionales. En sus trabajos posteriores se
mantuvo siempre dentro de los conceptos tradicionales de funcién, aunque si
us6 sistematicamente la nocién de diferenciacién generalizada (de funciones),
lo que le llevé a introducir los espacios funcionales que hoy conocemos por su
nombre:

WP ={feLP:D*f e LP para |a| < m},

donde la derivada D®f ha de entenderse en el sentido de las distribuciones.
En 1938 anunci6 sus famosos teoremas de inmersién que fueron (y son) am-
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pliamente utilizados. En resumen, la diferenciacién generalizada de Sobolev
influy6 de forma importante en la utilizaciéon de los espacios de Sobolev en la
teorfa de E.D., pero los funcionales de Sobolev (las distribuciones) no volvieron
a ser utilizados hasta su redescubrimiento por Schwartz.

Asi pues Sobolev, como Schwartz, queria generalizar en concepto de fun-
cién y algunas operaciones cldsicas y construir un conjunto méas amplio donde
cierto problema pudiera resolverse mas facilmente. Los métodos inicialmente
usados por Sobolev y Schwartz son andlogos: funcionales (sobre los mismos es-
pacios) y transposicién. Desde este punto de vista, puede decirse que Sobolev
invento las distribuciones. Sin embargo, Sobolev creé estos objetos como herra-
mienta para resolver un problema concreto, y no volvié a ocuparse de ellos en
general. Por contra, Schwartz desarrollé una teoria completa, versatil y muy
potente, aplicable y aplicada por él mismo a la solucién de muchos problemas
diferentes. Ademas, introdujo una serie de nociones que ni se esbozan en el tra-
bajo de Sobolev: las distribuciones temperadas, el soporte de una distribucion,
las trasformaciones de Fourier y Laplace de distribuciones, la interpretacién de
la § y las funciones singulares de los fisicos como distribuciones, asi como las
partes finitas de Hadamard, los productos tensoriales y la convolucién, etc. Asi
que podemos decir que, si bien Sobolev inventé las distribuciones, Schwartz
cred la Teoria de distribuciones como cuerpo de doctrina.

Schwartz escribi6é cuatro articulos sobre la teoria de distribuciones antes
de la publicacién de su monografia Théorie des Distributions, aparecida en
dos volimenes en 1950/51, y que pronto se convirtié en la referencia standard
sobre el tema. La reedicion de 1966 contenia dos nuevos capitulos, uno sobre
la Transformacién de Laplace y otro sobre las Corrientes.

La obra matematica de Laurent Schwartz

Como hemos dicho ya, la obra matematica de Schwartz abarca muchos més
aspectos que la Teoria de Distribuciones. Y nada mejor que tener al propio
Schwartz como guia para conocer su obra, quien, en [9], divide su labor de
investigacién en cinco grandes apartados:

e [. Polinomios, sumas de exponenciales, funciones semi-periodicas, andlisis
y sintests armonica.

Aqui incluye Schwartz su Tesis y algunos de sus primeros trabajos. En
todos ellos se estudian problemas de aproximacién en espacio funcionales. Asi,
en su Tesis Schwartz aborda el problema siguiente. Un famoso teorema de Ch.
H. Miintz generaliza el teorema de Weierstrass probando que toda funcién real
continua en [0, 1] se puede aproximar uniformemente por combinaciones linea-
les finitas de los monomios {t* : \g =0 < A\; < Ag---}siysdlosi Y o0 1/,
diverge. La pregunta a la que responde Schwartz en su Tesis es ;qué funcio-
nes se pueden aprozimar por los polinomios precedentes si la serie y - | 1/,
converge?. El Teorema de Hahn-Banach y sus consecuencias jugaron un papel
importante en la solucién.
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El resto de los trabajos de este apartado trata problemas similares: carac-
terizar cuando un cierto subespacio de un espacio funcional contiene algunos
elementos distinguidos y, en el caso de la sintesis armdnica, probar que el sub-
espacio vectorial cerrado generado por los elementos distinguidos coincide con
el espacio de partida. Particularmente interesante, por los trabajos posteriores
que originé, fue el problema de la sintesis arménica en el espacio S’ de las
distribuciones temperadas que, via la transformacion de Fourier, se traslada a
interesantes problemas de anillos de funciones diferenciables. Esto llevé a Sch-
wartz a ponerse en contacto con H. Whitney (la primera vez, aprovechando un
Congreso en Nancy en junio de 1947), con un intercambio cientifico fructifero
para ambos. En relaciéon con estos temas, hay que destacar los trabajos de
B. Malgrange y J. C. Tougeron, recogidos algunos de ellos en las conocidas
monografias Ideals of differentiable functions (B. Malgrange, Tata Institute,
Oxford University Press, 1967) y Les Idéaux de fonctions différentiables (J. C.
Tougeron, Springer, 1972).

e II. La Teoria de Distribuciones.

Es probablemente la obra mas emblematica de Schwartz. A ella hemos
hemos dedicado toda la Seccién anterior.

e III. Andlisis funcional, distribuciones vectoriales y teorema de los ni-
cleos.

Ya hemos comentado la importancia que tuvo para la creacion de la
teoria de distribuciones los conocimientos de Schwartz de Anadlisis Funcional.
Pero los instrumentos necesarios para desarrollar la teoria, eran insuficientes.
Y Schwartz contribuyé no poco a su creacién. Ya hemos comentado el famoso
trabajo con J. Dieudonné de 1949, en el que estableci6 la teoria de limites
inductivos de espacios de Fréchet, esencial para el conocimiento del espacio
D y su dual. La aparicién de este trabajo estimuld el desarrollo de la teoria
de espacios localmente convexos (e.l.c.). Probablemente se debe a Schwartz
y Dieudonné la idea de clasificar los e.l.c. segin su comportamiento frente a
algunos teoremas cldsicos o propiedades importantes de los espacios normados.
Asi, los e.l.c. para los que se cumple el teorema de Banach-Steinhaus, se llaman
tonelados; los e.l.c. tales que toda aplicaciones lineal acotada sobre ellos, es
continua, se llaman bornoldgicos; aquellos en los que se cumple cierta version
del Teorema de la Aplicacién abierta, se llaman espacios de Ptdk, etc. Lo cierto
es que esta clasificacién apareci6 en el Livre 5 de los Eléments de M. athématique
de Bourbaki, titulado FEspacios Vectoriales Topoldgicos, una de las primeras
monografias sobre el tema y de gran influencia posterior.

También se debe a Schwartz una extensién a los espacios de Fréchet de la
teoria clasica de Riesz sobre perturbaciones compactas de la identidad en es-
pacios de Banach, asi como un teorema de la grafica boreliana, que extiende el
clésico teorema de la gréafica cerrada, demostrado por Banach para F-espacios,
pero que no era aplicable a los espacios de distribuciones. Este resultado fue
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extendido posteriormente por De Wilde, quien introdujo los espacios que lle-
van su nombre, como el marco mas adecuado para desarrollar un teorema del
tipo “grafica cerrada’maés general.

Finalmente, queremos citar en este apartado uno de los grandes éxitos de
la teoria de distribuciones: el descubrimiento en 1950 por Schwartz del teo-
rema de los nicleos. Desde los trabajos de Hilbert y Riesz, se sabia que los
operadores en un espacio funcional dado (por ejemplo, Ls), definidos por una
“nicleo funcional” K (z,y), es decir, de la forma T (f)(z) = [ K(z,y)f(y) dy,
tenian propiedades especialmente agradables, pero que, desafortunadamente,
estos operadores no agotaban todos los posibles (de hecho, la identidad en
Lo no puede expresarse asi; esta es una de las dificultades que aparecieron al
tratar de formalizar la mecanica cuantica. Dirac intentd justificar que los o0b-
servables venian siempre dados por operadores de este tipo, admitiendo, eso si,
funciones singulares como nucleos). Sin embargo, fue Schwartz quien consiguié
demostrar que practicamente todos los operadores que aparecen en Analisis,
se pueden representar por una “ntcleo distribucional”. Concretamente, si U, V'
son abiertos en sendos espacios euclideos, D(U) el espacio de funciones de clase
infinito, con soporte compacto contenido en U, D'(V) el espacio de las distribu-
ciones (es decir, el dual de D(V')) sobre V, cualquier operador lineal continuo
T :DWU) — D'(V) tiene asociado un “nucleo distribucional”’ K € D'(U x V)
de modo que para todo par de funciones u € D(U),v € D(V), se tiene
(T'(u),v) = (K,u ® v) o, en forma simbdlica,

T(u) = /K(z,y)u(m) dz.

Si ahora F es un espacio de funciones sobre U y F' otro sobre V', usualmente
se tiene la relaciéon D(U) «— E — D'(U), y D(V) — F — D'(V), con lo que
cualquier operador lineal continuo S : E — F' da lugar, por composicién, a un
T :DU)— D'(V), y, por tanto, viene definido por un nicleo distribucional.

En su Tesis, A. Grothendieck (a quien ya hemos citado), otro de los gran-
des responsables del tremendo desarrollo de la teoria de e.l.c. en la década
de 1950-1960, abordé el problema de descubrir la razén de por qué se veri-
ficaba el teorema de los nucleos en el espacio D y no, por ejemplo, en Lo.
El resultado fue una monografia, Produits tensorielles topologiques et espaces
nucléaires, publicada en las Memorias de la American Mathematical Society
en 1953. Esta obra, de dificil lectura, contiene una tremenda cantidad de ideas
seminales, que motivaron muchos de los desarrollos posteriores de la teoria de
e.l.c. y de los espacios de Banach. En ella se aisla la clase de e.l.c. para los que
el teorema de los nucleos se cumple: los espacios nucleares. La mayor parte
de los espacios de funciones que aparecen en la teoria de distribuciones, son
nucleares. Sin embargo, jlos Unicos espacios normados nucleares, son los de
dimensién finita! Los espacios nucleares también mostraron su importancia en
la teoria de probabilidades y en la teoria de la medida.

La impronta de Grothendieck se dejo notar durante mucho tiempo, y no
s6lo en Analisis Funcional (recordemos sus trabajos fundamentales sobre Geo-
metria Algebraica, etc.) Sus ideas y métodos de trabajo abrieron nuevas pers-
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pectivas y lineas de investigacion que sigue ocupando a los especialistas. Pero
su enumeracion resultaria demasiado técnica y prolija y, en todo caso, remiti-
mos al lector interesado a [1].

o IV. Fisica Teorica.

Era inevitable que Schwartz estudiara algunas aplicaciones de la teoria
de distribuciones a la Fisica. Sus contribuciones més importantes en esta di-
reccién estan recogidas en la monografia Application of distributions to the
theory of elementary particles in Quantum mechanics (Gordon and Breach,
New York, 1968), traducido posteriormente al francés.

o V. Teoria de la integracion, probabilidades, probabilidades cilindricas y
aplicaciones radonificantes.

Schwartz siempre ha manifestado su reconocimiento y admiracién ha-
cia su suegro, el gran probabilista Paul Levy, y la influencia que ejercié sobre
él. Por ello, la teoria de la medida e integracion es un tema recurrente en su
actividad investigadora. De hecho, a partir de 1964, estos temas son los que
acapararon su atencién de forma prioritaria. Y también en ellos Schwartz ha
dejado su impronta. Su obra Radon Measures on arbitrary topological spaces
and Cylindrical measures, publicada por el Tata Institute of Fundamental Re-
search de Bombay y Oxford University Press en 1973, establece un puente
entre la teoria de la medida conjuntista, como funcién de conjunto numera-
blemente aditiva sobre una sigma algebra, y la teoria de medidas de Radon de
Bourbaki (heredera de los trabajos previos de H. Cartan y A. Weil), definidas
como formas lineales no negativas sobre el espacio IC(X) de las funciones con-
tinuas con soporte compacto sobre el espacio topoldgico localmente compacto
X. Ademads, esta nueva teoria de medidas de Radon en espacios arbitrarios,
permite desarrollar una teoria consistente de probabilidades cilindricas en es-
pacios localmente convexos. Estos objetos surgen al tratar de construir fun-
ciones de conjunto en el espacio E “pegando” probabilidades definidas sobre
espacios de dimensién finita (por ejemplo, a partir de medidas gausianas n-
dimensionales, obtener una cierta “medida”’en el espacio total). En general, se
obtiene una funcién de conjunto sobre un dlgebra de subconjuntos de FE, los
conjuntos cilindricos, que no puede extenderse a una medida numerablemente
aditiva. Introducidas por I. Segal, L. Gross y la escuela soviética de probabili-
dades (J. V. Prohorov, V.V. Sazonov, R. A. Minlos, etc.), a ellos se deben los
primeros resultados detacables. La teoria de Schwartz proporciona un marco
general que incluye la mayoria de los resultados clésicos, clarificando el papel
de los distintos tipos de operadores que aparecian en los mismos (nucleares,
de Hilbert-Schmidt, etc.) y desarrollando una teoria completamente nueva: la
de los operadores radonificantes. Esencialmente, un operador 1" de un espacio
de Banach E en otro F' es radonificante (de un cierto orden p) si trasforma
probabilidades cilindricas sobre E (de tipo p) en medidas de Radon sobre F
(de orden p). Estos operadores generalizan los operadores p-sumantes (y, como
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demostro el propios Schwartz, coinciden en el caso 1 < p < oo, aunque el re-
sultado no es trivial.) La teoria tiene estrechas relaciones con la geometria de
Espacios de Banach, como se pone de manifiesto en la memoria Geometry and
Probability in Banach spaces, aparecida en 1981 como volumen No. 852 de la
coleccion Lecture Notes in Mathematic, que recoge una serie de Conferencias
dictadas por Schwartz en Berkely en 1978.

El interés cientifico de Schwartz en sus ultimos anos se fue decantan-
do més y mas hacia las probabilidades. Obtuvo importantes resultados sobre
desintegracién de medidas, con aplicaciones a la teoria de martingalas y su-
permartingalas (con valores escalares o medidas), a los procesos de Markov,
etc. También estudié las semi-martingalas con valores en una variedad diferen-
cial o una variedad analitica, y sus aplicaciones a las ecuaciones diferenciales
estocasticas.

Conclusion

Yo soy un matemdtico; las matemdticas han llenado mi vida... Asi co-
mienza Schwartz su autobiografia y, probablemente, ésta haya sido la carac-
teristica esencial de su vida. En otro lugar, dice: ...siempre he querido cambiar
el mundo. He consagrado una gran parte de mi vida a la politica, adoptando la
“carrera”de intelectual comprometido. Pero las matemdticas han sequido sien-
do primordiales... Muchas veces he hecho politica por sentido del deber, pero la
politica no me interesa: mis tres pasiones son la investigacion, la ensefianza y
la entomologia.

Como escribe Luis M. Sdenz ([11]), ...la vida de Laurent Schwartz causa
envidia -por ser una vida plena- y asombro, ya que no podemos dejar de pre-
guntarnos jes posible que una persona pueda hacer tantas cosas y hacerlas tan
bien?. A lo largo de esta breve resena, esperamos haber despertado en el lector
esta sensacion. Creemos que Laurent Schwartz ha sido un gran hombre, en to-
dos los sentidos del término. Su personalidad y su compromiso ético han hecho
de €l un referente de intelectual comprometido con su tiempo. Con su muerte
no sélo desaparece un excelente matematico, sino un magnifico ejemplar de
ser humano.

Bibliografia

[1] ALonso, L., JEREMIAS, A.;: La obra de Alexander Grothendieck, La Gaceta de la
R.S.M.E., Vol. 4, N. 3 (2001), 623-638.

[2] BOHR, H.,: Address of Professor Harald Bohr, Proceedings of the Internationa Congress
of Mathematicians, 1950. Cambridge, Massachusets, U.S.A., Vol. I, 127-134. American
Mathematical Society, 1952.

[3] BOMBAL, F.;: Los origenes de la Teoria de Distribuciones, Seminario de Historia de la
Matematica, I. Universidad Complutense, Madrid, 1991.

[4] CHANDRASEKHARAN, K.,: The Autobiography of Laurent Schwartz, Notices of the
American Mathematical Society, Vol. 45, N. 9 (1998), 1141-1147.



LA GACETA 23

[5] HERNANDEZ, J.,; Matemdtico, entomdlogo, persona decente. Laurent Schwartz, un ma-
thématicien auzx prises avec le siécle, La Gaceta de la R.S.M.E., Vol. 2, N. 2 (1999),
319-326.

[6] LUTZEN, J.,. The Prehistory of the Theory of Distributions, Springer-Verlag, 1982.

[7] MONASTYRSKY, M.: Modern Mathematics in the light of the Fields Medals, A. K.
Peters, Ltd. Wellesley, Mass., 1996.

[8] SCHWARTZ, L.,: Théorie des Distributions, Tercera Edicién, Hermann, Paris, 1966.

[9] SCHWARTZ, L.,: Notice sur les travauz scientifiques de Laurent Schwartz, Mathematical
Analysis and Applications, Part A, 1-25. Col. Advances in Mathematics, Supplemen-
tary Studies. Ed. by L. Nachbin. Academic Press, 1981.

[10] SCHWARTZ, L.,: Un Mathématicien auz prises avec le siécle, Ed. Odile Jacob, 1997

[11] SAENZ, L. M.;; Memorias de Laurent Schwartz (Pasion por saber, pasion por vivir),
Iniciativa Socialista, 46, Junio 1997.

Fernando Bombal

Departamento de Analisis Matematico
Universidad Complutense, 28040 Madrid.
e-mail: bombal@mat.ucm.es




