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1.- Introduccién

Pocos conceptos han inquietado y fascinado tanto a los
pensadores de todas las épocas como el del infinito. Jorge
Luis Borges (1899-1986), uno de los escritores que mas y
mejor han tratado el tema desde el punto de vista literario,
en su obra Avatares de la tortuga [Bg, p. 254], escribe:

Hay un concepto que es el corruptor y el desatinador de
los otros. No hablo del Mal, cuyo limitado imperio es la
ética; hablo del Infinito.

La sensacion de pequefiez y apabullamiento que provo-
ca la idea de infinito en relacion con nuestras experiencias personales lo expresa muy
claramente Pascal cuando dice:

Cuando considero la limitada extensién de mi
vida comparada con la eternidad [...] o la pe-
quefia parte de espacio que puedo tocar o ver,
sumergido en la inmensidad infinita de espacios
que no conozco [...] siento miedo y asombro al
verme aqui en lugar de alli, ahora en vez de en-
tonces.([Pa], P.427).

Los griegos parece que fueron los primeros, co-
mo en tantas ocasiones, en abordar rigurosamente el
problema del infinito y, como veremos, los resultados no fueron muy satisfactorios que
digamos. La palabra que utilizaron para designar los distintos aspectos del infinito fue
angpov (apeiron), formada por el prefijo negativo a y la raiz mewpo (limite), que lite-
ralmente significa ilimitado, pero también indefinido, totalmente desordenado, infini-
tamente complejo, etc. En palabras de Aristételes (384-322 a. d. C.), “... ser infinito es
una privacion, no una perfeccion...” (Fisica, 111.7.208a)

Lo cierto es que hay muchos aspectos de la realidad que parecen apuntar hacia la
existencia real de infinitos: por ejemplo, el tiempo parece prolongarse hacia atras y ade-
lante indefinidamente; la percepcion del espacio que nos rodea parece indicarnos que



éste es ilimitado; cualquier intervalo, espacial o temporal, parece poder dividirse indefi-
nidamente. ..

Aristdteles se percatd de estos hechos y, como es imposible negar la existencia de
procesos que parecen no tener fin, utiliz6 su sempiterno sentido comdn para separar el
concepto de infinito en dos: Y asi introdujo la nocién de infinito potencial, para desig-
nar magnitudes o procesos que se pueden prolongar tanto como se desee, en oposicion
al infinito actual o real

“No es posible que el infinito exista como un ser en acto 0 como una sustancia y

un principio. El infinito existe [s6lo] potencialmente, bien por adicion o por di-

vision” [Fisica I11]

Es decir, Aristoteles acepta que existen magnitudes que pueden dividirse indefini-
damente (como el tiempo o el espacio), 0 pueden aumentar también indefinidamente,
(como los numeros naturales), pero rechaza la existencia de conjuntos infinitos como
un todo. Ni siquiera en Matematicas acepta la existencia del infinito actual, “porque los
matematicos no hacen uso de él. Sélo postulan, por ejemplo, de una linea finita que se
pueda prolongar tanto como se desee ” [Fisica, 111, 207b]. Y es que Aristoteles era ple-
namente consciente de los problemas y paradojas a que puede dar lugar la considera-
cion de infinitos de acto. Aunque volveremos de nuevo sobre este tema, bueno sera ex-
hibir alguna de las curiosas propiedades de los conjuntos infinitos de acto:

La siguiente historia se refiere a un angel que debe desplazarse a una ciudad celes-
tial diferente del lugar donde usualmente reside para cumplir una mision que le ha en-
comendado el Arcangel jefe de su legidn celestial. El angel se dirige al Hotel de la ciu-
dad celestial (que tiene el curioso nombre de Hotel de Hilbert) y que, como es frecuente
en los hoteles del Cielo, tiene la excelente cualidad de contar con infinitas habitaciones.
Pero debe ser temporada alta en la ciudad, porque cuando llega el angel resulta que to-
das las habitaciones estdn ocupadas. Sin embargo, el director recurre a un pequefo tru-
co: traslada al ocupante de la habitacién nimero 1 a la dos; después, pasa al ocupante de
la 2 ala 3,y asi sucesivamente. Cuando termina, queda disponible la habitacion nimero
1 para el angel y el director no ha echado a ninguno de sus huéspedes. Simplemente, el
que ocupaba la habitacién nimero n esta ahora en la n+1.

Al dia siguiente, el angel recibe un mensaje de su Arcangel jefe que le encarga de
encontrar alojamiento para toda la legion (que consta de infinitos angeles). Se dirige de
nuevo al director del hotel en busca de ayuda, y éste le dice que no se preocupe. Y pro-
cede a instalar al primitivo ocupante de la habitacion numero 1 en la 2; Después al de la
habitacion 2 lo pasa a la 4 y, en general, al que ocupaba la habitacién nimero n lo pasa
a la habitacién 2n. Como resultado, al final del proceso jtodas las habitaciones impares
estan libres! Y asi puede encontrar acomodo para los infinitos angeles de la legion. Con
un truco algo mas complicado, el director podria dar alojamiento incluso a infinitas le-
giones sin echar a ningun huesped.

Esta anécdota, con distintas variaciones, se suele atribuir al eminente matematico D.
Hilbert (1862-1943), del que volveremos a hablar mas adelante, y muestra claramente
la naturaleza paraddjica de los conjuntos infinitos de acto (como el Hotel de Hilbert de
la ciudad celestial) cuya existencia, como vemos por buenas razones, rechazaba Aristo-
teles.



2.- El infinito fisico,
2.1 Infinitos temporales y espaciales.

Como hemos dicho, nuestra percepcion inmediata nos presenta el tiempo y el espa-
cio en muchos aspectos como infinitos.

Aristoteles, por ejemplo, afirmaba que el mundo habia existido siempre, en aparente
contradiccion con su rechazo a la existencia de infinitos actuales. La razon es que Aris-
toteles sostenia la teoria, muy extendida en la antigiedad, de los ciclos cosmicos o
tiempo circular: Al cabo de un gran nimero de afios (el Gran Afio cosmico), el Sol, la
Luna y los cinco planetas conocidos recobrarian una cierta posicion original, y a partir
de entonces volverian a repetirse los mismos acontecimientos: habria otra guerra de
Troya, otra Alejandria e incluso otro Platdn. Por tanto, no habria una infinidad de acon-
tecimientos ya que en cada recorrido del ciclo completo o gran afio, volverian a repetir-
se los mismos. De hecho, ni siquiera hace falta hablar de una infinidad de ciclos: el
mismo ciclo puede repetirse una y otra vez.

La teoria del los ciclos cdsmicos reaparece con frecuencia a lo largo de la historia:
En la mitologia hindl, en mundo es periédicamente destruido y creado a lo largo de ci-
clos cdsmicos muy largos; los antiguos chinos habian calculado un ciclo cdsmico de
23.639 afos, producido por interaccién de los principios de ying y el yang. La misma
idea, aunque con ciclos mas cortos, reaparece entre los mayas y los aztecas, etc.

La aceptacion por parte de la Iglesia Catdlica de que el Universo fue creado por la
divinidad en un momento dado, implica el abandono de la teoria del tiempo circular y
la introduccion de un tiempo lineal. Al fin y al cabo, la doctrina cristiana se centra en la
muerte y resurreccion de Jesus, y este debe ser un hecho absolutamente singular, ya que
si se repitiese una y otra vez en sucesivos ciclos cdsmicos, desapareceria en significado
mismo de la Redencién?.

Pero si hubo una Creacién en un momento especifico del tiempo, ¢qué habia antes?,
¢qué hacia Dios antes de crear el Cielo y la Tierra? Se dice que San Agustin (354-430)
dio la siguiente respuesta: “Preparar el Infierno para quienes hacen semejantes pregun-
tas”. Pero, realmente, la solucion dada por San Agustin al problema fue, como era de
esperar de un hombre excepcional, tremendamente original: antes de la Creacion, sim-
plemente el tiempo no existia. El tiempo y el Cosmos aparecieron conjuntamente. La
eternidad de Dios no es un tipo de tiempo; al contrario, Dios subsiste eternamente fuera
del tiempo. Hay que hacer notar la semejanza de este argumento con las teorias cosmo-
I6gicas recientes del Big Bang, confirmadas tedricamente por el teorema de Hawking-
Penrose de 1970 sobre la existencia de una singularidad al comienzo del Universo.

Las profecias sobre el fin de los dias sefialan que el tiempo en la teologia cristiana
resulta ser finito. Por el contrario, se introduce un infinito actual claro: Dios o el Abso-
luto.

En cuanto al espacio, los astronomos griegos (y Aristoteles con ellos) sostenian que
el Universo estaba formado por una serie de esferas en movimiento, con centro en la

1 En esta Seccion se incluye alguno de los contenidos de la seccién 3.1 de [Bo].

2 San Agustin sefialé que “Cristo murié una vez por nuestros pecados; y, alzandose entre los muertos, no
murié mas.” Por otro lado, la repeticién incesante de los mismos acontecimientos apoyaria la pretension
de los astrologos de poder predecir el futuro mediante el estudio de la posicion de los astros en el firma-
mento, lo que también le parecia impio a San Agustin. La idea del tiempo ciclico fue sistematicamente
combatida por la Iglesia y asi, por ejemplo, cuando en 1277 el obispo de Paris Etienne Tempier recopild
219 creencias heréticas; la teoria del tiempo ciclico ocupaba el nimero 6 de la lista.



Tierra, que contenian los distintos objetos que se observaban en el Cielo: la Luna, el
Sol, los cinco Planetas y las Estrellas Fijas. Por tanto, nuestro universo es acotado y fi-
nito. Respecto a la pregunta obvia de qué hay mas alla de la Ultima esfera, Aristoteles
mantiene que “lo que estd limitado, no lo estd en referencia a algo que lo rodee” (Fisi-
ca, 111.8.208a).

El primer argumento clasico contra la finitud del espacio aparece explicitamente en
De Rerum Natura, del poeta Lucrecio (94-50 a. de C.), y es el siguiente: si el espacio
fuera limitado, supongamos que alguien llega hasta el mismo borde y lanza un dardo;
entonces, o bien el dardo atraviesa el borde (en cuyo caso no es realmente el borde del
espacio) o0 se para, en cuyo caso se trata efectivamente de una frontera y hay algo mas
all4 del borde®. Este argumento es similar al atribuido al pitagérico Arquitas de Taren-
to (430-360 a. de C.) para probar que el Cosmos visible (limitado) existia en un vacio
infinito: si alguien se encuentra al borde del universo y extiende un brazo hacia el exte-
rior, lo tendera al vacio; si ahora se coloca un poco mas afuera y lo vuelve a tender, y
repite el proceso indefinidamente, resultard que el exterior del universo seria infinito
(incidentalmente, para Aristoteles este argumento solo probaria que caso de existir el
vacio seria potencialmente infinito). La idea de un vacio infinito fue también mantenida
por algunos tedlogos medievales, que sostenian que Dios debia disponer de un espacio
infinito en donde estar omnipresente.

Durante la Edad Media, el modelo cosmoldgico griego (esencialmente formalizado
por Ptolomeo) fue asumido sin discusion, salvo ligeras modificaciones para adaptarlo a
las nuevas observaciones realizadas. La revolucién astrondémica llevada a cabo por N.
Copérnico y J. Kepler* en los siglos XV1 'y XVII, acab6 con este modelo y plante6 de
nuevo la posibilidad de un espacio infinito. Tras el precedente de Lucrecio, un inglés,
Thomas Digges, publicé en 1576 una obra de divulgacion sobre la teoria de Copérnico
y describié un Universo donde las estrellas eran otros soles, esparcidos por un espacio
infinito. Giordano Bruno (1548-1600) defendié apasionadamente la idea de un Univer-
so infinito, tanto en el espacio como en el tiempo; en él existirian infinitos mundos, mu-
chos de ellos habitados por otros seres humanos (Del infinito Universo y Mundos,
1584). Sus teorias planteaban tremendos problemas teoldgicos y contradicciones con
muchas afirmaciones contenidas en la Biblia: la Creacién habia tenido lugar en un mo-
mento determinado del tiempo y el mundo no habia existido eternamente, como afirma-
ba Bruno. S6lo hubo una Caida y una Redencion. ;Como podian participar de estos he-
chos los habitantes de los otros mundos? ¢Habia sido Cristo crucificado en todos los
mundos, o existian seres humanos sin pecado original? En 1591, Bruno fue detenido por
la Inquisicidn y, tras nueve afios de interrogatorios y torturas, fue quemado en la Plaza
romana de Campo di Fiori en 1600.

SEl punto débil de la teoria de Aristételes es que si el Cosmos es una esfera finita, tiene un borde, y
el argumento de Lucrecio se puede aplicar. Ahora sabemos que se pueden concebir modelos cosmoldgi-
cos finitos y sin borde, como puede ser la superficie de una hiperesfera, lo que haria més defendible la
idea de Aristételes.

* Kepler no solamente formulé las famosas 3 leyes del movimiento planetario (las dos primeras se inclu-
yen en Nova Astronomia, en 1609, y la tercera en Harmonices Mundi en 1619). También escribi6 un tex-
to sobre el calculo del volumen de las barricas de vino (y de paso el de cerca de 90 sélidos de revolucion),
innumerables hordscopos y hasta una novela de ciencia ficcion: Somnium (publicada en 1634), en la que
describe un viaje a la Luna, que resulta estar habitada. La cara orientada siempre hacia la tierra (Subvol-
va) esta ocupada por un pueblo mas o menos civilizado, mientras que el hemisferio opuesto (Privolva)
sustenta una civilizacion ndmada.



La rapida difusion y amplia popularidad de las teorias de Copérnico y Kepler, a pe-
sar de la oposicion de la Iglesia, se debid en gran parte al trabajo del iniciador de la Re-
volucion Cientifica que iba a cambiar sustancialmente las ideas sobre la Naturaleza y el
Universo: Galileo Galilei (1564-1642). Su descubrimiento del telescopio en 1609 y sus
observaciones Yy teorias sobre la Naturaleza se difundieron rdpidamente por toda Euro-
pa. A ello contribuyeron sin duda sus libros, dirigidos a un pablico muy amplio y que
tuvieron un enorme éxito. Por ejemplo, su famoso Dialogo sobre los dos maximos Sis-
tema del Mundo (se refiere al Ptolomeico y al Copernicano), publicado en 1632, estaba
escrito en italiano, en lugar de latin, que era la lengua cientifica por excelencia.

Si bien no contiene pruebas concluyentes del sistema copernicano (y alguna de las
teorias que propugna son completamente erréneas, como el capitulo dedicado a las ma-
reas), El Dialogo contribuy6 decisivamente a demoler la cosmologia aristotélica y sefia-
16 las pautas a seguir por la nueva Revolucion Cientifica en ciernes.

El éxito de El Dialogo fue inmenso en toda Europa... y atrajo la atencion de la In-
quisicién, que prohibid su venta y llamé a juicio a Galileo. En junio de 1633, reafir-
mando el dictamen de la Inquisicién de 1616 sobre la teoria copernicana, un tribunal de
7 cardenales declaré absurda, falsa en Filosofia y herética la afirmacion de que el Sol
ocupa el centro del Universo y que la Tierra no esta inmovil en el centro del mundo. y
obligd a Galileo, a rectractarse de sus creencias. Tras la abjuracion, fue condenado a una
especie de arresto domiciliario de por vida, muriendo en su hogar, cerca de Florencia,
en 1642. A pesar de su reclusion y amargura, siguio trabajando incansablemente, y en
1638 aparecio su Discorsi e dimostrazioni matematiche in torno a due nove scienze at-
tenanti alla mecanica i movimenty locali, en el que hace un estudio sistematico y revo-
lucionario sobre el movimiento de los proyectiles, formula la ley de composicion de
movimientos, la del movimiento uniformemente acelerado y aborda el estudio del pén-
dulo.

La comprobacion por parte de los astrbnomos de que al aumentar la potencia de sus
telescopios se descubrian mas y mas estrellas, cada vez mas lejanas, hizo que fuera
arraigando con fuerza la idea de un Universo infinito. EI mismo Galileo se inclinaba por
esta opcion, aunque nunca dio por zanjada la cuestion. La causa de estas dudas, que
contrastan con la facilidad con la que muchos de sus contemporaneos aceptaron la idea
de un Universo infinito, probablemente se debe a las propiedades paraddjicas que él
mismo habia descubierto del infinito matematico (véase la Seccidn siguiente.)

Pragmatico como era, en una carta que escribi6é en 1649 a Fortunio Liceti, un Profe-
sor de la Universidad de Padua, manifesté que no podia concebir un universo finito y
limitado ni un universo infinito e ilimitado®. EIl hecho de que lo infinito no pudiera ser
comprendido por el intelecto finito del hombre, le inducia a inclinarse por la segunda
posibilidad: jera mejor sentirse desconcertado ante lo incomprensible que verse incapaz
de comprender lo finito!

El hombre encargado de desarrollar el programa de Galileo, Isaac Newton (1642-
1727), creia, como G. Bruno, que el espacio era infinito y estaba ocupado por un Dios
omnipresente. Su primer argumento en apoyo de esta idea se encuentra en una carta es-
crita al clérigo Richard Bentley en 1692: Si el universo fuera finito —dice Newton- la
gravedad determinaria que toda la materia se concentrara finalmente en un punto. Por el

5 Maés de un siglo después, el filosofo I. Kant (1724-1804) presenté una serie de argumentos contra la
existencia tanto de una espacio o tiempo finitos como la de un espacio o tiempo infinitos, a fin de susten-
tar su teoria de que el tiempo y el espacio no son realidades objetivas, sino que son creaciones de la mente
humana.



contrario, en un universo infinito cualquier astro experimentaria fuerzas gravitatorias en
todas direcciones.

El argumento de Newton se basa en su concepcidn de un espacio infinito y estatico.
Hoy sabemos que esto no es asi. Ademas, el Universo visible tiene una estructura gra-
nulosa, no homogénea: las estrellas se distribuyen en galaxias, muy distantes unas de
otras. Los efectos gravitacionales del resto de las galaxias son despreciables frente a los
que originan las estrellas de la propia galaxia. Y sin embargo, las galaxias permanecen
estables a lo largo de muchos millones de afios, ya que su rotacion impide el colapso
que predecia Newton. Claro esta que Newton no sabia de la existencia de otras galaxias
distintas de nuestra propia Via Lactea, y las observaciones de los astronomos contempo-
rdneos suyos parecian mostrar que las estrellas se hallaban uniformemente distribuidas
en el espacio, lo que servia de apoyo a su argumento.

Aunque nadie habia encontrado un argumento concluyente que probara que el uni-
verso es infinito, la mayoria de los cientificos de la época se inclinaban por esta idea.
Sin embargo, el astronomo real Edmond Halley (1656-1742) (que, por cierto, habia
financiado la primera edicion de los Principia de Newton), creyd haber encontrado un
argumento en contra de la infinitud del Universo: Si lo fuera —argumentaba Halley-
contendria infinitas estrellas, y no habria lugar en el cielo al que uno pudiera dirigir la
mirada sin que la linea de visidn se encontrara con una estrella. Por tanto, jel cielo en la
noche deberia aparecer tan brillante como durante el dia! En la actualidad este argumen-
to se conoce como Paradoja de Olbers, por el astronomo aleman H. Olbers, que la re-
descubrié en 1826. ElI mismo Olbers crey6 haber encontrado una explicacion: la luz de
las estrellas lejanas podria ser absorbida por grandes masas de materia interestelar in-
termedias. Pero si esto sucediera, con el tiempo esta materia intermedia se calentaria,
hasta hacerse tan brillante como las mismas estrellas. Se puede argumentar que, incluso
en un universo infinito con infinitas estrellas, éstas podrian estar asimétricamente distri-
buidas y existir algunos sectores (infinitos) del cielo sin estrellas. Pero esta hipotesis pa-
rece poco natural (y contradice las observaciones astronémicas.) La hipotesis del Big
Bang, ampliamente aceptada en la actualidad, permite explicar facilmente la paradoja: si
se admite que el Universo tuvo su origen en una gran explosion, hace unos 15.000 mi-
llones de afios, aunque el espacio fuera infinito y con infinitas estrellas s6lo podriamos
percibir las que estuvieran situadas a menos de 15.000 millones de afios luz y, ademas,
la luz emitida por las mas lejanas habria sufrido un enorme desplazamiento hacia el rojo
(convirtiéndose de hecho en ondas de radio).

En el momento actual, atin no tenemos una respuesta definitiva a la pregunta de si el
espacio es finito o infinito. A lo largo del siglo XX han ido apareciendo importantes da-
tos empiricos que parecian inclinar la respuesta en una direccion, para después corregir-
la en sentido contrario. Si se acepta la Teoria de la Relatividad, la respuesta dependera
de la curvatura del espacio: si ésta es positiva, el Universo se cerrard sobre si mismo y
sera finito; si la curvatura es negativa o 0, el Universo sera infinito. Por otro lado, la
idea de un Universo en el que tiempo y espacio deben ser finitos y sin frontera es defen-
dida por muchos cosmélogos modernos, con S. Hawking a la cabeza (Cfr. [Ha; pag.
182 y sgs.])

2.2 Lo infinitamente pequefio.

En la Seccion anterior hemos analizado algunos aspectos de la realidad que pueden
interpretarse como infinitos. Nos preguntamos ahora por la existencia de lo infinitamen-

te pequefio en el mundo fisico. Es claro que el espacio matematico euclideo consta de
infinitos puntos matematicos. Pero cualquier fendmeno observado o percibido se ex-



tiende necesariamente a lo largo de una cierta region del espacio y/o el tiempo. Por lo
tanto, cuando nos preguntamos por la existencia de lo infinitamente pequefio en la natu-
raleza, realmente lo que queremos saber es si el espacio y el tiempo son infinitamente
divisibles.

Para Aristoteles la respuesta es afirmativa, y lo pone claramente de manifiesto con
su definicion de continuo: Lo que puede dividirse en partes que son infinitamente divi-
sibles (Fisica, VI. 232b). Notemos, sin embargo, que esto no contradice su rechazo de
magnitudes infinitas reales, ya que si bien un cuerpo material o un intervalo de tiempo
pueden dividirse indefinidamente, como nadie puede realizar esas infinitas divisiones,
no puede decirse que el conjunto de particulas del objeto o de instantes de tiempo sea
infinito realmente, sino sélo en sentido potencial®. Por el contrario, para Hilbert, “a di-
visibilidad infinita de un continuo es exclusivamente una operacion del pensamiento,
una idea que la observacién de la naturaleza y la experimentacion en la fisica y la qui-
mica refutan ” [Hi]

Como sabemos, la mayoria de las teorias sobre la naturaleza de la materia que se
han desarrollado a lo largo de la historia, se inclinan hacia la existencia de elementos o
particulas bésicas e indivisibles que compondrian, por agregacion, todo lo existente:
primero, los cuatro elementos clasicos de la Antigiiedad griega (Aire, Tierra, Fuego y
Agua), que al mezclarse en diversas proporciones, originarian todas las demas sustan-
cias. Después, los Alquimistas agregaron al sistema nuevas sustancias “elementales”,
como ciertas sales, esencias, etc. Los primeros quimicos encontraron una nueva unidad
fundamental de cada sustancia: la molécula. Posteriormente, se comprob6 que las molé-
culas podian a su vez descomponerse en unidades méas simples, llamadas atomos, de los
que se penso que existian menos de un centenar diferentes (cantidad que ha ido aumen-
tando paulatinamente).

Stone

Molecules

Atoms

Particles

Leptons and Quarks

Cuando se dispuso de energias mayores, se descubrié que el atomo no era una unidad
tan simple, sino que podia “romperse” en diversas particulas: electrones, protones, neu-
trones...A lo largo de los tltimos 50 afios, utilizando aceleradores cada vez mas energé-
ticos, se han ido encontrando mas y mas “particulas elementales” que, actualmente, pa-
recen estar todas ellas constituidas por distintas variedades de quarks (cuyo nimero va
creciendo con el uso de mayores energias...) Citando a S. Hawking, “Podriamos, en
verdad, esperar encontrar varios niveles de estructura mas basicos que los “quarks” y
electrones que ahora consideramos como particulas elementales.” ([Ha, pag. 215]). La
verdad es que el proceso parece repetir el viejo argumento de Aristoteles de la divisibi-
lidad infinita del espacio. Sin embargo, el mismo Hawking sefiala que

® Ya Anaxagoras (500-428 a.d.C.) habia escrito: “No existe lo mas pequefio entre lo pequefio ni lo mas
grande entre lo grande, sino siempre algo todavia mas pequefio y algo todavia méas grande ”.



“...la gravedad puede poner un limite a esta sucesion de “cajas dentro de
cajas”. Si hubiese una particula con una energia por encima de lo que se co-
noce como energia de Planck (10° GeV), su masa estaria tan concentrada
que se amputaria ella misma del resto del universo y formaria un pequefio
agujero negro.” [ibidem]

Otros cientificos prefieren interpretar la realidad como un continuo espacio tempo-
ral, en el que los distintos objetos que percibimos surgen como variaciones o perturba-
ciones en la geometria del mismo. En esta interpretacion, la pregunta seria si el continuo
espacio temporal tiene una estructura granular (lo que significaria la existencia de parti-
culas 0 “granos” indivisibles) 0 méas bien tiene una estructura continua, semejante a la
del espacio matematico.

En todo caso, en el momento actual, parece que no existe una respuesta definitiva a
la cuestion de si la materia es finita o infinitamente divisible. Y quiza,

“ las nociones de “espacio” y “tiempo” son abstracciones que pueden apli-
carse al nivel de nuestra experiencia sensible, pero que carecen de sentido més
alla de la trigésima cifra decimal’. ;Qué habria entonces alli? Nuestro viejo ami-
go el “apeiron” ([Ru, pag. 29]).

Salvo algunos pensadores medievales (entre ellos, San Isidoro de Sevilla) que
creian que el tiempo esta formado por instantes indivisibles, llegando a cuantificar que
una hora contenia exactamente 22.560 instantes (cfr. [B1, pag. 66]), no parece que haya
habido muchos defensores de la idea de un tiempo discreto. En este aspecto, la concep-
cion generalizada, pues, es la misma que la de Aristételes: EI tiempo es un continuo in-
finitamente divisible®.

3.- El infinito en las Matemaéticas.

El gran matematico aleméan David Hilbert (1862-1943), en su famoso ensayo
Sobre el Infinito (Uber das Endliche), publicado en la prestigiosa Revista Matema-
tische Annalen en 1926 y sobre el que mas tarde
volveremos, dice al comienzo del mismo:

“Como ningun otro problema, el del infinito ha
inquietado desde los tiempos mas remotos al ani-
mo de los hombres. Ninguna otra idea ha sido tan
estimulante y fructifera para el entendimienzo. ”

Por ello

“ ...la elucidacion definitiva de la naturaleza
del infinito es algo que va mucho mas alla del am-
bito de los intereses cientificos particulares, algo
que, en realidad, se ha convertido en una cuestion
de honor para el entendimienso humano.”

" La llamada longitud de Planck d = 10 cm.

® Diversos especialistas en mecénica cuéntica han propuesto teorias que implican un espacio y un tiempo
discretos, y por tanto con atomos espaciales y temporales. Por ejemplo, A. Mach en su texto Quantum
Mechanics of Particles and Wave Fields (1951) dedica todo un capitulo a la teoria de la longitud funda-
mental o &tomo espacial. Mas adn, las limitaciones que impone la mecanica cuéntica a la precision con la
que se puede medir un intervalo espacio temporal, parecen ser mas estrictas que las postuladas por W.
Heisenberg , segun ha probado el premio Nobel E. Wigner.



Ya hemos visto algunos aspectos del problema del infinito en la realidad fisica.
Pero también el problema del infinito tiene una larga historia en las matematicas (de
hecho, para algunos historiadores de la matematica, ésta puede verse como un enri-
quecimiento progresivo del universo matematico para incluir mas y mas infinitos.
(véase, p. €j., [Ru]). En las lineas que siguen, ilustraremos algunos pasos de esta
larga y dificultosa historia.

3.1. El infinito en las matematicas griegas.

Junto con la Filosofia, las mateméticas aparecen en Grecia como un instrumento y
un modelo para aprender métodos de razonamiento que permitieran encontrar respuestas
verdaderas, depurando todo lo accesorio y cambiante de la realidad aparente. Los filo-
sofos griegos pronto encontraron sorprendentes relaciones numéricas en muchos feno-
menos naturales: Por ejemplo, la escuela pitag6rica descubrioé que los armoénicos musi-
cales fundamentales eran producidos por la vibracién de cuerdas cuyas longitudes esta-
ban siempre en relaciones fijas y simples. Asi, la cuerda de longitud %2 de la que produ-
ce el tono fundamental, origina la octava; la de longitud ¥ produce la cuarta; la de lon-
gitud 2/3 da lugar a la quinta, etc. Los sonidos producidos por cuerdas de longitudes
distintas, eran disonantes, o al menos no tan acordes como los anteriores. Por tanto, los
nameros 1, 2, 3, 4, la Tretraktys, originaban con sus proporciones relativas los sonidos
mas consonantes. Este hecho provoc6 una busqueda de nuevas relaciones numéricas con
otros fendmenos fisicos y las primeras evidencias de que la realidad fisica podrian ser
entendidas a traves de las matematicas.

La Filosofia pitagorica sostenia que la naturaleza del cosmos era esencialmente nu-
mérica (recuérdese la afirmacion de que todo es numero), lo que hizo que diera gran
importancia al estudio de los nimeros naturales y a desarrollar una parte sustancial de la
aritmética. Asi pues, en el universo pitagérico no existia el apeiron: los nimeros natura-
les y sus relaciones eran suficientes para describir la realidad

La asuncién de que todo objeto estaba formado por una coleccion de atomos indivi-
duales e indivisibles hace que, en particular, dos magnitudes geométricas analogas sean
siempre conmensurables, es decir, exista una unidad de medida comun para ambas. De
este modo, las dos magnitudes estan en la misma relacién que los correspondientes mul-
tiplos de la unidad de medida comun. Estos argumentos permitian visualizar facilmente
los razonamientos geométricos, convirtiéndolos en muchos casos en problemas aritmé-
ticos. De hecho, las razones de nimeros enteros (es decir, los nUmeros racionales), eran
por tanto suficientes para describir las relaciones entre las distintas magnitudes geomé-
tricas. De esta forma, los pitagéricos formularon y desarrollaron una gran cantidad de
resultados sobre la geometria del plano.

Los pitagéricos desarrollaron un método para encontrar una medida comudn a dos
magnitudes homogeéneas (de hecho, la mayor de las medidas comunes). Esencialmente,
es el mismo algoritmo que se ensefia en la escuela para calcular el maximo comun divi-
sor (m.c.d.) de dos numeros enteros D > L: se calcula la division entera del mayor por
el menor D=nL+R,,con 0<R, <L.SiR; >0, se procede de forma analoga con L y

Ri: L=n,R +R,con 0<R, <R, y se contintia el proceso. Como los restos sucesivos

forman una cadena estrictamente decreciente de nimeros enteros no negativos, se llega-
ra eventualmente a un Ry= 0. Entonces es claro que Ry.; dividealavezaDyalL.



D El argumento funciona igual cuando se tra-
ta de dos magnitudes geométricas analogas
L conmensurables y se admita (lo que parece
R, obvio) que si D > L > 0 siempre hay un multi-

. ~—— plo de L que es mayor que D°. Pues bien, al
\'/'_/ aplicar este algoritmo a algunos casos concre-
tos, los pitagoricos se dieron de bruces, a me-

n,L . . L. .

diados del siglo V a. d C. con el apeiron:

jExisten segmentos —como el lado y la diagonal del cuadrado, o el lado y la diagonal del
pentagono regular- para los que este proceso no termina nunca! *° Algunos autores
afirman que el primer par de segmentos inconmensurables fue el lado y la diagonal del
cuadrado, y suelen dar una sencilla demostracion basada en las propiedades de divisibi-

lidad de los enteros, de que NA (relacion entre la diagonal y el lado) no puede escribirse
como una fraccion m/n.

Pero, teniendo en cuenta que el pentagono estrellado
era el simbolo de los pitagéricos, no resulta improbable
que el primer par de segmentos inconmensurables fuera
el lado y la diagonal del pentdgono regular. En efecto,

como el triangulo BCF es isosceles, el lado L = BC = BF
y, por tanto, la diagonal S=BF + FD =L + FD, con 0 <
FD < L. Pero los tridngulos dBF y BCF son iguales, y
también lo son los aBb y cFD, luego Bb = FD = FC =
dF = s = diagonal del pentdgono pequefio. Por tanto, al
realizar el segundo paso del algoritmo de Euclides, obte-
nemos

L=Db=DF+Fb=s+]1,

siendo | el lado del pentdgono pequefio. Asi pues, en el siguiente paso estaremos como
al principio: comparando la diagonal con el lado de un pentagono regular, que sabemos
gue nunca da resto nulo. Por tanto, el algoritmo de Euclides no terminara nunca en este
caso.

Asi pues, todos los resultados basados en la hipétesis de conmensurabilidad de seg-
mentos deben ser puestos en duda. La geometria no es aritmética, las relaciones entre
magnitudes geométricas (longitudes, areas o volimenes) no necesariamente pueden
describirse como relaciones entre nimeros naturales y los objetos matematicos, no eran
tan simples como se pensaba. Por tanto, los griegos abandonaron la idea de cuantificar
las magnitudes geometricas en términos numeéricos.

% Los pitagoricos asumieron este hecho como evidente. Sin embargo, esta propiedad se recoge en la Defi-
nicién 4 del libro V de Los Elementos de Euclides, que establece que dos magnitudes forman razén (es
decir, se pueden comparar) cuando cada una admite un maltiplo que es mayor que la otra. Esta aparen-
temente inocua definicion evita de hecho la existencia de infinitésimos en la matematica griega (un area
no puede nunca ser un agregado de lineas, etc.) y es la base del método de exhauscion utilizado sistemati-
camente para el calculo de areas y volimenes. Este principio aparece como la Proposicion 1 del libro X
de Los Elementos y su trascendencia fue reconocida por Arquimedes que lo enunci6 explicitamente co-
mo Axioma de Eudoxo.

10 A veces se atribuye el descubrimiento de los inconmensurables al pitagérico Hipaso de Metaponte. La
leyenda dice que sus comparfieros de hermandad, al percatarse de las consecuencias del descubrimiento,
llevaron a Hipaso mar adentro y lo arrojaron por la borda para que muriese.



A este cataclismo vino a unirse el producido por los distintos argumentos (parado-
jas) de Zendn de Elea (hacia 500 a. de C.) contra la pluralidad y el movimiento. A tra-
vés de una serie de brillantes experimentos mentales, Zen6n muestra la inconsistencia
I6gica del movimiento, tanto bajo la hipdtesis de que el espacio o el tiempo son infini-
tamente divisibles, como si se supone que existen 4&tomos espaciales o temporales. Re-
cordemos dos de los mas conocidos:

I. Paradoja de la dicotomia. Un movil no puede recorrer una distancia finita d,
pues para ello primero debera recorrer la mitad de esa distancia d/2; despues la mitad de
lo que queda, es decir, d/4, etc. Asi el movil tiene que recorrer una infinidad d/2, d/4,
d/8...de distancias. Pero esta sucesion no tiene ultimo elemento y por tanto nunca puede
ser completada.

I1.- Paradoja de Aquiles y la Tortuga. Probablemente es la méas conocida: El veloz
Aquiles nunca podra alcanzar a la lenta tortuga en una carrera en la que le ha dado una
cierta ventaja, porque primero Aquiles debe llegar a la posicion inicial de la tortuga, y
ésta ya se habra movido a una posicion posterior. Cuando Aquiles llegue a este segundo
punto, la tortuga se habra movido de nuevo, y asi sucesivamente. Por tanto, Aquiles

nunca lograra alcanzar a la tortuga.

o Es claro que la paradoja de Aqui-
‘5 , les se reduce a la de la dicotomia por
una traslacion del sistema de referen-
cia (colocando el nuevo origen en la
& tortuga movil) y una eleccion ade-
; cuada de las velocidades de uno y
otra. También es claro que Zenon sa-
. bia que en la hipotética carrera,
K Aquiles alcanzaria a la tortuga o el
) movil recorreria la distancia requeri-
da. Lo paradgjico para Zenén es la
‘7; identificacién de un proceso infinito
, (las sucesivas posiciones a recorrer)
+ y con uno finito (la distancia total a re-
correr). Como Aristoteles, Zenén

pensaba que ningln proceso infinito puede considerarse como completo.

En su Fisica, Aristételes rechaza estas paradojas afirmando que Zenon olvida que se
puede recorrer un nimero infinito de magnitudes (las que separan a Aquiles de la tortu-
ga, o las sucesivas mitades que debe recorrer el mévil) o estar en contacto con cada una
de ellas, en un tiempo limitado. Este argumento I6gico de Aristoteles se suele identificar
en los primeros cursos de calculo con una solucion analitica de la paradoja: EI movil al-
canzara su destino tras recorrer la serie infinita convergente

9+9+...i+...:d_ (*)
2 4 2"

Muchos matematicos piensan que la teoria se series explica completamente la
paradoja de la dicotomia. A este respecto, la opinion del historiador Ch. Boyer
puede ser representativa cuando dice:

Las cuatro paradojas [se refiere también a las conocidas como Paradoja de
la Flecha y Paradoja del Estadio] son, desde luego, facilmente resueltas apelan-
do al célculo diferencial. No hay dificultados légicas en la Dicotomia o la de



Aquiles... en términos de series infinitas convergentes™ . La paradoja de La fle-
cha concierne directamente al concepto de derivada y se responde inmediata-
mente en esos términos... [B1, p. 24-25]

Pero incluso admitiendo estos argumentos, el razonamiento de Zenon se n0s mues-
tra aln mas misterioso al formularlo en términos del siguiente experimento mental: su-
pongamos una pelota perfectamente esférica y elastica situada a una altura h cmts. de
un suelo perfectamente liso que se deja caer. Supongamos que las caracteristicas del
choque elastico son tales que en cada rebote la pelota alcanza 4/9 de la altura que tenia
anteriormente (la cifra se ha elegido por conveniencia en los céalculos). Como el tiempo
que tarda en recorrer un espacio dado un cuerpo sometido solamente a la fuerza de gra-
vedad es proporcional a la raiz cuadrada del espacio recorrido, si en el primer bote a pe-
lota tarda t segundos, en el segundo bote tardara (2/3)t hacia arriba y otro tanto hacia

2
abajo, etc., de modo que en t+2 §t+(§) t+--- | =5t segundos la pelota habra dado

2
infinitos botes y habra recorrido h+2 gh+[gj h+-.- :%h cmts. Mas aun, ¢qué

hara la pelota al cabo de 5t segundos? ¢Se movera hacia arriba o hacia abajo? ¢Se de-
tendrd? Por supuesto, una situacién como la descrita nunca puede darse en el mundo
real, pero los argumentos que se utilizan para modelizar una gran variedad de fendme-
nos reales son del tipo de los esbozados anteriormente.

En todo caso, como bien sefiala M. Jammer en [Ja],el recurso a la teoria de series,
o0 lo que es lo mismo, a la nocion de limite, no resuelve la paradoja. En efecto, por defi-
nicion, (*) significa que cualquiera que sea €>0 el moévil, tras recorrer un nimero finito
de etapas ng , a partir de entonces en cada etapa posterior estara en algun punto del in-
tervalo (d- ¢, d), jy no gque alcance el punto d!

Las implicaciones de las paradojas de Zenon sobre la naturaleza del tiempo y el es-
pacio son fascinantes y contintdan causando polémica en la actualidad, como bien refle-
ja el citado articulo [Ja] y las referencias que en él se encuentran. *? En todo caso, po-
nen claramente en evidencia la contradiccion entre la experiencia sensible y los mode-
los l6gicos creados por nuestra mente®®,

Lo cierto que la introduccién de procesos infinitos puede llevar a contradicciones
I6gicas nada deseables. Por ello los matematicos griegos desarrollaron un verdadero
“horror al infinito” que les llevo a prohibir sisteméaticamente del uso de los procesos y
algoritmos infinito. Puede decirse que la afirmacion de Aristoteles citada en la introduc-
cion de que los matematicos griegos solo usaban el infinito potencial es esencialmente
cierta. Cualquier demostracion debe obtenerse tras un nimero finito de etapas. La famo-
sa Proposicién 20 del libro IX de Los Elementos en la que se demuestra la infinitud de

1 En el mismo sentido se pronuncia A. N. Whitehead cuando declara que “Zendn utiliza un argumento
invalido, debido a su ignorancia de la teoria de series numéricas infinitas convergentes... ”

12 Bertrand Russell, en un ensayo escrito en la década de 1920, las calific6 de “inmensamente sutiles y
profundas” 'y opind que su origen estaba en la “mds o menos inconsciente operacion de la idea de con-
tar”. Para resolver la dificultad, apeld a la teoria cantoriana de conjuntos, sefialando que “una serie sin
final puede, no obstante, formar un todo y puede haber nuevos términos mds alld de ese todo . Parece
claro que Russell estaba pensando en el ordinal w+1, sucesor del primer ordinal infinito (sin predecesor)
.

3 En palabras de M. Jammer en el articulo ya citado [Ja], “En su versién moderna, las paradojas de Ze-
nén muestran el conflicto entre el pensamiento matematico y la fisica moderna,[...] pues se refieren al
hecho de que la fisica moderna rechaza el significado de las mismas matematicas en las que se funda.”



los nimeros primos es un ejemplo paradigmatico: el enunciado dice que hay mas nime-
ros primos que cualquier coleccion (finita) de primos que consideremos y no que hay
infinitos primos. Ya hemos visto también que en la definicion 3 del libro V se prohibe
de hecho la existencia de magnitudes infinitamente pequefias o infinitamente grandes.

3.2. Especulaciones medievales y renacentistas.

Las discusiones sobre la naturaleza del infinito en la Edad Media tuvieron un carac-
ter esencialmente filoséfico. La asimilacion por parte de la Iglesia Catdlica de las ideas
aristotélicas se contrapone con la afirmacion cristiana de la existencia real de un infinito
absoluto: Dios. En general, se adoptaron las ideas aristotélicas sobre el infinito potencial
y actual y la naturaleza paraddjica de los conjuntos infinitos se utiliz esencialmente en
apoyo de determinadas afirmaciones escolésticas sobre la naturaleza del mundo. Asi en
el siglo XIII se utilizo el siguiente argumento para “probar” la imposibilidad de un
mundo eterno: si fuera asi, a lo largo de un pasado infinito habria habido 12 veces mas
revoluciones de la luna en torno a la tierra que del sol. jPero, al mismo tiempo, habria
tantas re\ﬁ)luciones de la luna en torno a la tierra que del sol, puesto que ambas serian
infinitas!

La naturaleza paraddjica de los conjuntos infinitos actuales y su imposibilidad de
tratamiento matematico fue claramente puesta de manifiesto por Galileo. En su obra
po6stuma Discorsi e dimostrazioni matematiche in torno a due nova scienze (1638) uno
de sus personajes hace notar que se pueden emparejar biunivocamente los numeros na-
turales con sus cuadrados™, por lo que

Galileo Galilei

En un conjunto infinito, si uno pudiera concebir tal cosa, nos veriamos forza-
dos a admitir que hay tantos cuadrados como ndmeros.

En otro lugar, Galileo constata que si
se consideran dos circunferencias concén- T
tricas y se trazan radios desde el centro

%os escolasticos suponian que todos los (conjuntos)
1> Notemos que ésta es semejante a la correspondenci 3
las habitaciones impares en el hotel inicialmente llen -
ble, en lugar de su cuadrado.. o




comun, haciendo corresponder a cada punto A de la circunferencia pequefia el Unico
punto de la circunferencia grande el que el radio que pasa por A la corta, se establece
una correspondencia biunivoca entre los puntos de la circunferencia grande y los de la
circunferencia pequefia y por tanto, ambos conjuntos (infinitos) de puntos, tienen el
mismo namero de elementos.

La conclusion que obtiene Galileo de estos hechos es que

“Esta es una de las dificultades que surgen cuando intentamos, con nuestra
mente finita, discutir el infinito, asignandole las mismas propiedades que damos
a lo finito y limitado. Creo que esto es un error, pues no se puede decir de [dos]
cantidades infinitas que una sea mayor, menor o igual que otra...

En una carta escrita en 1692, 1. Newton (1642-1727) coincide con Galileo al
decir que “Los infinitos, cuando se consideran sin ninguna limitacion o restriccion,
no son ni iguales, ni distintos, ni guardan ninguna proporcion uno respecto de otro”.

G. Leibniz, (1646-1716), el co-descubridor del Calculo, conocedor de los
ejemplos de Galileo, dijo en una ocasion que “Nada es méas palpable que lo absurdo
de la idea de un numero infinito”, aunque parece contradecirse cuando en otro lugar
escribe “Estoy tan a favor de la realidad del infinito que, en lugar de admitir que la
Naturaleza lo abomina, como se dice vulgarmente, creo que la afecta por todas
partes, para exhibir mejor las perfecciones de su Autor.”

En general, la actitud de los matematicos ante el problema del infinito actual du-
rante los 200 afios siguientes fue similar a la de Galileo: ignorarlo y seguir adelante,
cuando no rechazar completamente su existencia.

Mejor suerte tuvo la consideracion de elementos infinitamente pequefios en matema-
ticas. Primero, a traves de la consideracion de indivisibles geométricos, esto es, la inter-
pretacion de las areas planas como una infinidad de lineas, o los volumenes como for-
mados por una infinidad de secciones planas, de modo que recombinandolos adecuada-
mente se pudiera calcular el area o el volumen considerado. Por supuesto que estas con-
sideraciones eran claramente inconsistentes y daban origen a paradojas y contradiccio-
nes, pero en manos de personas como J. Kepler (1571-1630) o B. Cavalieri (1598-
1647) se convirtieron en métodos efectivos de calculo de muchas areas y volumenes. Y,
lo que es méas importante, su aritmetizacion, es decir, la interpretacion cuantitativa de
esos indivisibles mediante la asignacion de reglas de calculo efectiva con ellos, dio ori-
gen a la nocion de infinitésimo, base del desarrollo espectacular del Calculo Diferencial
por genios como Newton o Leibniz, que constituyd la herramienta esencial para la ma-
tematizacion de la naturaleza y la gran Revolucion Cientifica comenzada en el siglo
XVII. De nuevo la nocién de infinitésimo era I6gicamente inconsistente y fue amplia-
mente criticada, pero funcionaba y su éxito fue espectacular. No obstante, la acumula-
cion de paradojas y contradicciones por el uso indiscriminado de los métodos infinite-
simales fue aumentando la inseguridad de los matematicos en la utilizacion de los abo-
rrecibles pequefios ceros, como los llama el historiador C. Boyer, y condujo a la refun-
dacion critica del Calculo en términos de la nocion de limite. Pero un anélisis mas deta-
Ilado de esta situacion alargaria demasiado esta exposicion, por lo que remitimos al lec-
tor interesado a [B1] o [Bo] vy a las referencias que alli se citan, para volver a centrarnos
en la evolucién y desarrollo de los métodos para tratar el infinito actual en matematicas.

3.3 El Infinito Actual en Matematicas.

Como ya hemos dicho, la actitud predominante de los matematicos posteriores a Ga-
lileo respecto al problema del infinito fue un tanto hipocrita, pues la mayoria lo ignora-



ron, cuando no rechazaron enfaticamente su existencia, aunque utilizaron implicitamen-
te sus propiedades en muchos razonamientos.

Asi, por ejemplo, el gran C. F. Gauss (1777-1855) escribe en una carta a uno de sus
corresponsales en 1831: “En lo que concierne a su demostracion [...] protesto contra el
uso que se hace de una cantidad infinita como una entidad real; esto nunca se permite
en matematicas. El infinito es solo una manera de hablar...”

En el mismo sentido se manifesto Cauchy quien, en su Cours d’Anayse, describe el
infinito como “una cantidad variable, cuyo valor se incrementa sin limite y puede so-
brepasar cualquier cantidad dada”, es decir, el viejo infinito potencial de Aristételes.
Posturas similares eran las defendidas por la mayoria de los matematicos contempora-
neos.

Mas radical se mostré L.Kronecker (1832-1891), para quien solo los objetos ma-
tematicos que podian construirse con un nimero finito de etapas a partir de los natura-
les, tenian sentido (es, pues, el primer representante de la corriente intuicionista o cons-
tructivista en Matematicas). Al parecer, cuando Lindemann probo la trascendencia de ©
en 1882, Kronecker le dijo: “;De qué sirve su bello trabajo sobre n? ;Por qué estudiar
estos problemas, si los nUmeros irracionales no existen?.

Las propiedades paradojicas de las magnitudes infinitas, explicitadas por Galileo,
pero conocidas con seguridad mucho antes, se basan esencialmente en las dos afirma-
ciones siguientes:

I.- Dos colecciones son del mismo tamafio si y sélo si sus elementos se pueden em-
parejar entre si por medio de una correspondencia biunivoca.

I1.- Una coleccion tiene un tamafio mayor que cualquiera de sus partes propias.

La primera afirmacion parece indiscutible y es la base del proceso mismo de contar.
En cuanto a la segunda, es también un principio firmemente establecido; de hecho, figu-
ra como uno de los axiomas de Los Elementos de Euclides, concretamente como la
“nocion comun” n° 5, en la forma El todo es mayor que la parte. Recordemos que estas
nociones comunes corresponden a axiomas generales o “verdades evidentes” no especi-
ficas de la Geometria. Es dificil rechazar cualquiera de las dos afirmaciones, y de ahi la
dificultad de aceptar la existencia real de infinitos.

El matematico y tedlogo checo B. Bolzano (1781-1848) fue el primero en aceptar
explicitamente la existencia de infinitos actuales y realizar los primeros intentos para su
estudio y manejo. Tres afios después de su muerte, en 1851, aparecio su obra Parado-
xien des Unendlichen (Paradojas del infinito [Bol]), en la que expone sus reflexiones
sobre el infinito, tanto desde los aspectos matematicos como desde el punto de vista fi-
losofico y fisico.

Para empezar, Bolzano introduce por primera vez un punto de vista conjuntista en
las Matematicas, describiendo en las primeras secciones de su obra las nociones dea-
gregado, que define como “un todo cuyas partes se
encuentran bien definidas (ein aus gewisen Teilen bes-
tebendes Ganze)”, conjunto, que es “un agregado que
depende de un concepto respecto al cual el orden de
sus elementos es indiferente” y multitud o multiplici-
dad (de A), que es “un conjunto cuyos elementos pue-
den ser considerados como objetos de un cierto tipo
A” ([Bol: §4]). Tras una poco clara construccién de los




nameros naturales (partiendo de un elemento abstracto y construyendo lo que llama una
serie a traves de una nocion algo confusa de sucesor y predecesor de cada término de la
serie. Cada uno de esos términos es lo que Bolzano llama multitud finita o nimero [Bol,
: 88]). Y es entonces cuando Bolzano define un conjunto infinito:

Llamaré infinita a una multitud si todo conjunto finito es tan sélo una parte de ella.

E, inmediatamente, pasa a mostrar que existe al menos un conjunto infinito: “El
conjunto de todas las proposiciones y verdades en si”. Su demostracion se basa en cons-
truir, a partir de una verdad cualquiera A, la verdad “A es verdadera” (distinta, obvia-
mente, de A) y proseguir con el proceso. De esta manera se construye una serie “analo-
ga a la de los nimeros”. Bolzano hace hincapié en gque esas proposiciones existen por si
mismas, independientemente de que las construyamos 0 no, y que posee una multiplici-
dad que supera cualquier numero. Es claro que Bolzano utiliza implicitamente la exis-
tencia de un conjunto infinito previo: el de los nUmeros naturales (que, por otro lado,
aparece como el ejemplo més claro de conjunto infinito). Seguramente Bolzano queria
evitar este circulo vicioso, aunque hoy sabemos que los desarrollos de la Teoria de Con-
juntos habituales incluyen la existencia de al menos un conjunto infinito como axioma.
En cualquier caso, Bolzano defiende la existencia real de multitudes infinitas “no sdlo
entre las cosas que no poseen realidad, sino igualmente entre las que si la tienen”

([Bol: § 25]).

Bolzano afirma que no todas las multitudes infinitas son iguales, y pasa a intentar
establecer criterios de comparacion entre estas multitudes. Y asi vuelve a encontrarse
con el dilema de Galileo. Como le sigue pareciendo evidente la afirmacion 11, Bolzano
pasa a analizar la afirmacion | y prueba que la afirmacidn es cierta para conjuntos fini-
tos (([Bol: § 22]), mientras que todo conjunto infinito es biyectivo con una parte propia
(§20). Esta es quizéd una de las mayores aportaciones de Bozano, aunque su “prueba-”
consiste en exponer dos ejemplos: a) el intervalo (0,12) es biyectivo con su parte propia

(0,5) por medio de la aplicacién y =%x. B) En general, si a<b<c son tres puntos so-

bre la recta, (a,c) y (a,b) pueden ponerse en biyeccién, aunque, evidentemente (a,c) es
mayor que (a,b).

Por tanto, concluye Bolzano, la existencia de una biyeccidn es solamente una condi-
cion necesaria para la igualdad de tamafios de conjuntos infinitos: hace falta, ademas,
que ambos conjuntos posean un idéntico modo de especificacion (Bestimmungsgrund)
(?).% A lo largo de toda la obra, Bolzano oscila sin cesar alrededor de la idea de biyec-
cién como criterio de igualdad de tamafio de conjuntos, para terminar rechazandola en
diversas ocasiones, de forma explicita. jNo es facil rechazar la afirmacion 1!

Y esto es precisamente lo que hay que hacer para solventar la paradoja de Galileo.
Pero hubo que esperar hasta unos afios mas tarde para que R. Dedekind (1831-1916) y
G. Cantor (1845-1918) se atrevieran a abandonar esta segunda afirmacion y aceptar,
junto con la existencia real de conjuntos infinitos, el hecho de que estos conjuntos pue-
den tener el mismo tamafio que alguno de sus subconjuntos propios.

Tanto Dedekind como Cantor llegaron a interesarse por los conjuntos infinitos al
tratar de definir rigurosamente la nocion de numero real.

16 En una obra anterior (Wissenschaftslehre, 1837), Bolzano habfa propugnado como criterio de igualdad
entre dos multitudes la existencia de una biyeccion, pero la dificultad en establecer tales biyecciones en
casos concretos, junto con la paradoja de la existencia de conjuntos biyectivos con una parte propia le
hizo abandonar el criterio.



Richard Dedekind Georg Cantor

En 1872 aparecen sendos trabajos donde se construyen los numeros reales a través
de sucesiones de Cauchy de nimeros racionales (Cantor) o por medio de cortaduras de
numeros racionales (Dedekind), es decir, una particién de los racionales (1,S) en dos de
subconjuntos infinitos, de modo que todo elemento de | es menor o igual que cualquier
elemento de S. Lo destacable de ambas construcciones es que en ellas aparece el nime-
ro real en términos de conjuntos infinitos de nimeros racionales. Y tanto Cantor como
Dedekind recurren al infinito actual o real como base de sus construcciones.

El interés de Cantor derivo claramente al estudio del infinito y el continuo, y a él se
debe gran parte del desarrollo de la teoria de nimeros transfinitos, una de las creaciones
més bellas de las mateméticas.’’ El primero de los trabajos de Cantor sobre este tema
aparecio en la prestigiosa revista Journal de Crelle en 1874 y en €l Cantor considera al-
gunos conjuntos infinitos de nimeros. Prueba que no existe una biyeccion entre el con-
junto de los nimeros naturales y el de los todos los numeros reales y que el conjunto de
los nimeros de los nimeros algebraicos (es decir, los que son raices de algin polinomio
con coeficientes enteros) se puede poner en correspondencia biyectiva con el de los nu-
meros naturales es decir, es numerable). De estos dos hechos, deduce un teorema de
Liouville sobre la existencia de infinitos numeros trascendentes (es decir, no algebrai-
C0S).

En el articulo siguiente, Cantor establece ya como idea central de su teoria la nocion
de conjunto™ y acepta explicitamente la afirmacion | para establecer la equivalencia de
conjuntos: dos conjuntos equivalentes (es decir, entre los que existe una biyeccidn) tie-
nen la misma potencia (posteriormente se uso el término cardinal). En los trabajos pos-
teriores, Cantor va descubriendo nuevas propiedades de los conjuntos infinitos: Prueba

" En el ya varias veces citado ensayo Uber das Unendliche, Hilbert dice que la teorfa de los nimeros
transfinitos de Cantor constituye “no sélo la flor mds admirable que el espiritu matemdtico ha producido,
sino igualmente uno de los logros mas elevados de la actividad intelectual humana en general.” Y mas
adelante, comentando las discusiones y controversias que esta teoria ha originado, manifiesta rotunda-
mente: Nadie podra expulsarnos del paraiso que Cantor cred para nosotros.

18 Cantor define un conjunto como “una coleccion de objetos bien definidos que la mente puede conce-
bir como un todo y decidir si un objeto dado pertenece o no a ella”.



que los naturales son el conjunto infinito con menor potencia™ (que designé por Xo) y
que la potencia de R (potencia del continuo: ¢) y la de R" es la misma para cualquier

entero positivo n. Este ultimo resultado le pareci6 tan sorprendente a Cantor que, cuan-
do se lo comunicé a su amigo Dedekind en una carta escrita en 1877, escribid: “;lo veo,
pero no lo creo!”.

A lo largo de toda su obra, Cantor mantuvo un estrecho contacto epistolar con su
amigo Dedekind, quien realiz6 también importantes aportaciones. Entre ellas, cabe citar
la famosa monografia Was Sind und Was Sollen die Zahlen (traducida al inglés como
Essays on the Theory of Numbers en 1901 y reimpresa por Dover en 1963), que sirvid
para difundir entre la comunidad matematica los resultados fundamentales de la teoria
de numeros transfinitos. En la Proposicion 66 de esta monografia, Dedekind da un
ejemplo de un conjunto infinito real: la totalidad S de todas sus ideas y pensamientos.
En efecto, la funcidn que asigna a cada elemento t de S la idea ¢’ de que t es un objeto
de S es una aplicacién inyectiva de S en un subconjunto propio suyo, que es precisa-
mente la definicion de conjunto infinito adoptada por Dedekind. Como vemos, su argu-
mento recuerdo a la construccion de Bolzano del conjunto de todas las verdades. Por el
contrario, Cantor no hizo ningun intento para demostrar la existencia de conjuntos infi-
nitos, pero estaba firmemente convencido de su existencia. En algin momento, escribid:

El miedo al infinito es una forma de miopia que destruye la posibilidad de ver el
infinito actual, a pesar de que éste, en su aspecto mas elevado, nos ha creado
y nos sustenta, y en sus formas secundarias transfinitas se nos aparece constan-
temente alrededor e incluso habita en nuestras mentes.

Siguiendo con su programa de construir una teoria de nimeros infinitos, Cantor de-
fine que un conjunto A tiene menor potencia (0 nimero cardinal) que otro B (y escribi-
remos #(A) < #(B) ) si A es equivalente a un subconjunto de B, pero no es biyectivo con
B®. En 1891, Cantor descubrié su famosa prueba diagonal de que la potencia de cual-

quier conjunto es estrictamente menor que la del conjunto de sus partes: #(A) < #(P(A)).

Como puede probarse facilmente que #(P(N ) = c, se deduce el resultado ya probado en

el articulo de 1874 de que &< c. Partiendo entonces de A = Ne iterando la operacion

P(A), Cantor construye entonces una jerarquia de numeros transfinitos todos diferentes.

Cantor establece también una aritmética transfinita y diversas propiedades de estos ni-
meros. Por ejemplo, intenta demostrar que los cardinales e dos conjuntos cualesquiera,
Ay B, son comparables, es decir, #(A) = #(B), o bien #(A) < #(B), o bien #(A) > #(B)
(Teorema de tricotomia), y lo consigue admitiendo que puede definirse un buen orden*
en cada uno de los conjuntos. Cantor denomind esta hipdtesis “ley del pensamiento”
cuando la enuncio en 1883. Incluso dio una demostracion de la misma mediante un sis-

19 Cantor no parece dar una definicién precisa de conjunto finito, sino tomando el sentido intuitivo de
aquel cuyos elementos pueden contarse: 0, mas precisamente, si puede ponerse en correspondencia biyec-
tiva con el conjunto de nimeros naturales ,menores que uno dado. Un conjunto infinito es, simplemente,
el que no es finito. Dedekind procedi6 a la inversa, para evitar hacer referencia a la existencia del conjun-
to de los niUmeros naturales, y definié (1888) un conjunto infinito como aquel que puede ponerse en co-
rrespondencia biyectiva con una parte propia del mismo (propiedad que, segin sabemos, Bolzano enunci6
como caracteristica de los conjuntos infinitos). Todo conjunto finito en el primer sentido, lo es en sentido
de Dedekind; pero la prueba de la implicacién reciproca exige el uso esencial del Axioma de Eleccion.

%% No es dificil probar que si #(A) <#(B) y #(B) < #(A), entonces #(A) = #(B) (Teorema de Cantor-
Bernstein).

2'E s decir, tal que todo subconjunto no vacio del conjunto ordenado, posee un primer elemento.



tema de elecciones arbitrarias sucesivas de elementos de ciertos subconjuntos no vacios
(v. [Fe; p. 159], es decir, un forma de lo que después Zermelo llamaria el Axioma de
Eleccion. Utilizando esta hipotesis Cantor pudo probar que el orden definido entre los
cardinales es incluso un buen orden. E. Zermelo (1871-1953) intentdé demostrar la in-
tuitivamente cierta suposicién de Cantor de que en todo conjunto podia definirse una
buena ordenacidn, pero para ello tuvo que introducir un nuevo axioma (implicitamente
utilizado hasta entonces en muchas ocasiones): el Axioma de Eleccion, que establece
que dada una coleccién no vacia de conjuntos no vacios y disjuntos, existe un conjunto
gue contiene exactamente un elemento de cada conjunto de la coleccién?. Este axioma
es equivalente tanto a la existencia de una buena ordenacidn sobre cualquier conjunto
como al hecho de que dos cardinales cualesquiera sean comparables. Una vez puesto en
evidencia, fueron apareciendo mas y mas resultados que dependian (lo incluso eran
equivalentes) a este axioma, por lo que cuando Zermelo publicé la primera axiomatica
de la Teoria de Conjuntos en 1908, resultd natural que lo incluyera entre sus axiomas.

Como consecuencia de la buena ordenacion de los nimeros transfinitos y del hecho
de que Xo < ¢, cabe plantearse si ¢ es &, el siguiente numero cardinal a Xy, 0 no (en otras
palabras, si todo subconjunto infinito de nimeros reales es o bien numerable o tiene la
potencia del continuo). La hipotesis 8= ¢ es lo que se conoce como hipotesis del conti-
nuo®, a cuya respuesta dedicé Cantor muchos e infructuosos esfuerzos, y que aparece
en “primer lugar en la famosa lista de problemas enunciada por Hilbert en el Congreso
Internacional de Mateméticos de Paris en 19007,

Hay que decir que, a lo largo de sus investigaciones sobre los nimeros transfinitos,
Cantor desarrollé una parte sustancial de la topologia de R". Nociones tales como con-

junto perfecto, conjunto conexo, continuo, fueron introducidas y estudiadas por él. En
particular, el famoso conjunto de Cantor, que se puede definir como el conjunto

x=% +C—§ +C—§
3 3 3
fue introducido como ejemplo de un conjunto perfecto y diseminado. Es indudable que

muchas de las incursiones de Cantor en la topologia estaban motivadas por sus estudios
sobre la hipdtesis del continuo. Por ejemplo, Cantor prueba que un conjunto perfecto es

no contable y que si un subconjunto de &R es no contable, puede ponerse como unién de

+---:c e 0,2, paratodoi},

un subconjunto contable y otro perfecto.

%2 De manera equivalente, el axioma de eleccion establece que si (A;) es una familia no vacia de conjuntos
no vacios, el producto cartesiano HA =D,

2% La hipotesis del continuo generalizada es la afirmacion de que #((A)) es el cardinal siguiente a #(A),

para todo conjunto A.

4 En 1938, K. Godel construyé un modelo de la teorfa de conjuntos con la axiomética usual de Zermelo-
Fraenkel (ZF) en el que la Hipotesis del Continuo (HC) es cierta. Por tanto, si la axiomatica ZF es consis-
tente, también lo es cuando se le afiade la HC (es decir, no se puede demostrar la negacién de la HC en la
axiomatica ZF). En 1962, P. Cohen dio otra vuelta de tuerca al problema, demostrando que la HC es in-
dependiente de los demas axiomas de la axiomatica ZF y, por tanto, la HC no es un teorema de dicha
axiomatica.



3.4 Las paradojas de la Teoria de Conjuntos.

La teoria cantoriana de los nimeros transfinitos tiene su base, como hemos visto, en
la Teoria de Conjuntos. Pero na nocion misma de conjunto no es tan simple como pare-
ce. Yaen 1895, Cantor habia encontrado una dificultad importante en el desarrollo de su

teoria. En efecto, si aplicamos su relacion #(A) < #(P(A)) al conjunto V de todos los

conjuntos, como P(V) es también un subconjunto de V, tendriamos #(V) < #(P(V)), lo

que nos lleva a una contradiccion. Por la misma fecha, Cantor encontr6 tambifién otra
paradoja en su teoria de nimeros ordinales: Puesto que, como €l mismo habia probado,
cualquier conjunto de ordinales esta bien ordenado (y, por tanto, tiene un nimero ordi-
nal), si consideramos el conjunto de todos los ordinales, éste tendra un ordinal estricta-
mente mayor que cualquier otro, en particular, jestrictamente mayor que si mismol!.
Aunque Cantor coment6 con Dedekind y Hilbert estos resultados, no dio difusion a los
mismos que fueron redescubiertos en 1897 por C. Burali-Forti (1861-1931), nombre
como se conoce actualmente esta paradoja.

Consciente de estas dificultades, Cantor escribia a Dedekind en 1899:

’

Una coleccion puede ser de tal naturaleza que la asuncion de la “unificacion’
de todos sus elementos en un todo, conduce a contradiccion, y por tanto es im-
posible concebir tal coleccion como una unidad [...] A esas colecciones yo las
Ilamo absolutamente infinitas o colecciones inconsistentes.

La coleccidn de todos los conjuntos, la de todos los cardinales o la de todos los or-
dinales son ejemplos de colecciones inconsistentes. Poco més tarde. B. Russell (1872-
1970) descubrio que la coleccién de los conjuntos que no son miembros de si mismos
es también inconsistente?.

La busqueda de soluciones para evitar estas inconsistencias y expulsar las coleccio-
nes inconsistentes de la “legalidad” matematica motivé una gran cantidad de investiga-
ciones a comienzos del siglo XX. Uno de los primeros intentos fue la llamada teoria de
tipos, propuesta por B. Russell y A. Whitehead en su monumental obra Principia Mat-
hematica, que trata de eliminar los bucles extrafios en la teoria de conjuntos y la l6gica
por medio de una jerarquizacion exhaustiva del tipo de proposiciones que se puede uti-
lizar en cada proceso. Desde luego, su aplicacion para el desarrollo de las matematicas
usuales provocaria enormes dificultades. Y siempre quedaria la pregunta fundamental:
¢es consistente el sistema desarrollado en los Principia? (es decir, a salvo de contradic-
ciones).

El otro intento de resolver las antinomias fue tratar de restringir la nocién de con-
junto y establecer cuidadosamente sus reglas de uso, es decir, axiomatizar la teoria. El
primero en abordar seriamente el problema fue E. Zermelo, de quien ya hemos habla-
do. En 1908 publico su sistema axiomatico (que incluia el Axioma de Eleccion), desa-
rrollado y mejorado posteriormente por A. Fraenkel (1891-1965), dado origen a lo que
se conoce como Axiomatica de Zermelo-Fraenkel o ZF, que es la que se utiliza habi-

2> La construccion de Russell apunta contra la nocién misma de conjunto: una entidad de la que se sabe en
todo momento si un objeto pertenece o no a ella. El llamado axioma de comprensidn, introducido por
Cantor, establece que cualquier predicado P(x) con una variable libre x determina un conjunto, cuyos
elementos son precisamente los objetos que satisfacen P(x). Pues bien, Russell consider6 como P(x) el
predicado “x es un conjunto que no es un elemento de x”. Sea U es el conjunto determinado por P(x).
Hay muchos elementos en U, por ejemplo el conjunto de todos los rios de Espafia; también hay conjun-
tos que no pertenecen a U, como por ejemplo el conjunto de todos los objetos que no son peces. jPero el
conjunto U tiene la contradictoria propiedad de que pertenece a U si y s6lo si no pertenece a U!



tualmente. En la axiomatica ZF y en todas sus variantes, hay un axioma del infinito que
asume explicitamente la existencia de un conjunto infinito (tipo Dedekind). Este axio-
ma es independiente del resto de los axiomas: pueden construirse modelos del resto de
los axiomas con infinitos elementos, pero en los que ninguno de sus miembros es infini-
to. Mencionemos, sin embargo, que existen variantes de axiomaticas de la teoria de
conjuntos sin axioma del infinito, en las que la mayoria de la teoria elementa de nume-
ros y combinatoria puede desarrollarse, pero, obviamente, no la mayor parte del resto
de la matematica (es decir, la mayoria de la matematica actual). Esta es la razon por la
que los llamados formalistas , como Hilbert o Robinson, que no creen en la existencia
real de conjuntos infinitos, aceptan el axioma del infinito como una convencién util pa-
ra obtener resultados.
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