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INVESTIGACION OPERATIVA

|. Optimizacién

I.1. Investigacion operativa y optimizacion

“In the last decade, new advances in algorithms have been as important as the
impressive advances in computer technology” George L. Nemhauser (1994).

“The technology improvements in algorithms, modeling languages, software, and
hardware have made the methodology accessible, easy to use, and fast. So the Age of
Optimization has arrived” George L. Nemhauser (1994).

Definir el término investigacién operativa (operations research en inglés de USA u
operational research en inglés de UK) no es una tarea facil ya que su evolucion permanente hace
que sea dificil dar con precision una definicidn. La investigacion operativa se puede definir como
la aplicacion de métodos cientificos en la mejora de la efectividad en las operaciones, decisiones
y gestion, ver [Robinson, 1999] o como la ciencia de aplicar los recursos disponibles para
conseguir la satisfaccion éptima de un objetivo especifico deseado. Otra definicién mas extensa
es la siguiente: la investigacion operativa es la aplicacion, por grupos interdisciplinarios, del
método cientifico a los problemas complejos producidos en la direccion y gestion de grandes
sistemas de hombres, maguinas, etc. La principal caracteristica consiste en construir un modelo
cientifico del sistema del cual se pueden predecir y comparar los resultados de diversas
estrategias, decisiones, incorporando medidas del azar y del riesgo. El objetivo es ayudar a los
responsables a determinar su politica y actuaciones en forma cientifica. En este sentido también
se pueden utilizar como sinénimos management science o andlisis de las decisiones.

Los profesionales de la investigacion operativa colaboran con los decisores en el disefio y
mejora de las operaciones y decisiones, resuelven problemas y ayudan en las funciones de gestion,
planificacion o prediccidon, aportan conocimiento y ayuda en la toma de decisiones. Aplican las
técnicas cientificas mas adecuadas seleccionadas de la matematica, ingenieria o cualquier ciencia
social o de administracion de empresas. Su trabajo normalmente consiste en recoger y analizar
datos, desarrollar y probar modelos matemaéticos, proponer soluciones o recomendaciones,
interpretar la informacidn y, en definitiva, ayudar a implantar acciones de mejora. Como resultado
desarrollan e implantan aplicaciones informaticas, sistemas, servicios técnicos o productos.

La investigacion operativa tiene sus origenes en la Segunda Guerra Mundial, debido a la
necesidad urgente de asignacion de recursos escasos en las operaciones militares, en problemas
tacticos y estratégicos. Estas mismas técnicas se han extendido con posterioridad a las empresas.
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| OPTIMIZACION

Disciplinas tipicas de la investigacidn operativa son la optimizacién con sus maltiples sabores
(lineal, no lineal, entera, estocastica, multiobjetivo), teoria de la decision y de juegos, teoria de
colas y simulacion, teoria de grafos o flujos de redes. Otras disciplinas como algoritmos
metaheuristicos y l6gica borrosa, redes neuronales artificiales, reconocimiento de patrones y otras
técnicas de inteligencia artificial, aunque conceptualmente se encuadran dentro de la
investigacion operativa, habitualmente se estudian dentro de otras disciplinas ligadas a la
ingenieria informéatica como la inteligencia artificial. Los contenidos de algunas de estas Ultimas
disciplinas también estan muy ligados a la estadistica.

La optimizacidn es una parte relevante dentro de la investigacion operativa. Tuvo un progreso
algoritmico inicial muy rapido. Muchas técnicas —programacién lineal (linear programming) LP,
programacion dindmica (dynamic programming) DP- son anteriores a 1960. Por ejemplo, el
método Simplex' de programacion lineal debido a Dantzig? es de 1947, el principio de optimalidad

de Bellman base de la programacion dindmica se formul6 en 1957. En la ultima década se han
producido avances significativos generados por el desarrollo en 1984 por parte de Karmarkar de
un método de punto interior para programacion lineal. Por ejemplo, en una nota técnica de ILOG
se presenta que desde su optimizador CPLEX 3.0 en 1994 a CPLEX 7.0 en 2000 la reduccion de
tiempo de resolucion ha sido de 28 veces en el método simplex dual para un problema lineal
concreto. Para otro caso se observa una mejora global, de software y algoritmica, de 10000 veces
entre la version de CPLEX 1.0 de 1988 y la 7.0 del 2000. Como referencia, se estima que la
mejora en el rendimiento del hardware ha sido del mismo orden de magnitud. Si tomamos
conjuntamente ambas mejoras hoy se pueden resolver problemas en segundos que habrian tardado
afios en ser resueltos hace una docena de afios. Estos avances han sido tan importantes como los
realizados en el campo de la informatica, segin la opinion de George L. Nemhauser uno de los
expertos actuales en programacion entera, y se han producido acompasadamente con ellos. Hoy
es posible resolver un problema LP de 200000 ecuaciones con 200000 variables y 1000000 de
elementos no nulos en la matriz de restricciones en un PC con suficiente memoria principal.
Aproximadamente, para un problema LP se puede decir que se requiere 1 MB de memoria
principal por cada 1000 ecuaciones.

El estilo de este documento es eminentemente aplicado, practico, ingenieril, a caballo entre
una vision matematica de los problemas y de los algoritmos y la vision econémica o de gestion
empresarial de algunas de sus aplicaciones. Este documento trata de explicar suficientemente los
fundamentos matematicos como para permitir desarrollar aplicaciones de optimizacion de manera

L En castellano la traduccién de esta palabra es simplice pero no es habitual su uso para denominar este

método de optimizacion lineal.

2 En http://www.e-optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/ se puede encontrar un resumen de

sus logros asi como una entrevista sobre diversos temas, incluyendo imagenes en video.

27/07/2022



http://www.e-optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/

INVESTIGACION OPERATIVA

rigurosa y precisa. Al mismo tiempo, se presentan algunas aplicaciones a problemas concretos de
ingenieria.

Al final del capitulo se citan algunos libros generales o de referencia de investigacion
operativa que pueden servir de consulta 0 como texto para un nivel de pregrado y postgrado.
Luego, en cada capitulo se indican ademas referencias especificas de los diferentes temas. Dentro
de los libros generales, [Hillier y Lieberman, 2002] es un libro clésico de investigacion operativa
muy ampliamente utilizado que compendia numerosos temas y tiene una orientacion ingenieril.
[Taha, 1998] presenta los temas con una orientacion mas matematica mientras que [Winston,
1994] los presenta con una perspectiva mas de administracién de empresas. [Sarabia, 1996] da
una base teorica suficiente para poder resolver una coleccion de problemas relacionados con el
temario de investigacion operativa.

Entre las revistas principales que tratan sobre optimizacion se pueden incluir: Interfaces,
Operations Research, Management Science, European Journal of Operational Research,
Mathematics of Operations Research, OR/MS Today, Mathematical Programming, INFORMS
Journal on Computing, Journal of the Operational Research Society, Omega, Journal of
Optimization Theory and Applications, Transportation Science, Transportation Research. Existe
una enciclopedia de investigacion operativa que puede servir como consulta inicial y referencia
de un tema especifico, ver [Gass, 2001]. Ademas se puede encontrar informacidon sobre los temas
de investigacion operativa en las direcciones de la Sociedad Espafiola de Estadistica e
Investigacion Operativa (SEIO) (www.seio.es), de la Association of European Operational
Research Societies (EURO) (www.euro-online.org), de la International Federation of
Operational Research Societies (IFORS) (www.ifors.org) y del Institute for Operations Research
and the Management Sciences (INFORMS) (www.informs.org).

La optimizacidn consiste en la seleccion de una alternativa mejor, en algun sentido, que las
demas alternativas posibles. Es un concepto inherente a toda la investigacion operativa. Sin
embargo, determinadas técnicas propias de la investigacion operativa se recogen bajo el nombre
de optimizacion o programacion matematica, en los que se plantean modelos que se componen
generalmente de estos tres ingredientes:

e funcion objetivo

Es la medida cuantitativa del funcionamiento del sistema que se desea optimizar (maximizar
o minimizar). Como ejemplo de funciones objetivo se pueden mencionar: la minimizacion de
los costes variables de operacion de un sistema eléctrico, la maximizacion de los beneficios
netos de venta de ciertos productos, la minimizacion del cuadrado de las desviaciones con
respecto a unos valores observados, la minimizacién del material utilizado para fabricarn de
un producto, etc.

e variables

Representan las decisiones que se pueden tomar para afectar el valor de la funcién objetivo.
Desde un punto de vista funcional se pueden clasificar en variables independientes o
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principales o de control y variables dependientes o auxiliares o de estado, aunque
matematicamente todas son iguales. En el caso de un sistema eléctrico seran los valores de
produccién de los grupos de generacion o los flujos por las lineas. En el caso de la venta, la
cantidad de cada producto fabricado y vendido. En el caso de la fabricacién de un producto,
sus dimensiones fisicas.

e restricciones

Representan el conjunto de relaciones (expresadas mediante ecuaciones e inecuaciones) que
ciertas variables estan obligadas a satisfacer. Por ejemplo, las potencias maxima y minima de
operacion de un grupo de generacion, la capacidad de produccion de la fabrica para los
diferentes productos, las dimensiones del material bruto del producto, etc.

Resolver un problema de optimizacion consiste en encontrar el valor que deben tomar las
variables para hacer optima la funcién objetivo satisfaciendo el conjunto de restricciones.

Los métodos de optimizacion los podemos clasificar en: métodos clasicos (que son los
algoritmos que habitualmente se explican en los libros de optimizacion) y métodos
metaheuristicos (que aparecieron ligados a lo que se denoming inteligencia artificial e imitan
fenémenos sencillos observados en la naturaleza). Dentro de los primeros se encuentra la
optimizacion lineal, lineal entera mixta, no lineal, estocéstica, dindmica, etc. que se explican en
el documento. En el segundo grupo se incluyen los algoritmos evolutivos (genéticos entre otros),
el método del recocido simulado (simulated annealing), las busquedas heuristicas (método tabd,
busqueda aleatoria, avariciosa, etc.) o los sistemas multiagente. De forma muy general y
aproximada se puede decir que los métodos clasicos buscan y garantizan un éptimo local mientras
gue los métodos metaheuristicos tienen mecanismos especificos para alcanzar un 6ptimo global
aunque no garantizan su alcance.

En la siguiente tabla se muestran las expresiones matematicas generales de algunos tipos de
problemas de optimizacion dentro de los métodos clésicos. Los problemas se distinguen por el
caracter de las funciones que intervienen (lineales o no lineales) y de las variables
(reales/continuas o enteras/discretas).

Programacion lineal minc’x

(linear programming) A; -b

LP x>0
xeR"ceR",AcR™ beR"

Programacion lineal entera mixta minc' x+d"y

(mixed integer programming) A; +By=b

MIP X,y>0

xeZ" . yeR' ceR",deR'
AcR™ BeR™ beR"
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INVESTIGACION OPERATIVA

Programacion cuadratica R
minc x+—x Qx
(quadratic programming) * 2

op Ax=hb

x>0
xeR",ceR", AcR™"
QeR™ beR"

Programacién no lineal min f (x)

(non linear programming) gEX) =0

NLP h(x)<0
I<x<u
f:R" >R
g,h:R" > R"

Existen decisiones que no pueden ser representadas de forma adecuada mediante variables
continuas. Por ejemplo, las decisiones de inversion son variables discretas (por ejemplo,
planificacion de la expansion de la generacion o de la red, adquisicion de equipos singulares,
contratacién de personas) o binarias (como localizacién de plantas o almacenes). Los problemas
lineales con variables enteras se pueden clasificar en: programacion entera pura PIP (pure integer
programming) si todas las variables son enteras, programacion entera binaria BIP (binary integer
programming) si todas son binarias o programacion lineal entera mixta MIP (mixed integer
programming) si algunas son enteras o binarias y el resto continuas.

Un caso particular, pero muy frecuente, de variables enteras son las variables binarias (0/1),
ya que permiten modelar condiciones de asignacién o condiciones légicas. Por otra parte, toda

. . . . N i
variable entera x se puede expresar como suma de variables binarias y,, donde x= Zi:OZ' Y;

siendo u una cota superior de x, 0<x<u, y estando u comprendida en el intervalo
2V <u< 2,

Existen algunos tipos de problemas de optimizacidn que alteran ligeramente este esquema:
e sistemas de ecuaciones lineales — no lineales

No existe una funcién objetivo como tal. Unicamente interesa encontrar una solucion factible
a un problema con un conjunto de restricciones.

e optimizacion sin restricciones

Se trata de encontrar el conjunto de valores de las variables que determinan el
minimo/méaximo de una funcion. Algunas de las técnicas que se veran en programacion no
lineal son para optimizacion sin restricciones.

e optimizacion multiobjetivo
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Existe mas de una funcion objetivo. El problema que se plantea es como tratar varias
funciones objetivo a la vez, teniendo en cuenta que el éptimo para un objetivo no lo es para
otro, son objetivos en conflicto entre si. Esta se enmarca dentro de lo que se conoce de forma
mas general como decision multicriterio (multicriteria decision making MCDM).

La formulacién matematica de algunos problemas de optimizacion especiales por no incluir
alguno de los componentes se presenta en la siguiente tabla.

Problema mixto complementario XF(x)=0
(mixed complementarity problem) xeR"
MCP F:R" >R"

Optimizacion no lineal sin restricciones | min f (x)
X

f:R" >R

Programacion multiobjetivo min(f,(x),..., f (X))
(multiobjective programming) A; -b

x>0

xeR" ceR", AcR™ beR"
f.(X):R" >R

1.2. Referencias
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INVESTIGACION OPERATIVA

Il.Modelos de Programacién Matematica

11.1. Modelo y modelado

Modelo. Esquema tedrico, generalmente en forma matematica, de un sistema o de una
realidad compleja (por ejemplo, la evolucién econémica de un pais), que se elabora
para facilitar su comprension y el estudio de su comportamiento. DICCIONARIO DE
LA LENGUA ESPANOLA. REAL ACADEMIA ESPANOLA.

Un modelo es una representacion matematica simplificada de una realidad compleja. Modelar
es la accion de construir un modelo, de encorsetar la realidad. Implica la relacion entre dos figuras
(no necesariamente encarnadas por personas Unicas sino por equipos): el modelador (encargado
de la especificacion y desarrollo del modelo) y el experto sobre la realidad (conocedor del
problema real). La mayoria de las veces, el desarrollo de un modelo puede involucrar a un equipo
multidisciplinar compuesto por matematicos, estadisticos, ingenieros, economistas, psic6logos,
etc. que aportan diferentes perspectivas y conocimiento en la representacion de la realidad. Un
modelo debe equilibrar la necesidad de contemplar todos los detalles con la factibilidad de
encontrar técnicas de solucion adecuadas.

Un modelo es, en definitiva, una herramienta de ayuda a la toma de decisiones. Por esta razon,
sus resultados deben ser inteligibles y Utiles. Modelar se puede entender simultdneamente como
ciencia y como arte. Es una ciencia pues se basa en un conjunto de procesos estructurados:
analisis y deteccién de las relaciones entre los datos, establecimiento de suposiciones y
aproximaciones en la representacion de los problemas, desarrollo o uso de algoritmos especificos
de solucién. Es un arte porque materializa una vision o interpretacion de la realidad no siempre
de manera univoca. Cada persona imprime su estilo en el modelo mismo y en la especificacion,
en el desarrollo y en la documentacion. Caracteristicas tales como elegancia o simplicidad pueden
atribuirse a un modelo. El desarrollo de un modelo es una creacién hecha con ayuda de ciencias
béasicas o herramientas de apoyo.

Entre los beneficios explicitos o implicitos, tanto para el modelador como para el experto,
derivados del proceso de modelado ademas del modelo en si mismo, se pueden mencionar:

e Ayuda aestablecer un dialogo con intercambio de informacion entre el modelador y el experto
¢ Organiza los datos, la informacién disponible sobre el sistema
e Organiza, estructura y mejora la comprension del sistema

e Internaliza la estructura organizativa de la empresa
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I MODELOS DE PROGRAMACION MATEMATICA

e Permite compartir supuestos y resultados entre el modelador y el experto
e Proporciona un entorno agil para el andlisis y la sensibilidad
e Indica la direccion de mejora en las decisiones

En este capitulo se tratara exclusivamente de modelos de optimizacion, es decir, aquellos
donde existe un conjunto de variables de decision que deben maximizar/minimizar una funcién
objetivo sometidas a un conjunto de restricciones. Los modelos de programacion lineal son méas
utilizados que todos los otros tipos de optimizacién juntos y abarcan cualquier tipo de actividad
humana como micro y macroeconomia, finanzas, marketing, economia de la energia,
organizacion de la produccion, planificacion de la operacidn, seleccion de procesos, asignacion
de tareas, ingenieria quimica, forestal, agrénoma, comercio internacional, desarrollo econémico,
etc. Como referencias generales de modelado de problemas de optimizacion que se pueden utilizar
en la ensefianza de pregrado o postgrado cabe citar a [Schrage, 1997] y [Williams, 1999].

11.2. Etapas en el desarrollo de un modelo

Las etapas que componen el ciclo de vida de un modelo son las siguientes:

Identificacién del problema

Consiste en la recoleccién y analisis de la informacion relevante para el problema, en el
intercambio de informacion entre el modelador y el experto, en establecer una relacion simbidtica
y una estrecha coordinacion entre ambos.

Los problemas reales suelen estar definidos en términos vagos e imprecisos. Se debe hacer la
tarea de traduccion o interpretacion en frases precisas, convertibles en ecuaciones matematicas.
En esta etapa se establecen y documentan los supuestos realizados que en etapas posteriores
deberén ser validados.

Esta etapa es fundamental para que las soluciones proporcionadas, las conclusiones obtenidas
sean Utiles, las decisiones adoptadas sean correctas. Los datos suelen ser vitales para conseguir
un realismo o aplicabilidad en las soluciones. A menudo representan el cuello de botella del
proceso de modelado.

Especificacion matematica y formulacién

Escritura matematica del problema de optimizacion, definiendo sus variables, sus ecuaciones,
su funcion objetivo, sus parametros. En esta etapa se analiza el tamafio del problema, la estructura
de la matriz de restricciones, su tipo (LP, MIP, NLP). Es una etapa de creacion donde se debe
prestar especial atencion a la precision en la formulacion y a la escritura de las ecuaciones que
describen el problema.
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En LP la eleccion de una formulacién de un problema, aunque importante, no afecta de
manera significativa la resolucion del mismo. Sin embargo, en NLP o MIP la eleccién de la
formulacion es crucial. Pueden existir diversas alternativas de modelado que afectan de manera
fundamental en la resolucién del mismo, existiendo un desarrollo cada vez mayor en la
reformulacion de problemas. En problemas MIP la calidad de una formulacion se mide por la
cercania entre la envoltura convexa del poliedro de soluciones enteras factibles y la del poliedro
del problema MIP relajado linealmente. En el apartado 1.6.5.2 se explica en méas detalle algunas
técnicas de reformulacion de problemas MIP.

La caracterizacion de un problema LP segun su tamafio resulta dificil y ha sufrido un gran
cambio desde los recientes desarrollos de algoritmos simplex mejorados y, sobre todo, desde la
aparicion de los métodos de punto interior. En la tabla 1.1 se propone una clasificacion de tipos
de problemas LP segun su tamafio. Esta clasificacion debe ser tomada como guia o referencia
relativa actual pero téngase en cuenta que los tamafios relativos de los problemas cambiarén
conforme evolucionen los codigos de optimizacion. Actualmente se puede afirmar que los
codigos de optimizacion lineal implantan algoritmos muy eficientes, son fiables y numéricamente
robustos y estdn ampliamente disponibles.

Restricciones Variables
Caso ejemplo 100 100
Tamarfio medio 10000 10000
Gran tamafo 100000 100000
Muy gran tamafio > 100000 > 100000

Tabla 1.1 Tipos de problemas LP segln su tamafio.

En lo referente a MIP o NLP ni siquiera se pueden dar criterios generales de tamafio ya que
la dificultad de resolucion no tiene por qué estar ligada al tamafio del problema, puede ser incluso
preferible reformular un problema aunque aumenten las dimensiones, para lograr una resolucion
mas eficiente.

Resolucion

Se trata de implantar un algoritmo de obtencién de la solucién numérica (muy préxima a la
matemaética) Gptima o cuasioptima. El algoritmo puede ser de propésito general (método simplex)
0 especifico. Puede haber diferentes métodos de solucién de un problema o diferentes
implantaciones de un mismo método. El tiempo de resolucion de un problema también puede
depender drésticamente de como esté formulado.

La solucion éptima debe ser suficientemente satisfactoria, debe ser una guia de actuacion para
el experto.
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Verificacién, validacion y refinamiento

Esta etapa conlleva la eliminacién de los errores en la codificacidn, es decir, conseguir que el
modelo haga lo que se ha especificado matematicamente en la etapa anterior mediante su escritura
en un lenguaje informatico (depurar y verificar). ES necesario comprobar la validez de las
simplificaciones realizadas a través de los resultados obtenidos, incluso contrastando éstos con
situaciones reales ya transcurridas (validar) o comprobando que los resultados son coherentes con
respecto a lo que sucederia en la realidad.

Esta etapa de verificacion, validacion y comprobacion da lugar a nuevas necesidades de
refinamiento en el modelado para mejorar la capacidad de representacion del sistema. Por
ejemplo, eliminar la linealidad y hacer el modelo no lineal o hacer el modelo estocastico si la
realidad lo fuera. Ademas, también se puede abordar el refinamiento matematico en la
formulacion del problema para hacerla mas eficaz.

Interpretacion y analisis de los resultados

Esta etapa consiste en proponer soluciones. Permite conocer en detalle el comportamiento del
modelo al hacer un analisis de sensibilidad en los pardmetros de entrada, estudiar diferentes
escenarios plausibles de los pardmetros, detectar soluciones alternativas cuasioptimas pero
suficientemente atractivas, comprobar la robustez de la solucion dptima.

Implantacion, documentacion y mantenimiento

Esta es una etapa fundamental del desarrollo de un modelo para garantizar su amplia difusion.
La documentacion ha de ser clara, precisa y completa. EI manual de usuario debe incluir la
especificacion técnica funcional, matematica e informatica. El propio codigo debe incluir una
buena documentacion para facilitar la tarea del mantenimiento. Piénsese que la mayor parte del
ciclo de vida de un modelo no esta en el desarrollo sino en la fase de uso y mantenimiento.

En esta etapa se incluye también la tarea de formacion para los usuarios del modelo.

.3. Referencias

Schrage, L. (1997) Optimization Modeling with LINDO. Duxbury Press.

Williams, H.P. (1999) Model Building in Mathematical Programming. 4th Edition. John Wiley
and Sons.
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lll. Formulaciéon de problemas de optimizacion

I11.1. Modelos caracteristicos de programacion
matematica

A continuacion se presentan algunos problemas caracteristicos de programacion lineal, entera
y no lineal. Estos se utilizan como referencia y clasificacion para otros problemas. En particular,
para los problemas enteros existen numerosas referencias de investigacion dedicadas a la solucion
de los mismos. A pesar de la enorme atencién que se ha dedicado a su solucion su importancia
practica es limitada.

I11.1.1. Problema de la dieta

El problema por excelencia de programacion lineal es el de asignacion éptima de recursos.
Un caso particular de éste es el denominado problema de la dieta. Consiste en determinar la
composicion de la dieta de minimo coste que satisface las necesidades especificas de nutrientes.
Pongamos un caso particular muy sencillo de alimentacion de ganado bovino.

Aprovechamos este ejemplo para seguir paso a paso las etapas en el desarrollo de un modelo.
e En primer lugar hay que identificar el problema.

Se ha determinado que las necesidades minimas diarias en la alimentacion de una ternera son
de 700 g de proteinas, 28 g de calcio y 150 mg de vitaminas. Los alimentos disponibles son
pienso y forraje con un coste unitario de 0.30 y 0.35 €/kg respectivamente. La composicion
nutritiva por kg de alimento se muestra en la siguiente tabla.

Proteinas | Calcio Vitaminas
(9) (9) (mg)
Pienso 30 2 10
Forraje 45 1 5

Se trata de determinar la cantidad diaria 6ptima de cada alimento para minimizar el coste
total de alimentacion.

e A continuacidn se especifica matematicamente y se formula el problema.
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12

Para ello analizamos y organizamos los datos del problema. Sean i los alimentos disponibles
(pienso y forraje) y sean j los nutrientes (proteinas, calcio y vitaminas). Sea b; la cantidad

minima diaria requerida de cada nutriente. Sea a; la cantidad de nutriente por kg de alimento

correspondiente a los valores de la tabla dada. Sea c; el coste unitario de cada alimento. A
continuacion definimos las variables. Sea x; la cantidad diaria en kg de cada alimento i .

Ademas indicamos la funcidn objetivo y las restricciones del problema. La funcion objetivo
es la minimizacion del coste diario de la dieta

min Zcixi (1.1)

Las restricciones corresponden a satisfacer con la mezcla de alimentos las necesidades
minimas diarias de cada nutriente y, por consiguiente, habra tantas restricciones de este tipo
como nutrientes.

D ayx =b, Vj (1.2)

Ademas hay que afiadir la restriccién natural de que la cantidad de cada alimento ha de ser
no negativa.

x>0 (1.3)

Particularizando estas ecuaciones para los datos previos se obtiene.

min0.30x, + 0.35x,

30x, +45x, > 700
2%, + X, > 28
10x, +5x, >150
X >0

X, 20

Después viene la resolucién.

Vamos a resolver graficamente el problema. Para ello se dibujan las ecuaciones en forma de
igualdad en el espacio de las variables y se indica la region factible del problema. Es decir, el
conjunto de puntos que cumple todas las restricciones. Se traza la recta de la funcion objetivo
para un valor cualquiera y se desplaza paralela a si misma en el sentido de minimizar dicho
valor hasta el tltimo punto de la regién factible. Dicho punto sera el 6ptimo del problema.

Las etapas de verificacion (comprobacion de que el modelo es correcto) y validacion
(comprobacion de que la realidad se representa adecuadamente) son inmediatas en un modelo
tan sencillo como éste.

Seguidamente se realiza la interpretacion y andlisis de los resultados.
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Los resultados indican que la decision 6ptima es comprar 10.833 kg de pienso y 8.333 kg de
forraje cada dia. Con estas decisiones el coste diario de los alimentos es de 6.1667 €.

Al ganadero le ha llegado una oferta de otro fabricante de piensos a un precio de 0.25 €/kg
pero con menor contenido en calcio, 1.5 g de calcio por kg de pienso, y tiene interés en
analizar si le interesa comprar o no a dicho fabricante. Para ello planteamos este nuevo
problema de optimizacion. La solucion 6ptima para este nuevo problema es comprar 14.933
kg de pienso y 5.6 kg de forraje diariamente con un coste de 5.6933 €. Luego, esta oferta es
atractiva economicamente.

e La etapa de implantacion, documentacion y mantenimiento se da por satisfecha en este
modelo sencillo con este apartado donde se explica el modelo.

I11.1.2. Problema de transporte

Se trata de minimizar el coste total de transporte de un cierto producto desde los diferentes
origenes a los destinos, satisfaciendo la demanda de cada destino sin superar la oferta disponible
en cada origen. Se s jupo jne que todos los m origenes estan conectados con los todos los n

destinos. Sea a, la oferta de producto en el origen i, b; la demanda de producto en el destino y

c; el coste unitario de transporte desde el origen i al destino j.

El problema de optimizacion consiste en determinar las unidades de producto x; >0

transportadas desde i hasta j,, que minimizan los costes de transporte sujeto a las restricciones

de oferta disponible en cada origen i (m restricciones de oferta) y demanda en cada destino (n
restricciones de demanda)

i m n
meZZCu X

=1 j=1

DX =a i=1...m
=) 1.4)
injzbJ j=1...n
i=1
;20
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Implicitamente en esta formulacion, se supone que la oferta del producto es igual a la
- m
demanda del mismo > " a ="

n - m n - - ~
J_:lbj . Si zi:lai >Z,-:1bj se ha solido decir que se afiade un

sumidero universal con coste nulo, ysi " a < Z?zlbj se afiade una fuente universal conectada

con todos los destinos con coste muy elevado. Esta opcion se lleva a cabo para aplicar métodos
especificos de solucion para el problema de transporte.

Industrialmente, este modelo se utiliza muy a menudo, pero hay que tener en cuenta algunos
detalles de formulacién. En primer lugar, respecto al estilo, es importante que las variables
reflejen su significado, asi como los datos. Por ejemplo, es habitual para cantidades usar Q, para
demandas d, etc. También es importante, distinguir de alguna forma datos de variables (por
ejemplo, unos en mayusculas y otros en minusculas). Respecto a las condiciones de los datos, el
modelo se formula sin hacer hipétesis sobre los valores iniciales ni la red (pueden no existir
conexiones entre algunos origenes y destinos, de modo que A es el conjunto de arcos de la red),
siendo la siguiente formulacion la que contempla que pueda haber mas oferta que demanda
(equivalente a poner un sumidero universal):

min Y ¢,Q;
(i DeA
> Q<o i=l..,m
i eA (1.5)
> Q=d; j=1...n
Wi, )eA
Qij 20

Por otra parte, para evitar infactibilidades que harian que el modelo no dé solucién alguna, se
introducen unas variables que recogen la demanda no suministrada en cada nodo y que son
penalizadas en la funcidn objetivo, por ejemplo con un valor p:

min > ¢, Q;+ > PN,
( j

ij)eA

Z Q; <o, i=1...,m

i feA (1.6)
> Q=d;#N;, j=1...n

il(i,j)eA

Q;.N; >0

Este seria un modelo formulado para poder ser implementado de forma industrial.

En cualquier caso, la estructura que presenta la matriz de restricciones del problema tiene el
siguiente aspecto.
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Xy X oo Xy Xy X o Xy vt X X 7 X
111 1 1
2 1 1
m 1 1 1
111 1
2 1 1 1
n 1 1 1

Si tanto las ofertas como las demandas de los productos son nimeros enteros, entonces el
valor 6ptimo de las variables va a resultar entero por ser la matriz totalmente unimodulars, por lo

que no se necesita recurrir a métodos especificos de resolucion de problemas de programacion
entera.

111.1.3. Problema de transbordo

Consiste en determinar en una red con n nodos las cantidades éptimas para llevar unidades
de un producto desde sus origenes a sus destinos pasando por puntos de transbordo intermedios.
Cada origen genera b >0 unidades, cada destino consume b <O unidades y cada
transbordo ni genera ni consume unidades b, =0. El coste unitario de transporte desde el origen

i hasta el destino j en dicho sentido es c; .

Hay que determinar las unidades de producto transportadas desde i a j, x; >0, Vi, j, que

minimizan los costes de transporte teniendo en cuenta la restriccion de balance o conservacion
del flujo en cada nudo i .

3 Una matriz es totalmente unimodular si toda submatriz cuadrada tiene determinante 0, 1 6 -1. Si la

matriz de un problema lineal es totalmente unimodular y las cotas de las restricciones son enteras, entonces
todos los puntos extremos del poliedro tienen coordenadas enteras (se denomina politopo entero).
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n n
min 22.C%

izl j=1
3% =D % =b i=1...n (L.7)
j=1 k=1

x. >0

Implicitamente en esta formulacion, se supone que la oferta es igual a la demanda del
. n
producto, es decir, > b =0.

Esta matriz también es totalmente unimodular por lo que el problema también puede ser
resuelto mediante programacion lineal.

También en este caso, el modelo académico del industrial difiere sensiblemente, ya que no es
normal hacer la hipotesis de que la suma en la red sea 0 (no es normal que la demanda de un
producto en una red sea exactamente la oferta, eso suele darse en casos limite). Por otra parte,
también ha de protegerse respecto a posibles infactibilidades. Y por dltimo, hablar un lenguaje
propio del sector, que en general no va a considerar que produccion y demanda sea lo mismo pero
con signos opuestos. En este caso la formulacion se podria plantear como sigue.

El problema es transportar a través de una red un determinado producto. La red est4 formada
por n nodosy A arcos. Cada nodo puede ser de tres tipos: nodo de oferta donde hay disponible
0 se produce una cantidad del producto (s;), nodo de demanda donde hay una demanda del

producto (d, ), o nodo de transbordo donde ni se genera ni se consume (s, =0,d, =0).

Las variables del modelo son las siguientes:

Q, : cantidad transportada de nodo i a nodo j
N, : demanda no suministrada en nodo |
P, : cantidad suministrada en nodo j

Con estas variables se admite que la produccion o cantidad suministrada en un nodo pueda
ser inferior a la oferta existente, asi como no suministrar la demanda completa de un nodo si es
gue no hay existencias o forma de enviar suficiente cantidad al nodo, aunque ha de ser altamente
penalizada esta opcidn (con un valor p alto). EI modelo entonces resulta el siguiente:

min Z c;Q; +Z pN,
(i.j)eA i

Z Q- z Qi=P-d;+N; Vi
i 77

(i,j)eA (j.i)eA
P<s Vi (1.8)
N <d, Vi

Q20 V(i,j)eA P,N,>0 Vi
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I11.1.4. Problema de asignacion

Se trata de asignar la realizacion de n tareas a n personas (maquinas, etc.). Este problema es
un caso particular del problema de transporte. Por consiguiente las variables toman valores
enteros sin exigir esta condicion en la formulacion del problema.

Consiste en minimizar el coste total de realizar las tareas sabiendo que cada tarea i debe ser
hecha por una sola persona y cada persona j debe realizar una Unica tarea, siendo c; el coste de

realizar la tarea i por la persona j. Las variables del problema son

{1 si se asigna la tarea i a la persona j v
ij = '

0 en cualquier otro caso
min > > ¢, x;
Yi 93 g
n
> x;=1i=1..,n
j=1 (1.9)
n
ZXijzl j=1....n
i=1
X 20

111.1.5. Problema de la mochila (knapsack)

Se trata de maximizar el valor total de la eleccion de un conjunto de n proyectos sin
sobrepasar el presupuesto b disponible, siendo v; y c; el valor y coste de cada proyecto |
respectivamente. El nombre procede de la decisidn que toma un montafiero que trata de maximizar
el valor de lo que introduce en su mochila con una restriccion de maximo peso admisible. Las
1 si se elije el proyecto j
0 en cualquier otro caso

variables del problema son x; ={ . Esta es una utilizacion habitual de

las variables binarias como forma de seleccionar una alternativa, un proyecto en este caso. La
formulacion del problema es la siguiente

n
max » VX
Xj -

j=1

D> cx;<b (1.10)
=1

X; E{O,l}
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111.1.6. Problema de recubrimiento (set covering)

Existen m caracteristicas y n combinaciones (subconjuntos) de dichas caracteristicas. La
eleccion de una combinacion implica realizar todas las caracteristicas de la misma. Se trata de
minimizar el coste total de las combinaciones elegidas de manera que se cubra o posea cada
caracteristica i al menos una vez. Los datos son c; el coste de elegir la combinacién j y la

1 sii perteneceaj

matriz de pertenencia de cada caracteristica i a cada combinacion j, a; = {O ) . :
si no pertenece

1 si se elige la combinacién j

Denominamos las variables X; = .
0  encualquier otro caso

El problema se formula de la siguiente manera

rrlinzn:cjxj
ij=1
zn:aijxj >1 i=1....m (1.11)
j=1
X; 6{0,1}

En la siguiente figura se representa graficamente el problema de recubrimiento asi como los
de empaguetado y particion que se explican a continuacion.

‘o © (@) 0) (@ © o][o

o o oo (0 o0 o
o olle o (e 0)le o (06

Figura 1.1 Representacion grafica de un recubrimiento, una particién y un empaquetado,
respectivamente.

N\

@ o) ®© ©

Veamos a continuacién un ejemplo de recubrimiento: asignacion de tripulaciones, tomado
de [Hillier y Lieberman, 2002]. Una compafiia aérea necesita asignar sus tripulaciones para cubrir
todos sus vuelos. En particular, quiere resolver el problema de asignar tres tripulaciones con base
en San Francisco a los vuelos listados en la primera columna de la tabla. Las otras columnas
muestran las 12 secuencias factibles de vuelos para una tripulacién cualesquiera. Los nimeros de
cada columna indican el orden de los vuelos. Se necesita elegir tres secuencias (una por
tripulacion) de manera que se cubran todos los vuelos. Se permite tener mas de una tripulacion
en un vuelo, donde la/s tripulacién/es extra viajan como pasajeros, pero por convenio laboral la
tripulacion extra cobra como si estuviera trabajando. El coste de asignacion de una tripulacién a
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cada secuencia de vuelos se da en millones de euros en la Ultima fila. El objetivo es minimizar el
coste total de asignacion de las tres tripulaciones para cubrir todos los vuelos. Resolver el mismo
problema para el caso en que no se permite el vuelo de una tripulacién fuera de servicio en un
vuelo.

Secuencias factibles

112 /3|4 /5,6,78]9]10|11) 12
SF-LA 1 1 1 1
SF — Denver 1 1 1 1
SF — Seattle 1 1 1 1
LA — Chicago 2 2 3 2 3
LA -SF 2 3 5 5
Chicago — Denver 313 4
Chicago — Seattle 313 3 3 4
Denver — SF 2 4 | 4 5
Denver — Chicago 2 2 2
Seattle — SF 2 4 | 4 5
Seattle - LA 2 2 4 4 2
Coste (M€) 2,3 4, 6,/7|5/7/8/9]09 8 9

Se definen las variables del problema como

{1 si se asigna la secuencia j
X, =

. _ x; €{0,1} j=1...12
' 10 encualquier otro caso
La funcion objetivo serd

min 2X, + 3X, + 4X; +6X, + 7X; +5Xs + 7%, +8X; + 9%, + 9%, +8x%; +9x,,

Cobertura de cada vuelo al menos una vez
X, + X, + %X +X%,2>1 (SF-LA)
X, + X5 + Xg + X, =1 (SF-Denver)
X3+ Xg + X + X, 21 (SF-Seatlle)

12
Asignacion de las tres tripulaciones ZXJ. =3
=1
Las soluciones dptimas son x, =x, =x, =1 yelresto00 x, =x, =x, =1 y el resto 0, ambas
con coste 18 millones de €.
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Si no se permite que una tripulacion fuera de servicio vuele en un avién las restricciones de
cobertura de mayor o igual pasan a ser de igualdad. Luego, se trata de un problema de particion,
cuya formulacion se vera a continuacion.

111.1.7. Problema de empaquetado (set packing)

Se tienen que realizar m proyectos divididos en n paquetes. La eleccion de un paquete
implica realizar todos los proyectos del mismo. Se trata de maximizar el beneficio total de manera
que cada proyecto i del conjunto de todos los paquetes que lo incluyen no pueda ser elegido mas
de una vez. c; es el beneficio de elegir el paquete j, la matriz de pertenencia de cada proyecto

. . 1 sii perteneceaj .
i a cada paquete j es ai.{ P J. Las variables del problema son

' |0 si no pertenece

1 si se elige el paquete j ., L
{ ge elpaq J . La formulacion del problema es la siguiente

10 en cualquier otro caso
n

max » C:.X.

X, Z i

Za,,xj <1 i=1...,m (112)

X; € {0,1}

111.1.8. Problema de particion (set partitioning)

La formulacion es similar al problema anterior pero en este caso exactamente una
caracteristica (proyecto) del conjunto de combinaciones (paquetes) que la contienen debe ser
elegida.

n
max » ;X

X "
] j=1

ZauxJ =1 i=1...,m (1.13)

X; e{O,l}

111.1.9. Problema del viajante de comercio (Traveling
Salesman Problem TSP)

El problema consiste en hacer un recorrido que pase por n ciudades sin repetir ninguna y
volviendo a la ciudad de partida de manera que la distancia (o tiempo o coste) total sea minima.
Es un problema de asignacion pero con la condicion de que la asignacion sea un ciclo. Es uno de
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los problemas mas importantes en la historia de la programacion matematica por todas las
investigaciones a las que ha dado lugar y por todas las aplicaciones que tiene, tanto directamente
0 apareciendo como subproblema dentro de otros mas complejos. En una noticia de OR/MS Today
(publicada por el Institute of Operations Research and the Management Sciences (INFORMS))
de junio de 2004, mencionaba que se habia conseguido resolver un problema del viajante con
24978 ciudades. Los problemas de enrutamiento de vehiculos (expedicion o recogida de
mercancias) pueden ser formulados basadndose en este modelo. Una de las caracteristicas méas
interesantes de este problema es que existen muchas formulaciones conocidas para el mismo, ver
[Williams, 1999] y [Nemhauser, 1999]. Una de ellas es la siguiente. Sea c; la distancia entre las

ciudades iy j.

Se definen las variables

. {1 si se va de la ciudad i a la ciudad j
i

0 en otro caso

T, : instante de llegada a ciudad

La formulacion del problema es:

min ZCU—XU—

S

2% =1 Y]

;Xi,- =1 vi (1.14)
T, 2c; —-ml-Xx;) vj#1
x; €{0,1},T, >0

La primera restriccion indica que a una ciudad j sélo se puede llegar una vez desde cualquier

ciudad i. La segunda dice que desde una ciudad i sélo se puede salir una vez a cualquier otra
ciudad j. Solo con estas variables no es suficiente para formular el problema, ya que se pueden

formar subciclos. La forma de evitarlos es afiadiendo las variables continuas.

111.1.10. Problema de coste fijo

Los problemas de coste fijo aparecen cuando el coste de una variable tiene un término fijo
con valor diferente de O si la variable toma un valor estrictamente positivo. Es una funcion no
lineal y discontinua:
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¢ 0 xj=0
i(%5)= k,+c,x; X;>0

Este coste se puede modelar con ayuda de una variable binaria auxiliar y; e {0,1} definida

1 xj>0

0 x -0 que indica la realizacion de la actividad x; . Introduciendo la condicion
=

como y; ={

X; <My;, j=1...,n,siendo M una constante, cota superior de X;, cuyo valor dependera del

problema, se distingue entre no realizar la actividad y realizarla al menos infinitesimalmente. El
valor de la constante M debe ser el menor posible ya que esto es computacionalmente
beneficioso.

El problema lineal entero se formula como sigue

fpiynZ 00 =2 (ky; )
(R j=1

X; sMyj

X; 20

Y; E{O,l}

111.1.11. Modelado de restricciones con variables binarias

Supongamos que necesitamos considerar en un problema la condicion de que si se produce
el producto A también se debe producir el producto B. La condicion de produccion de un producto
J larepresentamos por la restriccion x; >1. Entonces, la implicacion es

X, 21> x; 21

Esta condicién no se puede introducir directamente en un problema lineal porque hace que la
estructura del problema (el que se considere 0 no una restriccion mas x, >1) depende de que se
cumplaotra (x, >1) y esto solo se conoce una vez que se ha determinado la solucion optima. Un

problema de optimizacion no se puede redefinir endégenamente, es decir, en funcion de los
propios valores que toman las variables del problema.

En este apartado se van a modelar en un problema de optimizacion algunas condiciones
especiales (las restricciones logicas entre ellas) que requieren el uso de variables binarias para
detectar o forzar el cumplimiento de restricciones.
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111.1.11.1. Modelado de disyunciones
Disyunciones

Las disyunciones implican una pareja de restricciones donde una (cualquiera de las dos) debe
satisfacerse, mientras que la otra no es necesario que se cumpla. Debe cumplirse una al menos
pero no necesariamente las dos.

f(x)<0 6 g(x)<0

Supongamos el ejemplo de esta disyuncion
3%, +2x,-18<0 0 x +4x,-16<0
Veamos como estas restricciones se pueden incorporar en un problema de programacion
matematica.

Afiadir una constante de valor elevado M a una restriccion es equivalente a eliminar (relajar)
dicha restriccion.

3x, +2x,-18<0 5 3%, +2x,-18<M
X, +4x, =16 <M X, +4x,-16<0

Se define la variable binaria auxiliar y que selecciona la ecuacion correspondiente,

1 serelaja la ecuacion 1 . . .
= . Luego las restricciones disyuntivas se modelan en un problema

|0 serelaja la ecuacion 2

de optimizacion como

3x, +2X, —18< My
X, +4x, -16 <M (1-vy)

Si y =1 se relaja la restriccion 1y se obliga a cumplir la 2, y viceversa para y =0.

Algunas implicaciones son un caso semejante a las restricciones disyuntivas

f(x)>0—>g(x)<0

es equivalente a

f(x)<0 6 g(x)<0

yaque P —Q esequivalentea(No P)0 Q.
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Cumplir k de N ecuaciones

Se tiene un conjunto de N ecuaciones de las cuales se han de satisfacer al menos k , siendo

k < N . Las disyunciones son un caso particular de éste para k =1y N =2. Sea el conjunto de
N ecuaciones

f(x,....x,) <0
f,(X,..,X,) <0
fy (X,..,%,) <0

afadiendo una constante M y una variable binaria y, para cada ecuacion tenemos

f,(%,...,X,) <My,
f, (%, %) < My,
fi (%o %) < My,

donde ademas se impone la condicion de seleccionar solamente k ecuaciones.

N
>y, =N -k y,e{01} i=1...,N
i=1
Seleccionar entre N valores

Sea una funcidn con maltiples posibles valores y se desea elegir uno de ellos.

La manera de modelarlo es introduciendo una variable binaria auxiliar y, por cada valory la
condicion de eleccion Unica

f(xi,...,xn)=Zdiyi

24
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MODELADO DE IMPLICACIONES LOGICAS

Las variables binarias se utilizan para indicar que el cumplimiento de una restriccion implica
el cumplimiento de otra. Basicamente, si hay que modelizar P — Q, esto es equivalente a

modelizar No P 0 Q, es decir, se reduce al caso de una disyuncion.

Cuando se trabaja con variables binarias, hay que tener en cuenta que es habitual que surjan
disyunciones o condicionales, pero en general no es necesario recurrir a esta formulacion, sino
que existe una funcion lineal que las relaciona. Por ejemplo, si X,Y son binarias y hay que

modelizar X =1=Y =1, basta con poner X <Y .

MODELADO DE PRODUCTOS CON VARIABLES BINARIAS

Las variables binarias también se pueden utilizar para eliminar algunos productos de variables
gue convertirian el problema en no lineal pero que con esta transformacion resulta un problema
lineal entero mixto, més facil de resolver. Para ello a cada variable que intervenga en un producto

se le asigna una variable binaria de cumplimiento (X, < M6, ) y luego se trabaja con esa variable

binaria.

En la siguiente tabla se muestran algunas conversiones posibles. La primera columna indica
los productos de variables que se desea modelar. En la siguiente la equivalencia para obtener las
restricciones que se introducen en el problema de programacion lineal, expresadas en la tercera
columna.

00,=0 16,=060,=0 0,+0,<1
5, €{0,1} 5, €{0,1}
0,0, Reemplazar 6,0, por &, | 6, <9,

5,€{01} | 6,=1¢06,=1y6,=1 6,<9,
0,+0, <1+,

5, €{0,1}

X0 Reemplazar X0 pory |y=0

x>0 6=0->y=0 y<Ms

se{01 o=1->y=X ~X+y<0
X-y+Mo <M
X<M
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111.1.11.2. Una aplicacion: Modelo de asignacion de grupos térmicos

El problema de la asignacion de grupos térmicos de produccion de electricidad consiste en la

decision de qué grupos térmicos hay que acoplar en cada hora del dia (0 semana) de manera que:

Se minimicen los costes variables de generacion (incluyendo costes de combustible y costes

de arranque y parada)
Se suministre la demanda en cada hora
Se mantenga un cierto nivel de reserva rodante

Se respeten los parametros de funcionamiento de los grupos térmicos (minimos técnicos,

potencia nominal, rampas de subida y bajada)

Datos

, demanda térmica en la hora h [MW]

D
R coeficiente de reserva rodante con respecto a la demanda [p.u.]
a, término lineal del coste de combustible del grupo térmico t [€/MWh]

b, término fijo del coste de combustible del grupo térmico t [€/h]
ca, coste de arranque del grupo térmico t [€]

Ccp, coste de parada del grupo térmico t [€]

potencia maxima del grupo térmico t [MW]

P, potencia minima del grupo térmico t [MW]

rs, rampa de subida del grupo térmico t [MW/h]

rampa de bajada del grupo térmico t [MW/h]

Variables

26

P, potencia producida por el grupo térmico t en la hora h [MW]
A, acoplamiento del grupo térmico t en la hora h [0,1]
AR, arranque del grupo térmico t en la hora h [0,1]

PR, parada del grupo térmico t en la hora h [0,1]

H

.
minZZ(a[ P, +b A, +ca AR, +cpPR,)

h=1 t=1
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(RA.-R)=RD, H

PA <P < F_’tAht 2HT

Aht - Ah—lt = ARht - PRht (H-DT
P, —P i 18, H-DT
P —P:< I’bt (H-DT

P, >0 A,,AR,,PR, {01}

$TITLE ASIGNACION HORARIA DE GRUPOS TERMICOS

SETS

T grupos térmicos /GALICIA, CATALUNA, MADRID, VALENCIA, EXTREMAD, ANDALUCI, CASTLEON/
H hora h /hl1 * h5/

SCALAR

r porcentaje de reserva rodante sobre la demanda [p.u.] 70.2/

PARAMETERS

d(h) demanda cada hora [MW]

/h1l 1000 , h2 1400 , h3 2400 , h4 2000 , h5 1000/
pmax(t) pot maxima de cada térmico [MW]

/GALICIA 400, CATALUNA 500, MADRID 700, VALENCIA 400, EXTREMAD 300, ANDALUCI 800, CASTLEON
800/

pmin(t) pot minima de cada térmico [MW]

/GALICIA 100, CATALUNA 150, MADRID 150, VALENCIA 50, EXTREMAD 50, ANDALUCI 400, CASTLEON
200 7/

rs(t) rampa de subida [MW por hora]

/GALICIA 200, CATALUNA 300, MADRID 500, VALENCIA 300, EXTREMAD 100, ANDALUCI 500, CASTLEON
400/

rb(t) rampa de bajada [MW por hora]

/GALICIA 300, CATALUNA 300, MADRID 200, VALENCIA 100, EXTREMAD 100, ANDALUCI 500, CASTLEON
400/

c(t) coste lineal de produccién [€ por MWh]

/GALICIA 4, CATALUNA 4, MADRID 4, VALENCIA 4, EXTREMAD 3, ANDALUCI 2, CASTLEON 7/

b(t) coste fijo de produccién [€]

/GALICIA 50, CATALUNA 30, MADRID 30, VALENCIA 25, EXTREMAD 30, ANDALUCI 80, CASTLEON 70/
ca(t) coste de arranque

/GALICIA 10, CATALUNA 20, MADRID 10, VALENCIA 15, EXTREMAD 20, ANDALUCI 10, CASTLEON 15/
cp(t) coste de parada

/GALICIA 5, CATALUNA 10, MADRID 5, VALENCIA 10, EXTREMAD 5, ANDALUCI 15, CASTLEON 10/
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VARIABLES

CT coste variable total del sistema [M€]

A(t,h) acoplamiento del grupo t a las h horas [0-1]
AR(t,h) arranque del grupo t a las h horas [0-1]
PR(t,h) parada del grupo t a las h horas [0-1]

P(t,h) generacién producida por el grupo t a las h horas [MW]

BINARY VARIABLE A,AR,PR
POSITIVE VARIABLE P

EQUATIONS

COSTE costes variables de generacién-funcién objetivo [£€]

DEMANDA(h) abastecimiento de la demanda [MW]

RESERVA(h) reserva rodante del sistema [MW]

COTASUP(t,h) cota superior de produccién del grupo t [MW]

COTAINF(t,h) cota inferior de produccién del grupo t [MW]

RAMPASUB(t,h) limitacion de rampa de subida del grupo t [MW]

RAMPABAJ(t,h) limitacién de rampa de bajada del grupo t [MW]

LOGICA(t,h) relacién légica entre variables de acoplamiento arranque y parada ;
COSTE .. CT =E= SUM[(T,H), c(t)*P(t,h)+b(t)*A(t,h)+ca(t)*AR(t,h)+cp(t)*PR(t,h)] ;
DEMANDA(Ch) .. SUM[T, P(t,h)] =E= d(h) ;

RESERVA(h) .. SUMLT, ACt,h)*pmax(t)-P(t,h)] =G= d(h)*r;

COTASUP(t,h) .. P(t,h) =L= pmax(t)*A(t,h);

COTAINF(t,h) .. P(t,h) =G= pmin(t)*A(t,h);

RAMPASUB(t,h) .. P(t,h)-P(t,h-1) =L= rs(t);

RAMPABAJ(t,h) .. P(t,h-1)-P(t,h) =L= rb(t);

LOGICA(t,h) .. A(t,h)-A(t,h-1) =E= AR(t,h)-PR(t,h);

MODEL ASIGNA /COSTE,DEMANDA,RESERVA,COTASUP,COTAINF,RAMPASUB,RAMPABAJ,LOGICA/ ;

P_UP(t,h) = pmax(t)
OPTION OPTCR = 0O

SOLVE ASIGNA USING MIP MINIMIZING CT

EAS (\% Universidad
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111.1.12. Problemas de produccion con elasticidad en los
precios y/o costes

En algunos problemas de produccion se puede suponer que hay una ganancia unitaria fija
asociada a cada producto, con lo que la funcion objetivo de beneficio que se obtiene es lineal. Sin
embargo, en otros problemas ciertos factores introducen no linealidades en la funcién objetivo.
Por ejemplo, un gran fabricante puede encontrar precios elasticos mediante los cuales la cantidad
gue se puede vender de un producto va en relacion inversa con el precio que se cobra. La curva
precio-demanda, p(x), que representa el precio unitario que se necesita para poder vender x

unidades, seria una funcion no lineal decreciente, nunca inferior al coste unitario de produccion
c.

Asi el margen de contribucién de la empresa (ingreso bruto menos coste de produccion,
beneficio neto, EBITDA) vendria determinado por

P(x) = xp(x) —cx

Si, ademas, la empresa tiene una funcion semejante para cada uno de los n productos que
puede fabricar la funcion objetivo global seria una suma de funciones no lineales.

00 =200 =2 %P (x) ¢,

Otra razdn por la que pueden surgir no linealidades en la funcion objetivo es a causa de los
costes de produccion, ya que éstos pueden variar con el nivel de produccién. Por ejemplo, el coste
puede decrecer cuando aumenta el nivel de produccion gracias al efecto de una curva de
aprendizaje (mayor eficiencia con méas experiencia) o0 aumentar por necesidad de tiempos extra o
instalaciones mas costosas.

Las restricciones también se pueden ver afectadas por estos tipos de no linealidades. Una que
surge inmediatamente es la restriccion de presupuesto, si existe, cuando los costes de produccion
varian como se ha descrito anteriormente. También seran funciones no lineales las asociadas a los
recursos, siempre que el uso de un determinado recurso no sea proporcional a los niveles de los
respectivos productos.

111.1.13. Problema de transporte con descuentos por volumen

El problema de transporte que se ha considerado hasta el momento supone que el coste por
unidad enviada de un origen a un destino dados es fijo, independientemente de la cantidad
mandada. Sin embargo, una situacion muy habitual es que se disponga de descuentos por cantidad
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para volumenes grandes, con lo que la funcion de coste unitaria seria una funcion no lineal con
pendiente no creciente. Una alternativa es aproximar esta funcion no lineal por una poligonal.

Asi pues, el coste de embarcar x unidades viene dado por una funcion poligonal, C(x),

continua, con pendiente en cada tramo igual al coste unitario de transporte. En consecuencia, si
cada combinacion de origen y destino tiene una funcion semejante, la funcion objetivo seria

m n
f (X) = chij (Xij)
i=1 j=1
Al ser una funcion poligonal concava en un problema de minimizacién se modelara
introduciendo variables binarias de seleccion del segmento de la poligonal, y formulandolo como
un problema lineal entero.

Sin embargo, hay que distinguir dos casos al hacer la formulacion, segin el descuento se
aplique a todas las unidades si la cantidad supera un valor, o s6lo a las que superan ese valor.

En el caso de que el descuento sélo se aplique a las cantidades que superan un valor, por
ejemplo k, de modo que las k primeras siempre tienen un coste unitario ¢ y las que sobrepasen a
k, tengan un descuento siendo su coste unitario c-a, obsérvese que la funcion es continua:

-

El modelo para representar esta funcion, siendo X la variable pasa por dividir esta variable en
dos, una hasta el valor k y otra para el exceso, obligando a que la segunda no sea distinta de cero
mientras la otra no llegue al valor k:

min cX, +(c—-a)X,
X=X, +X,
ok <X, <k
0<X,<cotao
56{0,1}

En el caso, de aplicarse el descuento a todas las unidades la funcién es discontinua:
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Y el modelo, atn siendo también una descomposicion en dos variables, es distinto, pues seran
variables que no puedan ser distintas de cero a la vez:

min cX, +(c—a)X,
X=X,+X,
0<X,<ko
k(1-9)< X, <cota (1-9)
5e{0,1}

111.1.14. Seleccion de una cartera de inversiones

Actualmente, cuando se plantea la seleccion de una cartera de inversiones, los inversores se
preocupan tanto por el rendimiento esperado como por el riesgo asociado a su inversion y para
obtener un modelo que permita determinar una cartera que, con ciertas suposiciones, combine de
forma Optima estos factores se utiliza la programacién no lineal.

Supongamos que se estan considerando n tipos de acciones para incluirlas en la cartera; las
variables de decision x;, j=1,...,n representan el nimero de acciones j que se van a incluir.

Sean u; y o lamediay la varianza del rendimiento sobre cada accion de tipo j, en donde o ;
es una medida del riesgo de estas acciones. Sea o;; la covarianza del rendimiento sobre una accion

de cada tipo i y j. Entonces, el valor esperado R(x) y la varianza V (x) del rendimiento total
de la cartera son

R(X)=anﬂjxj

V(X)=Zznlaijxixj

=1
n
i=1 j=1

con lo que la funcién objetivo del modelo resultante es
f(x)=R(x) - AV (x)

donde g se denomina factor de aversion al riesgo, ya que cuanto mayor sea mayor importancia
(negativa) se le da en la funcion objetivo a la variabilidad (la volatilidad del rendimiento no es
mas que su desviacion estandar) de la inversion final.

Como restriccion se incluye la restriccion del presupuesto y la no negatividad de las variables
(P; representa el coste de cada accion de tipo j y B es el presupuesto):
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111.1.15. Problemas de sistemas de energia eléctrica

Un problema no lineal de sistemas de energia eléctrica muy caracteristico es el flujo de cargas
optimo en corriente alterna AC. Se trata de minimizar los costes variables de operacion de los
grupos de generacion sujeto al conjunto de restricciones de la red y a las restricciones de seguridad
preventiva y/o correctiva. En este caso, tanto la funcién objetivo como las restricciones son no
lineales. La funcion objetivo porque los costes de generacion se suelen considerar cuadraticos en
funcidn de la produccion. Las restricciones porque tanto la potencia activa como la reactiva son
funciones no lineales del modulo y argumento de las tensiones en los nudos.
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111.3. Biblioteca de problemas

PROBLEMA: DISTRIBUCION DE GASOLEO

Una empresa de distribucion de gasoleo dispone de tres depdsitos D1, D2 y D3 donde guarda
el gaséleo y desde los que abastece a cuatro estaciones de servicio, E1, E2, E3 y E4. En la tabla
se muestra la capacidad méxima de almacenamiento de cada depésito, la demanda maxima de
cada punto de venta y las capacidades méximas de transporte en las posibles rutas entre depésitos
y estaciones de servicio.

E1 | E2 | E3 | E4 | Capacidad
D1 8 - | 70 | - 150
D2 - | 60 | 90 | 85 300
D3 0 | 60 | - | 50 250
Demanda 130 200 150 250
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Ademas, cada unidad que se envie a las gasolineras le supone un beneficio de 7 u.m. y los envios
se llevan a cabo en camiones cuya capacidad es de 20 unidades cada uno, con un coste estimado
por camion en cada una de las rutas de:

Costes (u.m.) El E2 E3 E4
D1 100 - 125 -
D2 - 100 | 125 | 100
D3 75 100 - 125

Formular y resolver un problema para determinar el plan de rutas éptimo que maximice el
beneficio de la empresa.

PROBLEMA: CONDUCTORES DE METRO

La Compafiia Metropolitana de Transporte (CMT) explota el metro de la ciudad y planifica
la asignacion de turnos de su personal de operacién. El convenio laboral exige que cada conductor
disponga de dos dias libres consecutivos por semana. La demanda de conductores para operar los
trenes varia dependiendo del dia, siendo, de lunes a domingo, de 18, 16, 15, 16, 19, 14 y 12
conductores respectivamente. El coste de personal varia a lo largo de la semana. Para un dia
cualquiera de lunes a viernes el coste es de 50 € por dia, los sabados se pagan a 75 y los domingos
a 90. Ademaés se puede recurrir a la contratacion parcial de hasta 3 personas que trabajarian los
viernes, sabados y domingos por un coste de 200 €. Determinar el esquema 6ptimo de turnos de
trabajo de dichos conductores.

PROBLEMA: PRODUCCION

Una empresa puede fabricar 4 productos diferentes utilizando en su elaboracion 5 tipos de
materias primas. Las unidades requeridas de cada materia prima por cada unidad de cada producto
se recogen en la tabla siguiente, asi como el precio de venta de cada producto y la disponibilidad
de cada materia prima:

M1 | M2 | M3 | M4 | M5 Precio venta

P1 1 1 1 15
P2 1 1 1 20
P3 1 1 1 15
P4 1 1 10

Disponible | 200 | 150 | 150 | 200 | 100

El precio unitario de cada materia prima es de 2, 3, 4, 5 y 5, respectivamente, pero hay un
coste adicional por hacer un pedido de cada materia prima, independiente de la cantidad que se
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pida, de 20, 25, 20, 25, 25 unidades, respectivamente. Determinar el plan de produccién 6ptimo
para maximizar los beneficios de la empresa.

PROBLEMA: AYUDA EN EMERGENCIAS

Tienen que transportarse sacos con alimentos mediante tres tipos de aviones Al, A2, A3,
desde un aeropuerto y arrojarse en las aldeas V1, V2, V3, V4, V5, afectadas por inundaciones. La
cantidad de alimentos (en unidades adecuadas) que cada avidn puede transportar a cada aldea en
cada viaje, se da en la siguiente tabla. El nimero de viajes que puede hacer cada avion se daen la
Gltima columna y el nimero maximo de aviones que puede recibir diariamente cada aldea en la
Gltima fila. Encontrar el nimero de viajes que debera hacer cada avion a cada aldea de forma que
se maximice la cantidad de alimento distribuido por dia.

V1 |V2|V3 V4 V5
Al 10| 8 | 6 | 9|12 |50
A2 5 |38 4]10/90
A3/ 7 |9 6 10| 4 60
10080 | 70 | 40 | 20

PROBLEMA: CONSTRUCCION DE ALMACENES

Una compafiia planea construir varios almacenes para guardar un cierto producto. Estos
almacenes surtiran a dos grandes clientes con las unidades demandadas mensualmente apuntadas
en la ultima fila de la tabla. Se pueden construir hasta tres almacenes, que se tienen como
candidatos, con capacidades expresadas en la Gltima columna. Usando el coste estimado de
construccion de los almacenes, su vida util y el valor del dinero en el tiempo, los costes de
construccion por mes para los tres almacenes se han estimado en 8000, 12000 y 7000. A
continuacion se dan los costes de transporte por unidad desde los tres almacenes candidatos a los
clientes.

Cliente 1 | Cliente 2 | Capacidad

Almacén1l| 1.50 2.00 4000

Almacén2| 2.00 1.50 5000

Almacén 3| 2.50 2.25 6000

Demanda 3000 5000

Determinar qué almacenes se deben construir y cdmo se ha de satisfacer la demanda de los
clientes.
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INVESTIGACION OPERATIVA

PROBLEMA: TRANSPORTE DE ELECTRODOMESTICOS

Una compafiia tiene dos fabricas, una en Alicante y otra en Huelva. Las dos fabricas producen
frigorificos y lavadoras. Las capacidades de produccion de estos articulos en Alicante son de 5000
y 7000, respectivamente, y en Huelva de 8000 y 4000. La compafiia entrega estos productos a tres
grandes clientes en las ciudades de Barcelona, A Corufia y Valencia, siendo las demandas:

Deman lient

RS EIlT Barcelona A Corufia Valencia
Frigorificos 4000 5000 4000
Lavadoras 3000 3000 4000

Los articulos se transportan por ferrocarril. En la tabla siguiente se muestran los costes
unitarios de transporte y las limitaciones para enviar cualquiera de los dos productos de cada
fabrica a cada cliente:

Barcelona A Corufa Valencia
Alicante Coste unitario 6 14 7
Méaximo unidades 6000 3000 7500
Huelva Coste unitario 10 8 15
Méaximo unidades 3000 9000 3000

Se desea minimizar el coste total de transporte.

PROBLEMA: LOGISTICA

Una empresa tiene dos factorias, F1 y F2, con las que abastece a tres almacenes de
distribucion, D1, D2 y D3, de dos articulos, Al y A2.

Los costes de transporte de una unidad de cualquiera de los dos articulos desde cada factoria
a cada almacén se dan en la tabla izquierda, en tanto que los precios de venta unitarios de cada
articulo en cada almacén se dan en la tabla derecha.

Coste Tr| D1 | D2 | D3 Precio |D1| D2 | D3

F1 4 | 715 Al |17 /20|18

F2 6|57 A2 19 17|21

El tiempo, expresado en minutos, que se tarda en fabricar una unidad de cada articulo en cada
una de las factorias se refleja en la tabla izquierda, en tanto que los costes unitarios de fabricacion
de cada articulo en cada factoria aparecen en la tabla derecha.

A2
7.5

Coste Fb | Al | A2
F1 8|6

Tiempo | Al
F1 6
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F2 10| 5 F2 5 10

La capacidad de produccion de la factoria 1 es de 260 horas y la de la factoria 2 de 240 horas.

Las demandas minimas de cada uno de los articulos que en cada almacén deben ser satisfechas
son expresadas en la tabla siguiente.

D1 | D2 D3

Al | 600 | 800 & 500

A2 | 700 | 500 | 1200

Por Gltimo y por cuestiones de tipo técnico y de politica de empresa, nunca se pueden producir
en cualquiera de las factorias mas de 500 unidades de un articulo que de otro.

Se trata de elaborar un modelo que proporcione el mejor programa de produccion y
distribucion para maximizar el beneficio neto.

¢Se modifica la solucién si el tiempo de ejecucion de A2 en F1 se reduce en medio minuto?

PROBLEMA: GESTION DE AUTOBUSES

En una ciudad se intenta disminuir la contaminacion reduciendo la circulacién interurbana.
Un primer estudio busca determinar el minimo ndmero de autobuses que satisfagan las
necesidades de transporte. Después de recoger la informacion se observa que este nimero varia
segun la hora del dia, pero se puede considerar constante en intervalos sucesivos de cuatro horas:

00:00 a.m. — 4:00 a.m. 4 12:00 m. — 4:00 p.m. 7
4:00 a.m. — 8:00 a.m. 8 4:00 p.m. — 8:00 p.m. 12
8:00 a.m. —12:00 m. 10 8:00 p.m. - 00:00 a.m. 4

Los turnos de autobuses funcionan durante ocho horas seguidas y pueden comenzar al
principio de cualquiera de los seis periodos descritos anteriormente. Ademas, si en el turno que
comienza a las 8:00 p.m. hay estrictamente mas de 4 autobuses, en el siguiente ha de haber
también estrictamente més de 4. Plantear un problema de programacion lineal entera para
determinar el minimo ndmero de autobuses diario que satisface las necesidades anteriores.

PROBLEMA: ADQUISICION DE CAMIONES

Una compafiia de transportes tiene 10 camiones con capacidad 40000 kg y 5 camiones de
30000 kg. Los camiones grandes tienen un coste variable de combustible de 0.30 €/km y los
pequefios de 0.25 €/km.
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INVESTIGACION OPERATIVA

En una semana la empresa debe transportar 400000 kg en un recorrido de 800 km. La
posibilidad de otros compromisos recomienda que por cada dos camiones pequefios mantenidos
en reserva debe quedarse por lo menos uno de los grandes.

¢Cudl es el nimero 6ptimo de camiones de ambas clases que deben movilizarse para ese
transporte y teniendo en cuenta las restricciones?

PROBLEMA: PLANIFICACION DEL METRO

En una determinada ciudad se va a construir la red del metro. La empresa encargada ha de
decidir qué lineas construir y para ello tiene varias opciones. Existen 10 puntos claves por los que
ha de pasar la red y se ha visto que son 8 las posibles lineas a construir. Las lineas posibles, los
puntos clave por los que pasaria cada una y su coste estimado de construccidn en unidades
apropiadas, son:

Puntos clave Coste
L1 P1 P2 P3 P4 4
L2 P1 P3 P5 P7 4
L3 P2 P3 P4 P6 4
L4 P5 P7 P9 P10 4
L5 P2 P7 P8 3
L6 P1 P4 P5P10 4
L7 P3 P8 P9 3
L8 P2 P6 P10 3

Ademas, por el punto P2 han de pasar al menos dos lineas; y, si los puntos P3'y P7 no quedan
conectados por una linea directa, entonces debe existir un transbordo en P8 de modo que pase una
linea que una este punto con el P3 y otra con el P7. Plantear como un problema de programacién
lineal entera el problema de decidir qué lineas construir de la forma mas econémica con estas
restricciones teniendo en cuenta que por cada punto clave debe pasar al menos una linea.

PROBLEMA: OFICINA DE CORREOQS

Una oficina de correos necesita distinto nimero de empleados de jornada completa para cada
dia de la semana, tal como se da en la tabla adjunta. Las reglas sindicales sefialan que cada
empleado de jornada completa tiene que trabajar durante cinco dias consecutivos y, a
continuacion, descansar dos dias. Por ejemplo, un empleado que trabaje de lunes a viernes tiene
gue descansar sabado y domingo. La oficina de correos quiere cumplir con sus requerimientos
diarios y utilizar sélo empleados de jornada completa. Formular mediante programacion
matematica un modelo que pueda utilizar la oficina de correos para minimizar el nimero de
empleados de jornada completa a contratar.
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Empleados
Lunes 17
Martes 13
Miércoles 15
Jueves 19
Viernes 14
Séabado 16
Domingo 11

PROBLEMA: ABASTECIMIENTO

Una empresa abastecedora de agua tiene que llevar agua de un punto a un punto t y para
realizar la conexidn entre ambos puntos ha de pasar por unos puntos intermedios. Cada conexién
entre un par de puntos tiene un coste estimado de construccion y, una vez construida, un coste
unitario de envio de cada litro y una capacidad por hora que se recogen en la siguiente tabla:

Conexién Coste Coste envio Capacidad
construccion I/min I/min
s-1 100000 40 100
s-2 200000 50 200
1-3 80000 60 50
1-t 100000 70 30
2-3 200000 40 20
2-t 200000 70 100
3t 150000 60 60

Plantear un problema de programacion matematica si se quieren enviar 180 litros por minuto
de la forma més econdémica posible, teniendo en cuenta que si se construye la conexion de s a2
ha de hacerselade2a't.

PROBLEMA: ADQUISICION DE MAQUINAS TROQUELADORAS

Una compafiia tiene tres tipos de maquinas troqueladoras de diferente velocidad y precision:

Velocidad Precision Coste
(piezas/hora) (%) (€/hora)

Tipo 1 20 99 2.00

Tipo 2 15 95 1.75
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INVESTIGACION OPERATIVA

Tipo 3 10 99 1.50

Cada dia (8 horas) se deben procesar por lo menos 3500 piezas y hay disponibles 8 maquinas
del tipo 1, 10 del tipo 2 y 20 del tipo 3.

Si cada pieza errénea le cuesta a la compafiia 1 céntimo. ¢ Cuéntas maquinas de cada tipo se
deben utilizar para minimizar los costes?

PROBLEMA: SECUENCIACION DE TRABAJOS EN UNA MAQUINA

Dados unos trabajos que realizar, una duracion de éstos y una fecha de entrega prevista,
plantear un problema de programacion lineal entera para encontrar la secuencia que minimiza el
retraso 0 demora media con que los trabajos son entregados, con los siguientes datos:

Tarea T1|T2 | T3 | T4
Tiempo de proceso 9 12| 7 14
Fecha de entrega 15119 | 23| 31

PROBLEMA: PRODUCCION I

En una empresa familiar se producen dos tipos de productos, 1y 2, procesando materia prima.
Se pueden comprar hasta 90 kg de materia prima a un coste de 10 €/kg. Se puede usar 1 kg de
materia prima para producir 1 kg de producto 1 o para producir 1/2 kg del producto 2. Usar 1 kg
de materia prima para producir el producto 1 requiere 2 horas de mano de obra. Usar 1 kg de
materia prima para procesar el producto 2 requiere 3 horas de mano de obra. Se dispone de 300
horas de mano de obra a 3 €/hora. Se pueden vender a lo sumo 40 kg del producto 2. El producto
1 se vende a 29 €/kg y el producto 2 a 69 €/kg.

Ademas existe una limitacion inferior y superior en caso de que se produzca alguna cantidad
de cada articulo. Es decir, si se produce algo del producto 1 ha de ser mas de 15 y menos de 30
kg y si se produce algo del producto 2 ha de ser mas de 10 y menos de 20 kg. Plantear el problema
y obtener la solucién 6ptima.

PROBLEMA: PRODUCCION E INVENTARIO

Una empresa desea planear su politica de produccion/inventario para los meses de agosto,
septiembre, octubre y noviembre. La demanda estimada del producto para esos meses es de 500,
600, 800 y 1000 unidades, respectivamente. En la actualidad, la capacidad de produccién mensual
es de 600 unidades con un coste de 2500 €. La administracion ha decidido instalar un nuevo
sistema de produccion con capacidad mensual de 1100 unidades a un coste por unidad de 3000 €.
Sin embargo, el nuevo sistema no puede ser instalado hasta noviembre. Supdngase que el
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inventario inicial es de 250 unidades y que, durante cualquier mes dado, se pueden almacenar a
lo sumo 400 unidades. Si el coste mensual por unidad por mantener en inventario es de 300 €,
minimizar el coste total de produccidn e inventario. Suponer que se debe satisfacer la demanda y
que se requiere tener 100 unidades en inventario al final de noviembre.

PROBLEMA: MISION PACIFICA

En una mision pacifica de las Naciones Unidas se dispone de 5 aviadores para formar las
tripulaciones de dos aviones biplaza. Estos aviadores son de distintas nacionalidades: Espafiol,
Francés, ltaliano, Griego y Portugués. Como en toda cuestion diplomatica las relaciones
internacionales son de gran peso, cada una de las distintas composiciones de las tripulaciones
conlleva un beneficio, siendo éstos:

Francés | Italiano | Griego | Portugués
Espariol 2 5 4 3
Francés 4 4 2
Italiano 5 4
Griego 3

Por otra parte, estas mismas relaciones internacionales hacen que si una tripulacion esta
formada por el aviador espafiol y el italiano la otra ha de estar formada por el aviador francés y el
griego. Formular el problema de programacion lineal entera.

PROBLEMA: MEZCLA DE CRUDO

La empresa Sunco Oil produce dos tipos de gasolina (1y 2), cada una de ellas mezclando dos
tipos de crudo (1 y 2). Los precios de venta de cada barril de gasolina son 7000 y 6000 €,
respectivamente. Por su parte, los precios de compra de los dos tipos de crudo son de 4500 y 3500
€ por barril, respectivamente. Se pueden comprar hasta 5000 barriles de cada crudo diarios. Los
dos tipos de gasolina difieren en su indice de octano y en su contenido en azufre. La mezcla del
petréleo crudo que se utiliza para obtener la gasolina 1 ha de tener un indice de octano promedio
de al menos 10 y a lo sumo un 1 % de azufre. La mezcla que se obtiene para la gasolina 2 ha de
tener un indice promedio de octano de por lo menos 8 y a lo sumo un 2 % de azufre. Los indices
de octano y el contenido en azufre de los dos tipos de crudo son:

Gl Octano Azufre
1 12 0.5
2 6 2.0

40 . Complutense 27/07/2022



INVESTIGACION OPERATIVA

La transformacion de un barril de petroleo en un barril de gasolina cuesta 400 € y la refineria
de Sunco puede producir diariamente hasta 9000 barriles de gasolina.

Los clientes de Sunco actualmente demandan 3000 barriles de la gasolina 1 y 2000 de la
gasolina 2. Sin embargo, Sunco tiene la posibilidad de estimular la demanda mediante la
publicidad, de modo que cada euro invertido en la publicidad de cada tipo de gasolina, aumenta
la demanda diaria de ese tipo de gasolinaen 0.1 barriles (si por ejemplo gasta 1000 € en publicidad
de la gasolina 1 aumenta la demanda de gasolina 1 en 100 barriles). Formular un problema de
programacion lineal que permita a Sunco maximizar sus ganancias diarias.

PROBLEMA: PRODUCCION VI

Una planta de produccion dispone de m maquinas para llevar a cabo su produccion. La
demanda semanal del producto es conocida para las siguientes n semanas, dem; siendo cada

una de las semanas, y ha de ser satisfecha. Cada una de las méquinas i puede estar arrancada y
produciendo durante cada semana o no, pero si lo esta tiene un coste fijo por estar arrancada de
cf, €, siendo su produccion maxima pm;. Ademas, el coste unitario de produccion con cada una

de las maquinas es variable con las semanas, siendo cv;; € por unidad de producto, y el coste de
almacenamiento de una semana a otra esté estimado en calm € por unidad de producto. Por otra

parte, arrancar una maquina para acoplarla una semana si no lo estaba la anterior tiene un coste
de arranque carr,. Se supone que todas las maquinas inicialmente estan arrancadas (no hay coste

de arrangue para la primera semana).

a) Plantear un modelo lineal para optimizar la planificacion de la produccion siendo el
horizonte de planificacion las n semanas.

b) Sobre la formulacion anterior supéngase ahora que cuando una méaquina para, ha de
hacerlo al menos dos semanas consecutivas por razones técnicas, ;,como se modelaria esta
nueva condicion?

PROBLEMA: TRANSPORTE POR FERROCARRIL

Una empresa de transporte opera en una linea ferroviaria con un determinado material rodante
que puede transportar un volumen méximo V y un peso maximo P de mercancias, transportando
distintas mercancias de otras empresas. Para un determinado dia dispone de distintas solicitudes
de mercancias, de modo que de cada mercancia i conoce la cantidad méaxima a transportar mx; ,

el volumen y peso p, unitarios, el pago que el propietario de la mercancia esté dispuesto a pagar
a la empresa por cada unidad transportada, b., y el coste que estima la empresa por cada unidad

a transportar, c,. La empresa de transporte desea tener un modelo que le permita elegir cada dia
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las cantidades de las mercancias que le proporcionen mayor beneficio a partir de estos datos

diarios.

A su vez, puede variar la capacidad del material rodante, tanto en volumen o peso, de modo
que desea saber en cudnto puede valorar cada unidad extra de volumen y de peso de la que puede

disponer, para saber cuanto puede estar dispuesto a pagar por un aumento de €éstos.

Por otra parte, a los propietarios de las mercancias que no son transportadas, puede y debe
informarles de la cantidad en la que deberian aumentar su oferta para que su mercancia fuera

transportada (en detrimento de otras).

a) Presentar un modelo lineal para este problema, suponiendo que las cantidades se pueden
fraccionar. ;Qué elementos del modelo darias como resultado para responder a las distintas

preguntas planteadas?

b) Supdngase ahora que la oferta conlleva un descuento por volumen de modo que la cantidad

que un propietario paga por cada unidad es de la forma a, —g

transportada. Plantear el nuevo modelo.

donde x; es la cantidad

¢) Sobre el planteamiento del apartado a), supongase que lo que hay es una capacidad de

volumen y peso por vagén, V y P, y que hay que decidir ademéas de cuénto transportar,

cuantos vagones hay gue enganchar, existiendo un coste unitario por vagén utilizado, cvag .

Plantear el nuevo modelo.

PROBLEMA: EDICION DE CDs

Una compafiia discogréafica esta pensando en editar una coleccion de grandes éxitos de uno
de sus cantantes mas famosos. Todas sus canciones han sido agrupadas en doce lotes. Cada lote
ocupa tiene un cierto tamafio expresado en MB y tiene asociado un indice de marketing

(relacionado con su demanda esperada).

Lote | Tamafio | indice marketing
1 350 15
2 300 32
3 160 20
4 310 25
5 260 35
6 250 10
7 400 40
8 100 34
9 520 24
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10 170 16
11 300 36
12 360 26

Los lotes van a ser grabados en una serie de CDs, cada uno con una capacidad maxima de
700 MB. Ademas, para que el CD funcione en el mercado, se estima que debe tener un indice de
marketing superior a 45. Por otro lado, y dado el contenido de sus canciones, los lotes 1, 2 y 3 se
han de grabar en CDs distintos. El objetivo de la compafiia es maximizar el nimero de CDs
editados, utilizando todos los lotes de canciones y sin editar mas de una vez el mismo lote.

PROBLEMA: VUELOS CHARTER

Una compariia aérea tiene una flota de 15 aeronaves: 5 de cada uno de tres tipos A, By C,
cuyas respectivas capacidades para el transporte de viajeros son de 80, 68 y 55 personas. Una
agencia de viajes le solicita presupuesto para trasladar a 372 personas. La compafiia analiza sus
costes, que dependen del nimero de aviones de cada tipo que quiera utilizar para transportar a
esas personas, datos que se dan en la siguiente tabla en miles de euros

Tipo|1 /23|45
A [11/20 /304050
B | 9117|2434 45
C 8152126 31

Ademas la compafiia aérea incurre en un coste fijo adicional de 6 k€ por cada tipo de aviones
que utilice.

Proponer un modelo de programacion lineal entera cuyo objetivo sea determinar la
composicion optima de la flotilla de aviones que va a realizar el transporte para minimizar los
costes de la operacion.

PROBLEMA: PROVEEDORES

Tres almacenes deben abastecer a cuatro mercados de cierto nimero de unidades de un
producto. Los costes unitarios de transporte (en €), las existencias en los almacenes y las
necesidades de los mercados se dan en la tabla siguiente.

M1 | M2 | M3 | M4 | Existencias en almacenes

Al 6 | 7,915 220
A2 7110 9 | 6 350
A3 518|715 270

Demandas en mercados | 80 | 90 | 100 | 135

Universidad
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Cuando un almacén abastece a un mercado ha de firmar un contrato para establecerse como
proveedor del mercado, de modo que ha de pagar una cantidad por el Unico hecho de ser
proveedor, establecida en 100 €. La demanda de los mercados ha de ser satisfecha.

1. Establecer un programa lineal entero que permita obtener el plan de abastecimiento méas
economico.

2. Sobre el planteamiento anterior, si de un almacén cualquiera se envia a todos los
mercados un total de menos de 100 unidades, sus costes unitarios de la tabla anterior se
incrementan en 2 €, es decir, el coste unitario de la tabla es para todas las unidades
enviadas desde un almacén a un mercado si la cantidad total que el almacén envia es
mayor o igual que 100. Establecer un programa lineal entero que permita obtener el plan
de abastecimiento mas economico.

PROBLEMA: COMPOSICION DE PIENSO

Un pequefio ganadero alimenta sus reses con una mezcla de dos piensos compuestos, P1 y
P2, que €l mismo elabora, y en los que es posible encontrar tres nutrientes N1, N2 y N3, de
acuerdo con lo reflejado en la tabla, donde se da el contenido, en gramos, de cada nutriente por
kilo de pienso compuesto.

N1 [ N2 | N3 | Aditivos

P1 /100|300 400 200

P2 1200|250 /300 250

Los costes de fabricacion de un kilo de cada pienso son de 0.3 € para P1 y de 0.36 € para P2.
Las necesidades diarias de una res respecto a los nutrientes considerados son:

e N1: entre 250 y 300 gramos, con una cantidad 6ptima de 250 gramos
e N2: entre 325y 460 gramos, con una cantidad 6ptima de 400 gramos
¢ NB3: entre 450 y 600 gramos, con un 6ptimo de 500 gramos.

La desviacion, en mas o en menos, de la cantidad de nutrientes proporcionados a una res
respecto al valor 6ptimo antes indicado requiere un tratamiento compensatorio, con costes de 0.01
€ por gramo, en el caso de N1, 0.005 € por gramo en el caso de N2 y de 0.008 € por gramo en el
caso de N3.

1. Plantear un modelo de programacion lineal para determinar qué cantidad de cada pienso
hay que proporcionar a cada res para minimizar el coste de alimentacion

2. Ademas, si la cantidad utilizada de P1 fuera estrictamente mayor que el doble de la de P2
el coste de P1 se incrementaria en 0.05 €/kg. Modificar el modelo anterior afiadiendo este
supuesto y sin que deje de ser lineal.
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PROBLEMA: EXPLOTACIONES GANADERAS

En dos explotaciones ganaderas G1 y G2 se crian vacas Yy cerdos, con los cuales se intenta
satisfacer las demandas de tres mataderos industriales M1, M2 y M3.

Las disponibilidades y demandas actuales de vacas y cerdos en explotaciones y mercados, asi
como los costes de transporte unitarios entre ellos, en €, se resumen en las siguientes tablas.

Vacas Cerdos
M1 | M2 | M3 | Disponibilidad | | M1 | M2 | M3 | Disponibilidad
Gl 25 121|120 25 6 | 78 130
G2 27 119 1 25 32 8 1 6 | 7 100
Demanda| 17 | 6 | 22 45|85 | 76

En cada explotacion hay 6 vehiculos especialmente adaptados para el transporte de vacas y 8
para el de cerdos. Un vehiculo para vacas tiene una capacidad en volumen de 100 unidades y uno
para cerdos tiene una capacidad de 80 unidades de volumen. Con independencia de la explotacion
ganadera y del matadero entre los que puedan hacer un viaje, el uso de un camion para vacas tiene
un coste fijo de 200 €, ademés del coste directamente asociado a las vacas transportadas. Por lo
que hace a los camiones para cerdos, dicho coste fijo es de 165 €.

Una vaca ocupa 12 unidades de volumen y un cerdo 3.

1. Elaborar un modelo de programacion lineal entera que satisfaga las demandas de los
mataderos con un coste de transporte minimo.

2. Supongase ahora gue también es posible, si conviene, transportar cerdos en un camion para
vacas, aunque ello supone ciertas adaptaciones que incrementan el coste unitario de transporte
de los cerdos en 2 €. De la misma forma, es posible transportar vacas en los vehiculos para
cerdos, con un coste unitario adicional de 10 €. Suponinedo que en un camidn pueden ir vacas
o cerdos simultdneamente, elaborar un modelo de programacion lineal entera que satisfaga
las demandas de los mataderos con un coste de transporte minimo.

PROBLEMA: CORTE DE BOBINAS

La empresa EIVISSA se dedica a la fabricacion de bobinas madre de plastico con un ancho
de 6000 mm. Sus clientes son empresas de envasado cuyos pedidos son bobinas hija de anchos
inferiores, tal como aparecen en la siguiente tabla:

Pedido | Anchura [mm] | Fecha de entrega [horas]
1 1500 6
2 1200 10
3 800 7
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4 750 8
5 915 8
6 315 10
7 1450

8 650 4
9 725 7
10 1800 12

Se trata de plantear un modelo de optimizacion para determinar los cortes a realizar en las
bobinas madre para satisfacer los pedidos de bobinas hija con estas posibles diferentes funciones
objetivo alternativas:

1. Plantear el modelo de optimizacion completo para minimizar el nimero total de bobinas
madre necesitadas

2. Minimizar la suma del desperdicio lateral sobrante de todas las bobinas

3. Minimizar la suma de los retrasos de cada pedido con respecto a las fechas de entrega teniendo
en cuenta que el corte de una bobina madre en bobinas hija dura 6 horas y que sélo se dispone
de una maquina de corte de bobinas madre por lo que el corte de cada bobina se hace
consecutivamente

PROBLEMA EMPRESA DISTRIBUIDORA

Una empresa distribuidora tiene dos almacenes centrales en las ciudades C1 y C2 desde los
que abastece a tres centros de distribucion situados en D1, D2 y D3. Desde estos centros de
distribucion se aprovisionan a cuatro mercados M1, M2, M3y M4.

Sean e y e, las existencias en los almacenes centralesy d,, , d, y d, las demandas de los
mercados. El coste de transporte unitario desde el almacén central al centro de distribucion j es
c; Y el de transportar una unidad desde el centro de distribucion j al mercado k es w; . Cada

unidad del articulo tiene un peso p.

1. Elaborar un modelo de programacion lineal que permita satisfacer las demandas de los
mercados al menor coste.

2. ¢Cbmo se modifica dicho modelo si M1 no puede ser aprovisionado simultaneamente desde
D1y D2?

3. ¢Qué modificacion adicional hay que introducir cuando el coste unitario de transporte entre
un centro de distribucion y un mercado cualesquiera de todas las unidades que excedan de un
minimo m, y solo de ellas, se reduce en una cantidad h?
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4. ¢Qué nueva modificacion experimenta el modelo si las unidades se transportan en camiones
que pueden transportar un peso maximo P, tal que P no es mdultiplo de p ? El coste de cada

camion es independiente del trayecto realizado y asciende a la cantidad C . Este coste se
afiade al coste unitario de transporte de las unidades.

111.4. Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA DISTRIBUCION DE GASOLEO

X : cantidad enviada de deposito i a estacion
Y; : camiones usados de depdsito i a estacion

max Y (7X; - ¢;Y; )
i

sa. Y X, <cap, Vi
j
D X <dem; V]

X; <capac; Vi, ]

X,<20Y, Vi, j  X,Y,20Y,eZ
Objetivo: 825
El E2 E3 E4 Ell E2] E3] E4
Cantidades Camiones
D1 80 0 60 0 D1 4 0
D2 0O 60 80 80 D2 O 3 4 4
D3 40 60 0 40 D3 2 3 0 2

RESULTADO DEL PROBLEMA CONDUCTORES DE METRO

X, : ndmero de conductores que empiezan su turno el dia i
T, : conductores que trabajan el dia i
Y : nimero de personas contratadas a tiempo parcial

min > cT, +200Y
sa. T,= > X,>nec Viz56,7

jEi+Li+2

T.= ), X;+Y=nec Vi=56,7

jEi+Li+2
Y <3
X, T.Y=>0

L M X J \% S D Extra
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8 2 2 4 3
COsSTE: 6730

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION

X, : unidades producidas de producto Pi

M. - 1  sipide materia prima j
7710 si no pide materia prima

max Yy pv,X; = > a;¢; X; = > M,
i i,j j

s.a. Zaijxisdisijj Vj

X, 20,M; €{0,1}
Beneficio 1435
P1 50
P2 100
P3 o
P4 150

RESULTADO DEL PROBLEMA AYUDA EN EMERGENCIAS
maxZaij X;

5 43

X <a Vi
Z ij i

]
inj <V, Vi

X; >0

El avion Al hace 50 viajes a la aldea V1, el avién A2 hace 40 alaaldea V3y 20ala Vs, y el
avion A3 hace 50 a la aldea V2 y 40 a la V4. La cantidad total de alimentos repartidos es 1870.

RESULTADO DEL PROBLEMA CONSTRUCCION DE ALMACENES

min > v, + > fy,

Xij Vi w

inj <qy, Vi
i

2% 24, vj
x; 20,y, €{0,1}

A
_._:‘v:_“g‘é\ Universidad
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Construir los almacenes 1 y 3 y servir 3000 unidades del almacén 1 al cliente 1 y 1000

unidades al cliente 2 y del almacén 3 4000 unidades al cliente 2.

RESULTADO DEL PROBLEMA TRANSPORTE DE ELECTRODOMESTICOS

min Zcijxijk

xuk i,j,k

RESULTADO DEL PROBLEMA LOGISTICA

D X Sy, Vi k
i
injk >b, vj,k
D X <t Vi, j
k
Xij 2 0
Frigorificos | Barcelona A Corufia Valencia
Alicante 1500 0 3500
Huelva 2500 5000 500
Lavadoras Barcelona A Corufia Valencia
Alicante 3000 0 4000
Huelva 0 3000 0
El coste total de transporte es de 176000 u.m.
Max 3 vy = 2 Fiky = 2 €%
ik, gk i,j,k i,j,k
Dt X <h Vi
j.k
injk > b, Vi, k
-500< )" X, — > %;, <500 Vi
i i
X 20
Al D1 D2 D3
F1 600 0 500
F2 0 840 0
Al D1 D2 D3
F1 0 0 1200

27/07/2022
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F2

700 500

El beneficio neto es de 29000.

RESULTADO DEL PROBLEMA GESTION DE AUTOBUSES

MIN X, + X, + X3 + X, + Xg + X,
X, +Xs =24

X +X,2>8

X, + X3 210

Xg + X, 27

X, + X =12

X5 + X =4

Xs +Xg <4412

X, + Xg =250

Xi eZ+,5e{0,1}

El nimero minimo de autobuses es de 26.

RESULTADO DEL PROBLEMA ADQUISICION DE CAMIONES

min(0.30x + 0.25y)800
x<10

y<5

40x+ 30y > 400
2(10-x)>5-y

X, yeZ"

RESULTADO DEL PROBLEMA PLANIFICACION DEL METRO

50
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MiN4x, +4X, +4X; + 4%, + 3%, +4X; + 3%, + 3%,

X+ X, + X =1

X, + Xy + X + X5 =2

X+ X, + X+ X, >1

X+ X+ X 21

X, + X, + X5 =1

Xy + X5 21

X, + X, + % 21

X + X, 21

X, +X, 21

Xy + X+ % 21
X, +6=>1

Xs +X, —20 >0

x,6€{0,1}

} o bien {x; +x, >2-2x,

RESULTADO DEL PROBLEMA OFICINA DE CORREOS

7
mlniZ:l:xi

X, + X, + X + X + X, 217
X + X, + Xs + Xg + X, 213
X, + X, + X5 + Xs + X, 215
X, + X, + Xy + X, + X, 219
X, + X, + X5+ X, + X >14
Xy + Xy + X, + Xg + Xg >16
X3 + X, + X5 + Xg + X, 213

X eZ"

RESULTADO DEL PROBLEMA ABASTECIMIENTO
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min40x, +50X,, + 60X, + 70X, + 40X,; + 70X,, + 60%,, +
+100000y,, +200000y,, +80000y,, +
+10000y,, +200000y,, + 200000y,, +150000Yy,,
Xy + X, =180

X1 = X3 + Xy

X5y = Xp3 + Xy

Xiz + Xp3 = Xy

Xy + X, + X5 =180

X, <100y,

X, <200y,

X13 S 50y13

Xlt S 30y1t

Xy <20y,

X, <100Y,,

Xy < 60Y,,

Yar 2 Y52

x; 20,y, €{0,1} Vi, j

Se eligen las conexiones (s-1), (s-2), (1-3), (1-t), (2-t) y (3—t) y pasa un flujo de 80, 100, 50,
30, 100 y 50 respectivamente. El coste total es 853300.

RESULTADO DEL PROBLEMA ADQUISICION DE MAQUINAS TROQUELADORAS

min(2x +1.75y +1.5z2 + 0.01- 20x + 0.01-15y + 0.01-102)8
20-8x+15-8z+10-8z > 3500

X<8

y <10

z2<20

XY, 2€Z"

RESULTADO DEL PROBLEMA SECUENCIACION DE TRABAJOS EN UNA MAQUINA

Sea d; al tiempo de proceso del trabajo j y r; a la fecha de entrega del trabajo j.

Definimos las variables del problema como

1 sieltrabajo j se hace en la posicion i
Y10 en otro caso

~
s s
A%, Universidad
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La funcion objetivo sera la minimizacion de la demora media mmzz p;, sujeto a:
i

Cada trabajo se hace unavez » x, =1 Vj

- En cada posicion sélo un trabajo ZXU =1 Vi
i

- Para cada posicion i se acaba un trabajo en ella con fecha de entrega Zj rX -

- Por otra parte, el trabajo j que acaba en esa posicion acaba en el instante Z,—dj Zkg Xy

. Las variables n, y p,, cuentan si acaba antes de tiempo (adelantado) o después

(retrasado). Por eso p,, que es la demora, es la que aparece en la funcion objetivo

Zdjzxkj -6 =Zl’jxij Vi
! i

k<i

- n,p20 x,€{01}

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION I

max 2900y, + 6900y, —600y, —1800y, —1000y, — 2000y,
y, +2Yy, <90

2y, +6y, <300

y, <40

15u, <y, <30u,

10u, <y, <20u,

¥, Y, 20,u,,u, ={0,1}

max " pY, —€> X —Cc> X,
k k k
D X <X

k

>t <t

k
Y =, %, VK

Uy, <Y SUkyk,Vk
X, Y 20,u, ={0,1},Vk

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION E INVENTARIO
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min Z’(Cii +c'p;)

i+ p —di =i,
pi<D;

i <i

i, =250,i; =100
i, p; =0

RESULTADO DEL PROBLEMA MISION PACIFICA

MaX 2X +5X,; + 44Xy, +3X,, +4X + 84Xy, +2Xg, + 5%y + 4%, +3X,,
Xep + Xei + Xeg + X <1
<1

Xt + X + Xy + X <

X + Xg + Xig + X, <1

Xeg + Xy +Xig +Xgp <1

Xep T Xgp + X5 + Xy <1

Xep  Xei  Xeg + Xep + X+ Xgg + Xy + X + Xy +Xgp =2
X < Xg

Xet 1 Xeis Xag 1 Xepr X Xig s X Xig s Xip s Xgp € {0,1]

RESULTADO DEL PROBLEMA MEZCLA DE CRUDO

max 7000(x;; + X,;) +6000(X,, + X,,) - 4500(X,; + X;,) -3500(X,, + X,,)
'400()(11 X, + Xyt Xzz) “Yi-Y,
X, + X, <5000

X5, + X, <5000

Xi1 + X + Xy + X5, <9000

12X, + 6%, 210(X;, + %,,)

12X, +6Xy, 28(Xy, + X5,)

0.5%; +2X,; < Xy + Xy

0-5X12 + 2X22 < 2(X12 + Xzz)

Xy, + X,; =3000+ 0.1y,

Xp, + X,, = 2000+ 0.1y,

Xig1 X0, X010 X000 Y1s Y, 20

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION VI

a)
b) A+ Aga—2 <1 Vi2<j<n-1
Ay (}% Universidad
54 :}\Cmnplulmse 27/07/2022
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0 bien Ay + 4

ju<2-2Par, Vil<j<n-1
RESULTADO DEL PROBLEMA TRANSPORTE POR FERROCARRIL
maxz :Z(bi _Ci)xi
i

Dovix <V

i
Z px <P

I
0<x, <mx, Vi

Se deben dar las cantidades de las mercancias a transportar, el valor de la variable dual de la
primera restriccion para dar el valor de cada unidad de volumen, el valor de la variable dual de la
segunda restriccion para dar el valor de cada unidad de peso, y a cada propietario del que no se
transporte nada el coste reducido de su variable correspondiente que seria en lo que tendria que
aumentar su oferta para ser incluida.

max z ZZ(ai — 0% —C)X

DX <V

b)
D> px <P
0<x, <mx; Vi
maxz =Y (b —¢)x; —cvag )y,
¥ i
ZViXu <Vy, V]
c) Z X <Py, Vi
D ox;<mx Vi
i
x; 20, y, {01}

0 bien
maxz=Z(bi —¢,)x —cvag -y
Zvixi S\I7y
ZI: p,x <Py

0<x, <mx, Vi

yeZl'
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RESULTADO DEL PROBLEMA EDICION DE CDSs
max ).y,
]
D> %=1 Vi
j
D tam,x; <700y, V]
Y indi;x; =45y, Vj

X+ X +X; <1V
X, Y; €{0,1}
RESULTADO DEL PROBLEMA VUELOS CHARTER
min > C,x; +>_6Y, min > C,x; +6>_X;
ij i i,j ij
>CARP> j-x, =D >.CAR> j-x;, =D
i i o bien | j
> <y, Vi D> % <1 Vi
j j
X, Y €{0,1} x; €{0,1}
RESULTADO DEL PROBLEMA PROVEEDORES
min " (c; X;; +ccont,Y; )
i
> X;<a Vi
j
1LY X;=d; V]

X; <MY; Vi, j (M cota suf. grande, por ejemplo, M = max(d;) =135)
X;=0,Y; €{0,1}

@/J\% Universidad
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min Z(Cu X, +(c; + penal,) X, + ccontinij)
]
D X;<a Vi
j

> X, =d, Vj

X; <MY, Vi, j(M cotasuf. grande, por ejemplo, M = max(d;) =135)
2. Xy =Xi+ Xy Vi, j

inj >k (1-2) Vi

J

X <myZ, Vi, j

ij<i

X <m,(1-2;) Vi, j(m; cotasuf. grande, por ejemplo, d;)

ij —

Xij,Xij_, Xi}’ ZO,Y"-,Zij 6{0,1}
RESULTADO DEL PROBLEMA COMPOSICION DE PIENSO
min > ¢, X; + > p,(D; +E;)
i j
ZaijxiZminj vj
a) D ay X, <max; Vj
2.8 X;+D; —E; =opt; V]
ii,Dj,Ejzo
b) Dos modelos alternativos:
min > ¢, X, + Extra+ Y p,(D; +E;)
i j
D a; X, =min; V]
D a; X, <max; Vij
2.a;X;+D; ~E; =opt; Vj

X,=2X,<Mé§
Extra>0.05X, - M (1- )
X;,D,,E; Extra>0 &¢e{0,1}
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min ¢, X; +¢,X, +(c, +0.05)X; + > p,(D; +E,)
i

Zaijxizminj Vj

Zaijxigmaxj Vj

2.8 X;+D; —E; =opt; V]

X, =X, + X/

X, —2X,<Ms

X, <M(L-5)

X <Ms

X, X;, X ,D,,E; >0 &e{0,1}

RESULTADO DEL PROBLEMA EXPLOTACIONES GANADERAS
a) i explotaciones ganaderas, granjas (G1y G2)
j mataderos (M1, M2y M3)
k tipo de animal (vaca y cerdo)
N.. ndmero de vehiculos para transportar animales tipo k en explotacion i
DISP, disponibilidad de animales k en las explotaciones ganaderas i
DEM, demanda en cada matadero j de cada animal k
COSTE;;, coste unitario de transporte de explotaciones ganaderas i a mataderos j para cada
animal k
CAPR, capacidad de cada tipo de vehiculo k
FI1JO, coste fijo de uso del camidn para transportar animales tipo k

VOL, volumen unitario de cada tipo de animal k

Transformar un dato: ANIM, =| CAR, /VOL, | : niimero animales que caben en un camién de tipo
k
Podrian ser dos problemas separados de transporte (nada los liga)

Variables:

x;. animales tipo k transportados entre la explotacion i y el matadero |
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z;, Vvehiculos para animales tipo k usados entre explotacion i y matadero j

min ;[;(COSTEWXijk + FIJOkzijk)]
2% <DISP Vik
Z,:Xijk >DEM, Vijk
lezijk <N, Vik
i

X < ANIM, z;, Vi, J,k  Cuasicorrecto :VOL, x; <CARz, Vi, jk

Xijr Ziw €Z*

b)

i explotaciones ganaderas, granjas (G1y G2)

J mataderos (M1, M2y M3)

k tipo de animal (vaca y cerdo)

n vehiculo

N, ndmero de vehiculos para transportar animales tipo k en explotacion i

DISP, disponibilidad de animales k en las explotaciones ganaderas i

DEM,, demanda en cada matadero j de cada animal k

COSTE;;, coste unitario de transporte de explotacion ganadera i a matadero j para cada
animal k

CAPR, capacidad de cada tipo de vehiculo k

FI1JO, coste fijo de uso del camion para transportar animales tipo k

VOL, volumen unitario de cada tipo de animal k

INCCOSTE, incremento de coste unitario de transporte para cada animal k
Variables

xgﬂ cantidad de animales de tipo k transportados entre la explotacion ganadera i y el

matadero j transportados en el vehiculo nimero n del tipo k

yiﬁ” cantidad de animales de tipo k transportados entre la explotacién ganadera i vy el

matadero j transportados en el vehiculo nimero n del tipo k' (en este caso k y k' son
diferentes)
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vi?k uso o no del vehiculo n disefiado para el transporte del animal k para transportar

animales entre la explotacion ganadera i y el matadero j
min ;(COSTEijkxi‘}E +(COSTE;, + INCCOSTE, )y + FIJOv;" )
nij
VOL, % +VOL, yir. <CARV;"  knij
Z(xﬁﬂ +Yi')=DEM,  Vijk

D (X + ¥y ) < DISP,  Vik
nj
> v <1 Vikn

i

ij —

Xix: Ve € Z',vi" €{0,1}

La solucién éptima con una tolerancia relativa del 3 % tiene un coste de 4943 €.

Vehiculos Vehiculos
de vacas de cerdos
M1 M2 M3 M1 M2 M3
Gl (8,0)| [(0,23)| (0,26) |(0,24)
(8,0)| [(1,22)
(6.0)
G2((8,0| (6,7 (0,26) |(0,26)
(8,0) (0,26) |(0,26)

RESULTADO DEL PROBLEMA CORTE DE BOBINAS

Definimos i como el indice de cada pedido o bobina hija, 1 es el nimero total de pedidos,
J como el indice de las bobinas madre, J es el nimero maximo de bobinas madre posibles (una

cota superior es el nimero de pedidos). A es laanchura de cada pedido, F, es la fecha de entrega

de cada pedidoy A es la anchura de la bobina madre.

Definimos las variables

|1 siel pedido i se obtiene de la bobina madre j
"] 0 enotrocaso

, D, el desperdicio de la bobina j.

3 {1 si se usa la bobina madre j
j

1 0 enotro caso

La funcidn objetivo de minimizacién del nimero total de bobinas se expresa como

@/}\% Universidad
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J
min )Y,
j=1
J
e Satisfaccion de cada pedido i : injzl i
j=1
e Los pedidos de una bobina no pueden exceder su ancho:

La funcion objetivo de minimizacién del desperdicio de las bobinas madre se expresa como
J
min > D,
j=1
o El desperdicio se calcula cambiando la restriccion anterior

| e -
D AX;+D; =AY, Vj

i=1
La funcion objetivo de minimizacion del retraso en la fecha de entrega se expresa como
|
min ) RT,
i=1
siendo AD; y RT, el adelanto o retraso en la fecha de entrega del pedido i

e Elretraso en la fecha de entrega de cada pedido se calcula en esta ecuacion

J J
> 6jX;+AD,—RT,=F Vi obien Y 6jX,~RT,<F Vi
j=1

j=1

RESULTADO DEL PROBLEMA EMPRESA DISTRIBUIDORA
1. Variables

X;;: numero de unidades enviadas de i a ]
Y; : nimero de unidades enviadas de j a k
min Zcij X + ijijk
ij jk
Z XijJ <e Vi |
ZJ:YJ.k =d, Vk
i

Z Xy = Zij V]
i k

X Yi 20 XY, €Z??

j?

ij?
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1 le provee distribuidor 1

2. Nuevavariable: Z = o
0 le provee distribuidor 2

Anfadir al modelo las restricciones:

Y, <MZ
Y,,<M@1-2)
Z 6{0,1}

siendo, por ejemplo, M =d,

3. Entiendo por el enunciado que las m primeras siempre cuestan lo mismo y las que se
pasen son las que tienen descuento (no todas una vez se pasan).

Nuevas variables
N, , P, :excesoy defecto sobre el valor m
1 siN,>0
710 siP, >0

Modificar funcion objetivo afiadiendo el término —Z 1\
jk

Anfadir las restricciones:
Y =m+N, -P, Vi, k
N, <Ms, Vjk
P, <M (1—5,-k) vj,k

(Estas dos Ultimas son necesarias pues si ho pueden ser distintas de 0 ambas a la vez, para
un mismo valor de Y y lograr menor coste).

Pl . . - .
4. Sea cap= L— namero de articulos que caben en un camion. Sean las variables:
Y

T, : nimero de camiones enviados de i a |

S; T; - nmero de camiones enviados de j a k

Modificar la funcion objetivo afiadiendo el término +C(ZTU. + Zsij

ij jk

Afadir las restricciones:
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X. < capTij Vi, ]

ij =

Y, <capS, Vj,k

Universidad
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IV. Codificacion de modelos de optimizacidn

1VV.1. Alternativas de codificaciéon

Las principales alternativas actuales para el desarrollo de modelos de optimizacion suelen ser,

Sharda (1995):

Lenguajes de programacion de propdsito general (C, C++, Java, Visual Basic, FORTRAN
90) que Ilaman a una biblioteca de optimizacion

Tienen sentido cuando el tiempo de solucion es critico o el modelo es ejecutado con mucha
frecuencia o cuando se necesitan interfaces a medida para la entrada de datos o salida de
resultados o cuando el modelo tiene que ser integrado en otra aplicacién o se necesitan
algoritmos de optimizacion especificos. Ademas permiten la implantacion del modelo en un
entorno software o hardware especial. Como contrapartida requiere un tiempo de desarrollo
muy elevado vy, sobre todo, presenta una gran dificultad y consumo de recursos para el
mantenimiento del cédigo.

Actualmente existen bibliotecas de componentes orientados a objetos (clases C++) dedicadas
exclusivamente a optimizacion, por ejemplo, Concert de ILOG, LINDO API de LINDO
Systems, OptiMax 2000 de Maximal Software, FLOPC++ de Universidade de Aveiro. Cabe
también mencionar la iniciativa de desarrollo de software abierto para investigacion operativa
denominada Computational Infrastructure for Operations Research (COIN-OR) (www.coin-

or.org).

Lenguajes o entornos de calculo numérico o simbdlico (hojas de calculo, lenguajes para
calculo numérico intensivo, como MATLAB, o para célculo simbolico, como Maple o
Mathematica, etc.)

Los optimizadores de las hojas de calculo, por ser aplicaciones muy comunes y conocidas,
pueden ser un vehiculo eficaz de difusién de un modelo entre cierto tipo de usuarios y facilitan
el manejo de datos que se encuentren ya en dicho formato [Ragsdale, 1998]. Como ventajas
especificas se pueden mencionar: su facilidad de uso, su integracion total con la hoja de
célculo, la familiaridad con el entorno que facilita la explicacion del modelo y de sus
resultados, asi como la facilidad de presentacion de resultados en graficos. Sin embargo, no
inducen una buena practica de programacion, presentan la dificultad de su desarrollo,
verificacion, validacion, actualizacién, documentacion y, en general, el mantenimiento del
modelo y no permiten modelar problemas complejos o de gran tamafio [Gass, 1995]. Frontline
Systems (www.solver.com) ha desarrollado optimizadotes para Microsoft Excel.
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IV CODIFICACION DE MODELOS DE OPTIMIZACION

Los lenguajes de calculo numérico o simbdlico no son especificos de problemas de
optimizacién pero facilitan la manipulacién numérica o simbdlica de matrices y vectores.
También disponen de funciones de optimizacién.

Todas estas alternativas pueden ser utilizadas para desarrollo rapido de un prototipo o una
demostracion ya que presentan capacidades de presentacion gréfica que pueden ser
aprovechadas. Son dificilmente utilizables cuando se plantean problemas de optimizacion de
tamario medio o superior.

e Lenguajes algebraicos de modelado

Son las alternativas mas complejas y potentes por su capacidad de indexacion de las variables
y ecuaciones, permiten cambiar sin dificultad las dimensiones del modelo, de forma natural
separan datos de resultados. Desde el punto de vista del modelador permiten la deteccion de
errores de consistencia en la definicion y verificacién del modelo. Desde el punto de vista del
usuario simplifican drasticamente su mantenimiento. Entre los lenguajes de modelado mas
conocidos se pueden mencionar: GAMS (www.gams.com), AMPL (www.ampl.com) de
origen estadounidense y MPL (www.maximalsoftware.com) y AIMMS (www.aimms.com)
y XPRESS-MP (www.dashoptimization.com) de origen europeo, por citar algunos. De
algunos de ellos se pueden descargar versiones de estudiante desde sus paginas web. GAMS
es el mas antiguo, pero con el conjunto de usuarios mas amplio, quiz& por eso con algunas
limitaciones en sus capacidades de modelado. AMPL es mas nuevo, muy potente para el
modelado pero con un conjunto reducido de usuarios. MPL es otro lenguaje de modelado
robusto, cuya version de estudiante acomparia al libro [Hillier y Lieberman, 2002].

Existe una herramienta integrada denominada OPLStudio (www.ilog.com), en la que se
dispone de un lenguaje de modelado (OPL) y varios optimizadores dependiendo del modelo
propuesto. Esta especialmente desarrollada para problemas de programacion (scheduling) y
planificacion, aunque admite también cualquier modelo de optimizacion lineal y lineal entera
mixta. Es una herramienta integrada ya que ademas del lenguaje de modelado, incluye sus
propios optimizadores, Scheduler, Solver, CPLEX+, estando los dos primeros basados en la

programacion de restricciones: y el Gltimo en programacion matematica.

GAMS es el lenguaje més ampliamente difundido comercialmente con su propia lista de
discusion de usuarios (gams-lI@listserv.gmd.de) mientras que AMPL se estd potenciando
mucho en las universidades estadounidenses. Existe un proyecto denominado NEOS Server
for Optimization (www-neos.mcs.anl.gov/neos/server-solver-types.html) para el céalculo
distribuido que permite el envio de problemas de optimizacion escritos en AMPL 0 GAMS a

4 CPLEX es problablemente el mejor optimizador existente para problemas LP y MIP.

5 Se denomina programacion de restricciones a un tipo de programacion légica donde el dominio de

las variables viene definido por relaciones ldgicas y por restricciones.
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través de internet y éstos son resueltos por optimizadores especificos para el tipo de problema
enviado en servidores de la red devolviendo los resultados de la optimizacion.

Existen libros especificos que describen sus caracteristicas y que sirven como guias de usuario
tanto para el lenguaje GAMS [Brooke, 1998], [McCarl, 1998], para AMPL, [Fourer, 2000],
0 para OPL [Van Hentenryck, 1999]. Incluso en Espafia se ha publicado un libro de
optimizacion que se apoya en GAMS para la presentacion de ejemplos [Mocholi, 1996]. Los
campos de aplicacion de estos lenguajes son tan amplios como los de la optimizacion
propiamente dicha. Abarcan desde la micro y macroeconomia, a la economia de la energia, a
la planificacion energética o eléctrica, a la ingenieria quimica o forestal, a la planificacion del
desarrollo econémico o del comercio internacional, a la cobertura de riesgos financieros, a
problemas de transporte y comunicaciones, a organizacién de la produccion o fabricacion o
a la planificacion de grandes proyectos. En el caso de la programacion de restricciones ésta
aparece especialmente en problemas combinatorios para modelar restricciones logicas.

1VV.2. Casos de estudio con Excel

El Excel es una herramienta muy utilizada en gestion, aunque probablemente no sea la idénea
para problemas de optimizacion. A pesar de todo, y dado lo extendido que esta su uso, se muestran
ejemplos para desarrollar con Excel, con el Complemento SOLVER. En Internet, se pueden
encontrar complementos que mejoran fundamentalmente la escritura del modelo, pero no se
distribuyen de forma gratuita con Excel, por lo que no se van a utilizar.

La implementacion de un modelo en Excel se va a mostrar con un ejemplo.

IV.2.1. Caso Ejemplo

Un empresario ha de producir un compuesto basado en un determinado componente basico.
Este componente puede ir en una cantidad variable entre el 50 y el 100% del total de la
composicidén. Por otra parte del componente basico hay dos calidades, una calidad superior que
cuesta 200€/unidad y otra que cuesta 100€. EI mercado le obliga a que al menos un 20% ha de
ser del componente de calidad superior. EI empresario se plantea maximizar la calidad y
minimizar el coste. Plantear un modelo para este problema (con los dos objetivos, aungue se traten
por separado) e implementarlo en Excel.

El siguiente modelo de optimizacion sirve para determinar el espacio de soluciones, donde X
representa la calidad superior del componente e Y la calidad inferior:

X >20
X +Y <100
X +Y >50
X,Y >0
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IV CODIFICACION DE MODELOS DE OPTIMIZACION

Por otra parte, los dos atributos planteados y su direccidn de optimizacion, serian:

Calidad: max X
Coste:  min 200X +100Y

A continuacion se muestra como formular este modelo de programacion lineal en Excel. El
archivo original se adjunta con el documento (Ejemplo 1_Modelo.xls)

Microsoft Excel - Ejemplo 1_Modelo

E_“l archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Herramienkas Datos  Wentana ¢ PDF de Adobe -8 X

| ([ | ¢ Responder con cambios. .. Terminar rewvisidn, ..

==H|B% €94 HiTTEP

i Arial -0 -|N & 8 =
049 - B
,: | 8 | ¢ | b | E | F | 6 |@§

i |l

Calidad bt
Coste 200%%+100%

Restricciones

Minimo 20% 0 20
suma <=100 100
suma >=50 0 a0

00| = | O 7| e | O D | —

()

L]

10
11
12
13
14
15
15
17
18
19
20
21 bt
M 4 » »\Hojal{Hoja2 £ Hoja3 / < ]
Liska MM

El proceso para crearlo es el siguiente. En un archivo vacio de Excel, marcar dos celdas
contiguas que contendran los valores de las dos variables. En el ejemplo de la imagen, estas celdas
se han marcado en amarillo para resaltarlas, y son las celda A2 y B2, para X e Y, respectivamente.
Inicialmente estan vacias pero contendran la solucion del modelo a resolver. Todas las celdas de
fondo verde son meramente informativas.

A continuacion, para cada objetivo, marcar una celda que contendra la formula de ese objetivo
como funcidn de las variables. Por ejemplo, para el criterio Calidad, cuya expresion es la cantidad
del componente 1, en el ejemplo se ha seleccionado la celda C3 donde se ha escrito , ya que
es la celda donde esta el valor de X. Para el criterio Coste, se ha introducido la expresion en la
celda C4, |= 200*A2+100*B2|. Las celdas con las expresiones de los objetivos vienen resaltadas
en rosa.

Para introducir cada una de las restricciones, se selecciona una celda con la expresion del lado
izquierdo de la restriccidn, y otra con el lado derecho de la restriccion. Por ejemplo, para indicar
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que del componente 1 ha de haber al menos un 20%, en la celda B7 se ha introducido ; yen
la celda C7, se ha introducido . Para indicar que la suma de ambos componentes ha de ser a lo
sumo el 100%, en la celda B8 se ha introducido , y en la celda C8 . Por dltimo, para
que la suma sea de al menos el 50%, se ha introducido en la celda B9 FA2+B2, y la celda C9
. Todas estas celdas estan con fondo naranja.

Con esto se han introducido los datos del modelo que se montard y resolvera con el
complemento Solver. Este complemento viene por defecto en Excel, pero no siempre esta
activado. Si al ir al menu de Herramientas, no apareciera, haga click sobre Complementos, y en
la pantalla que se abrira, active la linea que pone Solver. Para montar el modelo, vaya al menu
Herramientas y haga click sobre Solver. Aparecerd una pantalla como la siguiente, titulada
Parametros de Solver, pero vacia.

Parametros de Solver E|
Celda objetivo: $C43
Walor de la celda objetivo:

(%) Méximao Oy Minimo () aloresde: |o
Carbianda las celdas

stz o

Qpcianes, ..

Sujetas alas siguientes restricciones:

sm47 > gy

3845 <= §Cia =

$EF3 = §T§9 [ Carmbiar ... ] [ Restablecer todo ]

[ Eliminar ] [ Avuda ]

Donde pone Celda Objetivo, marque la celda donde esté la expresion del objetivo que desea
optimizar. En laimagen est4 C3 (por defecto Solver lo pone con dolares entre medias), que es que
se va a optimizar la Calidad, cuya expresion pusimos en esa celda.

Donde pone Valor de la celda objetivo, puede marcar Maximo si desea maximizar ese
atributo, Minimo si desea minimizar, y otra opcidn no relevante para nuestro proposito. En este
caso, siendo Maximizar la Calidad el criterio, marcamos Maximo.

Después pregunta acerca de las celdas que contienen el valor de las variables. En ese cuadro
debe marcar las celdas donde estan las variables, en nuestro caso A2 y B2.

En cuanto a las restricciones, pulse Agregar para ir ahadiéndolas. Observara que se abre una
ventana como la que sigue:
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Agregar restriccion

Referencia de la celda; Restriccion:

| Gl - ¥
=

[ Aceptar ] [ Cancelal Agregar ] [ Avuda ]

ink
bin

Donde pone Referencia de la celda, deber marcar la celda con la expresion del lado izquierdo
de la restriccién. Donde pone Restriccion, la celda que recoge el lado derecho de la restriccion. Y
en medio, da a elegir entre 5 opciones: <= para restricciones de menor o igual, = para restricciones
de igualdad, >= para restricciones de mayor o igual, int para que las variables marcadas en el lado
izquierdo tengan que ser variables que s6lo toman valores enteros, y bin para indicar que las
variables marcadas en el lado izquierdo sélo puedan tomar valores 0o 1.

En el ejemplo, la primera restriccion (de la componente 1 ha de haber al menos un 20%) la
hemos contemplado en las celdas B7 y C7, y es una restriccion de mayor o igual con lo que
debemos escribir:

Agregar restriccion

Referencia de la celda: Restriccion:
4B47 w= v 4047
[ Aceptar ] [ Cancelat ] [ Agreqar ] [ Ayuda ]

Y asi sucesivamente, pulsando el boton de Agregar para ir afiadiendo restricciones, con B8
<= C8, y B9 >= C9. Pulsando el botdn Aceptar volvemos a la pantalla de Parametros de Solver
donde veremos las restricciones afiadidas. Siempre se pueden Agregar nuevas restricciones,
Eliminar alguna ya creada, o Modificar alguna de ellas. Para nuestro ejemplo, tendriamos la
siguiente pantalla de Pardmetros.

Pardmetros de Solver, E|
Celda objetivo: 1 %]
Valor de la celda objetivo:

@ Méximo O Momo () valares des l:l
Cambiando las celdas
sztns:
Opciones. ..
Sujetas a las siguientes reskricciones:
fo57 = 4o
$E4 <= 04 S
$B49 5= §C49 [ Cambiar. .. ] [ Restablecer todo ]
[ Elirninar ] [ Ayuda ]

Todavia, para terminar de montar el modelo, debemos pulsar en el botén Opciones, en el que
se abrira la siguiente pantalla:
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Opciones de Solver §|
Tiempo: W s=gundos [ aceptar ]
Iteraciones: 100 [ Cancelar ]
Precision: 0,000001
£reasion ! [ Cargar rmodela, .. ]
Tolerancia: 0,0001 %

= ! ? [ iquardar rmodela,. ]
Convergencia: | 0,0001

Vverg ) [ Avuda ]

Adoptar modelo lineal [ ] Usar escala automatica

Asurir oo negativos [ ] mMastrar resultado de iteraciones
Estimacidn Detivadas Hallar par
@ Lineal @ Progresivas @ Mewkaon
) Cuadrética () Centrales (") Gradiente conjugads

Como norma general, son parametros bastante técnicos, pero hay dos que es necesario tocar,
y alguno que es conveniente. Los que son necesarios es marcar Adoptar modelo lineal, y Asumir
no negativos (especialmente éste Ultimo, ya que es donde indicamos que las variables sélo pueden
tomar valores positivos). También es recomendable reducir algunos de los nimeros que aparecen
por defecto (los de Precision, Tolerancia y Convergencia), pero no se puede llegar a poner 0 que
seria lo ideal. Pulsar Aceptar para tener todo el modelo y volver a la pantalla de Pardmetros de
Solver, donde pulsando Resolver, resolvera el modelo dando los resultados en las celdas
indicadas, después de emitir un mensaje en que dice: Solver ha hallado una solucién. Se han
satisfecho todas las restricciones y condiciones. Y pregunta si se quiere utilizar la solucién de
Solver, a lo que se debe decir Aceptar.
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B3 Microsoft Excel - Ejemplo 1_Modelo

Lista

M 4 » My Hojal 4 Hoja2 4 Hoja3

1

@J Archivo  Edicion  Wer Inserkar Formato  Herramientas Datos  Ventana 7 PDF de Adobe -8 X
i (& | F @ | [ﬂ ! N Mt Mt I 7o T WS WA L, L i |, ¥¢ Responder con cambios... Terminar revisicn,., B
o o n& s/ === emea g EE - A Binssl
1 - b3
A | B C D | E | F | [E] [ H | i
1 X Y 1
| 2 | 100 0
| 3 |Calidad ks 100
| 4 |Coste 200%+100Y 20000
=)
| B |Restricciones
| 7 |Minimo 20% 100 20
| 8 |suma <=100 100 100
| 9 |suma >=50 100 50
|10 |
1] —
12 Resultados de Solver |Z|
13
14 | Salver ha hallada una salucidn. Se han satisfecha todas las restricciones v
5 | condiciones,
B Informes
EEa p Respuestas
| 17 | @i : Serbiiad
% () Restaurar valores originales Limites
% [ Aceptar ] [ Cancelar ] [ Guardar escenario, ., ] [ Avuda
| 22|
| 23 |
| 24|
| 25|
| 26 |
a7

)
| 3|
MNUM

La cantidad de componente 1 (variable X), es 100 (celda A2), y del componente 2 (variable
Y), es 0 (celda B2). La calidad obtenida es 100 (celda C3), que es la méaxima posible, y el coste
para esa solucion es 20000 (celda C4).

Este modelo creado apareceré siempre que se pulse Solver, y se puede modificar el objetivo
simplemente marcando la otra celda objetivo (C4) en el primer parametro de Solver, cambiando
a Minimo para minimizar el coste, y pulsando Resolver.
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id] Archivo  Edicion  ¥er Insertar Formato  Herramientss Datos  Veptana 2 EDF de Adobe

| [ =y @J\ ¥# Responder con cambios... Terminar revision... [

i drial

| S0 oy g0 € 8 +°3|§?£§\{hvév!§'@@% -

(=1

ra

o

s

m

o

-1

(=3

w

[}
o

(SIS ]
oh|h | & 0| rd =

Listo

a7
4 4 v »NHojal {Hoja2 {Hojad /

UM

C1 - &
A [ B | C | D E [ F G [ H I
1 X Y [ !
| 2 | 20 30
| 3 |Calidad X 20
| 4 |Coste 200%:+100Y 7000
5
E Restricciones
| 7 |Minimo 20% 20 20
| 5 |suma <=100 a0 100
| 9 |suma >=50 a0 50

v

3]

En este caso, la solucion es 20% del componente 1, y 30 del componente 2. Obteniendo una
calidad de 20, y un coste de 7000.

El archivo Excel que incluye las soluciones de los casos de estudio es Ejemplos MO_MIM.xls

IVV.2.2. Caso 1: Distribucion de gasoleo

Una empresa de distribucion de gasoleo dispone de tres depdsitos D1, D2 y D3 donde guarda
el gasoleo y desde los que abastece a cuatro estaciones de servicio, E1, E2, E3 y E4. En la tabla
se muestra la capacidad méxima de almacenamiento de cada depésito, la demanda maxima de
cada punto de venta y las capacidades maximas de transporte en las posibles rutas entre depositos

y estaciones de servicio.

El E2 E3 E4 Capacidad
D1 80 - 70 - 150
D2 - 60 90 85 300
D3 40 60 - 50 250
Demanda | 130 | 200 | 150 | 250

Ademas, cada unidad que se envie a las gasolineras le supone un beneficio de 7 u.m. y los envios
se llevan a cabo en camiones cuya capacidad es de 20 unidades cada uno, con un coste estimado

por camion en cada una d

e las rutas de:

Costes (u.m.)

El

E2

E3

E4
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D1 100 - 125 -
D2 - 100 | 125 | 100
D3 75 100 - 125

Formular y resolver un problema para determinar el plan de rutas éptimo que maximice el
beneficio de la empresa.

SOLUCION:

X 1 cantidad enviada de deposito i a estacion
Y; : camiones usados de depdsito i a estacion

max Y (7X; —c;Y; )

s.a. Ii Xy <cap, Vi
ZJ“XU. <dem;, Vj
>I(ij <capac; Vi, j

X, <20Y, Vi, ] X,Y,20Y, eZ

ij !

Objetivo: 825

Cantidades E1f E2| E3 E4 Ell E2 E3 E4

Camiones
D1 80 0 60 0 D1 4 0 3 0
D2 0 60 80 80 D2 0 3 4 4
D3 40 60 0 40 D3 2 3 0 2

1VV.2.3. Caso 2: Conductores de metro

La Compafiia Metropolitana de Transporte (CMT) explota el metro de la ciudad y planifica
la asignacion de turnos de su personal de operacién. El convenio laboral exige que cada conductor
disponga de dos dias libres consecutivos por semana. La demanda de conductores para operar los
trenes varia dependiendo del dia, siendo, de lunes a domingo, de 18, 16, 15, 16, 19, 14 y 12
conductores respectivamente. El coste de personal varia a lo largo de la semana. Para un dia
cualquiera de lunes a viernes el coste es de 50 € por dia, los sébados se pagan a 75 y los domingos
a 90.

Ademas se puede recurrir a la contratacion parcial de hasta 3 personas que trabajarian los
viernes, sabados y domingos por un coste de 200 €. Determinar el esquema dptimo de turnos de
trabajo de dichos conductores.

SOLUCION:

74
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X, : ndmero de conductores que empiezan su turno el dia i
T.: conductores que trabajan el dia i
Y : nmero de personas contratadas a tiempo parcial
min > ¢T, +200Y
i

sa. T,= > X,>nec Vi=567

jAi-Li-2
T.= > X;+Y=>nec Vi=567
vea
X, T.Y 20
COsTE: 6730
L M X J \% S D Extra
g 2 2 4 3 3 0 0

IVV.2.4. Caso 3: Produccion

Una empresa puede fabricar 4 productos diferentes utilizando en su elaboracion 5 tipos de
materias primas. Las unidades requeridas de cada materia prima por cada unidad de cada producto
se recogen en la tabla siguiente, asi como el precio de venta de cada producto y la disponibilidad
de cada materia prima:

M1 | M2 | M3 | M4 | M5 Precio venta

P1 1 1 1 15
P2 1 1 1 20
P3 1 1 1 15
P4 1 1 10

Disponible | 200 | 150 | 150 | 200 | 100

El precio unitario de cada materia prima es de 2, 3, 4, 5 y 5, respectivamente, pero hay un
coste adicional por hacer un pedido de cada materia prima, independiente de la cantidad que se
pida, de 20, 25, 20, 25, 25 unidades, respectivamente. Determinar el plan de produccién 6ptimo
para maximizar los beneficios de la empresa.

SOLUCION:

@% Universidad
27/07/2022 W Conphicase 5

]
7] :
i .l% Madrid
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X, : unidades producidas de producto Pi

M. - 1  sipide materia prima j
7710 si no pide materia prima j

max » pv,X; = > a;c; X, - > M,
i i j

s.a. Zaijxisdisijj Vj

X,20,M,; €{0,1}
Beneficio 1435
P1 50
P2 100
P3 0
P4 150
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V.Teoria de grafos u optimizacién en redes

V.1. Introduccion

La teoria de grafos surge en el siglo XVI1I con Euler (1707-1803), cuando resolvio el famoso
problema de los puentes de Konigsberg. Por esa ciudad pasa un rio, el rio Pregel, formando dos
islas (B y C), conectadas entre si y con las orillas (A y D) por siete puentes tal y como muestra la
figura.

Los habitantes de esta ciudad tenian como entretenimiento en sus paseos domingueros
intentar hacer un recorrido que pasara exactamente una vez por cada puente y que acabara en el
punto donde empezd. El gran aporte de Euler fue que no sélo resolvié el problema anticipando
que era imposible (ya que para que fuera posible el niUmero de puentes que llega a un punto debe
ser un numero par), sino que hizo una abstraccion del problema, un modelo, diferente a los hasta
entonces utilizados: lo representé mediante un grafo.
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V TEORIA DE GRAFOS U OPTIMIZACION EN REDES

Asi la teoria de grafos se dedica a la resolucion de problemas que pueden ser modelados
mediante un grafo y resueltos mediante algoritmos especificamente desarrollados para un grafo.
Existe un software de dominio publico denominado Grafos
(http://personales.upv.es/~arodrigu/Grafos/) que permite resolver los problemas habituales que se
comentan en esta seccion.

V.2. Definiciones basicas

Un grafo dirigido o red es un conjunto de nodos, nudos o vértices (todos los términos son
admisibles) unidos por arcos. Asi cada arco es un par ordenado de vértices. Por ejemplo, sea el

grafo de la figura G =(V,A), donde V = {1,2,3,4,5} es el conjunto de vértices y el conjunto de
arcoses A={(1,2),(1,3),(2,3),(2,5),(3,4),(3,5),(5.4),(4,5),(2,2)} .

Un bucle es un arco de la forma (a,a), como por ejemplo el arco (2,2) de la figura.

Una arista es un arco sin orientacion, es decir, no ordenado, y que por lo tanto puede ser
utilizado tanto en un sentido como en otro. Un grafo no dirigido es un conjunto de vértices y un
conjunto de aristas.

Un multigrafo es un grafo en el que existen un par de veértices unidos por mas de una arista.
En general, en todo lo que se va a ver y salvo que se diga lo contrario, se trabajara con grafos
simples, es decir, no son multigrafos y no tienen bucles.

Una cadena es una secuencia de aristas o de arcos sin considerar su orientacion, gque une un
par de nodos. Por ejemplo, en la figura, la secuencia de arcos que unen el nodo 4 con el 3: (4,5)
(5,2) (2,3) forman una cadena. Un camino es una cadena en la que todos los arcos tienen la misma
orientacion. La cadena anterior, por ejemplo, no seria un camino.

Un ciclo es una cadena que une un nodo con él mismo y un circuito o ciclo dirigido es una
secuencia que es ciclo y camino a la vez.

Un grafo es conexo si cualquier par de vértices estd unido por al menos una cadena. Se dice
fuertemente conexo si cualquier par de vértices esta unido por al menos un camino. Un arbol es
un grafo conexo y sin ciclos.
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Para trabajar con un grafo es necesario poder almacenarlo. Existen diversas formas de
almacenamiento o representacion de grafos, pero una de la mas extendida es la representacion
matricial, siendo fundamentalmente dos las matrices habitualmente usadas para representar un
grafo: la matriz de incidencia y la matriz de adyacencia.

La matriz de incidencia de un grafo no dirigido es una matriz con tantas filas como nodos n
y tantas columnas como aristas m tiene el grafo definiéndose sus elementos como

B {1 si el nodo i pertenece a la arista j
ij

~ |0 otro caso

Para el caso de un grafo dirigido la definicion es andloga, pero denotando con -1 el nodo
inicial del arco y con +1 el nodo final. Obsérvese que esta matriz tiene Gnicamente dos elementos
distintos de cero en cada columna (en caso de un bucle sélo un elemento) y es facil observar que
excepto en el caso de multigrafos se trata de una matriz totalmente unimodulare. Esto implica que
cualquier problema de programacion lineal entera que se plantee mediante esta matriz podré ser
resuelto mediante programacion lineal, ya que la solucion siempre sera entera.

La matriz de adyacencia de un grafo es una matriz cuadrada de tantas filas y columnas como
namero de nodos y cuyos elementos se definen como

_ |1 siexiste un arco (arista) del nodo i al j
" 10 otro caso

Obsérvese, que en el caso de un grafo no dirigido esta matriz es simétrica.

Para el siguiente grafo no dirigido, las correspondientes matrices de adyacencia e incidencia
se presentan a continuacion.

o — = O
= = O O
. O O B
R O +» O

o O - -

= =)
N =
P O Fr O
I N =

¢ Ver el tema de programacion lineal entera para la definicion.
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V TEORIA DE GRAFOS U OPTIMIZACION EN REDES

Otro ejemplo, pero en esta ocasion para un grafo dirigido, seria el siguiente.

-1 0 0 1 O
1 -1 0 0 1
0 1 -1 0 O
0 0 1 -1 1

=, O O O
R O O
o O+ O
o O O

Los algoritmos, no sélo de grafos, se suelen clasificar por su eficiencia, siendo la medida méas
usual de ésta la que es denominada complejidad. Si la dimension del problema es n y el nimero
de operaciones elementales que realiza un algoritmo es f(n), se dice que el algoritmo es de

f(n)

complejidad 8(g(n)) si Iimﬁ = constante . En general, se utiliza la funcion més sencilla que
n—owo g n

verifique la definicién anterior, asi, por ejemplo, si el nimero de operaciones elementales es
2n® +n® -2, se dice que el algoritmo es de complejidad &(n®) . En muchos casos, no es posible

precisar el nimero de operaciones elementales de forma exacta, en cuyo caso se sigue el criterio
del peor de los casos. Es un criterio muy discutible, pero es el mundialmente aceptado para estos
casos.”

Se considera por tanto que un algoritmo es mas eficiente que otro si su complejidad es menor,
entendiendo por tal que el crecimiento de la funcién de complejidad es més lento.

Por lo tanto, en lo que sigue junto a los algoritmos que se presenten se dara su complejidad,
tanto para ver lo eficientes que son como para poder comparar unos con otros.

7 Para profundizar en el tema de la complejidad consultar el libro de Garey, M.R. and D.S. Johnson

“Computers and Intractability. A guide to the theory of NP-Completeness” (1979) Freeman and Company
(San Francisco).
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INVESTIGACION OPERATIVA

V.3. Arbol generador o de extension de minimo peso

Dado un grafo no dirigido G =(V,E), se llama &rbol de extension a un arbol que incluye a

todos los vérticesde G y sus aristas estan incluidas en E . También se le llama &rbol de expansion
o0 arbol generador o arbol soporte, aungue en inglés sélo tiene una acepcion, spanning tree.

Dado un grafo no dirigido, G=(V,E), con “pesos” en las aristas, el problema de
optimizacién que se plantea sobre €l asociado al &rbol de extension es el problema del arbol de
extension de minimo peso, consistente en obtener a partir del grafo original un arbol que conecte
todos los vértices y cuya suma de los pesos de sus aristas sea minima.

Este problema suele surgir cuando se quiere disefiar una red, por ejemplo de
telecomunicaciones, buscando que la red final tenga la menor longitud o coste global posible.
Obsérvese que no busca minimizar la distancia o coste entre dos nodos concretos sino el global
de la red.

Para resolverlo existen dos algoritmos, en principio igualmente eficientess, de tipo avido o

greedy. Este tipo de algoritmos se basa en que en cada etapa se toma una decision localmente
Optima, es decir, 6ptima para esa etapa sin tener en cuenta el resto de las etapas; por lo tanto, en
general, son algoritmos de tipo heuristico (encuentran una buena solucién en poco tiempo, pero
puede no ser la Gptima). Sin embargo, para este problema esta estrategia de busqueda de la
solucion resulta ser dptima, pudiéndose demostrar que la solucién alcanzada es la solucion optima
del problema.

Los dos algoritmos son el algoritmo de Prim del afio 1957 y el algoritmo de Kruskal de 1956.
A continuacion se presentara el primero de ellos, el otro puede consultarse en cualquiera de los
libros de la bibliografia especializado en grafos.

Se utilizar la siguiente notacion:

n: numero de nodos del grafo G (n=card(V))

T : arbol construido

C, : conjunto de nodos conectados hasta la iteracion k

C, : conjunto de nodos todavia no conectados hasta la iteracion k

Algoritmo de Prim

¢ Ambos tienen la misma complejidad, sin que se pueda determinar a priori en un grafo cual lo resolvera
en menos tiempo.
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PASO 1: SELECCION DE UN VERTICE INICIAL CUALQUIERA

Hacer C, =@, C, =V . Elegir un vértice cualquiera i eV y hacer C, ={i}, C,=V —{i}.Sea
k=2yT=¢9.

PASO 2: SELECCION DEL VERTICE MAS CERCANO A LOS CONECTADOS Y QUE TODAVIA NO HAYA
SIDO CONECTADO, ANADIR LA ARISTA AL ARBOL GENERADOR

Seleccionar j“eC,_,, un nodo no conectado tal que se une a algun vértice ya conectado (de

.k

C,.) con la arista de menor peso e, ,. Hacer C,=C,,u{j}, C,=C,—{i’} vy
T=Tule.}.

Si k=n, parar. Si no, poner k =k +1 y repetir el paso 2.

Sea el siguiente ejemplo. Una compafiia pretende unir por carretera los pueblos de la siguiente
figura, representando las aristas las posibles carreteras que se pueden construir y sus pesos las
distancias de éstas, recogidos en la matriz de distancias adjunta. Si el coste de unir dos pueblos es
proporcional a la distancia entre ellos, ¢qué carreteras debe construir para que queden unidos
todos los pueblos con un coste minimo?

o
N

© 8 w ©
8

a\
°‘\‘Q
.0
8 © N U1 B~
8 w h o
8
© a1
8 w 5

/

10 3

PASO 1:

C, =D, C,=V ={1,2,34,56}.

Sea por ejemplo i=1: C, ={1}, 51={2,3,4,5,6}.Sea k=2yT=0.
PASO 2:

j'=2,e={12}.C,={12},C,={3456}, T={e}. k<6, k=3.

PAso 3:
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j’=5,e={25}.C,={1,25}, C,={34,6}, T={e,e,}. k<6, k=4
PASO 4.

i'=4,e={24.C,={1254},C,={36}, T={e,e,e}. k<6, k=5.
PASO 5:

j'=6,e,={4,6}.C,={1,254,6}, C;={3}, T={e,e, 6,6} k<6, k=6

PASO 6:

i’=3,6=1{13}.C,={12546,3},C;=0, T={e,e,6,6e,6}. k=6, parar

El &rbol no es Unico ya que hay un empate

a e en el Gltimo paso, pudiendo sustituirse la
arista {1,3} por la {3,4} y el peso total es el

@ nee

El algoritmo se puede adaptar de forma
inmediata para buscar el arbol de maximo

0 c peso. El “peso” total es de 16 km.

V.4. Problemas de camino minimo

Sobre un grafo dirigido, supuesta una “longitud” para cada arco, los problemas de camino
minimo consisten en encontrar uno o varios caminos de longitud minima entre ciertos nodos. La
“longitud” de un arco puede ser tanto una longitud real como un coste, un tiempo, etc.

Los problemas de camino minimo son probablemente los problemas més relevantes de la
teoria de grafos, no s6lo por sus multiples aplicaciones en problemas reales, sino también porque
forman parte de los métodos de resolucidn de otros problemas, siendo los algoritmos de resolucion
incorporados como subrutinas dentro de algoritmos mas complejos.

Se denominan problemas de camino minimo, en plural, ya que existen varios planteamientos
posibles dentro de esta definicion: camino minimo de un origen a un destino, caminos minimos
de un vértice a todos los deméas, caminos minimos de todos a todos los vértices, etc. En general,
nosotros nos referiremos al problema de camino minimo como el problema de buscar el camino
mas corto de un vértice a todos los demaés.
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A la hora de resolver un problema de camino minimo lo primero que hay que comprobar es
gue no existan circuitos de longitud negativa, ya que si existieran evidentemente el problema no
tendria solucion.’

La forma de resolver los problemas de camino minimo se basa en la programacion dindmica
ya que el problema puede ser planteado por etapas. A partir del principio de optimalidad de
Bellman y denotando por d,; a la longitud del arco (k, j) y por u; a la distancia acumulada

minima desde el vértice origen al vértice j, se deducen las siguientes ecuaciones denominadas
ecuaciones de Bellman que sirven para resolver el problema de camino minimo:

u =0

u, =rp;jr1{uj,uk +dg} j=2...n

En principio, bastaria con resolver estas ecuaciones para resolver el problema, pero la
resolucion de estas ecuaciones no es inmediata, por lo que se han disefiado algoritmos especificos
para resolverlas. A continuacion vamos a ver dos de ellos, el primero y més sencillo (algoritmo
de Dijkstra) s6lo puede ser aplicado en el caso en que todas las longitudes de los arcos sean
mayores 0 iguales que cero y el segundo (algoritmo de Bellman-Ford) que se puede aplicar al
caso general.

Algoritmo de Dijkstra (1959)

Como se ha comentado, solo es aplicable cuando las longitudes de los arcos son mayores 0
iguales que cero. Sin embargo es el mas utilizado y el que debe utilizarse cuando sea posible, ya

que su complejidad (#(n?)) es la mejor de entre todos los algoritmos de camino minimo.

Es un algoritmo de etiquetado, denotandose por P al conjunto de nodos etiquetados de forma
permanente y T al conjunto de nodos etiquetados de forma transitoria.

La idea basica de este algoritmo es ir obteniendo el camino minimo en cada iteracion al vértice
transitorio con longitud menor desde el origen, ya que al no existir arcos con longitud negativa,
nunca sera posible disminuir ese valor pasando por ningun otro nodo cuya distancia sea mayor.
Una vez asegurada que la distancia obtenida hasta ese vértice es la menor posible, se actualizan
las demaés etiquetas transitorias, viendo si existe un camino mas corto a estos nodos a traves del
nodo recién etiquetado.

Se denotara por pred(j), al nodo inmediatamente anterior al nodo j en el camino del origen
al nodo j, para poder rehacer el camino.

? Existen algoritmos para detectar la existencia de circuitos con longitud negativa, pero no se van a ver

en este curso. Consultese en la bibliografia especializada para profundizar sobre el tema.
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PASO 0: INICIO, SE ETIQUETAN LOS NODOS CON LA LONGITUD DEL ARCO QUE LOS UNE CON EL
ORIGEN

u=0,u;=d;,j=2..,n. P={1}, T={2.,n}, pred(j)=1j=2..,n

PASO 1: DESIGNAR LA ETIQUETA PERMANENTE DE LA ITERACION: VERTICE CON MENOR VALOR
DE LA ETIQUETA TRANSITORIA

Buscar k T tal que u, =rP6iTn{uj}. Hacer P=PuU{k} y T =T —{k}.
Si T=0, parar.
PASO 2: REVISAR LAS ETIQUETAS TRANSITORIAS

VjeT calcular u; = min{uj,uk + dkj} , i se modifica poner pred(j)=Kk . Volveral PASO 1.

Apliguemos este algoritmo para resolver el problema de encontrar el camino mas corto desde
el nodo 1 a todos los demés en el siguiente grafo:

PAsO O:

u,=0,u,=100, u; =30, u, =, U, =c0. P={1}, T ={2,3,4,5}, pred(j)=1, j=2,3,4,5

PASO 1.
u =30, k=3, P={1,3}, T={2,45)»2.
PASO 2:

u, =min{u,,u; +d;, } =min{100,30 + o} =100,
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u, =min{u,,u; +d,, } =min{e,30+10} =40, pred(4)=3.
Us = Min{Us, U, +dy } = min{e0,30+60} =90, pred(5)=3
PASO 1:
U =40, k=4, P={134}, T={25/=»2.
PASO 2:
u, =min{u,,u, +d,,} =min{100,40+15} =55, pred(2)=4.
Us =min{ug,u, +d,} =min{90,40+50} =90, pred(5)=4.
PASO 1:
u =55, k=2, P={1,34,2}, T={5}=0.
PASO 2:
Us = min{ug,u, +d, } = min{90,55+ o} =90
PASO 1:

u =90, k=2, P={134,2,5}, T =0, parar.

e
50

10 \
\
( : — — =

Este algoritmo es muy eficiente, sin embargo, como ya se ha comentado no es aplicable si
existen arcos de longitud negativa, ya que las etiquetas no pueden hacerse permanentes pues
podria disminuir la distancia usando mas arcos, arcos de longitud negativa. La situacion de arcos
con longitud negativa podria ser considerada un caso andmalo, sin embargo, no lo es si se
consideran las longitudes como costes, teniendo la longitud negativa el sentido de coste negativo
0, mejor dicho, beneficio.

Algoritmo de Bellman-Ford
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El algoritmo de Bellman-Ford resuelve las ecuaciones de Bellman para el caso general. No
es recomendable utilizarlo cuando no haya longitudes negativas ya que es de complejidad 6(n*)
, peor que el de Dijkstra.

Suponiendo que no existen circuitos de longitud negativa (en caso contrario no habria
solucion), la idea béasica es obtener en cada iteracion k el camino minimo desde el origen a cada
vertice usando a lo sumo k arcos.

Sea uf' la longitud del camino minimo del vértice 1 al vértice j usando a lo sumo m arcos.

El algoritmo es el siguiente:

PASO 1: INICIAR CON LONGITUDES DE LOS ARCOS DEL NODO 1 A LOS DEMAS NODOS

u =0, ut =d

;=dy; j=2,.,n.Poner m=1

PASO 2: CALCULAR LAS DISTANCIAS MINIMAS USANDO A LO SUMO m+1 ARCOS

Calcular .

H m+l _ . m H H _
Si ui"™ =uj Vvj, parar®. Si no, poner m=m-+1y volver al paso 2.

Veamos como funciona el algoritmo aplicado al siguiente ejemplo:

PASO 1:
u =0, u;=5,u;=2, U;=00. m=1
PASO 2:

u? =min{u§,min{u§+d3z,u}1 +d42}}=min{5,min{2+oo,oo—3}}=5

1 Obsérvese que para m = n seguro se cumplira v} = u?’l ya que se trata de construir un arbol.
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u? = min{ui,min{ui +d,;, U +d43}} =min{2,min{5+3,00+6}} =2

uZ = min{uj,min{ui +d,,,ul +d34}} =min{oo,min{5+4,2+1}} =3

Como u? #uj;, poner m=2 y volver al paso 2.
PASO 2:

us :min{uzz,min{u32 +d,,,u? +d42}}=min{5,min{2+oo,3—3}}=0

us :min{u32,min{u22 +d,,,U2 +d43}}=min{2,min{5+3,3+6}}=2

u = min{uj,min{uz2 +d,,,u2 +d34}} =min{3,min{5+4,2+1}} =3

Como u3 #uZ, poner m=3 y volver al paso 2 (aungue ya se sabe que se ha acabado por ser
m=n-1=4-1=3.
PASO 2:

us =min{u§,min{u§ +d,,u; +d42}} =min{0,min{2+o,3-3}}=0

2

ud = min{ug,min{ug +d,, U +d43}} =min{2,min{0+3,3+6}}
ut = min{uj’,min{ug +d,,,us +d34}} =min{3,min{0+4,2+1}} =3

Como u{ =uj Vj, parar.

Existen algoritmos especificos para resolver otros problemas de camino minimo, como el
algoritmo de Floyd-Warshall para resolver el problema de encontrar el camino minimo de todos
a todos los vértices, 0 mejoras a alguno de los algoritmos previos (como la mejora de Floyd al
algoritmo de Bellman-Ford o la mejora de Ahuja para el de Dijkstra), pero su presentacion excede
de los objetivos de este capitulo introductorio de teoria de grafos.
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V.5. Problemas de flujo en redes

Los problemas de flujo en redes son problemas muy utilizados en todo lo que es transporte y
distribucion de diversos productos. También existen distintos planteamientos de problemas de
flujo en redes, siendo el problema de flujo maximo con capacidades méaximas en los arcos
(también denominado Unicamente problema de flujo maximo) y el problema de flujo compatible
con coste minimo los mas relevantes y que seran vistos en esta seccion.

Existen variantes de esos dos problemas, como el problema de flujo maximo con capacidades
minimas y maximas, problemas con varias fuentes y varios sumideros, problemas con
capacidades en los nodos, problemas con ganancias y pérdidas de flujo en los arcos, etc. Sin
embargo, no seran considerados en este capitulo introductorio.

V.5.1. Problema de flujo maximo

Sea G =(V,U) un grafo dirigido sin bucles. Se dice que G es una red de transporte si:

e Existe un Unica fuente, s, es decir, un tnico nodo en el que no incide ningun arco.
e Existe un Unico sumidero, t, es decir, un tnico nodo del que no sale ningln arco

o Elgrafo G estévalorado, es decir, cada arco tiene asociado un valor no negativo denominado
capacidad del arco.

e Cada vértice es alcanzable desde la fuente y el sumidero es alcanzable desde todos los
vértices.

Se denomina flujo compatible a un vector ¢ de dimensién el nimero de arcos que cumpla las

siguientes propiedades:

e Elflujo no supera la capacidad de ningln arco (¢, <c; V(i, j))

e Verifica la ley de conservacion de flujo: Vizst > @,— > ¢, =0

i(i.i)ey ILGYIEY

Obsérvese que en un flujo compatible, el flujo que sale de la fuente coincide con el que llega
al sumidero, denominandose valor del flujo. Dada la siguiente red cuyas capacidades aparecen
entre paréntesis junto a cada arco, un flujo compatible seria el que aparece junto a cada arco en
negrita, siendo su valor 8.
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)

El objetivo del problema de flujo maximo es determinar un flujo compatible para transportar
la mayor cantidad de flujo desde la fuente al sumidero.

Este problema esta intimamente relacionado con otro, tal y como se vera a continuacion, el
problema de encontrar el corte de minima capacidad.

Un corte es un conjunto de arcos del grafo cuya eliminacion desconecta la fuente del
sumidero, dando lugar a dos componentes una que incluye a la fuente y otra al sumidero. Por
ejemplo, en la figura anterior los arcos (1,2), (1,4) y (3,4) forman un corte, siendo las componentes

obtenidas la de los nodos {s,1,3} y la de los nodos {2,4,t}. Un corte se denota por las dos
componentes que forma.

Se denomina capacidad de un corte a la suma de las capacidades de los arcos que lo forman.
En el ejemplo anterior la capacidad seria 15=4+6+5. Un corte se denota por las dos componentes
que forma y su capacidad por C , es decir, en el ejemplo seria C({s,1,3},{2,4,t}) =15.

El problema del corte de minima capacidad es el problema de encontrar en una red el corte
cuya capacidad sea minima.

Es evidente que dado un flujo compatible y dado un corte, el valor del flujo no puede ser
superior a la capacidad del corte, es decir, V(¢) SC(P,E) V ¢ compatible y V(P,E) corte vy,
por lo tanto, también se cumplirA para los valores maximos y minimos,

< mi P).
@ cm%zzt(iblev (¢) - (P,ry)lgjrtec(P’ P)

La cuestion es si esta desigualdad es tal o se logra la igualdad y la respuesta es que si aungque
es no tan evidente, es decir, se puede asegurar que el maximo flujo que se puede enviar de la
fuente al sumidero coincide con la minima capacidad de un corte. La razén es que se puede
demostrar planteando ambos problemas mediante programacion lineal que son problemas duales
y, por lo tanto, en el 6ptimo las dos funciones objetivo coinciden.
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La inmediata aplicacion de este resultado es que el algoritmo que se presentara a continuacion
es un algoritmo que resuelve ambos problemas (de hecho, su justificacion se basa en este
resultado).

Algoritmo de Ford-Fulkerson o del camino de aumento
Vamos a ver algunas definiciones previas:
e Capacidad residual de un arco: es la diferencia entre la capacidad de un arco y el flujo

asignado a éste.

e Camino de aumento: es un camino de la fuente al sumidero tal que el minimo de las
capacidades residuales de los arcos que lo forman es positivo, denomin&ndose a este valor
capacidad residual del camino de aumento.

El algoritmo es el siguiente:

PASO 1: COMENZAR CON UN FLUJO COMPATIBLE Y OBTENER LAS CAPACIDADES RESIDUALES DE
LOS ARCOS

Poner flujo 0 ¢; =0V(i, j) €U y capacidades residuales cIJ =¢; V(i,j)eU.
Etiquetar s — (—, )

PASO 2. OBTENER UN CAMINO DE AUMENTO, INCLUSO REDIRECCIONANDO FLUJO
ANTERIORMENTE ASIGNADO

Sea i eV unnodo yaetiquetado y sea j eV un nodo sin etiquetar tal que existe el arco (i, j)

o el arco (j,i). Hacer segun el caso:

a) Si (i,j)eV vy la capacidad residual no es 0 (c; >0) puede aumentar flujo, calcular el

minimo de la capacidad residual de los arcos anteriores y este arco y etiquetar el nodo, es
decir, calcular &, =min{s,,c;} y etiquetar el nodo j con j - (i+,5,).

b) Si (j,i)eV Yy se esta enviando flujo por ese arco (¢; >0) se puede redireccionar parte
de ese flujo (se puede disminuir en ese arco), entonces calcular J, =min{5i,goji} y

etiquetar el nodo j con j— (i-,0;).

Repetir hasta que el sumidero esté etiquetado e ir al paso 3 0 hasta que no sea posible etiquetar
mas nodos (que se habra acabado) e ir al paso 4.
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PASO 3: AUMENTAR EL FLUJO EN EL CAMINO OBTENIDO Y RECALCULAR LAS CAPACIDADES
RESIDUALES

Recorrer el camino de nodos etiquetados aumentando el flujo en los arcos etiquetados
positivamente y disminuyéndolo en los etiquetados negativamente en la cantidad con que se
etiquetd el sumidero o, (capacidad residual del camino). Recalcular las capacidades
residuales (disminuir en los arcos positivos y aumentar en los negativos). Borrar las etiquetas,
excepto la de la fuente, y volver al paso 2.

PASO 4: PARAR, NO ES POSIBLE AUMENTAR EL FLUJO

El flujo obtenido es maximo y el corte de capacidad minima viene dado por los nodos
etiquetados en una componente y los no etiquetados en otra (es decir, el corte son los arcos
gue vayan de una componente a otra).

Apliquemos el algoritmo al siguiente ejemplo.

PAso 1:

Poner flujo 0 y capacidades residuales las de los arcos

@; =0V(i,j)eU y c; =c; (i, j) €U . Etiquetar s — (-,)
PASO 2:

i=sy j=2,casoa): &, =min{o,2} =2, etiquetar 2 — (s+,2)

i=2y j=3,cas0a): 5, =min{2,3} =2, etiquetar 3— (2+,2)

i=3y j=t,casoa): 5, =min{2,2} =2, etiquetar t — (3+,2)

El sumidero esté etiquetado (ver en la figura siguiente las etiquetas asignadas y el camino de
flujo obtenido), ir al paso 3.
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(2+,2)

PASO 3:
Nuevo flujo O =2,0,=2, 03 =2 (@3 =0, =, =0) y capacidades

CSZ = O, C23 :1’ C3l = 0 (CS3 :3, C24 = 4, C4I :1)

Borrar etiquetas y volver al paso 2.

PASO 2:
i=sy j=3,cas0a): §,=min{ex,3} =3, etiquetar 3 (s+,3)
i=3y j=2,casoh): §,=min{3,2} =2, etiquetar 2— (3—,2)
i=2y j=4,casoa): 5, =min{2,4} =2, etiquetar 4 — (2+,2)
i=4y j=t,casoa): 5, =min{2,1} =1, etiquetar t — (4+,1)

El sumidero esta etiquetado (ver en la figura siguiente las etiquetas asignadas y el camino de
flujo obtenido), ir al paso 3.
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(s+.3)

PASO 3:
Nuevo flujo ¢,=0+1¢,=2-1=1¢, =1¢, =1(p,,=2,¢0,,=2) Yy capacidades

C3 = 2, Cp = 2, Cos =3, Cy = 0 (Csz =0, Cy = O)

Borrar etiquetas y volver al paso 2.

PASO 2:

i=sy j=3,cas0a): § =min{wo,2} =2, etiquetar 3— (s5+,2)
i=3y j=2,casoh): §,=min{2,1} =1, etiquetar 2 — (3-,1)
i=2y j=4,casoa): 5, =min{1,3} =1, etiquetar 4 — (2+,1)

No se pueden etiquetar mas nodos y el sumidero no ha llegado a ser etiquetado, ir al paso 4).
PASO 4:

Parar, ya que el flujo obtenido es el 6ptimo y su valor es 3. Respecto al corte de minima
capacidad, obsérvese qué nodos estan etiquetados, {s, 2,3,4} , Y Cuéles no estan etiquetados,
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{t} , luego el corte divide la red en estas dos componentes, estando formado por los arcos que

van de la primera a la segunda, es decir, (3,t) y (4,t) (obsérvese que la capacidad del corte

es 3 al igual que el valor del flujo y que son arcos saturados, es decir, con capacidad residual
0).

El problema anterior también se puede formular como un problema de programacion lineal y
resolverlo, siendo el modelo:

max Vv

-V Ssii=Ss

> gi— Y 9,=10 siizst

jI(j,i)eU jl(i,j)eu y sii=t
OS(/)”SCU.

Sin embargo, por temas de complejidad, es preferible aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson
para resolver el problema.

V.5.2. Problema de flujo compatible con coste minimo

En este problema se incorpora un nuevo elemento en la red, el coste. Se supone asociado a
cada arco un coste unitario de envio de flujo a través del arco, d; . El problema consiste en enviar

una cantidad de flujo conocida, &, a través de la red desde la fuente al sumidero, con coste total
minimo.

El planteamiento mediante programacion lineal de este problema seria el siguiente (se supone
la misma notacién que en la seccién anterior):

min > d,e

(i,j)eV

Z P =0

i/(s,i)eu

Z Gij =-0

i/(i)eu
Z Qi — Z (pijzo Vj#s,t
i/(imeu i/ j)eu

0<q, <c, V(i j)eU

1 Obsérvese que la matriz de restricciones tanto de este problema como del anterior, es la matriz de

incidencia del grafo, con todas las propiedades que esto conlleva.
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V.6. Recorridos en grafos

Los recorridos en grafos son formas de recorrer un grafo (sus nodos y/o sus aristas)
cumpliendo ciertas condiciones. En su forma clésica, responden a problemas que no incluyen una
optimizacion sino que el objetivo es encontrar una solucidn factible al problema planteado, sin
embargo, a partir de ellos se han formulado nuevos problemas ya con un objetivo a optimizar.

En lo que sigue se presentaran los dos problemas de recorridos mas conocidos y sus variantes
de optimizacion. Los dos problemas mas conocidos son el del ciclo euleriano y su problema de
optimizacién asociado el problema del cartero chino y el del ciclo hamiltoniano, siendo su
problema de optimizacién asociado el problema del viajante.

V.6.1. Ciclos y caminos eulerianos

Como ya se comento en la introduccién, éste fue el problema que dio comienzo a la teoria de
grafos. Dado un grafo no dirigido o un multigrafo G =(V,E), se dice que G tiene un ciclo

euleriano o ciclo de Euler si existe un ciclo en G que pasa por todos los nodos y atraviesa

exactamente una vez cada arista. Si lo que existe es un camino entre dos nodos, que pasa por
todos los vértices y atraviesa exactamente una vez cada arista, se dice camino euleriano.

El problema de la existencia de un ciclo euleriano lo resuelve el siguiente teorema enunciado
por Euler en el afio 1766:

Teorema de Euler. Sea G =(V,E) un grafo o multigrafo. G posee un ciclo euleriano si y
solo si G es conexo y todos sus Vértices son de grado par.

Por ejemplo, en el caso de la ciudad de Konigsberg no puede haber ciclo euleriano porque el
grado de sus vértices es 3, excepto para la isla mayor que tiene grado 5, pero en ningln caso es
par.

De forma inmediata se puede ver que un grafo G tiene un camino euleriano si y sélo si es
conexo Y tiene a lo sumo dos vértices de grado impar (que serian inicio y final del camino). Asi
pues, los habitantes de Kdnigsberg tampoco deben plantearse el problema del camino euleriano
pues tampoco es posible.

Sin embargo, aunque el problema de la existencia del ciclo euleriano esté resuelto, no lo esta
como determinar cuél es ese ciclo. Para ello se presenta a continuacion un algoritmo para resolver
el problema de determinar un ciclo euleriano en un grafo (no multigrafo) basado en la matriz de
adyacencia.

12 E| grado de un vértice se define como el nimero de aristas que inciden en ese vértice.
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Algoritmo para determinar un ciclo euleriano

Sea A=(a;) lamatriz de adyacencia del grafo G =(V,E).

PASO 1: CONDICION DE EXISTENCIA

Si existe un vértice de grado impar (3i eV tal que Zaij Nno es par ), parar ya que no existe
i

ciclo euleriano. En otro caso, poner p=0 e ir al paso 2.

PASO 2: CONSTRUCCION DE UN CICLO
Poner p=p+1. Elegir k una fila no nula de la matriz A y buscar un ciclo de la siguiente
forma:

a) Definir n=k y C={v,}

b) Buscar m tal que a,, >0 (es decir, que todavia sea posible ir del vértice v, al vértice

\Y

-
c) Incluir el vértice v, en C (C=Cu{v,})y hacer a,, =a,, =0 (eliminar la existencia
de esa arista pues no puede volver a ser utilizada).
d) Poner n=m. Si n=k (no se ha cerrado el ciclo) volver al paso 2b). Si no, almacenar el
ciclo C haciendo C, =C e iral paso 3.
PASO 3: CONDICION DE PARADA

Si existe alguna arista sin utilizar (3a; = 0) volver al paso 2. Si no, ir al paso 4.

PASO 4: FORMACION DEL CICLO EULERIANO A PARTIR DE LOS CICLOS ALMACENADOS

Buscar dos ciclos almacenados C; y C; con al menos un vertice comun v, . Eliminar el
vertice de uno de ellos C; 'y sustituirlo por el otro ciclo C;. Eliminar este tltimo C; del

almacén de ciclos. Repetir el proceso hasta que quede un unico ciclo, que serd un ciclo
euleriano.

Veamos como se aplica con un ejemplo. Sea el grafo de la siguiente figura y su matriz de
adyacencia.
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01 0001

1 01 011

01 0111
A=

001 010

011101

111010

PASO 1: Vi Zaij es par, luego existe ciclo euleriano. p=0
i

PAsO2: p=1, k=2
a)n=2,C={v,} bym=1c) C={v,,v,}, a,=a,=0d) n=1xk=2irab)
b) m=6 c) C={v,,v;,V;}, a, =a,=0d) n=6=k=2 irah)

b) m=2c) C={v,,v,V,V,}, @, =a, =0 d) n=2=k entonces primer ciclo

0 0O0O0OTO
0 01 010
C, ={V,,V;,Vs,V,} Yy lamatriz que queda es A= 01011
0 01 010
011101
0 01 010

PAsO 3: A= 0 entonces ir al paso 2.

PAsO2: p=2, k=3
a)n=3,C={v;} bym=2c) C={v,,v,}, a;,=a,,=0d) n=2=k=3irah)
b) m=5c) C={v,,v,,V;}, a5 =a, =0 d) n=5=k=3 irab)

b) m=3c) C={v,;,v,,V,V;}, a, =a, =0 d) n=3=k entonces segundo ciclo

A
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0 0O0O0OTO
0 00O0O0OTP
C, ={V3,V,,Vs,V;} Y lamatriz que quedaes A= 000101
0 01 010
0 001 01
0 01 010

PAsO 3: A= 0 entonces ir al paso 2.

PAsSO2: p=3, k=3

a) n=3, C={v;} by m=4c) C={v,v,}, a,=2a,=0d) n=4=k=3irab)

b) m=5c) C={v,,v,,Vs}, a,y=a,, =0 d) n=5=k=3 irab)

b) m=6 c) C={v;,V,,V,,Vs}, @ =35 =0 d) n=6=k =3 irab)

b) m=3¢) C={V,,V,,Vs,Vs,V;}, @, =a, =0 d) n=3=k entonces tercer ciclo

0 00O0O0OTO
0 00O0O0TO
C; ={V3,V,,Vs, Vg, V5 } Y lamatriz que queda es A= 0000700
0 00O0O0DO
0 00O0O0OO
0 00O0O0TO

PAsO 3: A=0 entonces ir al paso 4.
PAsO 4: C, :{v3,v2,v5,v3} y C, :{v3,v4,v5,v6,v3}, al sustituir en C, el nodo v, quedan los
ciclos C, :{vs,vz,v5,v3,v4,vs,vs,v3} y Clz{vz,vl,ve,vz} y al sustituir en C, el nodo v,, se

obtiene el ciclo euleriano C; = {V;,V,,V;,V,V,,Vs,V;,V, Vs, Ve, Vs | -

V.6.2. Problema del cartero chino

Este problema es una variante del problema del ciclo euleriano pero incluyendo optimizacién.
Dado un grafo no dirigido G =(V,E) conexo con distancias en las aristas, el problema consiste

en determinar un recorrido que pase al menos una vez por cada arista y cuya longitud sea minima.
Este planteamiento corresponde al problema de un cartero que tiene que pasar por todas las calles
de una red para repartir el correo recorriendo la menor distancia posible, de ahi su nombre.
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Si el grafo tiene un ciclo euleriano es evidente que ese ciclo sera la solucién al problema. Si
no lo tiene (algln vértice es de grado impar), alguna o algunas aristas han de ser recorridas mas
de una vez.

Existen algoritmos especificos para este problema, aunque no los vamos a ver en el tema.
Ademaés existen otras variantes de este problema que han dado lugar a otros métodos y
modificaciones para resolverlos: el problema del cartero chino en un grafo dirigido (cartero
motorizado), el problema con parte del recorrido prefijado, el problema con vuelta a la base cada
cierto tiempo, etc.

V.6.3. Recorridos hamiltonianos

El problema que motivo el estudio de los recorridos hamiltonianos y al que debe su nombre
fue enunciado por Hamilon en 1859 y consistia en recorrer a través de las aristas los vértices de
un dodecaedro pasando por ellos una y sélo una vez. En la figura aparece el dodecaedro
representado como un grafo, es decir, plano.

Sea G=(V,E) un grafo no dirigido o un multigrafo. Se dice que G tiene un ciclo

hamiltoniano si existe un ciclo elemental (no repite vértices) que contiene todos los vértices del
grafo. Un camino hamiltoniano es un camino elemental que contiene todos los vértices de G .

Dado un ciclo hamiltoniano, la eliminacion de cualquier arista da un camino hamiltoniano.
Al revés, sin embargo, no siempre es factible.

Asi como para el problema del ciclo euleriano existe una condicion necesaria y suficiente de
existencia, en el problema del ciclo hamiltoniano no existe tal condicion, sélo las hay necesarias
o suficientes, pero no una caracterizacion. Estas condiciones no se veran en este tema, ni tampoco
un algoritmo para obtener los ciclos hamiltonianos por su complejidad y poco eficiencia.

13 El algoritmo mas habitual esta basado en potencias de la matriz de adyacencia y puede ser consultado

en la bibliografia especializada, aunque resulta bastante ineficiente.

100 27/07/2022




INVESTIGACION OPERATIVA

V.6.4. Problema del viajante

El problema del viajante es un problema de grafos, aunque su mayor relevancia la haya
alcanzado por su formulacion mediante programacion entera. En este tema vamos a ver su
planteamiento y enfoque desde la teoria de grafos.

El problema del viajante admite varios planteamientos. Basicamente consiste en encontrar el
circuito de longitud minima en un grafo valorado, siendo los dos posibles enfoques exigir que
visite cada vértice exactamente una vez o exigir que los visita al menos una vez.

En el primer planteamiento el problema es, por lo tanto, encontrar un circuito o ciclo (segun
el grafo sea dirigido o no) hamiltoniano de longitud minima. En el segundo caso, la solucion
puede no ser un ciclo elemental, sin embargo, se reduce al mismo problema sustituyendo el grafo
G por otro grafo G' completo cuyas aristas o arcos tienen por longitud la distancia minima entre
los dos vértices que unen, obtenidas éstas previamente mediante algun algoritmo de camino
minimo.

Si el grafo es no dirigido el problema se conoce como problema del viajante simétrico y si es
un grafo dirigido como problema del viajante asimétrico.

Se trata de uno de los problemas mas dificiles de la literatura, no habiéndose encontrado
ningun algoritmo exacto de complejidad polinomial para resolverlo (en principio podria utilizarse
el algoritmo de los ciclos hamiltonianos, pero ya se ha comentado que es bastante ineficiente, con
una complejidad muy lejos de ser polinomial). Por lo tanto, se va a presentar un algoritmo
heuristico, que por lo tanto no asegura que la solucion sea 6ptima, pero si que sea razonablemente
buena.

Algoritmo bioptimal para el TSP simétrico sobre el grafo G’

Un paso previo a la aplicacion de este algoritmo es construir el grafo G’ como se ha
comentado anteriormente, es decir, un grafo completo con distancias entre los nodos las distancias
minimas entre esos dos nodos en el grafo original.

PAsO 1: INICIO

Seleccionar un nodo origen s . Elegir otro nodo t, que sea el de distancia minima desde el
origen (d(s,t) <d(s,j) Vj=t).Poner I =t yguardar los nodos s y I como “visitados”.

PASO 2: CONSTRUCCION DEL RECORRIDO INICIAL MEDIANTE ESTRATEGIA GREEDY

Seleccionar t entre los nodos no visitados de modo que sea el de menor distancia al nodo |
de los visitados. Afadir t al final del recorrido y poner | =t. Si hay nodos que no estan en el
recorrido repetir el paso 2, en otro caso, afiadir s al recorrido e ir al paso 3.
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PASO 3: GUARDAR EL RECORRIDO Y CALCULAR SU LONGITUD
El recorrido sera {xl,xz,...,xn,xl} y su longitud L. Poner i=1.
PASO 4: INICIAR EL CAMBIO DE LIGADURAS DEL RECORRIDO
Poner j=i+2.
PASO 5: EVALUAR EL CAMBIO DE LIGADURAS

Considerar el recorrido {xl,...,xi,xj,xH,...,xm,xm,...,xl} creado por el intercambio de

ligaduras (ver en la figura adjunta el recorrido inicial en trazo liso y el nuevo recorrido en
trazo punteado) y obtener su longitud L'. Si L'< L (es mejor este recorrido), considerar el
nuevo recorrido como base para hacer los cambios y volver al paso 3. En otro caso ir al paso
6.

PASO 6: CONDICION DE PARADA O VUELTA A INTERCAMBIAR LIGADURAS
Poner j=j+1.Si j<n,iral paso 5. Sino, poner i=i+1.Si i<n-2, iral paso 4. Si no,

parar.

Veamos su aplicacion al siguiente ejemplo. Sea un grafo cuya matriz de distancias entre nodos
es la siguiente:

- 13 12 18 7 14
13 - 21 26 15 25
12 21 - 11 6 4
18 26 11 - 12 14
7 15 6 12 - 9
14 25 4 14 9 -

PAso1l: s=1 t=5 recorrido parcial 1-5

PASO2: 1 =5 t=3 recorrido parcial 1-5-3
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PAso 2:

PAso 2:

PASO 2:

PAsO 3:

PAso 4:

PASO 5:

PASO 6:

PAsO 5:

PASO 6:

PASO 5:

PASO 6:

PAsO 5:

PASO 6:

PAsO 4:

PAsO 5:

PASO 6:

PASO 5:

PASO 6:

PASO 5:

PASO 6:

PAsoO 4:

PAsO 5:

PASO 6:

PASO 5:

PASO 6:

PASO 4.

PASO 5:
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I =3 t=6 recorrido parcial 1-5-3-6

=6 t=4 recorrido parcial 1-5-3-6-4

=4 t=2 recorrido parcial 1-5-3-6-4-2, todos visitados.
1-5-3-6-4-2-1 L=70 i=1

j=3

Considerar 1-3-5-6-4-2-1, L'=80, ir a paso 6

j =4 <6 entonces ir al paso 5.

Considerar 1-6-3-5-4-2-1, L'=77, ira paso 6

j =5<6 entonces ir al paso 5.

Considerar 1-4-6-3-5-2-1, L'=70, ir a paso 6

j=6<6 entonces ir al paso 5.

Considerar 1-2-4-6-3-5-1, L'=70, ir a paso 6

j=7£6 entonces poner i=1+1=2<6-2=4 iral paso 4.
j=4

Considerar 1-5-6-3-4-2-1, L'=70, ir a paso 6

j =5<6 entonces ir al paso 5.

Considerar 1-5-4-6-3-2-1, L'=71, ir a paso 6

j=6<6 entonces ir al paso 5.

Considerar 1-5-2-4-6-3-1, L'=78, ir a paso 6

j=7£6 entonces poner i=2+1=3<6-2=4 eir al paso 4.
j=5

Considerar 1-5-3-4-6-2-1, L'=76, ir a paso 6

j =6<6 entonces ir al paso 5.

Considerar 1-5-3-2-4-6-1, L'=86, ir a paso 6

j=7%£6 entonces poner i=3+1=4<6-2=4 eiral paso 4.
j=6

Considerar 1-5-3-6-2-4-1, L'=86, ir a paso 6
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PASO6: j=7£6 entonces poner i=4+1=5%£6-2=4 entonces parar:

El recorrido inicial 1-5-3-6-4-2-1 es un recorrido bioptimal (que al ser heuristico no asegura
que sea Optimo).

Este algoritmo es rdpido y eficiente, ya que aunque realice muchas iteraciones éstas son muy
sencillas. El Unico inconveniente, como se ha comentado, es que no asegura el dptimo. Existen
otros algoritmos, algunos intercambiando més ligaduras, pero todos heuristicos. Los algoritmos
para encontrar el 6ptimo no son eficientes en tiempo, luego no suelen ser utilizados.

V.7. Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1

Un asesino es buscado por la policia, por lo que debe abandonar su refugio actual para ir a
otro més seguro en la misma ciudad. Conoce por experiencias previas cudl es la probabilidad de
no ser detenido en cada una de las calles. Se supone, ademas, que son independientes los sucesos
correspondientes a la detencion en cada una de las calles. Plantear el problema que se le presenta
a este asesino como un problema de grafos.

PROBLEMA 2

En una red de comunicaciones, la probabilidad de que la lineade i a j sea operativa es p;; .

Sea una red con 7 nodos donde las probabilidades de comunicacién son las siguientes:

Resolver el problema de seleccionar el camino desde el nodo 1 hasta los demés nodos que
nos dé la méxima probabilidad de establecer comunicacion.

PROBLEMA 3

En una red de comunicaciones de comando y control, un comandante esté localizado en un
nodo y su subordinado en otro nodo. Con cada eslabon en la red esta asociado un esfuerzo uj

requerido para eliminar ese eslabdon de la red. Presentar un modelo de grafos que se pueda usar
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para encontrar el minimo esfuerzo necesario para bloquear todas las comunicaciones del
comandante al subordinado e indicar mediante qué algoritmo se puede resolver el problema.

PROBLEMA 4

La Agencia del Medioambiente ha decidido limitar el acceso al parque de la Fuenfria. No se
permitirdn vehiculos particulares y se utilizaran Unicamente minibuses conducidos por guardias
forestales. Las carreteras existentes (de un Gnico sentido y siendo O la estacion de entrada y A,
B, C, Dy E los lugares de interés) y sus distancias son las siguientes:

O-A=2 O-B=5 O-C=4 CB=1 A-B=2
A-D=38 B-D=4 C-D=3 E-D=1 C-E=4

a) Encontrar los caminos mas cortos de la entrada al resto de las estaciones.

b) Si se desea comunicar con terminales de ordenador las estaciones, tendiendo lineas que sigan
la carretera, resolver el problema de minimizar el nimero de kildmetros de linea tendida.

PROBLEMA 5

RentCar estd desarrollando un plan de reemplazamiento para su flota de coches para los
préximos 5 afios (2001-2005). Al principio de cada afio, se decide si un coche debe ser mantenido
o reemplazado. Un coche debe estar en servicio al menos un afio y a lo sumo 3. En la siguiente
tabla se dan los costes de reemplazamiento (en €) por coche en funcion del afio en que es adquirido
y de los afios que lleva en funcionamiento.

Afios funcionando

Afo adquisicion | 1 2 3

1-ene-2001 | 4000 | 5400 | 9800

1-ene-2002 | 4300 6200 | 8700

1-ene-2003 4800|7100 -

1-ene-2004 4900 | - -

Resolver como un problema de grafos el problema de encontrar la politica éptima que se debe
seguir para minimizar el coste.
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PROBLEMA 6

Un carguero tiene que ir de un puerto a otro y en el camino puede escoger sus puertos de
arribaday el orden en que los visita. Un viaje del puerto i al j le supone un beneficio b; (b, >0

si existe una mercancia que transportar en ese viaje, b; <0 si hace el viaje de vacio). Resolver el

problema de obtener la ruta mas provechosa si una vez que sale del primer puerto 1 no puede
volver a él y una vez que llega al puerto destino 5 ya no sale de él, siendo los beneficios los
siguientes:

b12=15 b13=5 b14=5 b15=20 b23:_5 b24=_25 b25:5

b,=-5 b, =-15 b, =10 b, =20 b,=-10 b, =5

PROBLEMA 7

Los Pérez, los Sanchez, los Garcia y los Fernadndez se van a su dia de campo familiar anual.
Se dispone de cuatro automoviles para el transporte de las familias. EI automovil 1 puede
transportar a cuatro personas; el automdvil 2, tres personas; el automovil 3, tres personas; v el
automovil 4, cuatro personas. Hay cuatro personas en cada familia y se ha decidido que ningdn
automovil puede transportar a mas de dos personas de la misma familia. Resolver el problema de
transportar a la mayor cantidad de personas como un problema de grafos.

PROBLEMA 8

Telefonica tiene que comunicar cinco ciudades, siendo las distancias entre ellas:

Resolver el problema de grafos que se le presenta a la compafiia, si el coste de tender una
linea es proporcional a su longitud.

PROBLEMA 9

La comida para pollos es transportada por camiones desde tres almacenes a cuatro granjas de
pollos. Desde algunos almacenes no es posible servir directamente a algunas granjas. Las
capacidades de las otras rutas estan limitadas por el nimero de caminos disponibles y el nimero
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de viajes hechos diariamente. La siguiente tabla muestra las ofertas en los almacenes y las
demandas en las granjas (en miles de kilogramos). Las celdas de la tabla muestran las capacidades
diarias de las rutas asociadas.

anja | 1 | 2|3 |4 Oferta

Almac

1 305|040 20

2 0 |05 90)| 20

3 100403040, 200

Demanda | 200 | 10 | 60 | 20

a) Determinar como ha de hacerse para satisfacer la maxima demanda.

b) Si ademas se puede transportar entre los almacenes 1y 2y 2y 3yentrelasgranjasly 2,2y
3y 3y4,siendo la capacidad de estas nuevas rutas de dos sentidos de 50. ; Qué efecto produce
en las demandas insatisfechas?

PROBLEMA 10

Una empresa tiene 4 centros de fabricacion y 8 grandes clientes. La demanda de cada cliente
ha de ser satisfecha por a lo sumo un Gnico centro de fabricacién y cada centro podria servir a los
siguientes clientes:

Fabrical| C1,C2

Fabrica 2 | C3, C4, C5

Fabrica 3 | C6, C4, C8

Fabrica4 | C7, C1, C2

Sin embargo, la capacidad de éstos impide que un centro abastezca a méas de 2 clientes.
Plantear como un problema de grafos el problema de abastecer al mayor nimero de clientes
posible y resolverlo.

PROBLEMA 11
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La matriz siguiente recoge las distancias directas por carretera entre las diferentes localidades
de una isla medidas en kilémetros (las filas son las ciudades origen y si aparece el valor infinito
se entiende que no existe una conexidn directa entre ese par de localidades):

0 6 11 3 « 14 18
w 0 4 o o o ©
w o 0 w o 4 o
w 2 o 0 3 o o
o o 2 o 0 o 10
©w o o o 7 0 3
o o o 5 o o 0

a) Aplicar un algoritmo de redes para hallar el camino mas corto de la ciudad 1 a todas las demas.

b) Si los nimeros fueran la méaxima altura que hay que pasar entre dos localidades, ¢cémo
adaptarias el algoritmo anterior para determinar el camino que pasa por menor altura maxima
desde la ciudad 1 a las demas?

V.8. Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

Se plantea como un problema de camino minimo siendo el grafo: Arcos = Calles, Nodos =
Intersecciones de calles, Longitudes = —In p;, donde p; es la probabilidad de no ser detenido

enlacallequevadei a j.

RESULTADO DEL PROBLEMA 2

u=0,u,=5,u,=1,u,=4,u,=10, u; =7, u, =6. Al nodo 2 se llega desde el 3; al nodo

3 desde el 1; al nodo 4 desde el 3; al nodo 5, desde el nodo 3; al nodo 6, desde el 4; al nodo 7,
desde el 4.

RESULTADO DEL PROBLEMA 3

Hay que buscar el corte de minima capacidad, considerando que la capacidad de cada arco es
el esfuerzo para eliminar ese eslabdn. Algoritmo de Ford-Fulkerson.

RESULTADO DEL PROBLEMA 4

a u,=2,u;=4,u.=4,u,=7,u.=8.
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b) Kilémetros de linea necesarios: 9

RESULTADO DEL PROBLEMA 5

La estrategia Optima es comprar un coche (en 2001), reemplazarlo a los dos afios (en el 2003)
y mantener éste durante los otros dos afios. El coste es de 12.500 €.

RESULTADO DEL PROBLEMA 6

El carguero debeirde 1a4,de4 a2y de2ab5, con lo que obtiene un beneficio de 30.

RESULTADO DEL PROBLEMA 7

El méximo numero de personas es 14.

RESULTADO DEL PROBLEMA 8

Tendré que tender 30 kilometros de linea (1-2, 1-3, 3-5, 4-5).

RESULTADO DEL PROBLEMA 9

a) Se transportaran 145.000 kg: Del almacén 1 a la granja 1, 20; del almacén 2 alagranja 3,5y
a la granja 4, 15; del almacén 3, a la granja 1, 100, a la granja 2, 10, alagranja 3,30y ala
granja 4, 5. No se llega a satisfacer la demanda (hay mayor que oferta), pero ni siquiera se
reparte toda la oferta.

b) En este caso se distribuye toda la oferta disponible, con lo que se transportaran los 240.000
kg.

RESULTADO DEL PROBLEMA 10

Se plantea como un problema de flujo méximo, con un nodo fuente del que salen arcos a las
4 fabricas con capacidad 2; de cada fabrica salen arcos a los nodos que representan a los clientes
que puedan ser servidos por el nodo fabrica inicial con capacidad 1; y de cada nodo cliente a un
nodo sumidero sale un arco de cada uno con capacidad 1. El algoritmo para resolverlo es el de
Ford-Fulkerson.

RESULTADO DEL PROBLEMA 11

a) Aplicando el algoritmo de Dijkstra se obtiene:

27/07/2022 109




b)

110

V TEORIA DE GRAFOS U OPTIMIZACION EN REDES

u=0 u,=5 Uu,=8 u,=3 UuU,=6, Uu;=12, u,=15.

En este caso, al recalcular las etiquetas en cada paso, en lugar de comparar la anterior con la
que se ha hecho permanente mas la distancia que las une, se compara la anterior con el
méaximo entre la que se ha hecho permanente y la que les une. Es decir, si la que se ha hecho

permanente es u, , se actualizan las etiquetas seguin: u; = min {uj : max{uk dy }}
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VI. Modelos de optimizacion de gestion de

inventarios-

En un negocio o industria es frecuente que se tengan que almacenar productos listos para la
venta 0 materias primas necesarias para la produccidn, para poder hacer frente a la demanda. El
objeto de la teoria de inventarios® es determinar reglas que se puedan aplicar por las empresas

para reducir al minimo los costes derivados de este almacenamiento.

Los modelos de inventarios pretenden fundamentalmente dar respuesta a dos preguntas:

e ;Cuéando se debe pedir un producto?

e ;Cuénto se debe pedir del producto?

Es decir, en los modelos de inventarios, las dos decisiones posibles son cuando y cuénto y el
objetivo es minimizar el coste bajo ciertas hipotesis.

Estas hipdtesis que se hacen sobre el problema determinan los distintos modelos de
inventarios, de los que vamos a ver algunos en posteriores secciones. Sin embargo, previamente
veremos algunas definiciones y conceptos basicos sobre los que posteriormente se iran haciendo
las hipdtesis.

V1.1. Caracteristicas del problema general de inventario

Hablaremos de un problema de inventario como, cuando y cuénto pedir de un producto para
satisfacer una demanda con el coste minimo posible y viendo siempre la empresa como el almacén
que se esta considerando, es decir, como un punto de deposito al que llegan productos y salen de
forma externa a él, sin control directo sobre la demanda ni sobre la fuente.

Este planteamiento engloba tanto si el producto es una materia necesaria para una produccion
(se solicita la materia prima o producto a una fuente externa pero la demanda es interna a la

“Hay que agradecer todo el trabajo realizado para desarrollar este tema por Francisco Alberto Campos
Fernandez.

15 Es también muy habitual utilizar la palabra anglosajona stock para el inventario.
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empresas) como si el producto es un producto acabado a la espera de su venta y fabricado por la
propia empresa (la demanda es externa y la fuente es interna, es decir, la propia empresa tiene que
proporcionar el producto al almacén) o como si tanto el producto como la demanda son de fuentes
internas (el almacén en realidad es una parte de una empresa mayor y su funcién es abastecer a
otras secciones) o de fuentes externas (la empresa es intermediaria entre el origen y el destinatario
final).

Los elementos que intervienen en un problema de inventarios son fundamentalmente los
costes, la demanda y el sistema de inventarios a seguir. Vamos a describir estos elementos y las
hipGtesis que se pueden hacer sobre ellos que determinan los distintos modelos de inventarios.

Con respecto a los costes pueden ser de diferente naturaleza, siendo los méas habituales los
que se relacionan a continuacion.

e Coste de compra: se basa en el precio por unidad del articulo; en general ser& constante, con
lo que el coste de compra de un lote serd proporcional a su tamafio, aunque pueden
considerarse descuentos por volumen, etc.

o Coste de orden y/o preparacion: representa el coste fijo en el cual se incurre cuando se hace
un pedido; este coste es independiente del volumen del pedido.

o Coste de almacenamiento: es el coste de mantener el inventario, que suele incluir el interés
sobre el capital, el coste de mantenimiento y manejo, etc.; en general, este coste se da por
unidad en inventario y unidad de tiempo.

o Coste de ruptura o carencia: es la penalizacion por no poder satisfacer la demanda e incluye
la pérdida potencial de ingresos, asi como el coste mas subjetivo de la pérdida de clientes o
de la disminucion del nivel de calidad del servicio; en general, se dara como un coste por
unidad de demanda no satisfecha y unidad de tiempo.

Los modelos de inventarios pretenden minimizar el coste total del sistema de almacenamiento
siendo considerado éste una funcion, en general, aditiva de los costes definidos:

Coste total del | [ Coste de N Coste de . Coste de N Coste de
inventario | | compra orden almacenamiento ruptura

En cuanto a la demanda puede ser demanda determinista, es decir, Se supone gque Se conocen
exactamente los pedidos demandados por unidad temporal, o demanda aleatoria, que supone

16 Probablemente esta demanda interna viene a su vez determinada por una demanda externa de

productos acabados.
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cierta incertidumbre en los valores de la demanda, habitualmente modelada mediante una
distribucion de probabilidad.

Por otra parte la demanda determinista a su vez puede ser clasificada en estatica (constante
por unidad de tiempo) o dinamica, que supone una demanda que varia por periodos de tiempo
(demanda semanal o mensual, diferente de unos periodos a otros).

Otro elemento a determinar es el sistema de inventarios que se describe. Una primera
clasificacion de los sistemas es por los instantes en que el inventario puede ser revisado, pudiendo
el sistema requerir una revision periédica (por ejemplo, semanal o mensual) coincidiendo el
momento para hacer un nuevo pedido con el inicio de cada periodo, 0 una revision continua, en
el que el inventario puede ser revisado en cualquier momento siendo este instante cuando el nivel
de inventario desciende por debajo de un determinado nivel, previamente especificado y
denominado punto de reorden.

Por altimo, existe otro elemento que puede ser considerado en el modelo que es un tiempo de
entrega, que es el tiempo transcurrido desde que se pide el producto a la fuente hasta que es
entregado.

Los modelos de inventarios buscan un equilibrio entre la calidad de servicio ofrecido a los
clientes y el coste econémico derivado de ésta, respondiendo a dos cuestiones: cuanto y cuando
pedir.

Con los elementos anteriores y las hipotesis que se hagan sobre ellos, se pueden obtener
distintos modelos. Una posible clasificacion, que no la tnica, de los modelos que vamos a ver es
la siguiente (entendiendo por modelos deterministas aquéllos en los que la demanda es
determinista y estocasticos cuando la demanda es aleatoria):

Modelos estaticos (o de lote econémico EOQ)

Modelos deterministas L.
Modelos dinamicos

Modelos de revision continua

Modelos estocasticos Modelos de un sélo periodo

Modelos multiperiodo

Modelos periédicos{

A los modelos estéaticos se les denomina modelos de lote econémico EOQ (Economic Order
Quantity).

V1.2. Modelos estaticos de lote economico (EOQ) con
revision continua

La hipétesis comun a los modelos que vamos a ver en esta seccion es que la demanda es
conocida, disminuyendo el inventario a razén de d unidades por unidad de tiempo.
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Se utilizard la siguiente notacion para los datos (entre paréntesis las unidades de las
magnitudes):

e d :tasa de demanda (unidades de producto por unidad de tiempo)

e c,: coste unitario de compra (unidades monetarias por unidad de producto)

e C_:coste de orden o pedido (unidades monetarias)

e c,: coste de almacenamiento (unidades monetarias por unidad de producto y de tiempo)
e c, :coste de ruptura o carencia (unidades monetarias por unidad de producto y de tiempo)

e | :tiempo de entrega (unidad de tiempo)
Respecto a las variables de decision son dos en estos modelos:

e Q: cantidad a pedir o tamafio del lote de pedido (unidades de producto)

e T, :instante para realizar el pedido la primera vez, o lo que es lo mismo tamaifio del ciclo, es

decir, tiempo entre dos pedidos (unidades de tiempo)

Ahora presentaremos los modelos més conocidos que cabe plantear dentro de la hipdtesis de
revision continua y demanda determinista de tasa constante.

V1.2.1. Modelo EOQ clasico (sin ruptura)

Este es el caso mas clasico que supone que no se admite ruptura y la entrega es inmediata (
I =0). En este caso, el nivel de inventario varia segun la siguiente figura

1]
Q
QN dt
. Universidad
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Es decir, el nivel de inventario varia dentro de un ciclo segun Q —dt, siendo t el tiempo

dentro del ciclo. Por lo tanto, el tamafio del ciclo se obtiene igualando a O el valor anterior, es
decir, T, =Q/d . Luego, lo que hay que determinar es el valor de Q .

El coste total de un ciclo viene dado por la expresion
QZ

Coste ciclo=c. orden+c. compra+c. almacenamiento=c, +¢,Q +c, >0

y el coste total por unidad de tiempo serd, por lo tanto,

i dc
C_:oste cu_:lo _%% i cds c,Q
Tiempociclo Q 2

CQ=

Esta funcion C(Q) es estrictamente convexa, luego al derivar e igualar a O se obtiene un
minimo global, siendo el valor éptimo

. 2dc i .
Q = P (Férmula de Wilson)

que sera el tamafio 6ptimo del pedido, a realizar cada T, =Q"/d unidades de tiempo.

El valor Q" en general no es entero, si se desea una solucion cabe redondear este valor si es

grande y si es pequefio se determina el valor entero como el valor Q" tal que verifica

2d c,
c

a

Q(Q -< <Q(Q +1).

Una variante sencilla de este problema es suponer que la entrega no es inmediata, sino que
existe un tiempo de entrega fijo y conocido | >0. Esta modificacion no afecta a los valores
determinados anteriormente, sélo al momento en que hay que hacer el pedido. Para saber cudndo
hacer el pedido se puede utilizar el tiempo, pero lo habitual es determinarlo en funcion del nivel
de inventario, siendo este punto de reorden para el modelo que nos ocupa el punto en el que el
nivel de inventario sea de Id unidades'.

En el caso en que | >T,, las peticiones hay que hacerlas para satisfacer no la demanda del

préximo ciclo, sino para ciclos posteriores, en cuyo caso se calcula el plazo de entrega efectivo,
I, =1-nT,, de modo que I, <T,. Lo Unico que hay que considerar es que cuando se hace un

pedido, seré para satisfacer la demanda de n ciclos después.

17 Esto es suponiendo que el plazo de entrega es menor que el tamafio del ciclo, en otro caso exigiria

una modificacion.
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V1.2.2. Modelo EOQ con ruptura de inventario

Al modelo anterior afiadimos la posibilidad de mantener un cierto tiempo un nivel de
inventario nulo. Al afiadir esta posibilidad hay que incluir en los costes el coste de ruptura c, por

unidad de demanda no satisfecha y unidad de tiempo. Al recibir el pedido se satisface en primer
lugar la demanda pendiente.

En este caso la figura que representa la evolucidn temporal del nivel de inventario es la
siguiente:

7o

El problema consiste en determinar el tamafio del pedido 6ptimo, Q", que proporciona un

nivel maximo de inventario S”, supuesto que se admite una cantidad prefijada R=Q—S de
ruptura.

La expresidn del coste total por ciclo seréd
Coste ciclo=c. orden+c. compra+c. almacenamiento+c. ruptura=

2 Y
=cp+ch+caS—+crH
2d 2d

gue por unidad de tiempo resulta ser

H dC 2 _ 2
Coste ciclo p+Cd+caS c (Q-95)

c@s)= Tiempociclo Q “ 20 2Q

Luego el problema que se plantea es

rgisn C(Q,S)
Q=S
Q>0

% Universidad
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La funcién C(Q,S) es convexay la solucion dptima del problema resulta ser

o - 2de(:r+(;a y s = 2de C,
c, ¢ C, C +¢,

Los valores obtenidos son semejantes al caso anterior, pero se hallan modificados por un

factor, denominado tasa de ruptura cuya expresion es r =——— . Este indice esta relacionado
C +C,

con el nivel de la calidad del servicio que se desea prestar, de modo que un valor proximo a 1

quiere decir que es mucho mayor el coste de ruptura que el de almacenamiento, o lo que es lo
mismo, que apenas se permiten rupturas.

V1.2.3. Modelo EOQ con descuentos por cantidad

Este modelo es el mismo de la seccion VI11.2.1 con la variante de que se puede comprar el
producto con descuento por el volumen del pedido, es decir, el coste de compra por unidad es:

¢ 0<Q<gq
c, ¢,<0Q<q

,@Q=17" T 7 (6>0>.>Cp)
Cm+l qum

Obsérvese que si se considera la funcion de coste por unidad de tiempo de cada uno de estos
costes individualmente se tiene

: d
C'(Q)=%+cid+ca2Q, i=1.mil

Estas funciones son funciones convexas que difieren en una constante y por lo tanto alcanzan

. . 2dc . , - .
suminimo en el mismo punto Y = P . Asi el coste total sera una funcién combinada de todas
C

a

ellas como muestra la siguiente gréfica:
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@ ¢ (o

c:eril (Q)

G Y 4 - On Q

Resulta evidente que si el caso es el de la figura, g, <Y <q,, el minimo hay que buscarlo a
la derecha de este valor y serd Q el valor en que se dé el minimo de
min{C2 (Y),C3(q2),---,Cm+1(qm)}. De manera general, habria que detectar en qué intervalo se

encuentra Y, g, <Y <gq, y obtener el valor dptimo Q" como el valor correspondiente a
min{Ci(Y)'Ci+1(qi)"“'Cm+1(qm)}'

A continuacion se va a desarrollar para el caso mas sencillo, que es sélo de dos costes unitarios

c < . e

» Q<4 , ¢, >C,. Si se calcula la funcion de coste con cada uno
¢, Q¢
de estos costes (siguiendo los calculos de la seccion VI1.2.1) se tienen dos funciones de coste por

unidad de tiempo seguln el valor de Q:

diferentes, es decir, c,(Q) :{

1oy 9% ¢.Q \ c2(0) = 9% €.Q
C(Q)= 9 +cd+ > y C°(Q)= 9 +C,d + 5

Lo que supone una funcion de coste por unidad de tiempo

Cl(Q)=ﬁ+cld+Cf"2Q siQ<q
CQ)=

CZ(Q)=ﬁ+cd+CaQ siQ>q

Q 2 -

Ambas funciones, C* y C?, son funciones convexas y puesto que difieren exclusivamente
en una constante, alcanzan el minimo en el mismo punto

v - 2dcp
Ca

% Universidad
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En la figura siguiente se presentan graficamente las dos funciones de coste y la funcion total
de coste que configuran que es discontinua (en trazo mas grueso):

C.(Q

C,(Q

q vy Q' Q
En la figura se representa también el valor Q’, que es el valor Q' >Y para el que la funcién

C,(Q) toma el valor del minimo de la otra funcion de coste, es decir, C,(Q")=C,(Y), que es un
valor del que va a depender la solucion.

Para determinar el tamafio 6ptimo del pedido se pueden distinguir tres casos distintos que se
muestran a continuacion:

gy 0 Yy qo Y Qg

Como se puede apreciar en las tres figuras la solucion es diferente. Asi en la primera figura
(caso 1), al ser q<Y la solucion 6ptima se alcanza en el valor Q" =Y . En el caso Il, al ser

Y <q<Q’ lasolucién dptima se alcanzaen Q" =q. Por ltimo, en el caso 111, por ser q>Q’ el

valor 6ptimoes Q" =Y .

Por lo tanto, el algoritmo a seguir seria el siguiente:

2dcp

1. Determinar Y = .Si g<Y,poner Q" =Y. Sino, iral paso 2.

a
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2. Calcular Q' (resolviendo la ecuacion C,(Q")=C,(Y) y Q'>Y ). Si q<Q’, poner Q" =q.

En otro caso, poner Q" =Y .

V1.2.4. Modelo EOQ de multiples articulos con limite de
almacenamiento

Las hipotesis de este modelo son las mismas del modelo basico, pero para varios articulos (no
se admite ruptura ni hay plazo de entrega). Se describiran las caracteristicas correspondientes a
cada uno por un superindice que indique el articulo considerado:

e d':tasa de demanda del articulo i

: coste unitario de compra del articulo i
e ' :coste de orden o pedido del articulo i

e : coste de almacenamiento del articulo i
Respecto a las variables, habra también una por articulo
e Q':tamafio del lote de pedido del articulo i

Lo que caracteriza este modelo es que ademé&s existe un espacio disponible de
almacenamiento limitado, S, que deben compartir todos los articulos, y un espacio ocupado por

cada unidad de cada articulo, s'.

Para este problema se plantea el siguiente modelo de programacion no lineal:

min» C'(Q") =Z(dlcilp +c'd +£j
i L Q 2

ZS‘Q‘ <S

Q' >0

Una forma de acelerar la resolucion de este modelo es probar primeramente si los valores

i
p

i

a

optimos de las funciones de coste consideradas individualmente (Q" = ) verifican la

% Universidad
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restriccion de espacio, en cuyo caso ya estaria resuelto el problema. Si no es asi, es preciso acudir
a métodos de programacion no lineal para resolver el modelo.

V1.3. Modelos de inventario dinamicos deterministas con
revision periodica

Los modelos que responden a este titulo difieren de los anteriores en dos aspectos:

1) el nivel de inventario se revisa periddicamente durante un nimero finito de periodos

2) la demanda por periodo, aun cuando también es determinista, es dindmica, es decir, puede
variar de un periodo al siguiente

En general, se supondra que no se admite ruptura, es decir, que no es posible satisfacer la
demanda de un periodo con las existencias de los periodos posteriores.

El planteamiento general de estos modelos incluye los siguientes datos:

e t=1..,N periodos de tiempo que configuran el horizonte de planificacion.
e d,:demanda que ha de satisfacerse al inicio del periodo t.

e ¢/(Q,): funcion de coste de pedir Q, unidades en el periodo t, incluyendo el coste de

preparacion de pedido si existe.

e h(l,): funcion de coste de almacenar I, unidades durante el periodo t.

Las variables del problema, naturalmente muy intimamente relacionadas entre si, son

e Q,: cantidad solicitada al comienzo del periodo t

e 1, :nivel de inventario al final del periodo t, siendo I, el inventario inicial al comienzo del

periodo 1.

El planteamiento del problema es encontrar los valores de Q,,...,Q, que minimizan el coste
total satisfaciendo la demanda. La formulacion general del problema de optimizacion es

(RS G
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min " [c,(Q) +h(1,)]

Q+l,=d +1 Wt
Q.1,=20 Wt

Segun sean las funciones de coste y el caracter de las variables tendremos un modelo de
programacion lineal continuo (variables continuas y costes proporcionales y sin coste de
preparacion de pedido), programacion lineal entera o programacion no lineal. Por lo tanto, es
posible resolver el modelo en cada caso utilizando las técnicas correspondientes mas apropiadas.

Sin embargo, las caracteristicas del modelo (dividido en periodos o etapas) hacen de la
programacion dinamica la metodologia més apropiada y mas utilizada para resolver estos
problemas. Es decir, en lugar de resolver el problema de una vez, subdividirlo en problemas més
pequefios y mas sencillos.

También existen técnicas heuristicas para resolver problemas de este tipo con determinadas
caracteristicas, como la heuristica de Silver y Meal. Estas heuristicas tienen como ventaja respecto
a las técnicas de programacion matematica que son mas rapidas en general, sin embargo, hay que
tener en cuenta su carécter heuristico que hace que el 6ptimo no esté asegurado.

V1.3.1. Una aplicacion: planificacion del requerimiento de
materiales (MRP)

Una de las situaciones mas habituales en las que se presenta la optimizacion de gestion de
inventarios dindmicos es la planificacién de materiales requeridos para producir determinados
articulos cuya demanda periodica es conocida. La metodologia MRP (material resource
planning) reconoce la relacion entre la demanda del producto final y la de los componentes que
se usan para fabricarlo. Esta relacion se utiliza para determinar en diferentes situaciones la
cantidad que se debe producir de cada producto final y producir o pedir de cada componente, en
cada periodo.

La idea de los problemas y su resolucion la veremos con un ejemplo. Supongamos que hay
que producir dos articulos, A y A,, cuya demanda trimestral para el proximo afio esta estimada
en 100 y 150 articulos, respectivamente. El tiempo de entrega de la produccién (desde que se
inicia hasta que esta finalizada) es de dos meses para el primer articulo y un mes para el segundo.
Cada unidad de estos articulos utiliza dos unidades de un subensamblaje, S. Este subensamblaje
tiene un plazo de entrega de un mes.

Los instantes en que se comienza la produccion de cada articulo depende de los tiempos de
produccion de ambos y, por lo tanto, las necesidades del subensamblaje son variables a lo largo

18 Ver el capitulo dedicado a la programacion dinamica.
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del tiempo. En la siguiente tabla se recogen los instantes en que hay que satisfacer la demanda,
cuando se inicia la produccién y por lo tanto cudndo es necesario tener el subensamblaje (en
cursiva) y cuando hay que pedirlo si se tuviera que pedir y no estuviera disponible en el inventario
(en negrita), para ambos articulos. En las dos ultimas filas vienen estos dos Gltimos conceptos
para el subensamblaje con las necesidades agregadas.

Mes(final) o/1 23,456 7|8 9|10 11 12
A -entrega 100 100 100 100
A - inicio 100 100 100 100

S - dispon. 200 200 200 200

S - pedido |200 200 200 200

A, -entrega 150 150 150 150
A, - inicio 150 150 150 150

S - dispon. 300 300 300 300

S - pedido 300 300 300 300

S - Tot disp 200 | 300 200 | 300 200 | 300 200 | 300

S - Total | 200300 200 300 200 | 300 200 | 300

Para minimizar el coste existen diversos planteamientos, de modo que si no existe coste de
preparacion de pedido ni descuentos por volumen y el resto de los costes son constantes (incluido
el de produccion) durante todo el horizonte de planificacion, la solucion dptima es inmediata. Esta
solucion supone pedir los subensamblajes en las cantidades y fechas que se encuentran en la
Gltima fila, pues el Unico coste a reducir es el coste de inventario, que con esa solucion sera el
minimo posible.

Sin embargo, si cualquiera de los elementos considerados es modificado (existen costes de
produccion distintos por periodos, o distintos niveles de produccion, o existe coste de preparacion
de pedido, o descuentos por volumen) la Unica alternativa es utilizar la programacion matematica
(en general, la programacion dindmica) o heuristicas disefiadas para ese caso concreto.

En el ejemplo, supongamos que existe un coste de mantener en inventario las unidades de
ensamblaje de 2 € por mes y un coste de preparacion de pedido de 700 €. ¢ Cudl seré la solucion
Optima entonces?

Obsérvese que en este caso, sigue sin ser interesante hacer un pedido de subsensamblajes para
un articulo que abarque la produccién de mas de un trimestre (hay que mantenerlo 3 meses y en

Universidad
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el mejor de los casos es 3 meses por 200 unidades por 2 € el coste de inventario, que es mayor
que el coste de pedido). Sin embargo, si resulta beneficioso hacer el pedido para un trimestre de
los subensamblajes necesarios para la produccion de los dos articulos, eso supondria mantener en
inventario las unidades requeridas por el articulo 2 durante un mes que seria 1 mes por 300
unidades por 2 €, es decir, el coste de inventario seria 600 € frente al coste de pedido que es de
700 €.

Este andlisis que en este caso resulta sencillo, no es evidente en general, con lo que la solucion
debe ser obtenida formulando un problema de programacion matematica.

V1.4. Modelos de inventario estocasticos con revision
continua

Los modelos de inventario estocésticos introducen aleatoriedad en algunos de los datos,
siendo el mas habitual la demanda, aunque también puede ser considerado el plazo de entrega del
articulo.

En esta seccion vamos a considerar dos modelos con revision continua, que son adaptaciones
de los modelos de la seccion 0, es decir, de lote econémico (EOQ).

V1.4.1. Modelo EOQ probabilizado

En este modelo se considera aleatoriedad en la demanda. Aparecera un elemento no
considerado hasta el momento, que ha de ser determinado en la optimizacion, que es el stock de
seguridad.

Los elementos que intervienen en este modelo que no hayan sido considerados hasta ahora
son los siguientes:

| : plazo de entrega desde que se hace un pedido hasta que se recibe.

D, : variable aleatoria que representa la demanda durante el plazo de entrega.

e o :maxima probabilidad de agotamiento de existencias durante el plazo de entrega

B: stock de seguridad; es el nivel de inventario necesario para lograr una probabilidad
inferior a & de ruptura de inventario.

¥ Cémo la programacion matematica es un procedimiento “algo” mas “sofisticado” que otros

procedimientos de puro calculo no iterativos, es habitual que para resolver este tipo de problemas se
encuentren diversas heuristicas aplicadas a cada problema particular.

Universidad
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Suponiendo que la media de la variable aleatoria D, es g, , lasiguiente grafica de la evolucion

del nivel de inventario representa la evolucion del inventario suponiendo que la demanda fuera
determinista en su nivel medio:

B+Q

B+ 4

El stock de seguridad, B, ha de ser determinado de modo que se verifique
P{D, =B+ } <a . Habitualmente, la variable aleatoria D, se modela como una distribucion

normal de media g Yy desviacion tipica o,. Asi, tipificando se tiene P{Z ZE} <a,donde Z
0,

representa una variable aleatoria con distribucion N(0,1). Si z, representa el valor de la normal

estandar que deja una probabilidad « a su derecha, se tiene Ez z, , de donde se deduce que
0,

B>z,0,.
Por otra parte, es habitual que la demanda venga modelada por unidad de tiempo (dia, semana,

etc.) como una funcion de densidad normal de media d y desviacion tipica o . Por lo tanto, para
tener los datos necesarios para llevar a cabo los calculos previos se obtienen la media y desviacion

tipica de la demanda en el plazo de entrega como z, =dl y o, =Vo’l .

El punto de reorden se fija en la cantidad B + 4. La cantidad Q" a pedir es la misma que la

. 2dc )
del modelo EOQ determinista sin ruptura de inventario, es decir, Q" = Py el tiempo
Ca

*

Q

estimado para volver a pedir es T" :?' La situacion suponiendo que | < T, seria la siguiente:

(RS G
.-A\Q-\IN%\ Universidad

27/07/2022 Wﬁ' g 125

a
i
I




VI MODELOS DE OPTIMIZACION DE GESTION DE INVENTARIOS13F

Enelcasoenque | >T", esanalogo al caso determinista, las peticiones hay que hacerlas para
satisfacer no la demanda del préximo ciclo, sino para ciclos posteriores, siendo el plazo de entrega

efectivo, I, =1-nT", de modo que I, <T". Lo Unico que hay que considerar es que cuando se

hace un pedido, se recibird uno en ese plazo que no es el solicitado, sino el que se pidié n ciclos
antes.

V1.4.2. Modelo EOQ probabilista

Esta version es un modelo mas exacto que el anterior para introducir la aleatoriedad en la
demanda. En este caso si se considera la posibilidad de ruptura, que es mucho més coherente con
la realidad.

El modelo tiene tres hipotesis:

a) Lademanda no satisfecha durante el plazo de entrega se acumula
b) No se permite méas de una orden pendiente

¢) La distribucion de la demanda durante el tiempo de entrega permanece estacionaria con el
tiempo

Los elementos que intervienen y su notacién son:

e |: plazo de entrega desde que se hace un pedido hasta que se recibe.

e D, : variable aleatoria que representa la demanda durante el plazo de entrega.
e f(d): funcion de densidad de la variable aleatoria D,

e 4, :esperanza de la demanda por unidad de tiempo

e c,: coste de orden o pedido
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c, : coste de almacenamiento por unidad de inventario y tiempo

c, : coste de ruptura o carencia por unidad de inventario

En el modelo se supone que se hace una peticion cuando se alcanza un nivel de inventario,

R, fijado de antemano. El problema consiste en determinar el tamafio 6ptimo del pedido, Q" , y

del punto de reorden, R", que minimizan el coste total.

La funcidn objetivo, es decir, el coste total por unidad de tiempo es a su vez suma de los

distintos costes que intervienen en el sistema:

1. Coste de orden o preparacion esperado: como el nimero esperado de ciclos es el inverso del

27/07/2022

Q

tiempo esperado por ciclo y éste es —, el nimero esperado de ciclos por unidad de tiempo
Hp

resulta ser % y por lo tanto el coste de preparacion c, %

Coste de inventario esperado: para obtener este coste se hace una aproximacion del nivel
medio de inventario durante un ciclo, consistente en promediar el inventario medio disponible
al inicio de un ciclo y al final. La siguiente figura muestra la situacion considerada

Ciclo 1

El inventario medio al final de un ciclo serda R—E[D,]=R—,l. A su vez el inventario
medio al inicio del ciclo serd Q +R—E[D,]=Q+R — x| . Promediando ambos valores se

. R—ul+R— gl .
tiene Q+R=ppl +R=4tp =%+R—yDI y, por lo tanto, el coste estimado es de

2
Ca(%+R—yDlj.

Coste de ruptura esperado: se incurre en este coste cuando la demanda durante el plazo de
entrega es superior a R, es decir, si D, >R. Asi, para un ciclo, la cantidad de faltantes
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esperada es _[:(x —R) f(x)dx y, por lo tanto el coste esperado por ciclo c, j:(x —R) f (x)dx

. Por dltimo, para expresarlo por unidad de tiempo, se multiplica este valor por el numero de

ciclos esperado por unidad de tlempo Q , resultando una estimacién del coste de ruptura por
unidad de tiempo c, 0 _[ (x—=R) f(x)dx.
Con estos costes se obtiene el coste total estimado por unidad de tiempo que se pretende
minimizar
C(Q,R):cp%+ca(%+R—yD j+c o [*(x=R) f (x)dx

Derivando esta expresion respecto a cada una de las variables e igualando a cero se obtienen
las siguientes ecuaciones para los valores dptimos

. * 2 c+cﬁx—R*fxdx
[ f(x)dx:ca% y g = Lol Rci Ak
Como no se puede obtener una expresion cerrada para estos valores optimos a partir de esas
ecuaciones, se utiliza un algoritmo numérico para obtenerlos desarrollado por Hadley y Whitin
en 1963. Este algoritmo parte del menor valor posible de Q (el caso en que el niUmero esperado
de faltantes es cero) y del punto de reorden justo opuesto (R =0) y va actualizando los valores
de uno y otro usando alternativamente las dos ecuaciones anteriores, hasta que la diferencia entre
los dos puntos de reorden obtenidos en iteraciones sucesivas es menor que una tolerancia
previamente definida ¢. EIl algoritmo converge en un namero finito de iteraciones si existe
solucion factible.

1. Inicio

Sea la solucion inicial Q, =

2u,C
Hos (minimo valor posible de Q) y R, =0 (minimo valor
C

posible de R) que evidentemente no debe cumplir las ecuaciones planteadas. Poner i=1 e ir
al paso 1.

2. Calculo de R, a partir de Q. y de la ecuacion (1), criterio de parada, actualizacion de Q,

i+1

partir de R, y de la ecuacion (2).

Obtener R, sustituyendo en la primera ecuacion el valor de Q.
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Si |R;—R_y| <, parar, lasolucién 6ptimaes Q" =Q y R"=R;.

En otro caso, obtener Q.,, sustituyendo R. en la segunda ecuacion. Poner i=i+1 y repetir
el paso 1.

V1.5. Modelos de inventario estocasticos con revision
periodica

Estos modelos se clasifican a su vez segun su horizonte temporal sea de un solo periodo o
abarque mas periodos. Dentro de estos casos también las diferentes hipétesis acerca de la gestion
del inventario determinan diferentes modelos.

V1.5.1.1. Modelos de un solo periodo

Los modelos de inventario de un solo periodo ocurren cuando una mercancia se ordena solo
una vez para satisfacer la demanda del periodo. Esta es la situacion por ejemplo de los productos
estacionales que se vuelven obsoletos al final de la estacion.

Los elementos que intervienen en el modelo son:

D : variable aleatoria que representa la demanda durante el periodo.

e f(d): funcion de densidad de la variable aleatoria D

e F(d): funcion de distribucion de la variable aleatoria D

e c,: coste de almacenamiento por unidad de inventario durante el periodo
e C, :coste de ruptura o carencia por unidad de inventario

e ¢, : coste de adquisicion de cada unidad de inventario

e C_:coste de orden o pedido

e (,: inventario inicial

El modelo determina el valor 6ptimo de pedido, Q, que minimiza la suma de los costes
esperados.

En general, se pueden distinguir dos casos segln exista un coste de preparacion de pedido u
orden 0 no.
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Modelo sin coste de preparacion de pedido

Las hipotesis basicas de este modelo son que la demanda se produce de forma instantanea
inmediatamente después de haber sido recibido el pedido y no se incurre en coste de preparacion
de pedido.

Para desarrollar el modelo, fundamentalmente, hay que tener presente en este modelo que si
la cantidad que se pide es mayor que la demanda (Q > D) esa cantidad hay que almacenarla
incurriendo en un coste de mantenimiento de inventario, mientras que si es al revés (Q< D) se

incurre en coste de ruptura de inventario por la demanda no satisfecha. Asi mismo, hay que tener
en cuenta que la cantidad que realmente se pide no es Q, sino Q —q, si este valor es positivo o

0 si esta diferencia resultase negativa.

Con las premisas anteriores, el coste esperado para una cantidad Q que ha de ser optimizado
es

E[CQ]=6,(Q-a)+c, ], (Q-x) T (dx+c, [ (x-Q) f (x)ox

Esta funcién se puede demostrar que es estrictamente convexa y por lo tanto tiene un Gnico
minimo. Por lo tanto, derivando e igualando a cero se obtiene que el valor 6ptimo es aquél que
verifica

C,
C

r a

F@)=P(D<Q)=

c —
C, +

El valor de la derecha es denominado razén critica. Obsérvese que es evidente que este valor
es menor o igual que 1, pero podria tratarse de un valor negativo y por lo tanto no tendria sentido
la expresion escrita (es una probabilidad). Sin embargo, tal caso no es posible en realidad pues
resultaria absurdo que el coste de ruptura fuera menor que el de compra, es decir, que fuera mayor
el coste de compra que la penalizacion por no suministrarlo (habitualmente esta penalizacion se

estima en al menos el beneficio que produce el articulo, que debe ser superior al coste de compra
0 no tendria sentido).

Todo el desarrollo se ha hecho suponiendo que el valor pedido es superior al inventario inicial,
es inmediato derivar que si Q" <, la estrategia Optima es no pedir nada, y si no es asi, solicitar
la cantidad Q" —q, .

Por otra parte, también se ha supuesto una distribucion continua, pero el calculo seria analogo
para una distribucion discreta (en el planteamiento de la funcion de coste las integrales serian

sumatorios) obteniéndose como valor Optimo aquel que verifique
FQ -1)=P(D<Q -1)<& =% <F@Y.
C,+C

r a
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Modelo con coste de preparacion de pedido

Este modelo difiere del anterior en que se incurre en un coste de preparacion cuando se realiza
un pedido ¢, > 0. Por lo demas, todo es igual en el planteamiento, pero esta diferencia hace variar

los resultados.

En este caso la funcion de coste es practicamente igual excepto en que, si se lleva a cabo un
pedido, hay que afiadir el coste fijo de realizarlo. Hay por lo tanto que distinguir en la funcion de
coste esperado si se realiza 0 no pedido, de modo que sera

¢, +¢,(Q—0) +L(Q) siQ>q,

c@Q :{ L(a) $iQ=q,

donde la funcion L(Q) recoge los costes de inventario si la demanda es menor que el nivel de

inventario y de ruptura en caso contrario, es decir,

L(Q) = chQ Q- f(dx+c, [ (x-Q)f (x)dx.

Minimizar la funcion de coste esperado pasa por lo tanto por comparar el coste de Q > g, con
el del inventario inicial q,, es decir, determinar para qué valores Q > q, el coste es inferior al que

se tiene con el inventario inicial, y si existen elegir el minimo, es decir, buscar de los que cumplen
la siguiente condicion, si existen, el minimo ¢, +c,(Q—q,) + L(Q) < L(q,), o lo que es igual,

¢, +C,Q+L(Q) <c,q, +L() -

Para ello, se determina en primer lugar cuél es el minimo de esos valores y se compara
posteriormente con el coste del inventario. El punto donde se alcanza el minimo de la funcion
¢, +¢,Q+L(Q) es el determinado en la subseccion anterior ya que ambas funciones de coste

¢, —C,
C +cC

r a

difieren en una constante, es decir, ese punto es S tal que F(S)=
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¢, +¢,Q+L(Q)

Si S <q,, es evidente que no resulta interesante pedir, pues para valores superiores a S las
funciones son crecientes, luego un nivel de inventario superior a q, tiene coste superior incluso
sin incluir el coste de pedido.

Si S >q,, hay dos casos diferentes, ya que el valor c,q, + L(q,) puede estar por debajo o por
encima del valor c, +c,S+L(S). De hecho si se calcula el valor s tal que
c,s+L(s)=c, +c,S+L(S), se establecen dos zonas diferentes de decision: para valores de
inventario inicial menores que ese valor s se verifica que c,q, +L(q,) >c, +¢,S+L(S) y para

valores superiores es al revés. De aqui se deriva la politica 6ptima, conocida como politica s—S

Q =

. |S sig,<s (pedirS-q,)
g, SiQg,=s (pedir 0)

V1.5.2. Modelo de multiples periodos

Esta seccion presenta un modelo de periodos multiples bajo las hipétesis de coste de
preparacion cero, retraso de entrega cero y posibilidad de acumular la demanda. Ademés se
supone que la demanda D sigue una distribucion estacionaria segun una funcion de densidad,
f(D).

Ademas se incluye un nuevo elemento que es el valor descontado del dinero segun un factor
de descuento por periodo « <1, es decir, el valor de una cantidad de dinero A en un periodo es

para el periodo anterior de « A, y para n periodos anteriores de «"A.

Supongamos que el horizonte de planificacion es de n periodos y que la demanda no
satisfecha se puede acumular exactamente un periodo. Sea U, (q;) la utilidad maxima esperada
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desde un periodo hasta el final si la cantidad disponible al comienzo de ese periodo es g; (antes
de realizar ningun pedido).

Suponiendo que r fuera el ingreso por unidad, la situacion del inventario se puede formular
mediante el siguiente modelo de programacion dindmica con recursion hacia atras:

U,(@)=max|-¢,(@ -a)+ [} [D-c,(Q - D)] f(D)aD +

+[[rQ +(ar ~¢ )0 -Q)] f (D)D +a[; U, (Q ~D)F(D)AD| i=1.2....n

En el caso en que el horizonte de planificacion es infinito, la ecuacién recursiva se reduce a
U (q) =max|-c,(Q-a)+ [{[rD~¢,(@-D)] f (D)dD +

+j;°[rQ +(ar —¢,)(D-Q)] f(D)dD +aj0°°u (Q-D)f (D)dD}

de donde se deriva el nivel de inventario 6ptimo Q" tal que

¢ +@1-a)r-c,)
C,+C, +(1-a)r

J; f(D)dD=F@Q)-

de modo que al inicio de un periodo si el inventario existente es mayor que ese nivel no se ordena
nada y, en otro caso, se ordena la diferencia Q* -q.

V1.6. Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1

Una compariia aérea utiliza 500 focos de cola al afio. Cada vez que se hace un pedido de estos
focos incurre en un coste de 5 €. Cada foco le cuesta 0.40 € y el coste de almacenamiento es de
0.08 € por foco y afio. Suponiendo que la demanda es constante y que no se permiten
agotamientos, ¢qué cantidad de focos debe pedir cada vez?, ;cudntos pedidos harad en un afio?,
¢cada cuanto tiempo tendra que hacer un pedido?

PROBLEMA 2

En el problema 1 supdngase que existe demora en la entrega; obtener el punto de reorden en
estos dos casos: 1) si el plazo de entrega es de un mes. 2) si el plazo de entrega es de nueve meses.

PROBLEMA 3
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Una tienda vende 10000 camaras al afio. Esta tienda se abastece de un almacén regional. Cada
vez que hace un pedido tiene un coste de 5 €. La tienda paga por cada camara 100 € y el coste de
almacenar 1 € de inventario durante un afio se considera como coste de oportunidad y se estima
en 0.20 €. Calcular el tamafio 6ptimo del pedido.

PROBLEMA 4

Las lamparas de nedn dentro del campus de la universidad X se reponen a razén de 100
unidades al dia. La planta pide las ldmparas de nedn periddicamente. Cuesta 100 € iniciar una
orden de compra. Se calcula que el almacenamiento de una ldmpara de nedn cuesta 0.02 € por
dia. El tiempo de entrega de cada pedido es de 12 dias. Determine la politica para un inventario
Optimo para pedir lAmparas de nedn. ; COmo seria la politica si se considerase un coste de ruptura
de 0.05 € por el descontento que genera entre los alumnos la falta de lamparas de neén?

PROBLEMA 5

Una compafiia tiene en existencia un articulo que se consume en una proporcion de 50
unidades al dia. A la compafiia le cuesta 20 € cada vez que hace un pedido. Una unidad retenida
en el inventario durante una semana le cuesta 0.35 €.

a) Determine la politica del inventario 6ptimo, suponiendo un tiempo de entrega de una semana.
b) Determine el nimero 6ptimo de pedidos por afio.

c) Determine el coste de inventario si se considerase un coste de ruptura diario y por unidad de
0.1€.

PROBLEMA 6

WALMARK STORE comprime y coloca en tarimas las cajas vacias de mercancia, para
reciclarlas. La tienda genera 5 tarimas al dia. EIl coste de almacenar una tarima en la parte posterior
de la tienda es de 0.1 € al dia. La compafiia que lleva las tarimas al centro de reciclado cobra una
tarifa fija de 100 € por el alquiler de su equipo de carga, mas un coste de transporte variable de 3
€ por tarima. Trace una grafica del cambio en el nimero de tarimas a lo largo del tiempo e idee
una politica 6ptima para transportar las tarimas al centro de reciclado.

PROBLEMA 7

LUBECAR se especializa en cambios rapidos de aceite para automaviles. El taller compra el
aceite para automdvil por volumen, a 3 € el litro. Hay un descuento de 2.5 € por litro, si
LUBECAR compra mas de 1000 litros. EIl taller le da servicio aproximadamente a 150
automoviles al dia'y cada cambio requiere una media de 1.25 litros. LUBECAR almacena el aceite
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gue compra por volumen a un coste de 0.02 € por litro y dia. Ademas, el coste fijo de cada pedido
es de 20 €. Hay un tiempo de entrega de dos dias. Determine la politica de inventario dptimo.

PROBLEMA 8

Un articulo se vende a 25 € la unidad, pero se ofrece un descuento del 10 % para lotes de 150
unidades o0 més. Una compafiia utiliza este articulo en una proporcién de 20 unidades por dia. El
coste de preparacion para pedir un lote es de 50 € y el coste de almacenamiento por unidad y dia
esde 0.3 €.

a) ¢Debe la compafia aprovechar el descuento?

b) Si el coste de almacenamiento fuese de 2 € ;deberia aprovechar el descuento?

PROBLEMA 9

Los siguientes datos describen tres articulos de inventario

Articulo | Coste de pedido | Demanda | Coste de almacenamiento | Area
(ud/dia) (m?)

1 10 2 0.3 1

2 ) 4 0.1 1

3 15 4 0.2 1

El 4rea total disponible es de 25 m?. Los costes estan en euros. Defina la politica éptima de
inventario.

PROBLEMA 10

Los siguientes datos describen cuatro articulos del inventario (en €). La compafia desea
determinar la cantidad de lote econémico para cada uno de los cuatro articulos, de tal manera que
el coste total del inventario es de 10000 €.

Articulo | Coste de pedido | Demanda | Coste de almacenamiento | Area
(ud/dfa) (m?)
1 100 10 0.1 10
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2 50 20 0.2 5
3 90 5 0.2 10
4 20 10 0.1 10

PROBLEMA 11

La empresa METALCO produce deflectores de corrientes para su empleo en las chimeneas
domeésticas durante los meses de diciembre a marzo. La demanda empieza en un nivel bajo, llega
a su maximo a mitad de la temporada y disminuye hacia el final. Debido a la popularidad del
producto, METALCO puede utilizar horas extra para satisfacer la demanda. La siguiente tabla
proporciona las capacidades maximas de produccién y las demandas para los cuatro meses de
invierno:

Mes | Produccién en | Produccion en | Demanda

horario regular | horas extra

1 90 50 100
2 100 60 190
3 120 80 210
4 110 80 160

El coste de produccion por unidad en cualquier periodo es de 6 € durante el horario regular y
de 9 € durante las horas extra. El coste de almacenamiento por unidad y mes es de 0.1 €. Formula
un problema de optimizacion para determinar la politica éptima de inventario.

PROBLEMA 12

Se fabrica un producto para satisfacer una demanda conocida durante cuatro periodos, segun
los siguientes datos:

Coste de produccion por unidad en el
periodo
Rango de produccién 1 2 3 4
de 1-3 1 2 2 3
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de 4-11 1 4 5 4
de 12-15 2 4 7 5
de 16-25 5 6 10 7
Coste de almacenamiento por unidad hasta el 0.3 0.35 0.2 0.25
periodo siguiente
Demanda total 11 4 17 29

Todos los datos estan en unidades y euros y se entiende que los rangos no afectan a las
unidades anteriores. Asi el coste de producir 14 unidades en el primer periodo serd de
3-1+8-1+(14-11)-2=17 £, resultando una funcion continua. Plantea el problema con el que

obtendriamos la mejor estrategia de inventario.

PROBLEMA 13

Se fabrica un producto para satisfacer una demanda conocida durante cuatro periodos, segun
los siguientes datos:

Coste de produccion por unidad en el
periodo
Rango de produccién 1 2 3 4
entre 1-3 1 2 2 3
entre 4-11 1 4 5 4
entre 12-15 2 4 7 5
entre 16-25 5 6 10 7
Coste de almacenamiento por unidad hasta el 0.3 0.35 0.2 0.25
periodo siguiente
Demanda total 11 4 17 29

Todos los datos estan en unidades y euros y se entiende que los rangos de produccion son
excluyentes. Si se producen 14 articulos en el primer periodo el coste es 14-2 =28 €. Plantee un
problema de programacion matemaética con el que se obtendria la mejor estrategia de inventario.

Universidad
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PROBLEMA 14

Cada semestre la SMALLTOWN OPTOMETRY CLINIC vende 10000 armazones para
lentes. La clinica pide los armazones a un abastecedor regional, que cobra 15 € por armazén. Cada
pedido incurre en un coste de 50 €. La Optica cree que la demanda de armazones puede acumularse
y que el coste por carecer de un armazoén durante un semestre es de 15 € debido a la pérdida de
negocios futuros. El coste semestral por mantener el inventario es del treinta por ciento del valor
del inventario al semestre. ¢Cudl es la cantidad 6ptima de un pedido? ¢ Cual es la escasez maxima
que presentard? ¢ Y el nivel maximo de inventario?

PROBLEMA 15

La demanda diaria de rollos fotograficos en una tienda de regalos en un centro de turismo se
distribuye de forma normal con una media de 30 rollos y una desviacion tipica de 5 rollos. El
coste de conservar un rollo en la tienda es de 0.02 €. Se contrae un coste fijo de 30 € cada vez que
la tienda coloca un nuevo pedido para las peliculas. La politica de inventarios de la tienda requiere
pedir 150 rollos siempre que el nivel de inventario descienda a 80 unidades mientras
simultaneamente mantiene una existencia estabilizadora de 20 rollos en todo momento.

a) Para la politica de inventarios establecida, determine la probabilidad de agotar las existencias
durante el tiempo de entrega.

b) Segln los datos de la situacion, recomiende una politica de inventario para la tienda,
suponiendo que la probabilidad de agotamiento de la pelicula durante el tiempo de entrega no
excede 0.1.

PROBLEMA 16

Si en el ejercicio de las lamparas de nedn suponemos que la distribucion de la demanda es
normal con media 100 y desviacion tipica 10, determinar el tamafio del stock de seguridad para
que la probabilidad de agotamiento del inventario sea menor que 0.05.

PROBLEMA 17

La empresa Electro utiliza resina en su proceso de produccién a una tasa de 1000 litros por
mes. A Electro le cost6 100 € colocar un pedido para un nuevo embarque. El coste mensual de
manejo por litro es de 2 € y el coste de faltante por litro es de 10 €. Datos historicos muestran que
la demanda durante el tiempo de entrega es uniforme en el rango 0-100 litros por mes. Determine
la politica de abastecimiento dptima para Electro.

PROBLEMA 18
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Para el problema anterior determine:
a) Numero aproximado de pedidos por mes.
b) Coste de preparacion mensual esperado.
c) Coste de manejo esperado por mes.
d) Coste de faltante por mes.

e) Probabilidad de agotamiento de las existencias durante el tiempo de entrega.

PROBLEMA 19

Rehacer el problema 17 suponiendo que la demanda durante el tiempo de entrega es uniforme
entre 40 y 60 litros. Comparar los resultados obtenidos con los del problema 17 e interpretar los
resultados.

PROBLEMA 20

El propietario de un puesto de periddicos quiere determinar el nimero de ejemplares de USA
Now que debe tener al inicio de cada dia. Cuesta 30 centavos comprar un ejemplary el propietario
lo vende a 75 centavos. La venta del periddico normalmente ocurre entre 7 y 8 de la mafiana. Los
periédicos que quedan al final del dia se reciclan para tener un ingreso de 5 centavos por ejemplar.
¢ Cuantos ejemplares debe tener el propietario cada mafiana? Suponer que la demanda del dia se
puede describir como:

a) Una distribucién normal con media 300 y desviacion tipica 20.

b) Una funcion de probabilidad discreta definida como:

D |200|220|300|320| 340

f(D) 0.1]0.2 /04|02 0.1

PROBLEMA 21

En una situacion de inventario de un solo pedido, el coste de compra unitario de un producto
es de 10 €, y su coste de manejo unitario es 1 €. Si la cantidad del pedido es de 4 unidades
encuentre el rango permisible de coste de penalizacidn unitario implicado por las condiciones
Optimas. Supongamos que la demanda ocurre de forma instantanea al inicio del periodo y que la
funcidn de probabilidad de la demanda est4 dada como:
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f(D) 0.05/0.1/0.1/0.2/0.25|0.15 0.05|0.05|0.05

PROBLEMA 22

La libreria de la U de A ofrece un programa de reproduccion de los apuntes de clase para los
profesores participantes. El profesor Yataha ensefia a un grupo de estudiantes de primer afio donde
se espera una inscripcion de entre 200 y 250 estudiantes uniformemente distribuidos. A la tienda
le cuesta 10 € producir cada copia que luego vende a los estudiantes a 25 € la copia. Los
estudiantes compran sus libros al inicio del semestre. Las copias no vendidas de los apuntes del
profesor Yataha se trituran para reciclar. Mientras tanto, una vez que la libreria agota las copias
no se imprimen copias adicionales y los alumnos son responsables de conseguir los apuntes de
otras fuentes. ¢Si la libreria quiere maximizar sus beneficios, cuantas copias debe imprimir?

PROBLEMA 23

La demanda diaria de un articulo durante un solo periodo ocurre de forma instantanea al inicio
del periodo. La funcion de densidad de la demanda es uniforme entre 0 y 10 unidades. El coste
de manejo unitario del articulo durante el periodo es de 0.5 € y el coste de penalizacién unitario
por agotamiento de las existencias es de 4.5 €. El coste de compra unitario es de 0.5 €. Por cada
pedido realizado se incurre en un coste fijo de 5 €.

a) Determine la politica de inventarios 6ptima para el articulo.

b) Rehaga el ejercicio si el coste fijo de preparacion fuese de 25 €.

PROBLEMA 24

Una libreria vende cuadernos en un pueblo, siendo la Unica libreria que hay en él, de modo
que si un nifio 0 adulto desea comprar un cuaderno y no lo hay tendré que encargarlo y esperar a
que llegue a la tienda. La demanda de cuadernos estd estimada en 2 cuadernos diarios. Cada
cuaderno le cuesta a la tienda comprarlo 0.5 € y, como los pedidos hay que llevarlos al pueblo, el
proveedor le cobra el viaje a razon de 45 € por viaje. Por otra parte, el duefio ha estimado que
mantener un cuaderno en inventario le cuesta 0.05 € diarios, y 0.04 € cada dia que tiene un pedido
de un cliente pendiente.

a) ¢Cual es el minimo coste que puede lograr el duefio de la libreria y, por lo tanto, lo minimo
que podria cobrar por cada cuaderno a sus clientes sin tener pérdidas?

b) ¢Cuénto esperara como méximo un cliente su cuaderno?

¢) ¢Cudl seria la calidad del servicio?
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d) Si desde que pide los cuadernos pasan 3 dias hasta que los recibe, ¢cuando debera pedir los
cuadernos?

e) Sidesde que pide los cuadernos pasan 2 meses (60 dias) hasta que los recibe, ¢cuando debera
pedir los cuadernos?

f) Suponiendo que no se considera dejar pedidos de los clientes pendientes (no hay ruptura), y
que la demanda diaria es normal de media 2 y desviacion tipica 0.25, y el tiempo de entrega
es de 3 dias ¢cudl deberia ser el stock de seguridad?

PROBLEMA 25

Volvamos al fabricante de juguetes (problema 27 de Teoria de colas). Nuestro protagonista

recibe los dos tipos de componentes de un mismo proveedor.

1.

Para las componentes utilizadas en la maquina de tipo A el coste de pedido de
reaprovisionamiento consta de una cantidad fija de 1350 € y una cantidad variable funcién

del nimero Q, de componentes solicitadas dada por 0.01Q%. El coste de almacenamiento
para las componentes usadas en la maquina A es de 1.8 € por mes y componente.

Para las componentes utilizadas en la maquina de tipo B el coste de pedido de
reaprovisionamiento es de 540 € y el de almacenamiento de 3€ por mes y componente.

Los plazos de entrega de los pedidos son de 9 dias para las componentes de la maquina Ay

de 6 dias para las de la maquina B. El artesano quiere que para ambas componentes la probabilidad
de ruptura de inventario sea como mucho 0.05

Recuérdese que el nimero de pedidos diarios se sabe que sigue una distribucién de Poisson*,

y se va a considerar que para mas de 3 dias se puede aproximar por una normal. Recuérdese
también que por cada pedido se requieren 6 componentes de tipo A'y 9 de tipo B.

Proponer un modelo que permita al artesano obtener la politica éptima de gestion conjunta de

los dos tipos de componentes durante en tercer trimestre suponiendo que éste es bueno.

27/07/2022

*Nota: la distribucién de Poisson tiene igual media que varianza

Z | Probabilidad acumulada Z | Probabilidad acumulada

1.000| 0.84134474024100 2100 0.98213564258197

1.100| 0.86433389849238 2.200 0.98609660109168

1.200| 0.88493026828229 2.300 0.98927591894028

1.300| 0.90319945050426 2.326| 0.98999074803142

1.400| 0.91924328874370 2.400| 0.99180247113057

141




VI MODELOS DE OPTIMIZACION DE GESTION DE INVENTARIOS13F

1.500| 0.93319277120655 2.500| 0.99379032014125
1.600| 0.94520071054612 2.576 | 0.99500243823914
1.645| 0.95001511010609 2.600| 0.99533877821735
1.700 | 0.95543456821752 2.700 | 0.99653297694689
1.800, 0.96406973448618 2.800| 0.99744480935848
1.900| 0.97128350713543 2.900| 0.99813411985961
2.000| 0.97724993796381 3.000| 0.99865003277676

PROBLEMA 26

Un almacén gestiona dos articulos, A y A, , cuya demanda diaria es determinista y constante
y que obtiene de un mismo proveedor. Los parametros de la gestion de los articulos se dan en la

siguiente tabla

Centiles de la normal tipica

Articulo Demanda Coste de Coste unitario anual
anual pedido de
almacenamiento
1 10000 1500 € 30€
2 8000 1800 € 20€

El contrato con el proveedor establece las siguientes clausulas:

e Recibira al menos 4 pedidos anuales de cada articulo.

e El nimero total de pedidos de reaprovisionamiento (sea para uno u otro articulo) que recibira
a lo largo del afio no podra ser superior a 12.

a) Proponer un modelo que permita minimizar el coste global de la gestién de inventario,

teniendo en cuenta las restricciones precedentes.

b) ¢Cuales serian las condiciones de optimalidad que deberian cumplir la o las soluciones del

problema?
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PROBLEMA 27

Se tiene un inventario de un producto con las siguientes caracteristicas. La mitad del pedido,
n/2, siendo n el pedido total, se reaprovisiona de manera lineal con una tasa por unidad de
tiempo constante p y la otra mitad se reaprovisiona de inmediato (instantaneamente). Se

considera una demanda de producto d constante por unidad de tiempo. Se parte en el instante
inicial de inventario 0. Se pide:

1. Dibujar el grafico que representa el movimiento del inventario a lo largo de un ciclo.

2. Determinar el stock medio durante la fase de aprovisionamiento (crecimiento del inventario).
Determinar el stock medio durante la fase de consumo (decrecimiento del inventario).

3. Determinar el stock medio por ciclo.

4. Determinar el coste del inventario por ciclo suponiendo un coste unitario de almacenamiento
de c, y un coste unitario de compra c, .

V1.7. Soluciones a la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

Q" =250, 2 pedidos por afio y por tanto, hacer un pedido cada 1/2 afio.

RESULTADO DEL PROBLEMA 2
a) El punto de reorden sera 41.67 focos.

b) El punto de reorden sera 125 focos.

RESULTADO DEL PROBLEMA 3
Q" =70.71 y redondeando sera 70 6 71 (sin grandes variaciones pues la funcion de coste es
muy plana alrededor del 6ptimo).

Si para este caso se hace el analisis marginal salen 71. No se cumple

2dc
70-69 < P <70-71= 4830 <5000 < 4970
C

a

pero si se verifica
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2dc
71-70< P «71-72 = 4970 <5000 < 5112

a

RESULTADO DEL PROBLEMA 4

La politica de inventarios debe ser pedir 1000 unidades siempre que el nivel del inventario
descienda a 200 unidades. El coste diario del inventario asociado es 20 €/dia.

El hecho de que la entrega se haga en 12 dias s6lo modifica el momento de hacer el pedido
(cuando el inventario baje a 200 en vez de cuando baje a 0), pero no la cantidad de pedido, ni el
coste de inventario asociado.

Con coste de ruptura de 0.05 €, el tamafio de pedido seria de 1183 unidades, el nivel maximo
de inventario de 845 unidades. El coste diario del inventario asociado sera de 16.9 €.

RESULTADO DEL PROBLEMA 5
a) Pida 200 unidades cuando el nivel descienda a 150 unidades.

b) Aproximadamente 91 pedidos.

c) Q =245, S"=163.Coste =8.2 €

RESULTADO DEL PROBLEMA 6

Recoja 100 tarimas cada 20 dias.

RESULTADO DEL PROBLEMA 7

El consumo diario es de 187.5 I. El pedido 6ptimo seria de 612.37 | si no existiese rebaja por
cantidad. Sin embargo, aplicando la rebaja se observa que para un pedido de 1000 | el coste es
menor que para el pedido de 612.37 |. Por lo tanto en este caso el pedido 6ptimo sera de 1000 |,
cuando el nivel de inventario descienda a 375 I.

RESULTADO DEL PROBLEMA 8
a) Si, la compariia debe aprovechar el descuento y pedir 150 unidades cada vez.

b) No, ya que el coste seria mayor. Deberia hacer pedidos de 32 unidades cada vez, con un coste
por unidad de tiempo de 563.25 € (Frente a un coste de 606.67 € aprovechando el descuento).
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RESULTADO DEL PROBLEMA 9

Q =635 Q=711 Q=116

RESULTADO DEL PROBLEMA 10

Q =141.42; Q,=100; Q,=67.1, Q,=63.24

RESULTADO DEL PROBLEMA 11

Para un caso general (puede simplificarse para este caso), se define x, como la produccion
total de un mes, siendo d; la produccion en horas extras y dado que ésta es penalizada con 3 €

por unidad, se puede expresar la relacién entre ambas variables por ejemplo, para el primer
periodo, como x, <90+d; y d; <50. Ademas, denotamos por | al inventario al final de un mes,

con lo que el problema seria

minZ(Gxi +3d;) + O.lz I,

X, —d; <90

X, —d, <100

X; —d, <120

X, —d, <110

X —1, =100

X, +1,—-1,=190
X;+1,—1,=210

X, +1; =160

d, <50, d, <60, d, <80, d, <70
X,d;, 1, >0 Vi

RESULTADO DEL PROBLEMA 12

Llamaremos x; a la cantidad de unidades fabricadas en el periodo i del rango j, es decir,

X,, €s la cantidad de unidades fabricada en el periodo 1 del rango 1 (1-3 ud.); x,, a las unidades
fabricadas en el primer periodo del segundo rango de produccion (4-11 ud.); x,, las unidades

fabricadas en el segundo periodo del tercer rango de produccion (12-15 ud.); y asi sucesivamente.
Como los costes son crecientes es posible definir la produccion de un periodo como la suma de
las variables de ese periodo sin que sea necesario afiadir mas (no seria asi en caso de costes
decrecientes). Sea I, el inventario sobrante al final de un periodo. Entonces el problema sera
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Min X, + X, + 2X5 +5X, + 2%, +...+5X,, + 7X,, +0.31, + 0.351, +0.21, + 0.25I,
X11+X12+X13+X14_|1:11

Xpg +Xpp + Xpg + %5 + 1, =1, =4

Xgp + Xgp + X3 + Xy + 1, =15, =17

Xog +Xgp +Xpg + X +1,—1,=29

X, <3, X,<8 x;<4, x,<10 Vi

xij,li >0 Vi, j
RESULTADO DEL PROBLEMA 14

El pedido éptimo serd de 537 6 538 armazones. La carencia maxima 124 y el nivel méximo
de inventario 413 6 414 unidades.

RESULTADO DEL PROBLEMA 15
a) 0.0023

b) Pida 300 rollos cuando el inventario caiga a 70 rollos.

RESULTADO DEL PROBLEMA 16

El stock de seguridad debe tener un tamafo de al menos 23 unidades. Esto requiere hacer
pedidos de 1000 unidades cada vez que el inventario caiga por debajo de 223 unidades.

RESULTADO DEL PROBLEMA 17

Pedir aproximadamente 320 litros cada vez que el nivel del inventario cae a 94 litros.

RESULTADO DEL PROBLEMA 18
a) 3.125 pedidos

b) 312.5€/mes

c) 408¢€

d) 2.0397 €

e) 0.06

RESULTADO DEL PROBLEMA 19

Q" =316.81 unidades, S” =58.3 unidades.
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RESULTADO DEL PROBLEMA 20

a)
b)

La cantidad de pedido éptima es aproximadamente 307 ejemplares (307.32).

En este caso la cantidad sera de 300 ejemplares.

RESULTADO DEL PROBLEMA 21

19<c, <357

RESULTADO DEL PROBLEMA 22

230 copias

RESULTADO DEL PROBLEMA 23

a)

b)

Si g, <3.52 pedimos S —q,. Si no, no pedimos nada.

La solucion sera s =-2 (no factible) o bien s=18 (> S). Por lo tanto no debemos pedir nada

en ningun caso. Esto sucede porque el coste de preparacion es muy alto en comparacion con
el resto de los costes del modelo.

RESULTADO DEL PROBLEMA 25

27/07/2022

Puesto que no hay nada que ligue a ambos productos la gestion se puede hacer por separado.
Componente A:

Demanda media: 12 juguetes/dia, 6 componentes/juguete, d, =72 componentes/dia
¢, =1350+0.01Q;

c,, =1.8/30=0.06 €/dia.componente

2
Coste/ciclo =1350+0.01Q; +0.06 2Q7A2

Coste/ciclo  1350-72
QA /dA QA

Coste/ dia = +0.01-72Q, +0.06Q, /2

dCoste/dia _ 1350-72
0Qy Qs

+0.75=0 = Q, =360componentes
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d, 72

PR =4-72 =288 sin stock seguridad

Stock seguridad: D, =6-N(4-12,v/4-12) = N(4-12-6,4/4-12-6) = N (288,24+/3)

B B
= —_=1645=B>68.38 B=69
24J§)

243

Punto de reorden = 288 + 69 = 357 componentes

0.05>P(D, >288+B)=P(Z >

Componente B:
Demanda media: 12 juguetes/dia 9 componentes/juguete d, =108componentes/dia
c, =540
.z =3/30=0.1€/dia-componente
QZ
Coste/ciclo=540+0.1—2—
2-108

Coste/ciclo  540-108
QB /dB QB

2d,c [2.108-
Formula de Wilson: Q, = B _ 2 1%81540 =1080componentes
\} Cs .

Tozﬁzwzlodias I=6<T, =
d, 108

PR =6-108 = 648 sin stock seguridad

Coste/dia = +0.1Q, /2

Stock seguridad: D, =9-N(6-12,/6-12) = N(9-12-6,912-6) = N (648,54+/2)

By o _B 1645812562 B-126
542

542

Punto de reorden = 648 + 126 = 774 componentes

0.05> P(D, >648+B)=P(Z >

RESULTADO DEL PROBLEMA 26

. Q2
Coste/ cicloAll =1500+30—~A
(Qu) 2.10000
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2
Coste/cicloA2(Q,,) =1800 + 20i

2-8000
Coste/afi0(Q,Q,,) = 1500-10000 N SO%JF 1800-8000 +20 Qu
QAl 2 A2 2
Ciclos/afo = n° pedidos = d/Q
Modelo:
min e " 30% " e +20 QZA2 1500-10000 1800-8000
Qu Qe min200-10000 | 3, Q : 1202
10000 _ , Qu 2 Qnz 2
Qu Q,, <2500
8000 _ , Q,, <2000
2 10000 , 8000 _,,
10000 , 8000 _,,, Qu Q.
QAl QAZ

Las variables no negativas, pero no pueden ser cero tampoco.

b. Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker:

—150020000 +15+u, - 100200 4, =0
Al QAl

—144(;0000 +10+u, - 80?0 U, =0
A2 A2

U, (Qu —2500) =0
U, (QAZ —2000)=0
10000 8000

Al A2

~12)=0

u;,u,,u, 20

RESULTADO DEL PROBLEMA 27

1. Calculamos la expresion de la recta de la fase de aprovisionamiento s=(p—d)t hasta t=t;

. Sabiendo que pt, =

n n . . .
> t = TS El punto maximo del inventario se alcanzaen t =t, y resulta
p
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ser S=(p—-d)t +%. La duracion de la fase de consumo es t,, cuyo valor se puede calcular

sabiendo que (p-d)t, +H: dt,. t, =[(p—d)t1 +E}/d =M. La figura que
2 2 2pd

representa el movimiento del inventario en un ciclo es la siguiente.

S

t, ;
tl tl + t2
. - . n(p-d) .
El stock medio durante la fase de aprovisionamiento es s, = BT El stock medio durante
p

(p-d)n , n_n@2p-d)

la fase de consumo es s, =
4p 4 4p

st +s,t, n(4p-3d)
t +t, 8p

El stock medio por ciclo sera s, =
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