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METODOS DE OPTIMIZACION

I. Optimizacion lineal

1.1. Introduccion

La programacién lineal (LP) es la aplicacion clésica por excelencia y la mas
desarrollada de la optimizacion. En cada momento se estdn ejecutando miles de
aplicaciones basadas en LP. Los modelos de LP son mas utilizados que todos los otros
tipos de optimizacion juntos. Abarcan cualquier tipo de actividad humana como
economia, finanzas, marketing, organizacion de la produccion, planificacion de la
operacion, seleccién de procesos, asignacion de tareas, etc. Su importancia se debe a la
existencia de técnicas potentes, estables y robustas para encontrar el éptimo que han

permitido su uso en multitud de aplicaciones.

Sea el siguiente problema de programacion lineal genérico en forma estandar o

canonica:
min 2z = E ¢z,
.’E] N
J

Zaijx‘. =, (1.1)
i

zJ.ZO

Las variables reciben también el nombre de actividades, decisiones o columnas. Las

restricciones se denominan también recursos o filas.

La programacion lineal se sustenta en las siguientes hipétesis sobre las ecuaciones y
variables que conforman el problema matematico:
¢ Proporcionalidad

La contribucion de cada actividad (variable) z; al valor de la funcion objetivo = es

proporcional al nivel de la actividad, c,z;. La contribucion de cada actividad z; al

valor de la parte izquierda de cada restriccion es proporcional al nivel de la

actividad, a7, .
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OPTIMIZACION LINEAL

e Aditividad
Cada ecuacion en un problema LP es la suma de las contribuciones individuales de
las respectivas actividades.

e Divisibilidad
Cualquier variable puede tomar cualquier valor, no necesariamente entero, que

satisfaga las restricciones incluyendo las de no negatividad.
e Certidumbre

Los pardmetros (constantes) de un problema LP se suponen conocidos con

certidumbre (pueden ser estimaciones, pero éstas se tratan como valores conocidos).
1.2. Solucién grafica

Supongamos el siguiente problema de programacion lineal en un espacio

bidimensional, que graficamente queda representado en la figura adjunta.

X2

3z, +2z, <18

(0,6)
\\
max z = 3z, + 5z, Rectas de
, <4 N isofuncion
2z, <12

3z, +2z, <18

T, T >0

(0,0) (4,0) X1
Figura 2.1 Solucion grafica de un problema LP.

La regidn factible esta encerrada por las tres rectas que constituyen las restricciones
mas los dos ejes, que son las rectas correspondientes a la no negatividad de las
variables. La solucién optima se halla graficamente desplazando paralela a si misma la

recta de isofuncion objetivo en el sentido de maximizacion (direccion del gradiente de
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METODOS DE OPTIMIZACION

la funcion objetivo, ¢) hasta que se alcanza el Gltimo punto de la region factible. Esta

corresponde al punto (z,,x,) = (2,6) con un valor de la funcion objetivo z = 36.

Otras posibilidades que pueden aparecer al resolver un problema de programacion
lineal son las siguientes: solucion con multiples éptimos y solucién no acotada. Por otra

parte, si la region factible es el conjunto vacio, el problema es infactible.

Figura 2.2 Solucién gréafica de un problema LP con multiples 6ptimos.

Figura 2.3 Solucion grafica de un problema LP con solucién no acotada.
1.3. Geometria de la programacion lineal

Hay una serie de conceptos geométricos que hay que definir antes de analizar la

geometria de un problema de programacion lineal.
Un hiperplano esta definido por el conjunto de puntos z, que cumplen una ecuacion

cualquiera del problema LP, Zj“zjxj =b,. Un hiperplano en dos dimensiones es una

recta. El hiperplano divide el espacio en dos semiespacios definidos por Zj%mj <by

) ;0% 2 by
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OPTIMIZACION LINEAL

Un poliedro es la region definida por la interseccion de un conjunto finito de
semiespacios. La region factible de un problema de programacion lineal es un poliedro.
Un politopo es un poliedro no vacio y acotado (por ejemplo, las regiones factibles de las
figuras 2.1y 2.2).

Un vértice o punto extremo de un poliedro se define como un punto que no puede
ponerse como combinacion lineal convexa de dos puntos diferentes del conjunto. Se

determina por la interseccion de n hiperplanos. En dos dimensiones, son dos rectas.

El contorno de una region factible contiene las soluciones factibles que estan en uno
0 maés hiperplanos. Arista es el segmento obtenido por solucién de n —1 hiperplanos,

siendo sus extremos soluciones factibles vértices.

Teorema de existencia de puntos extremos

Sea S={z/Azx=0bx>0}=02, AecR™, r(A)=m. Entonces S tiene al

MEeNos un punto extremo.

Teorema de representacion de un politopo

Sea S ={zr/Ax =b,x >0} = @ y acotado, A € R™", r(4) =m. Sean z,,...,z,
los puntos extremos de S. Entonces z € S siy s6lo si z se puede expresar como una

combinacion lineal convexa de los puntos extremos del conjunto, es decir,

AN, >0, talesque Y A =1y =) Az . Cualquier punto de un politopo se
puede expresar como combinacion lineal convexa de los vértices del mismo.

Una aplicacion inmediata del resultado anterior es su aplicacion al problema de
programacion lineal, ya que es facilmente demostrable que buscar en una region factible
acotada el punto que optimiza una determinada funcién objetivo es equivalente a buscar
el punto extremo que lo hace. Es decir, entonces la busqueda del dptimo se limita a

optimizar en un namero finito de puntos: los vértices 0 puntos extremos.

Sin embargo, este resultado no es de una aplicacion inmediata ya que, por un lado,

el nimero total de vértices o puntos extremos posibles del politopo (no todos ellos son

n n!

necesariamente factibles) puede ser muy grande (es de C,, = m] = m y
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METODOS DE OPTIMIZACION

crece exponencialmente con el tamafio del problema) y, por otro lado, hay que calcular
cuales son los puntos extremos, que si bien estan caracterizados y existe el
procedimiento para hacerlo puede ser largo y costoso. Ademas en el caso de que no
haya ningin punto factible, no seria detectado hasta la prueba de todos los puntos

candidatos a ser extremos (C  puntos) y, en el caso de que la solucioén sea no acotada,

n,m

con tal procedimiento no se detectaria esta situacion.

Por lo tanto, se impone la busqueda del 6ptimo de una forma dirigida, es decir, con
ciertos criterios que favorezcan esta busqueda y que ademas permitan la deteccion de
situaciones como las descritas en el apartado anterior. Estos criterios se plasman en un

método o algoritmo de tipo algebraico que se describe en la siguiente seccion.
1.4. Método simplex

El método simplex, que debe su origen a George B. Dantzig en 1947 (Dantzig,
1949), es un procedimiento algebraico iterativo para resolver un problema de
programaciéon lineal que tiene conceptos geométricos subyacentes. Recorre
exclusivamente los veértices (0 puntos extremos) de la region factible. La idea
geométrica subyacente se describe a continuacién. Partiendo de un vértice inicial (luego
se describirad el procedimiento para obtenerlo), se va moviendo de un vértice a otro
veértice adyacente mejorando la funcion objetivo. Se selecciona la arista con mayor tasa
de mejora de la funcién objetivo para alcanzar el vértice adyacente, hasta alcanzar un
punto en el que no existe ninguna arista incidente por la que mejorar. En el ejemplo
anterior, partiendo del vértice (0,0) con funcion objetivo Z = 0, el método simplex
llegaria al 6ptimo (2,6) con funcién objetivo Z = 36 después de pasar por el vértice
(0,6) con funcién objetivo z = 30, tal como se aprecia en la figura. Se comprueba la
condicién de 6ptimo porque en dicho vértice las tasas de mejora de la funcién objetivo

hacia vértices adyacentes son negativas.
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OPTIMIZACION LINEAL

X2

3z, +22, <18

Rectas de
isofuncion
objetivo

Figura 2.4 Representacion grafica del método simplex.

Un problema de optimizacién lineal tiene la siguiente forma estandar::

minz =c'z

Az =1 (1.2)

z>0
donde z € R" es el vector de las variables del problema, A € R™" es la matriz de
restricciones del problema o matriz del lado izquierdo (left hand side LHS), ¢ € R" es
el vector de los coeficientes de las variables en la funcion objetivo o vector de costes,

b€ R™ es el vector del lado derecho (right hand side RHS) o vector de cotas de las

restricciones, siendo b > 0,y la variable 2 € R es el valor de la funcién objetivo.

Por consiguiente,

! Por convencion en la formulacién los vectores son columna, su transposicidn se representa por un

superindice T, las variables se ubican a la izquierda de las ecuaciones y los coeficientes de las variables
preceden a éstas.
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;. Gy &, b G )

Ay Qg Ay, b, Gy T,
A= b= .|,c= y o=

a’ml am? amn bm Cn 'Tn

El nimero de restricciones m, para el problema expresado en su forma estandar, ha
de ser estrictamente menor que el nimero de variables n, m < n, y el rango de la

matriz de restricciones maximo, r(A4) = m.

La forma estandar se utiliza como base para introducir y desarrollar el método
simplex, no es necesario que el problema se exprese de esta forma para ser resuelto por
un optimizador. Los codigos comerciales no necesitan que los problemas sean escritos

de esta manera.

El ejemplo anterior expresado en la forma estandar aparece como:

min z = -3z, — 5z,
x, +x, =
2z, +x, =12
3r, +2z, +z, =18
T, T, Ty, z, x, >0
—3 7
1 1 4 -5 x,
siendo A=|- 2 - 1 -|,b=[12],c=]| " |y z=|Ts].
3 2 1 18 T
Z5

Para convertir un problema de programacion lineal cualquiera a su forma estandar se

efectlian algunas transformaciones:
Funcion objetivo

La direccion de maximizacion se trata como una minimizacién del valor negativo de

la funcion objetivo.

max z = min— 2 (max z = —min— z2)

04/02/2023 7



OPTIMIZACION LINEAL

Restricciones
En las restricciones de tipo < se introduce una variable de holgura (slack, en inglés)
u, > 0.

Z%xj <b = Z%‘x]‘ +u, =0,
j j

En las restricciones de tipo > se introduce una variable de exceso o de holgura
v, > 0.

Doayr, b =y ap —v =b
j j

Las variables originales z, se denominan variables naturales o estructurales.

Variables

Si una variable es negativa y no acotada inferiormente —co <z, <0, simplemente
se sustituye por una variable que tome su valor opuesto z; =—y, siendo
0<y, <o0.

Si la variable negativa esta acotada inferiormente por un valor L, <0,
L, <z; <0, se desplaza en dicha cantidad z, =y, + L, siendo 0 <y, <-L,.
Posteriormente se ve cOmo se tratan las variables acotadas.

Si la variable es libre (no acotada inferior ni superiormente, —oo <z, <oo) se

sustituye por dos variables que corresponden a su componente positiva y negativa

o . N _
z,=x; —x, siendo 0 <z <oy 0< 1, <oo.

Examinemos los tipos de soluciones del problema de programacion lineal:
Solucion factible
Aquella que satisface todas las restricciones.

Cualquier punto del interior o del contorno de la region factible.
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METODOS DE OPTIMIZACION

Solucion infactible
Aquélla que viola al menos una restriccion.
Cualquier punto del exterior de la region factible.
Solucion bésica factible

Una base de la matriz de restricciones o matriz del problema es una matriz cuadrada

no singular (es decir, tiene inversa) de rango méaximo en A, r(A)=m. Las

variables asociadas a las columnas que forman la base se denominan variables

basicas y el resto variables secundarias (0 no basicas).

Solucioén basica factible es aquélla con m variables basicas que pueden tomar valor

diferente de 0y (n — m) variables no basicas que toman valor 0, est4 asociada a una

base de la matriz. Los valores de las variables basicas, si la base es B, se calculan

por resolucién de un sistema de m x m ecuaciones, es decir, se obtienen calculando
B™'b.

Las variables no béasicas en un problema de programacion lineal con variables
acotadas superior e inferiormente se hallan en uno de sus limites mientras que las
variables basicas se encuentran estrictamente dentro de los limites. Este caso
corresponde a una solucion basica factible no degenerada. Si alguna de las variables
bésicas se encuentra en uno de sus limites se denomina solucion béasica factible

degenerada.

Toda solucion basica factible esta asociada a un Unico punto extremo o vértice y
todo punto extremo esta asociado a alguna solucién bésica factible. Sin embargo,
puede existir un punto extremo que corresponda a dos bases diferentes en presencia

de degeneracion.

Dos soluciones factibles vértices son adyacentes si la linea que los conecta es una
arista, es decir, si todas excepto una de sus variables son iguales. Cada solucion
factible vértice tiene n soluciones factibles vértices adyacentes. Moverse de una
solucion basica factible a otra adyacente es cambiar de una variable no basica a
bésica y al contrario para otra variable.
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OPTIMIZACION LINEAL

Solucion optima

Aquella solucion bésica factible (vértice) con mejor valor de la funcién objetivo.
Pueden existir maltiples soluciones optimas. Esta situacién, que por inspeccion del
problema de dos dimensiones pareceria infrecuente, es una situacion habitual en la
realidad por razén de que el criterio de optimalidad se comprueba numéricamente,
es decir, cuando la tasa de mejora de la funcidn objetivo estd por debajo de cierta

tolerancia muy pequefa pero no cero.

Existe un resultado fundamental en el que se fundamenta la validez del algoritmo

del simplex,

Teorema fundamental de la programacion lineal

Dado un problema de programacion lineal en forma estandar, se tiene que:
¢ Si admite una solucion factible, admite al menos una solucion basica factible.
¢ Si admite una solucion 6ptima finita, admite al menos una solucion bésica 6ptima.

El primer apartado es equivalente al teorema geométrico de existencia de puntos
extremos y el segundo a la aplicacion del problema de representacion que asegura que
la solucion déptima se alcanza en un punto extremo (solucion bésica). Si hay multiples
Optimos, en una region factible acotada, al menos dos deben ser soluciones factibles

vertices adyacentes.

El comportamiento del método simplex en el peor caso es muy pobre. Sin embargo,
en la practica recorre un nimero muy inferior al nimero total de vértices posibles. Para
el problema anterior el método simplex recorre 3 vértices (incluyendo el inicial) de un

5
namero total posible (factibles e infactibles) de C;, = 9| = 10.

Como criterio aproximado se puede estimar que en media el nimero de iteraciones

necesarias para resolver un problema lineal por el método simplex es proporcional al

nimero de restricciones m y el tiempo de solucion es proporcional a m?.
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Veamos a continuacion como se explica y desarrolla el método simplex.

Supongamos que se dispone de una solucién basica factible 2" = |z, =, T. Sea B la
base, A = [B N} yc =lc, ¢y " siendo

z, € R"” vector de variables basicas

zy € R™™ vector de variables no basicas

B e R™™  matriz base

N € R™"™ matriz no basica

c; € R” coeficientes de las variables basicas en la funcion objetivo

cy € R™™  coeficientes de las variables no basicas en la funcion objetivo
Reformulando el sistema de ecuaciones Az = b y siempre que B sea no singular
Bz, + Nz, =b< 1, =B '(b— Nz,)=B'b— B 'Nz, (1.3)
La funcion objetivo se puede expresar entonces como
z=c,r, +cyry =cyB'b—c,B'Nxy +cyzy = cp B0+ [cf, — chle]xN (1.4)

Lo que se ha hecho es simplemente un cambio de base, es decir, expresar los
elementos del problema en funcion de la base B. En este caso, la solucion basica

asociada a la base B, viene determinada por los valores de z, ya que las variables no
béasicas x, toman valor O (es decir, se resuelve un sistema de ecuaciones lineales para

determinar el valor de las variables basicas)

2, =b=B" (1.5)
Z2=c,B'b =L, (1.6)
Definamos
w' =B~ (1.7)
Y =B'N (1.8)
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AT _ T Tp-1pr _ T Tar T T
Cy=cy—cB " N=cy—w N=cy, —cp (1.9

A

y para cada variable no basica z; su coste reducido ¢, (o derivada direccional) en

particular seria

A Tp-1, __ T T, __

¢, =c;—cyBa,=c,—wa; =c, —cyy, =c; — 2 (1.10)
siendo a; la columna correspondiente a la variable z; en la matriz A .

Conviene resaltar el significado del vector de costes reducidos ¢, , tal como se

desprende de la expresion de la funcion objetivo. Para ello reformulando la expresion de
la funcion objetivo en funcion de la base resulta

T PP _
z=cpr, + Zc‘jx]v =z+ Z (¢, = 2,)z;

JEly jely
Asi, el coste reducido de una variable ¢; es el cambio en la funcion objetivo debido

a un incremento unitario de una variable no basica. En el 6ptimo de un problema de
minimizacién todos los costes reducidos de las variables no basicas son positivos o
nulos, ya que en tal caso incrementar una variable desde su valor 0 a otro mayor ira en
contra de la minimizacidn. Los costes reducidos de las variables basicas son cero. Si el
coste reducido de una variable no basica es cero en la solucion 6ptima entonces pueden
existir multiples soluciones optimas, siendo al menos dos de ellas veértices. En un

apartado posterior se menciona analiza expresamente esta posibilidad.

Veamos a continuacién como se utilizan las expresiones derivadas anteriormente. Si

Zq
< I‘l
elegimos como variables basicas z, =|z,| y como no basicas z, =| | entonces
2
Zs
1 1
-3 .
g =| ey =| 4, B=|- 1 -|=BTyN=|. 2
1 3 2
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4

Los valores que toman dichas variables seran X —b=Bh=|12]| y Xy =H
18

w' =c;Bt=[- - -], el valor de la funcién objetivo serd Z=c;B"b=0 y los costes

reducidos de las variables no bésicas €, =c| —W'N =[-3 -5].

Si alguna variable no basica incrementara su valor desde 0, x, >0, el valor que

tomarian las variables basicas seria

4 1 -

Xg =B b-B'Nx, =[12|-| - 2 [Xi}
X

18 3 21|-°

y el de la funcidn objetivo

z=c;Bb+[cl —ciBN |x, =0+[-3 —5][)(1}

X2
De acuerdo con esta ecuacion la funcion objetivo disminuye al incrementar desde 0
cualquiera de las variables no bésicas x, 0 X, por ser negativos sus costes reducidos

¢y =[-3 -5], es decir, la base actual no es 6ptima.

La prueba de optimalidad se basa en comprobar si existe algin coste reducido
negativo (en un problema de minimizacion) en la funcion objetivo. En caso de que no
exista, la solucion basica actual es 6ptima. En otro caso, se puede seleccionar una de las
variables no bésicas con coste reducido negativo para entrar en la base. La variable

seleccionada x,, denominada variable bésica entrante, sera la que tenga coste reducido
negativo de mayor valor absoluto.
Para determinar hasta donde se puede incrementar dicha variable sin violar ninguna

restriccion de no negatividad de las variables basicas se observan las ecuaciones de las

variables basicas

A~

X5 =B —B*Nx, =b—Yx, =b—y,X, (1.11)
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siendo a, la columnade A correspondiente a x, e y, = B™a, la columna pivote.
Podemos escribir esta ecuacion componente a componente
(Xg)i = 6i —YiX (1.12)
Si y, >0 entonces (xg), disminuye cuando la variable basica entrante X, aumenta,

hasta alcanzar el valor 0 para x, =b./y,, b, >0 por ser el valor de la variable basica.

Para valores y, <0 la variable (x;), aumenta o permanece igual. Si todos los
valores fueran vy, <0 el problema seria no acotado, puesto que la variable basica
entrante se puede incrementar indefinidamente sin que una variable bésica alcance el
valor 0. La direccion de no acotamiento para dicha variable no basica X, es un vector
formado por el vector d, =-y, =-B™'a, para las variables bésicas, d, =1 para la
variable basica entrante x, y d, =0 para el resto de variables no basicas. Esta direccion

satisface la condicion Ad=0 y d >0, es un rayo extremo y pertenece al cono de
recesion, que se define como el conjunto de direcciones en las que el problema resulta
no acotado. Obsérvese que la deteccion de problema no acotado se puede hacer con
cualquier variable no bésica no necesariamente con la de coste reducido negativo de

mayor valor absoluto.

La variable x, puede aumentar su valor hasta X, mientras todas las variables basicas

sigan siendo no negativas. Asi el maximo valor que puede tomar y en el que ademas una

variable basica se hace 0 y puede salir de la base es

A

X, =min i Yy, >0 (1.13)

El valor minimo2 de la relacion previa identifica la variable basica saliente, es decir, la
variable béasica que se hace no basica (toma valor 0).

2 Si existe mas de una relacion que alcance el valor minimo al mismo tiempo usualmente se toma

aquél con mayor coeficiente en la columna pivote.
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Después del intercambio de variables la nueva solucion bésica factible es un nuevo
vertice adyacente al anterior con mejor valor de la funcién objetivo. Para la nueva base
se calcula el nuevo valor de la funcién objetivo y de las variables basicas. El resto de

variables, las no basicas, siguen siendo cero.
7=7+C.X (1.14)
X, =b—y X (1.15)

El método simplex consiste en el siguiente algoritmo, que realiza iterativamente este
cambio de base mejorando la funcién objetivo:
¢ Inicializacion
Se supone que se dispone de una matriz base B correspondiente a una solucion
bésica factible inicial x, =b=B">0 y una funcién objetivo 7 =c/B b =clx,.
e Prueba de optimalidad
Se calcula el vector de costes reducidos ¢, =c| —cLB™N =c; —cLY . Si todos los
costes reducidos son no negativos €, >0 la base actual es Optima. En caso

contrario, se selecciona: como variable basica entrante x, una variable con coste

reducido estrictamente negativo ¢, <0.

La prueba de optimalidad es local pero como los problemas de programacion lineal
son convexos, la solucidn éptima sera global.
e lteracion

Sea y, = B™a,, la columna pivote t correspondiente a la variable basica entrante. Se

busca la fila pivote s que verifica

s La variable basica entrante seleccionada es la de coste reducido negativo de mayor valor absoluto.
Sin embargo, esta opcion no considera el calculo de la relacién minima (es decir, el incremento que se le
va a dar a dicha variable) luego la mejora en la funcién objetivo puede ser pequefia. Tampoco tiene en
cuenta el efecto del escalado de las variables en el problema. En general, no existe manera préctica de

predecir qué eleccion de variable bésica entrante puede dar lugar al menor nimero de iteraciones.
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5 (b
—=min<—:y, >0
yst Lsism yit

y determina la variable basica saliente x, y el elemento pivote y, .

Si y, <0 paratoda fila i entonces el problema es no acotado.

e Pivotamiento
Actualizacion de la matriz B™ y del vector de variables basicas y volver al paso 2.

Més adelante al presentar la forma tabular se muestra como se actualiza la matriz

B~" en un nimero reducido de operaciones.

Sigamos aplicando el método simplex al caso ejemplo anterior. Elegimos x, como

la variable basica entrante por tener el coste reducido negativo con mayor valor

absoluto. Calculamos los elementos de la columna pivote
-1
y,=Y,=B7a,=|2
2

Las relaciones correspondientes a los dos dltimos elementos de y,, los unicos

estrictamente positivos, son
b, /Y, =12/2=6y b,/y,, =18/2=9
Como la primera relacion es la menor, X, sera la variable basica saliente. Se

reemplaza en la base la variable basica x, por la variable no basica x, y tendremos

X,
Xl
Xg =| X, ny:{ }
X4
L %s
1 - 1 1
Entonces B=|- 2 .|, B'=|. 1/2 |y N=|- 1]|. Los costes de la
2 1 - -1 1 3

variables bésicas son ¢; =[- -5 -]y los de las no basicas ¢, =[-3 -].
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El valor de las variables basicas sera ahora

1 - [4] [4
X, =b=B=|- 1/2 - |[12]=|6
-1 1]|18] |6

y el valor de la funcion objetivo serd Z =c{B b =-30.

Los coeficientes

1
w' =cB'=[ -5 .|| 12 -|=[ -5/2 ]
-1 1
y los costes reducidos
1 -
¢y =Ccy—WN=[-3 :]-[ -5/2 |- 1|=[-3 5/2].
3

Elegimos x, como la variable basica entrante por ser la Gnica con un coste reducido

negativo. Calculamos los elementos de la columna pivote

1 - -1 1
y,=y,=Bra=|- 1/2 -|-|=]|-
-1 1|3 3

Las relaciones correspondientes a los elementos de y, estrictamente positivos son

b1/y11 :4/1:4 y bs/y31 :6/3:2
Como la segunda relacion es la menor x, sera la variable basica saliente. Se

reemplaza en la base la variable basica x, por la variable x, y tendremos

X
3 X
Xg = X | Y Xy =
X,
X
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1 -1 1 1/3 -1/3 :
Entonces B=| - 2 - |, B*=|- 1/2 . y N=| - 1/.Los costes de la
2 3 - =1/3 1/3 1

variables bésicas son c¢; =[- -5 -3] y los de las no basicas ¢, =[- -].

El valor de las variables basicas sera ahora

1 13 13|47 [2
x,=b=B=|.- 1/2 - |[12|=|6
~1/3 1/3 ||18] |2

y el valor de la funcion objetivo serd Z =c;B b =-36.

Los coeficientes

1 1/3 -1/3
w =cB'=[- -5 -3]|- 12 - |=[ -3/2 -]
-1/3 1/3

y los costes reducidos

Cy=cy—WN=[ ]-[ -3/2 -1]|- 1|=[1 3/2]
1

Como todos los costes reducidos son positivos no se puede mejorar la funcion

objetivo, es decir, se ha alcanzado la solucion dptima.
1.4.1. Problema de maximizacion

Si bien se ha dicho que un problema de maximizacion puede ser transformado en
uno de minimizacién para ser resuelto, también es cierto que el algoritmo anterior es
facilmente adaptable al caso de maximizacion, ya que solo afecta a la direccion de
mejora y, por lo tanto, sélo hay que modificar el criterio de optimalidad y el de entrada

en la base.
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En tal caso, una solucion serd éptima si todos los costes reducidos son menores o
iguales que 0y, en caso de que no sea asi, la variable basica entrante es la que tenga

coste reducido estrictamente positivo de mayor valor.
1.4.2. Mdltiples éptimos

En algunos problemas no existe un Gnico éptimo, sino que puede haber varios. Esta
condicidn es facilmente detectable pues para que existan multiples éptimos al finalizar
el algoritmo del simplex debe haber al menos una variable no basica cuyo coste
reducido sea igual a 0, de modo que si la variable aumenta su valor la funcion objetivo

no se ve afectada, con lo que puede ser introducida en la base.

Sin embargo, no es una condicién suficiente que el coste reducido sea 0, hay que
asegurar también que cuando esta variable entra en la base lo hace con valor distinto de
0, pues en otro caso, si sustituye a una variable con valor 0, se produce un cambio de

base pero no de punto.

Una vez identificadas todas las soluciones béasicas factibles (puntos extremos)
optimas, seran soluciones Optimas todas las combinaciones lineales convexas de éstas.
Por ejemplo, si existen dos soluciones basicas dptimas, todo el segmento que une los

puntos correspondientes son soluciones dptimas del problema.

En algunos problemas, identificar mas de una solucion Optima puede ser de vital
importancia, especialmente si existe mas de un criterio de optimizacion y éstos han sido

jerarquizados (optimizacion multiobjetivo).
1.4.3. Convergencia del algoritmo

La convergencia del algoritmo estd asegurada si no existe degeneracion. Sin
embargo, en caso de degeneracion de varias variables basicas el algoritmo puede ciclar,
moviéndose por una secuencia de bases que correspondan al mismo punto extremo sin
mejorar la funcion objetivo. Existen procedimientos, que aqui no se presentan, para
evitar esta situacién, siendo el mas popular de ellos, que no el Unico, el método

lexicogréfico.
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1.4.4. Variables acotadas superiormente

Las cotas superiores no se deben tratar como restricciones, esto tiene ventajas
computacionales. En el método simplex las cotas superiores no se deben sobrepasar

cuando la variable basica entrante se incrementa hasta alcanzar un nuevo Vvértice.

Supongamos una variable acotada superiormente 0<X; <u;, entonces su variable
complementaria definida como y; =u; —x; también esta acotada por el mismo valor
0<vy; <u;.Si x;=0, X; esno basica. Si x; =u;, entonces y; =0y, por tanto, y; sera
no basica.

En el método simplex, la variable basica saliente es la primera que alcanza su cota 0
al incrementar la variable basica entrante. Ahora esta comprobacion se extiende para la

variable basica entrante a su cota u;. Cuando se alcanza la cota superior se cambia la

variable x; a y; como nueva variable no basica.

1.4.5. Forma tabular

Una forma sencilla de presentar este método y resolver ejemplos pequefios es
mediante la tabla del simplex. En esta tabla se refleja el problema en funcién de la base
actual en cada iteracion. La aportacion de esta tabla es que la actualizacion de los
valores para pasar de una base a otra (actualizacion de la matriz B o B™) se puede

realizar por simple eliminacién gaussiana:, lo que también se denomina pivotamiento.

Para el problema original la tabla tiene este aspecto

* La eliminacion gaussiana actualiza la tabla para que en ella aparezca un 1 en el elemento pivote y 0

en el resto de la columna. Para aplicarla seguir los siguientes pasos:

1. Dividir la fila pivote por el elemento pivote y,

2. Restar a las demés filas de la tabla la nueva fila pivote multiplicada por el elemento que se desea pase
a ser cero, es decir, el elemento correspondiente de la columna pivote.

Ademas, se han de hacer 0 los coeficientes de la funcion objetivo correspondientes a las variables

basicas.
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Variables basicas Z Xy Xg Cotas
-7 -1 (;L C; 0
Xg 0 N B b

Tabla 2.1 Tabla (A) del simplex en la primera iteracién.

siendo cf y c;, son los coeficientes de las variables basicas y no basicas actuales en la

funcién objetivo, B las columnas bajo las variables béasicas actuales de la matriz
original A 'y N las columnas de las variables no basicas actuales de la matriz original

A. Su forma de interpretarla es la siguiente

—~Z+C{ Xy +CiXs =0
0z+Nx, +Bxg; =b

En una iteracion cualquiera en funcion de la base B se tiene

Variables basicas z X, X, Cotas
—Z -1 ¢y, —CiBN 0 —IB
Xe 0 BN ! Bb

Tabla 2.2 Tabla (A) del simplex en una iteracion cualquiera.

luego directamente el valor de la funcién objetivo y de las variables basicas se obtiene

de la dltima columna
Tp-1
-z=—CsB™b
X, =B7'b
La ecuacion de la funcion objetivo de las nuevas tablas resulta de multiplicar las
ecuaciones de las restricciones de las tablas originales respectivas por w' =cJB™ y

restarla de la ecuacion de la funcién objetivo de las tablas originales respectivas. Las

ecuaciones de las restricciones de las nuevas tablas resultan de multiplicar las de las

tablas originales respectivas por B™.
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Si en la solucidn inicial la base fuera una matriz identidad y los costes de las
variables basicas fueran 0, la tabla original inicial seria la siguiente (por notacion se

designa con un apdstrofo a lo que es inicial)

Variables basicas z X!, X, Cotas
—Z -1 cn 0 0
Xg 0 N’ I b

Tabla 2.3 Tabla (B) del simplex en la primera iteracion partiendo de una matriz identidad.

y, manteniendo la asignacion (ordenacion) original por columnas de las variables, la
tabla de simplex tiene este aspecto para una iteracion cualquiera (siendo N’ las

columnas de las variables no basicas iniciales en la matriz original A)

Variables basicas , X, X, Cotas
-7 -1 ey —CciB™N'|  —cIB™ ;B
Xg 0 BN’ B B~'b

Tabla 2.4 Tabla (B) del simplex en una iteracién cualquiera.

Bajo las columnas de las variables basicas originales inicialmente estaba la matriz
identidad | y ahora esta la matriz inversa de la base B™. Luego esta matriz contiene
las manipulaciones hechas a las restricciones hasta una iteracion cualquiera. ¢ son los
coeficientes de las variables no bésicas iniciales y c; son los coeficientes de las
variables basicas de cada iteracion.

Observando las tablas 2.1 y 2.2 se puede decir que el método simplex persigue

hallar la particion adecuada entre variables basicas y no basicas que cumplen la

condicion de optimalidad ¢, =c, —cfB*N >0. Observando las tablas 2.3 y 2.4

consistiria en hallar los valores que cumplen la condicion de optimalidad del problema,

es decir, coeficientes de la funcion objetivo no negativos en el caso de minimizacién

A

¢l =cy —CciB'N'>0y -w' =—c{B">0.

Veamos con un ejemplo las iteraciones del método simplex en forma tabular. La

tabla inicial del problema anterior es:
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Variables basicas | X | X | X | X, X%  Cotas Relacién
7 -1|-3|-5 0
X, 1 1 4
% 2 1 12 | 12/2=6
X, 32 1| 18 | 18/2=9

La solucion basica factible inicial es (x,X,,X;,X,, %) =(0,0,4,12,18) y z=0. El
recuadro dentro de la tabla identifica la matriz inversa de la base B™.

Se toma x, como variable basica entrante por tener el coste reducido negativo de

mayor valor absoluto. Luego su columna es la columna pivote.

Se toma x, como variable basica saliente por tener la menor relacion. Luego su fila

es la fila pivote.

Se actualiza la tabla para anular los elementos de la columna pivote excepto el
elemento pivote que se hace 1 (es decir, se anula el coeficiente de la variable bésica
entrante en la funcion objetivo y se crea una columna de la matriz identidad en dicha
variable) para resolver el sistema de ecuaciones por eliminacion gaussiana. Se hacen 0

los coeficientes de la funcidn objetivo correspondientes a las variables basicas.

Variablesbasicas | z | x | x, | X | X, | x | Cotas | Relacion
~z -1|-3 5/2 30
X, 1 1 4 411=4
X, 1 1/2 6
Xs 3 -1 11 6 6/3=2

La nueva solucion basica factible es (x;, X,, X;, X,, %) = (0,6,4,0,6) y z=-30.

Se toma X, como variable basica entrante por tener el Unico coste reducido negativo.

Luego su columna es la columna pivote.

Se toma X, como variable basica saliente por tener la menor relacion. Luego su fila

es la fila pivote.
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Se vuelve a actualizar la tabla del simplex.

Variablesbasicas | z | x, | X, | X5 | X, x;, | Cotas
—Z -1 3/2 1 36
X, 1|13 [-13| 2
X, 1 1/2 6
X, 1 ~1/3 | 1/3 2

La nueva solucion basica factible es (x,, X,, X, X,, %) = (2,6,2,0,0) y Z=-36. Esta
es ya la solucidon dptima por ser todos los costes reducidos, correspondientes a las

variables no basicas (x, x,), no negativos ¢ =[1 3/2].

1.4.6. Solucion basica factible inicial

El método simplex parte de una solucidon béasica factible y se mueve en cada
iteracién a otra hasta llegar a la solucion Optima. Resuelve este problema de

optimizacion lineal, presentado en su forma estandar

minc' x
Ax=b (P)
x>0

Sin embargo, no siempre es facil proporcionar una solucion bésica factible inicial.
Como se ha visto, la forma sencilla para hacerlo es partiendo de una matriz identidad en

los coeficientes de las variables basicas iniciales.

Para ello en las restricciones de tipo < se aprovechan las variables de holgura. En
las restricciones de tipo > se introduce una variable de exceso (a veces a ésta también

se la denomina de holgura) con signo negativo v, >0 y una variable artificial w, >0.Y

en las restricciones de tipo = se introduce una variable artificial w, >0.
Dayx; <b =) ax +u =h
j j

Dagx; =h =) ax, -V, +w, =h
,— i

24 04/02/2023



METODOS DE OPTIMIZACION

Dagx, =b =Y ax,+w =b,
,— ,—

Con las variables de holgura y artificiales se parte de una matriz identidad para las
variables bésicas y el problema de optimizacion lineal a resolver es
minc' x
Ax+1Ix, =b (P(a))

X, X. >0

1 g —
siendo x, las variables artificiales.

Pero si la solucion incluye variables artificiales no es una solucién factible del
problema original. Por consiguiente, hay que eliminar esas variables aprovechando el
propio método simplex, de modo que en su desarrollo estas variables dejen de ser
variables basicas. Si al final no se consiguen anular las variables artificiales el problema

original sera infactible.

Obsérvese que en las hipotesis del método simplex se ha supuesto que la matriz era
de rango méaximo, sin embargo, esta hipdtesis no se ha comprobado nunca. La razon es
que al partir de una matriz identidad de rango maximo la hipotesis necesariamente se
verifica. Sin embargo, si no se parte de una matriz identidad habria que comprobar que
se cumple esta condicién. Obsérvese también que aunque el problema original no la

cumpliera, al afiadir las variables artificiales si lo hara.

Para lograr anular las variables artificiales se emplean habitualmente dos métodos:
e el metodo de la M maydscula

e ¢l método de las dos fases

El método de la M maydscula introduce las variables artificiales en la funcién
objetivo original pero penalizadas con un coeficiente M de valor muy elevado. Este
coeficiente de penalizacién puede introducir problemas numéricos por lo que, en

general, es preferible el método siguiente.

En el método de las dos fases, la fase | del método simplex tiene como funcion
objetivo la suma de las variables artificiales. Si esta fase | acaba con valor de la funcién

objetivo igual a cero entonces el problema original es factible y se dispone de una
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solucién basica factible siendo no bésicas las variables artificiales. La fase 1l restablece
la funcién objetivo original y aplica de nuevo el método simplex hasta alcanzar la

solucion éptima a partir de la solucion basica factible del final de la fase I.

Supdngase el problema original (P) y el problema una vez que se han introducido
las variables artificiales (P(a)). El método de las dos fases consta de los siguientes

pasos:

Fase I: Resolver el problema

minz'=>"x,
a
AX+1Ix, =b

X, X. >0

EH a —

Existen dos posibles finales de esta fase

e 7'>0, entonces el problema (P) no es factible.

e 7'=0, entonces el problema (P) es factible y tenemos una solucién factible inicial.

Sin embargo, todavia es posible distinguir dos casos en esta situacion, antes de pasar

a la fase Il:
1) No hay variables artificiales en la base se puede pasar a la fase II.

2) Hay variables artificiales en la base con valor 0 (degeneradas). En este caso, la
solucion obtenida no es una solucion béasica del problema original ya que incluye
variables artificiales. Para eliminarlas de la base, se sustituyen mediante
pivotamiento por cualquier variable original no basica (incluyendo de holgura y
exceso) cuyo coste reducido sea 0 y cuyo elemento en la fila de la variable
artificial sea distinto de O (incluso puede ser negativo). Si ninguna variable
original tuviera un valor distinto de cero en esa fila (la fila de la variable
artificial tiene todo ceros en las variables originales), quiere decir que esa fila es

redundante y puede ser eliminada directamente.
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Fase Il: Eliminar las variables artificiales del problemas y retomar la funcion
objetivo original, recalculando los costes reducidos para la solucion basica factible

obtenida en la fase I.
Veamos con un ejemplo el método de las dos fases.

min z = 0.4x, +0.5x,
0.3x, +0.1x, <27
0.5x, +05x, =6
0.6x, +0.4x, =6

X, X, >0

Se convierte el problema a la forma estandar y se afiaden las variables artificiales

pertinentes

min z = 0.4x, +0.5X,

0.3x, +0.1x, +X, =2.7

0.5x, +0.5x, +X, =6

0.6x, +0.4x, -X, +X; =6
X, X, , X5 X, X, Xy =20

siendo X, una variable de holgura, x, una variable de exceso y X, y X, variables
artificiales.

La fase | del método simplex minimiza la suma de las variables artificiales

o
minz' =X, + X,

0.3x, +0.1x, +X, =27

0.5x, +0.5x, +X, =

0.6x, +0.4x, —X; +X; =6
X, X, , X5 X, X, X; =0

5 En muchos casos no se eliminan estas variables, sino que se mantienen aungque no se cuente con

. ., . -1
ellas para entrar en la base, ya que aportan informacion al final (B, ...).
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Si esta fase acaba con la funcién objetivo con valor 0 significa que se ha encontrado
una solucion bésica factible inicial del problema original y se puede seguir con la fase

I1. En caso contrario el problema es infactible.

Variables basicas | z' | x, | X, | X | X | X, | X, | Cotas
-7 -1 11y
X, 0301 1 2.7
X, 05 | 0.5 1 6
X 0604 -1 1 6
Se transforma la tabla para hacer 0 los coeficientes de las variables basicas
Variables Basicas | z' | x, | X, | X5 | X | X, | X; | Valores | Relacion
—7' -1/-11/-09/ 1 —12
X, 03|01 1 2.7 9
X, 0.5 05 1 6 12
X, 06 | 04 -1 1, 6 10

Se elige x, como variable basica entrante y entonces x, es la variable basica

saliente. Se hacen 0 los elementos de la columna pivote excepto el elemento pivote que

se hace 1.
Variables Basicas| z' | x, | X, | % | X | X, |X; Valores|Relacion
-7’ -1, |-053 1367 2.1
X, 1033 3.33 9 27
X, 0.33 -167| 1 15 4.5
Xs 02 |-1| -2 1] 06 3

Se elige x, como variable basica entrante y entonces X, es la variable basica

saliente. Se hacen 0 los elementos de la columna pivote excepto el elemento pivote que

se hace 1.
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Variables Basicas | z X, X | X |X | X |Valores| Relacion
-7’ -1 -1.67 -1.67 267 | 05
X, 1.67 | 6.67 -1.67 8 12
X, 167|167 1 -167| 05 0.3
X, 1, -5 | -10 5 3

Existen dos variables no basicas x, y x, con igual coeficiente negativo de mayor

valor absoluto en la funcién objetivo. Se puede elegir cualquiera de ellas como variable

basica entrante. Arbitrariamente, se elige x, y, por tanto, X, es la variable basica

saliente. Se hacen 0 los elementos de la columna pivote excepto el elemento pivote que

se hace 1.
Variables Basicas | z' | x, | X, | X5 | X, | X, | X;  Valores
-2’ -1 1
X, 1 5 |45 6
X, 1/1/06-1 03
X, 15 6|-5 6

La solucion (x;, X,, X, X,, Xs, X;) = (6,6,0.3,0,0,0) es optima y como z'=0 ésta es

una solucion basica factible inicial para el problema original.

Se plantea entonces la fase 11 donde se introduce la funcion objetivo original.

Variables Basicas | z | x, | X, | Xs | X, | X, | X, | Valores
~zZ -1 0405
X, 1 5 |45 6
X, 1/1/06-1 03
X, 15 6|-5 6

Se deben hacer 0 los coeficientes de las variables basicas x,, x, y X, en la funcion

objetivo

Variables Basicas | z Valores | Relacion
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! 1 05 %05 54
X, 1 5 4 5 6
X, 1 |1]06|-1| 03 | 03
X, 15 6 |5 6 1.2

A partir de ahora se ignoran los coeficientes de las variables artificiales para elegir
la variable basica entrante para evitar que éstas tomen valor positivo. Por tanto, se elige

Xs; como variable basica entrante y entonces x, es la variable basica saliente. Se hacen

0 los elementos de la columna pivote excepto el elemento pivote que se hace 1.

Variables Basicas| z | x, | x, | X | X, | X, | X; Valores
2 -1 05711 | 525
X, 1 5 -1 7.5
Xs 1 1 06/-1 03
X, 1 -5| 3 4.5

Como no aparecen costes reducidos negativos (excepto en una variable artificial) la
solucion (X, X,, %;, X,, Xs, Xs) = (7.5,4.5,0,0,0.3,0) es optima y el valor de la funcion

objetivoes Z=5.25.
1.4.7. Método simplex revisado

El método simplex en formato tabular efectiia mas célculos de los estrictamente
necesarios en cada iteracion. De hecho en una iteracion cualquiera s6lo se necesitan los
coeficientes de la variable basica entrante (la columna pivote) no los del resto de
variables no basicas. EI método simplex revisado calcula en cada iteracion sélo la
informacidn que necesita en dicha iteracion. Por consiguiente, requiere menos calculo y

menos almacenamiento.

En forma tabular el método simplex revisado se desarrolla sobre una tabla de

dimensiones (m+1)x(m+1), siendo m el nimero de restricciones. La tabla del método

simplex revisado es la siguiente:
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Xg Valores

w'=ciBt | Z=c[B7

B b=B

Tabla 2.5 Tabla (B) del simplex revisado en una iteracion cualquiera.

En cada iteracion se calculan los costes reducidos de las variables no basicas

~ _ _ _ _ T - - - - -
(C; =c; -z, =c;—w a;) fuera de la tabla para aplicar el criterio de optimalidad y, en su
caso, determinar la variable entrante, x,. Igualmente, se calcula la columna pivote fuera

de la tabla (y, = B™a,) para aplicar el criterio de salida y determinar la variable basica

. b .| b . :
saliente (—Szlmln —:y,>0¢). El pivotamiento se hace sobre la tabla actual,
yst =I=m yit

suponiendo que existe una columna adicional (realmente no es afiadida) que es la

columna pivote.

Obsérvese que todos los elementos necesarios de la iteracién anterior estan
recogidos en esta tabla del simplex revisado y que de una iteracion a otra los elementos
que se obtienen mediante pivotamiento son los mismos, pero actualizados con la nueva

base (consecuencia de la eliminacion gaussiana).
1.4.8. Forma producto de la inversa

El mayor esfuerzo computacional del método simplex se lo llevan los célculos
asociados a la inversa de la base B™'. La razon estriba en que, mientras la matriz base
B para problemas grandes suele ser cuasivacia, la inversa tiende a ser densa. En primer
lugar, este hecho disuade del calculo explicito de B™ a partir de B en cada iteracion.
En segundo lugar, B cambia sélo ligeramente en cada iteracion luego sera posible
actualizar tanto B como B sin necesidad de recalcularlas en cada paso tal como se
hace en el método simplex explicado hasta ahora. Para ello se utiliza el método
denominado forma producto de la inversa, que es un avance del método simplex

revisado.
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Como el cambio en la matriz base B se produce en una columna en cada iteracion

es facil actualizar dicha matriz y también la inversa. Si en una iteracion cualquiera la

columna pivote corresponde a x Yy la fila pivote es la s, la nueva matriz base B se

puede calcular a partir de la matriz B anterior mediante transformaciones elementales

simplemente reemplazando la columna s por la columna pivote y,. Como y, =B™a, 0

By, =@, entonces

|

- BF (1.16)

siendo

obtenida a partir de la matriz identidad reemplazando la columna s por v, .

Si denominamos E =F " la nueva matriz inversa B™' se obtendra a partir de la

anterior premultiplicando por la matriz E.

B'=EB* (1.17)
donde
1 ] —_ylt/yst 1
E= n siendo n=| 1/y,
L 1 __ymt/yst_

La matriz E se llama matriz elemental y esta forma de actualizar la matriz inversa
se denomina forma producto, porque representa la inversa de la base en cualquier

iteracion k como un producto de matrices elementales E, de las iteraciones

(k-1,k-2,...,2,1), suponiendo que la matriz base inicial es la matriz identidad.
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Bk_l = Ek—lEk—Z Ez E1 (1-18)

Veamos la actualizacion de la inversa de la base del ejemplo anterior con la forma
producto de la inversa. En la primera iteracion la columna pivote es y, = ( 2 2)T y el
elemento pivote es el segundo, s=2. Luego

. 1 - . 1 -
m=Y2|, E=|- Y2 - yBZ_l:ElBl_l:Elz - 12
-1 - =11 -1 1
En la segunda iteracion la columna pivote es y, = (1 . 3)T y el elemento pivote es

el tercero, s=3. Luego

~1/3 1 - -13 1 Y3 -1/3
7, = . L E, =0 1 . yB§1:EzE1: . 1/2 .
1/3 .- 13 - =13 13

En la implantaciéon informatica mas que actualizar en cada iteracion la matriz se

almacenan las transformaciones elementales de manera compacta. Cuando el

almacenamiento ocupado es excesivo se elimina y se vuelve a refactorizar la matriz B™

desde el principio.

De hecho, ni siquiera es necesario disponer de la inversa de la matriz base B™ sino

utilizarla en productos de dicha matriz por vectores. Puede ser postmultiplicacion por un
vector como para el calculo del valor de las variables basicas b =B™b o de la columna

pivote y, =B™a 0 premultiplicacion por un vector como en el caso del céalculo de
W =clB,
La postmultiplicacion por un vector se realiza secuencialmente de esta forma
B.'a=E,,(E,,(E (+(E,(Ea))--)) (1.19)

premultiplicando en primer lugar el vector a por la matriz elemental E , el vector
resultante premultiplicandolo por E, y asi sucesivamente. Esta operacion se denomina

transformacion hacia delante (FTRAN) pues recorre hacia alante las matrices elementales
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La premultiplicacion por un vector se realiza secuencialmente de esta forma
"B =(((((C'E)E,)Es) - )E)E, (1.20)

postmultiplicando en primer lugar el vector ¢’ por la matriz elemental E, ,, el vector
resultante postmultiplicandolo por E, , y asi sucesivamente. Esta operacion se
denomina transformacion hacia atrds (BTRAN) porque recorre hacia atras las matrices

elementales.

Cada una de estas operaciones de producto matriz-vector es muy rapida y simple.

Sea E una matriz elemental con un vector 7 en su columna s. El producto genérico

Ea resulta ser

1 Th & & h
Ea= 7 a, [=| 0 |+a,| 7, (1.21)
nm 1 am am ’7m

de manera que ni siquiera la matriz elemental E necesita ser formada explicitamente.

Se reemplaza el término s del vector a por 0 y a dicho vector se le afiade el vector 7

multiplicado por el escalar a, .

El producto genérico ¢'E resulta ser

1 m
1 .
c'E=(c, ¢ C, Con
S ) 72 (1.22)
M 1
:(Cl C, Cy €' Cyy Cm)

dejando el vector ¢ sin modificacion excepto en el término s que es reemplazado por el

escalar ¢'7.
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1.4.9. Factorizacion de la matriz base

En cada iteracion del método simplex se realiza el célculo de los costes reducidos de

las variables no basicas, del valor de las variables basicas y de la columna pivote en

funcion de la inversa de la base B™

w' =clB™
b=B" (1.23)
Y = Bilat

Estos célculos se pueden expresar también como sistemas de ecuaciones en funcion

de la matriz base B

w'B=cg
Bb=b (1.24)
Byt =&

La factorizacion LU de la matriz base expresa eésta como producto de dos matrices
B=LU (1.25)

donde L y U son matrices triangular inferior y superior respectivamente. Estas
matrices mantienen la condicion de ser cuasivacias como la matriz A original. Por
consiguiente, se pueden aplicar técnicas especificas de manejo de dichas matrices que

requieren poca memoria.

Inicialmente la matriz base B es la identidad. De la misma forma las matrices L y
U son también la identidad. La matriz base cambia (se actualiza) al realizar iteraciones
del simplex. De la misma forma se hace con las matrices triangulares. Después de un
cierto nimero de iteraciones (por ejemplo, 100) deja de ser eficiente la actualizacion a
partir de matrices elementales. En ese momento se refactoriza la matriz base, es decir,
se calculan de nuevo la matrices triangulares L y U correspondientes y se empieza de
nuevo el proceso de actualizacién. En la iteracion final también se suele realizar una

refactorizacion.
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Con la factorizacion la resolucién de un sistema de ecuaciones se realiza en dos

etapas sin necesidad de invertir la matriz. Por ejemplo, para el calculo del valor de las

variables basicas b

Bb=h

R (1.26)
LUb =h

A~

Si denominamos b, =Ub se resuelve primeramente este sistema triangular hacia

delante para calcular 61

Lb, =b (1.27)
y después se resuelve este otro sistema triangular hacia atras para calcular b

ub=b, (128)

Este método de resolucion de sistemas de ecuaciones es numéricamente mas estable

que el de forma producto de la inversa.

En cada iteracion del método simplex se actualiza la matriz base B mediante una

matriz elemental F

|

=BF (1.29)

siendo

obtenida a partir de la matriz identidad reemplazando la columna s por v, .

También se pueden calcular las nuevas matrices L y U .

B=LU (1.30)
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Luego, en una iteracion cualquiera, éstas se pueden obtener como producto de
matrices elementales y de las matrices originales de la factorizacion de manera analoga

a como se hace en la forma producto de la inversa.

Alternativamente a la factorizacion LU se puede utilizar la descomposicion de
Cholesky

B=R'R (1.31)

donde R es una matriz triangular superior.
1.4.10. Estrategias de calculo de costes reducidos

Para aplicar el criterio de optimalidad en cada iteracion es necesario calcular los
costes reducidos de las variables no basicas.

~T T T p-1
Cy =c¢y —czBN

Hasta ahora se suponia que se calculaban los costes reducidos de todas las variables
no bésicas y se seleccionaba como variable basica entrante a aquélla con coste reducido
de menor valor negativo. Existen otras estrategias de calculo de costes reducidos y de

seleccion de la variable basica entrante (denominadas pricing strategies en inglés).

La primera gran division es calcular los costes reducidos de todas las variables no
basicas (full pricing) o solo de algunas (partial pricing). En el primer caso, se hace
mayor esfuerzo computacional en cada iteracion y, en principio, menor nimero de

iteraciones del simplex. En el segundo, lo contrario.

Entre las alternativas para la seleccién de la variable basica entrante ¢ estan:

1) Lade coste reducido de menor valor negativo ¢,
2) La primera con coste reducido negativo ¢,

3) La de mayor decremento de la funcion objetivo calculado como ¢,z,, siendo ¢,

. : L _ .| b,
el coste reducido de la variable no basicay z, = min {—:y, >0

1<i<m y o
9
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4) La de mayor mejora de la funcion objetivo por incremento unitario de la variable

no basica calculado como ¢, = in —; siendo y, = B'a,. Esta
R 7 e

estrategia es la mas utilizada habitualmente, en inglés se denomina steepest-

edge. Tiene la desventaja de que requiere el célculo de todos los costes

reducidos y el esfuerzo computacional adicional asociado al célculo del

denominador.
1.5. Dualidad

Supongamos un problema de programacion lineal, denominado problema primal

(P), expresado en forma estandar como

minz =c'z

Az =10 (P) (1.32)

x>0

Supdngase que se quiere calcular una cota inferior de la funcion objetivo de este

problema antes de resolverlo. Una forma de hacerlo seria operar con las filas de la
matriz, multiplicandolas por algin valor y"Az = y'b y sumandolas entre ellas de
modo que no se superen los coeficientes de la funcion objetivo y" A < ¢”, en tal caso el
lado derecho resultante de tales operaciones seria una cota inferior para el valor de la
funcion objetivo 3"b < ¢"x. Desde luego desearemos que esa cota sea lo mas alta
posible, ya que se podria asegurar que la funcion objetivo no puede ser menor que ese

valor.

Por lo tanto, el problema de encontrar esa cota inferior, seria el problema de

encontrar coeficientes y, a y,, para las filas de la matriz tales que al multiplicarlos por

m

las filas y sumarlos no superen los coeficientes de la funcién objetivo, es decir, tales que

ATygc
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y tal que el resultado obtenido en el lado derecho al operar sea méximo. Este nuevo

problema planteado a raiz del anterior se denomina problema dual (D)

maxy, = b’
"0 () (1.33)
Ay <ec

siendo y € R™ el vector de variables del problema dual o variable duales.

Veamos un ejemplo de este razonamiento. Sea el siguiente problema primal
min bz, — 3z, — z, + 4z,
T, — 2%, + 30, +x, =7
122, — 9z, — 4z, — 4z, > —3
8z, —dxy + Tz, + 92, <6
z, > 0,z,,z, libres,z, <0
Queremos obtener una cota inferior de este problema. Definimos y,, v, e y, como

los pesos de las restricciones por ese orden. La combinacion lineal de las restricciones
resulta
y,(z, — 22, + 3z, + z,) + y,(122, — 9z, — 4x, — 4z,) + y,(8x, — bz, + Tz, + 92,)

reagrupando términos

(y, + 12y, + 8y;)z, + (—2y, — Yy, — byy)z, + By, — 4y, + Tys)z, + (y, — 4y, + 9y,)z,
cada uno de estos coeficientes de z,, z,, x, y x, debe tener una relacion con el del
problema original. Como z, > 0 para que la funcion objetivo del nuevo problema sea
menor su coeficiente ha de ser menor y, +12y, +8y, <5. Como z, <0 su
coeficiente ha de ser mayor y, — 4y, + 9y, > 4. Como z, es libre la relacion entre sus
coeficientes  dependera del valor que tome. Si z,>0  entonces
—2y, — 9y, — by, <-3.Si z, <0, —2y, — 9y, — by, > —3. La unica forma de que
se puedan cumplir ambas a la vez es —2y, — 9y, — 5y, = —3. Anadlogamente para z,,

3y, — 4y, + 7y, = —1. Luego las restricciones que deben cumplir los pesos para que la

combinacion lineal sea cota inferior son
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y, +12y, + 8y, <5
-2y, — 9y, — 5y, = —3
3y, — 4y, + 7y, = —1
Yy — 4y, +9y; 24
La ecuacion 7y, — 3y, + 6y, ha de tomar el maximo valor posible. Para ello se
sustituyen los coeficientes de y,, ¥, € y, en la combinacion lineal por sus cotas en las

restricciones del primal garantizando que la combinacién lineal siga siendo cota

inferior.

Como z, —2z, + 3z, +z, =7, y, puede tomar cualquier valor, es libre. Como
12z, — 9z, — 4z, — 4z, > —3, para que se cumpla (12z, — 9z, — 4z, — 4z,)y, > —3y,
necesariamente y, > 0. Como 8z, — b5z, + 7z, + 92, <6, para que se cumpla

(8z, — bz, + Tz, + 9z,)y, > 6y, necesariamente y, < 0.

Luego el problema, denominado dual, que obtiene la mayor cota inferior del

problema primal original es

max 7y, — 3y, + 6y,

y, +12y, + 8y, <5
-2y, — 9y, — 5y, = —3
3y, — 4y, + 7y, = —1
Y — 4y, +9y; >4

y, libre,y, > 0,y, <0

Cualquier problema de programacion lineal denominado primal tiene asociado a él
otro problema también de programacion lineal llamado dual. Tal como se observa en la
tabla siguiente, si el problema primal es de maximizacion con m restricciones y n
variables, (m xn), el problema dual es de minimizacién con n restricciones y m
variables, (nxm). Se elige este caso particular de optimizaciéon para facilitar la

presentacion de la dualidad pero son generalizables a cualquier problema de
optimizacion lineal.
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Primal (m x n)

Dual (n xm)

maxz = c
Ax <D
z>0

miny, =b"y

y
Aty >c
y=>0

n
maxz — E le'7
z; =t

n
g a;z; <b i=1...,m
j=1

z; 20 j=1...,n

miny, = /b..
v yO Lzzl lyl

Para el ejemplo habitual el problema primal y dual son los siguientes

Primal Dual
max z = 3z, + 9%, miny, = 4y, + 12y, + 18y,
z < 4 Y 3y, = 3
2z, < 12 2y, +2y, > 5
3:171 +2x2 S ]-8 y17 yQ? y3 2 0
z, x > 0
x
max z = [3 5] :L_l %
2 miny, = [4 12 18} Yy
1 4 Ys
'1;1
2 < |12
L 1 3N 13
3 2 18 >
2 2| = 5
T 0 Ys
? Yy 0
Y| 210
Ys 0

A continuacion se muestra la tabla completa (vista de izquierda a derecha o

viceversa segun sea el problema primal) que permite la transformacién de un problema

primal cualesquiera en su dual y viceversa.
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min max
Variable Restriccién
>0 = <
<0 & >
no restringida | < =
Restriccién Variable
2 = >0

< | norestringida

Tabla 2.6 Tabla de conversion entre primal y dual.

A cada restriccion (variable) del primal le corresponde una variable (restriccion) del
dual. EIl tipo de restriccion (variable) del primal afecta al tipo de variable (restriccion)
del dual.

Como caso ejemplo general para observar la conversion entre primal y dual se

presenta el siguiente problema.

JIIIEILIJ Gy + Ty + Gy ?Bi Y0, + y,0, + y,b,
Ay, Ty + QT + aT; < by Y10y, + Yolyy + Y3y < €
Uy Ty + Ay + Gy T; > by Y101y + Yoy, + Yslyy = G
U3y T, + gy Ty + Ag3Ty = by Y13 + Yplyg + Y3lgy = Cy
z, > 0,z, <0,z, libre y, < 0,y, > 0,y, libre

Existe un conjunto de propiedades basicas de dualidad que ligan las soluciones del
primal y dual.

Teorema: El dual del problema dual es el problema primal.
Propiedad de la simetria

Para cualquier problema primal y su dual, todas las relaciones entre ellos son

simétricas porque el dual de su dual es el primal.

Implicitamente las propiedades que siguen se muestran suponiendo que el primal es

de maximizacién y el dual de minimizacion, pero son completamente generalizables.
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Propiedad débil de la dualidad

Si z es una solucion factible del primal e y es una solucion factible del dual, se

verifica que ¢’z < b"y.
Propiedad fuerte de la dualidad
Si 2 es una solucion optima del primal e ¢ es una solucion Optima del dual, se
verificaque ¢’z =b"7.
Propiedad de soluciones basicas complementarias

En cada iteracion del método simplex se encuentra una solucion basica (vértice)

factible del primal y una solucion bésica complementaria infactible del dual tal que

c'z =b"y 0 2 =1y,.Si  noes optima para el primal y no es factible para el dual.

Si la solucién bésica del primal estd asociada a la base B, la solucion dual
complementaria tiene la expresion y" = c¢,B~". Notese que son los coeficientes que
aparecen en la expresion de los costes reducidos del problema primal (denotados
entonces por w") y aparecen, cambiados de signo, en la tabla del método simplex bajo
las variables bésicas iniciales x},. Luego, las variables duales son los coeficientes de las

variables bésicas iniciales en la funcidn objetivo cambiados de signo.

Variables basicas g o ! Cotas
—Z -1 e —c,BT'N’ —c, B! —c,B™'b
Tp 0 B'N’ B! B™'b

Tabla 2.7 Tabla (B) del simplex en una iteracién cualquiera.

A partir de esta expresion la comprobacion de la propiedad enunciada es inmediata

y se explican las relaciones de transformacion de un problema a otro.
Propiedad de solucion bésica dptima complementaria

En la iteracién final se encuentra simultaneamente la solucidn basica optima z del

i asica opti ia g u verificacz =0y 0 2=
rimal y la bésica ptima complementaria ¢ del dual y se verifica ¢" b'§ o

N )

'K
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Es decir, en el 6ptimo del problema primal la solucion dual complementaria es también

Optima para el problema dual.

Ademas, esta solucién dual puede ser facilmente identificada en la forma tabular del
simplex, corresponde a los coeficientes de las variables basicas iniciales (variables de
holgura y artificiales) en la funcion objetivo. Para las variables de holgura, la solucion
dual complementaria puede ser vista en los costes reducidos de estas variables,
simplemente cambiando el signo. Si la variable fuera de exceso es todavia méas directo,
ya que no habria que cambiar el signo. Sélo en el caso de las restricciones donde no se
hayan introducido variables de holgura o exceso, es decir, restricciones de igualdad (o si
se hubieran eliminado las variables artificiales tras la fase 1) no es posible ver el valor

de las variables duales asociadas a esas restricciones.

Variables basicas p o ! Cotas

—z -1 —variables duales de| —variables duales —ciB'b
exceso y de holgura originales
Lp 0 B'N’ B! B~'b
Propiedad de la complementariedad de holguras

Si una solucién éptima del primal tiene una variable de holgura o exceso > 0 en una
restriccion (es decir, es variable basica > 0), la variable dual asociada a esa restriccion
tiene valor 0 y, de la misma forma, si una variable original del primal (no las de
holgura, exceso o artificiales) en el oOptimo tiene valor > 0, su correspondiente
restriccion del dual no tiene holgura (es decir, su variable asociada del dual es 0). Por el
contrario, si una variable de holgura o exceso del primal es 0 en el éptimo, la variable
dual asociada a dicha restriccion puede tener un valor distinto de 0 (positivo o negativo
segun corresponda al tipo de restriccion y de funcion objetivo —maximizacién o

minimizacién-) en el 6ptimo del problema dual.
Supongamos, los problemas primal y dual ya mencionados

minz =c'z
Az =b (P)
z>0
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T

maxy, =b'y
) (D)

Ay<c

Introducimos variables de holgura en las restricciones del problema dual

maxy, =b'y
Aly+s=c
s>0

Alternativamente, la propiedad de la complementariedad de holguras para las

soluciones dptimas se puede expresar como

rs. =0 j7=1...,n (1.34)

Esta propiedad impide que los valores de =, y de s; en las soluciones Optimas de

primal y dual sean simultdneamente diferentes de 0. Por otra parte, permite que ambos
sean 0.

Sean dos puntos factibles del problema primal y dual, es decir, que cumplen

Az =10 x>0

1.35
A'y+s=c s>0 (135

Se define el intervalo de dualidad (duality gap) como la diferencia

cr—by=A"Yy+9) 2 -by=y Az +sr-by=2"s= ijsj (1.36)

=1

Para las respectivas soluciones optimas del problema primal y dual este intervalo de

dualidad es 0 segun la propiedad de la complementariedad de holguras.

Teorema de dualidad

Las unicas relaciones posibles entre primal y dual son:

1. Siun problema tiene soluciones 6ptimas factibles entonces también las tiene el otro.
Se pueden aplicar las propiedades débil y fuerte de dualidad.

2. Si un problema tiene soluciones factibles y funcion objetivo no acotada, el otro

problema no tiene soluciones factibles.
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3. Siun problema no tiene soluciones factibles, el otro o no tiene soluciones factibles o

no tiene funcidn objetivo acotada.

Otra forma de expresar estas mismas relaciones entre primal y dual es el lema de
Farkas. Sea el problema en su forma estandar
minc’ z
Ax =b (1.37)
x>0

Entonces exactamente uno de los dos sistemas de ecuaciones siguientes tiene
solucion.
Sistemal: A"z =b y > 0 paraalgin z € R"
Sistema2: A"y <0y b'y >0 paraalgin y € R"

Veamos estas propiedades en el caso ejemplo.

max z = 3z, + 9%,

z, <4
2z, <12 (p)

3z, +2z, <18

z, T, >0

El problema dual de éste es

miny, = 4y, + 12y, + 18y,
Y +3y, >3

2y, 42y, 25
Yoo Y Yy 20

(D)

Sea el problema primal anterior en su forma estandar y la tabla inicial
correspondiente
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min z = -3z, — 5,
z, +1, =
2z, +z, =12
3z, 42z, +z, =18
T, X, T, =z, z, >0
Variables basicas | » | 2 | 2, | 2, 2 | Cotas

—z -1/ -3|-5 0
) 1 1 4
Ly 2 1 12
T 3 12 1 18

El problema dual en forma estandar, aunque sin afadir variables artificiales porque
no lo queremos resolver por el método simplex tal como se ha explicado, y la tabla

inicial correspondiente son

min y, = 4y, + 12y, + 18y,

Y +3y,  —v, =
2y, +2y, —Y; =09

Yoo Yoo Yy Yy Y =0

Variables basicas | |y | 4 |y |y, v, | Cotas
. a1 4 12 8 o
—y, -1 1 3 3
—y. -1 2 | 2 5

La solucion bésica factible inicial para el problema primal es
(z,,%,,75,7,,7,) = (0,0,4,12,18), siendo z}, :[% T, x5} y x) =[m1 x2}, y la
funcion objetivo z=0. Para el problema dual la solucion basica infactible
correspondiente €S (y,, Yy, Y5, ¥, Y5) = (0,0,0,—3,—5), siendo yﬁ:[m ys} y

Yy = [yl Y, yg} , con funcion objetivo g, = 0.

Los valores de las variables del problema dual (variables duales) corresponden a los

coeficientes de las variables del problema primal en la funcion objetivo. Las variables
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originales del problema dual en las columnas correspondientes a las variables basicas
iniciales del problema primal y las variables de exceso del problema dual en las
columnas de las variables no bésicas iniciales del primal. En cualquier iteracion,
excepto la ultima, del método simplex aplicado al problema primal algin coste reducido
de las variables no bésicas toma valor negativo luego existe una variable dual negativa,

luego el problema dual para esa solucion basica es infactible.

En el 6ptimo del problema primal se tienen la siguiente tabla

Variables basicas | z | ¥ | Ty | T3 | T, Z; | Cotas
—z -1 3/2 1 36
L3 1| 13 |-1/3 2
Ty 1 1/2 6
T, 1 -1/3 | 1/3 2

La solucion bésica 6ptima del primal es (z,,z,,z,,,,z;) = (2,6,2,0,0) y Z = —36
para el de minimizacion, 2 = 36 para el original de maximizacion. Esta es la solucion
Optima porque los costes reducidos de las variables no bésicas ¢, = [3/2 1} son no
negativos. Las variables duales de este problema de minimizacion son

(Y1, Yy, y5) = (0,—3/2,—1), los costes reducidos de las variables bésicas originales

cambiados de signo. Las variables duales del problema original de maximizacién son
las opuestas (y,,4,,y;) = (0,3/2,1).

Para el problema dual la tabla final es la siguiente

Variables basicas |, |, | o Y. | ¥ | ¥;5 | Cotas
—1, 11! 2 6 2 -36
Ys -1/3 1/3 1 1
Y, 113 1 -121-13] 1 3/2

La solucion basica optima del dual es (v,,y,,¥s,¥,,y5) = (0,3/2,1,0,0) e g, = 36.

Esta es la solucion 6ptima porque los costes reducidos de las variables no basicas

éJTV:P 6 2} son no negativos. Las variables duales de este problema son
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(z,z,) = (2,6), corresponden a los costes reducidos de las variables de exceso y, € v,
sin cambiar de signo.

En el 6ptimo del problema primal la primera restriccion no es activa, por ser su
variable de holgura z, estrictamente positiva, mientras que las dos Ultimas restricciones
lo son por ser nulas las variables de holgura correspondientes, z, y .. Efectivamente,
en el problema dual la variable y, asociada a la primera restriccion toma valor O,
mientras que las variables y, y y, correspondientes a la segunda y tercera toman valor
no nulo.

En cuanto a la interpretacion de las variables duales, éstas tienen un claro sentido
econdmico en el propio problema primal. Obsérvese que dadas las relaciones existentes

entre ambos problemas se ha dicho que los valores dptimos de ambos problemas son

iguales, es decir, suponiendo un problema primal de maximizacion se tiene que
maxc' z = minb"y

0 lo que es lo mismo,
machixj = mianZ.yi
=1 i=1

Por lo tanto, si se incrementa una unidad la disponibilidad de un recurso b, el
Optimo de la funcion objetivo se vera incrementado en y, unidades, es decir, las
variables duales representan el valor marginal de cada recurso, también Ilamado precio

sombra o precio justo, ya que representa la cantidad maxima que se podria llegar a

pagar por una unidad mas de recurso.

Las variables basicas son estrictamente positivas. Si alguna de las variables de
holgura o exceso es béasica entonces la variable dual de dicha restriccion es 0 (propiedad
de la complementariedad de holguras). Econdmicamente es evidente, ya que si hay
holgura de un recurso su precio marginal es cero, no se esta dispuesto a pagar por

disponer de una unidad mas.

Hay que tener precaucion con esta interpretacion pues todo tiene un limite, es decir,

esto sera cierto mientras no cambie el valor de las variables duales, lo que se puede
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asegurar mientras la base actual sea Optima (ya que como hemos visto las variables
duales tienen la expresion y" = c,B~", luego no dependen de b). De ahi que una
interpretacion completa de una solucion requiera también el anlisis de los limites en
que puede darse esta interpretacion. El calculo de estos limites corresponden a lo que se

denomina andlisis de sensibilidad que se presenta en la siguiente seccion.

Veamos a continuacion un ejemplo muy sencillo de planificacion de la operacion de
sistemas de energia eléctrica escrito en GAMS. El problema primal es la minimizacion
de los costes variables de explotacion de un sistema para una hora, denominado
problema de despacho econémico. El problema dual corresponde a la maximizacion de

la funcidn de utilidad de consumidores y generadores.

Se trata de un sistema eléctrico con tres generadores cuya potencia maxima es de
200, 200 y 100 MW y con costes variables de 30, 50 y 70 €/ MWh. La demanda a cubrir

es de 300 MW.

min ¢, P, +¢,P, + ¢, P,

PP, P _ _ _
142943 d)\ P P P
P 4B 4P, >d A men + By + By, + Py

_ by < : P
P <P .y +y =6 1
p <P . A +hy <¢ :h
2 R tiy <S¢ iR
< i
Boshoom g sy f, s py <0
B, B B 20

set 1 grupos de generacién / gl * g3 /
parameter
cv(i) coste variable / g1 30, g2 50, g3 70 /
ptmx(i) potencia maxima / gl 200, g2 200, g3 100 /
scalar dem demanda / 300 /

positive variables P(i) potencia producida
variable coste

equations
fo coste variable total
demanda cobertura de la demanda

prodmax(i) limitacion de la potencia producida ;
fo .. coste =E= sum[i, cv(i) * P(1)] ;
demanda .. sum[i, P(i)] =G= dem ;

prodmax(i) .. P(i) =L= ptmx(i) ;

model opera / all /

solve opera using Ip minimizing coste
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Solution Report SOLVE opera Using LP From line 23
SOLVE SUMMARY
MODEL opera OBJECTIVE coste
TYPE LP DIRECTION MINIMIZE
SOLVER CPLEX FROM LINE 23
**** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
**** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
**** OBJECTIVE VALUE 11000.0000
RESOURCE USAGE, LIMIT 0.530 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 0 10000

GAMS/Cplex May 15, 2003 WIN.CP.CP 21.0 023.025.041.VIS For Cplex 8.1
Cplex 8.1.0, GAMS Link 23

Optimal solution found.

Objective : 11000.000000

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
---- EQU fo - - - 1.0000
---- EQU demanda 300.0000 300.0000 +INF 50.0000

fo coste variable total
demanda cobertura de la demanda

---- EQU prodmax limitacion de la potencia producida

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
gl -INF 200.0000 200.0000 -20.0000
g2 -INF 100.0000 200.0000 .
g3 -INF - 100.0000

--—-— VAR P potencia producida

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
gl ; 200.0000 +INF
g2 ] 100.0000 +INF ]
g3 ) ) +INF 20.0000

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
-——— VAR coste -INF 11000.0000 +INF

set i grupos de generacion / gl * g3 /

parameter
cv(i) coste variable / g1 30, g2 50, g3 70 /
ptmx(i) potencia maxima / gl 200, g2 200, g3 100 /

scalar dem demanda / 300 /
positive variable LA precio marginal
negative variables MU(i) precio marginal
variable benef

equations

fo remuneracion total
prgrupo(i) limitacion del pago al grupo ;
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fo .. benef =E= dem * LA + sum[i, ptmx(i) * MU(i)]
prgrupo(i) .. LA + MU(i) =L= cv(i) ;

model opera / all /

solve opera using Ip maximizing benef

Solution Report SOLVE opera Using LP From line 22
SOLVE SUMMARY
MODEL opera OBJECTIVE benef
TYPE LP DIRECTION MAXIMIZE
SOLVER CPLEX FROM LINE 22
**** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
**** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
**** OBJECTIVE VALUE 11000.0000
RESOURCE USAGE, LIMIT 0.030 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 2 10000

GAMS/Cplex May 15, 2003 WIN.CP.CP 21.0 023.025.041.VIS For Cplex 8.1
Cplex 8.1.0, GAMS Link 23

Optimal solution found.
Objective : 11000.000000
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
-——- EQU fo . . . 1.0000
fo remuneracién total

--—— EQU prgrupo [limitacion del pago al grupo

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
gl -INF 30.0000 30.0000 200.0000
g2 -INF 50.0000 50.0000 100.0000
g3 -INF 50.0000 70.0000 .
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
--—— VAR LA - 50.0000 +INF

LA precio marginal

--—— VAR MU precio marginal

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
gl -INF -20.0000 - -
g2 -INF - - 100.0000
g3 -INF - - 100.0000
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
---- VAR benef -INF 11000.0000 +INF

El coste variable total resultante es de 11000 €. El grupo 1 produce sus 200 MW y el

grupo 2 produce 100 MW vy es el marginal. Para este problema, la variable dual de la
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ecuacion de la demanda indica el incremento en costes variables del sistema por
incremento marginal de la demanda. Tiene un valor de 50 €/ MWh, lo que quiere decir
que si la demanda se incrementara en 1 MW el coste variable total se incrementaria en

50 €. Corresponde al coste variable del grupo marginal.

Una aplicacion directa de la dualidad se plantea a la hora de resolver un problema ya
que, como se ha visto, resolviendo uno u otro se obtiene la misma solucion 6ptima.
Entonces, dado un problema primal cualquiera y sabiendo que se puede obtener su dual
y resolverlo, ¢cual de los dos se debe resolver? Sabiendo que el tiempo de resolucién
crece proporcionalmente a m”, si m < n entonces se resolvera el problema primal y si
m > n Se resolvera el problema dual en estas etapas: (i) se pasa del primal al dual, (ii)

se resuelve el dual y (iii) se pasa de nuevo del dual al primal.

1.6. Analisis de sensibilidad

El andlisis de sensibilidad o de postoptimalidad estudia los efectos sobre la solucién
Optima debidos a cambios en cualquier pardmetro del problema de optimizacién lineal

A, b o ¢ partiendo de la solucion optima ya alcanzada.

Observando la tabla 2.8, tabla del simplex en cualquier iteracion, se advierte que las
columnas de la tabla bajo las variables basicas iniciales z, no dependen de los
parametros del problema original. Entonces, si éstos cambian (b —b, A— A 0
ci — ¢, ) se deberan recalcular para los nuevos valores solamente los bloques de la

tabla que se alteran y continuar a partir de ahi con el método simplex.

Variables Basicas z Ty T, Valores
—Z -1 ¢l —chB'N' —c;, B! —c}B™'b
Ty 0 BN B B~

Tabla 2.8 Tabla del simplex (B) en una iteracidn cualquiera con cambios en parametros.

También se pueden determinar los cambios de manera incremental. Si

(b—b+Ab, A— A+ AAY c, — c, + Acl) latabla presenta ahora este aspecto
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Variables Basicas 2 Ty T, Valores
—Z Acy —c,BT'AN’ —cp BT'AD
Ty B AN’ B'Ab

Tabla 2.9 Cambios incrementales en la tabla del simplex (B) en una iteracion cualquiera con

cambios en parametros.

Luego las modificaciones de los bloques correspondientes se pueden escribir como

Aél = Acll —¢IBT'AN', Az = w"Ab, Ab = B'Ab
El procedimiento genérico completo de andlisis de sensibilidad tiene estas etapas:

1) introduccién de los cambios en los blogues correspondientes de la tabla del

simples

2) preparacion para adecuarla a una iteracion del simplex (funcién objetivo con
coeficientes nulos en variables basicas y matriz identidad en las columnas de

dichas variables)
3) prueba de factibilidad (todas las variables basicas no negativas)

4) prueba de optimalidad (costes reducidos de las variables no bésicas no

negativos en un problema de minimizacién)

5) nueva iteracion del método simplex o del método simplex dual (éste se ve en

un siguiente apartado)

En el ejemplo habitual se ha hecho mediante GAMS analisis de sensibilidad con
respecto a las cotas de las restricciones y a los coeficientes de la funcién objetivo y da

estos resultados.

max z = 3z, + 5z,
T, <4
2z, <12

3r, +2z, <18

T, T >0

| positive variables x1, x2
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variable z

equations fo, rl1, r2, r3 ;

fo .. z=e= 3 * x1 +5 * x2 ;
rl .. x1 =1=4 ;

r2 .. 2 *x2 =1=12 ;

r3 .. 3*x1+ 2*x2=I=18 ;
model caso 7/ all / ;

caso.optfile= 1

solve caso maximazing z using Ip

METODOS DE OPTIMIZACION

Solution Report

SOLVE

MODEL caso
TYPE LP
SOLVER CPLEX

**** SOLVER STATUS
**** MODEL STATUS
**** OBJECTIVE VALUE

1 OPTIMAL
RESOURCE USAGE, LIMIT
ITERATION COUNT, LIMIT
GAMS/Cplex
Cplex 8.1.0, GAMS Link 23

User supplied options:
objrng all
rhsrng all

Optimal solution found.

Objective : 36.000000
EQUATION NAME
fo
ri
r2
r3
VARIABLE NAME
x1
X2
z
LOWER
--—-- EQU fo -
--—— EQU ri1 -INF
-——- EQU r2 -INF
-——- EQU r3 -INF
LOWER
-—-- VAR x1
-——- VAR x2 -
-——— VAR z -INF

OBJECTIVE
DIRECTION
FROM LINE
1 NORMAL COMPLETION

36.0000

0.010
0

LEVEL

2.000
12.000
18.000

LEVEL
2.000

6.000
36.000

SOLVE caso Using LP From line 15

SUMMARY

z
MAXIMIZE
15

1000.000
10000

UPPER

4.000
12.000
18.000

UPPER
+INF

+INF
+INF

May 15, 2003 WIN.CP.CP 21.0 023.025.041.VIS For Cplex 8.1

CURRENT UPPER

0 +INF

4 +INF

12 18

18 24

CURRENT UPPER

0 4.5

0 +INF

1 +INF
MARG INAL
1.000
1.500
1.000
MARG INAL
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A continuacion se analizan especificamente algunos cambios: en las cotas de las
restricciones, en un coeficiente de una variable en las restricciones o en la funcion

objetivo, introduccién de una nueva variable o restriccion.

1.6.1. Cambios en cotas de restricciones

Observando la tabla 2.8 se ve que los cambios en las cotas de las restricciones solo
afectan al valor de la funcion objetivo y a los valores de las variables basicas. Como
éstos se pueden hacer negativos se puede perder factibilidad. En este caso, se aplica el

método simplex dual que se vera mas adelante.

Geométricamente, los cambios en las cotas de las restricciones suponen desplazar
paralelas a si mismas las restricciones. Dado que el punto dptimo viene dado por las
restricciones que son activas, al realizar este desplazamiento también se desplaza el
punto 6ptimo. El nuevo punto puede seguir dentro de la regién factible, en cuyo caso
sigue siendo el 6ptimo o quedar fuera, con lo que hay que aplicar el método
denominado simplex dual para volver a la region factible, es decir, recuperar la
factibilidad.

Veamos un ejemplo de cambio de la cota en la segunda restriccion del problema.

4 4
Las cotas pasan de ser b = |12| a tomar el valor b = |24|. La inversa de la matriz base
18 18

1 1/3 -1/3
en la iteracion final era B™'=|- 1/2 : y las variables duales
~1/3 1/3

y' =B = -3/2 —1).
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El nuevo valor de la funcion objetivo sera
4

z“:ch”F:yTb_:{- —-3/2 —1] 24| =-54 y el de las variables basicas
18

1 1/3 -1/3|/4 6
T, = b=B" =| 1/2 . 24| =112, que resulta ser infactible por tomar
—1/3 1/3 ||18] |-2

un valor negativo.

Estos cambios se pueden realizar también de forma incremental

F=i4Az=i+y Ab=-36+| —3/2 —1/[12|=-36—18 = —54

o [t 173 —1/38|[-1 2] [4] |6
T, =12, +Ax, =1, +B'Ab=|6/+|- 1/2 - |[12|=1|6]+]| 6 |=|12
20 |- =1/3 /3] 2| |74 |2

Es interesante determinar también el intervalo de valores para los que la solucién

basica optima se mantiene factible cambiando unicamente el valor de b, en el problema.

Continuando con el ejemplo de incremento de la cota de la segunda restriccion

2| | 1/3 24 Ab,/3>0
b=b+B'Ab=|6|+| 1/2 |Ab,>0. Por tanto, {6+ Ab,/2>0}. Es decir,
2| |-1/3 2—Ab,/3>0

Ab, >—6, Ab,>-12 y Ab, <6. Luego, —6 <Ab, <6 da el intervalo de
modificacion de la cota de la segunda restriccion sin que se pierda factibilidad con la

misma solucion basica factible.
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1.6.2. Cambio en un coeficiente de una variable no basica

Se analiza el cambio en los coeficientes de una variable no bésica en la iteracion

final o bien en la funcion objetivo ¢ =¢)/ —c,B'N’' o bien en las restricciones

B™'N’. Estos cambios no afectan a la factibilidad de la solucién pero pueden afectar a
la optimalidad. Geométricamente, el cambio de un coeficiente de una variable en la
funcion objetivo, sea basica o no, supone un cambio de direccion de optimizacion, pero
no afecta a la region factible. Asi pues, lo Unico que puede ocurrir es que el punto

Optimo actual deje de serlo y haya que iterar para encontrar el nuevo éptimo.

Si ¢ =¢f —c¢,B'N" >0 la solucion sigue siendo optima. Se puede determinar
el intervalo de valores del coeficiente de la variable no basica en la funcién objetivo
(cambiando solamente éste) para los que se mantiene la optimalidad. En caso contrario
la solucion no es Optima, esta serd la nueva variable basica entrante y se debe continuar

con el método simplex.

De acuerdo con esta expresion el coste reducido se puede interpretar como la
cantidad minima en que tiene que reducirse el coeficiente de la variable en la funcion
objetivo para que interese realizar esa actividad (incrementar desde 0), o bien como el
maximo decremento permisible de dicho coeficiente para mantener la actual solucion

béasica factible como optima.
1.6.3. Introduccién de una nueva variable

Es un caso particular de la situacion anterior. Una variable que no existe es
equivalente a una variable no bésica en la solucion final (igual a 0) a la que se le

cambian los coeficientes de la funcion objetivo y de las restricciones.

Para introducir una nueva variable se calcula el coste reducido de la variable y si

éste es menor que 0 serd una variable cuyo valor interese aumentar y por lo tanto hay

que introducirla en la tabla. Para ello se calcula B*aj y se aflade como columna de esa

variable en la tabla y su coste reducido en la fila de la funcidn objetivo. A continuacion

se sigue con las iteraciones del simplex.
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1.6.4. Cambio en un coeficiente de una variable basica

El cambio en un coeficiente de una variable bésica en la iteracion final (aunque era
una variable no basica en la iteracion inicial) en la funcién objetivo supone un cambio
en todos los costes reducidos de las variables no basicas que han de ser actualizados.
Una vez hecho esto, la solucién actual puede seguir siendo 6ptima (con diferente valor
de la funcién objetivo) o no, en cuyo caso hay que seguir iterando con el método
simplex (pérdida de optimalidad).

El cambio de algun coeficiente de una variable basica en la matriz de restricciones

BN’ altera la tabla del simplex de manera que se requiere ponerla de nuevo en la
forma adecuada para eliminacion gaussiana. Esto puede causar pérdida de factibilidad
(resuelto mediante método simplex dual) y/o de optimalidad (resuelto mediante método
simplex), e incluso las variables basicas actuales pueden dejar de formar una base,

requiriendo la introduccion de una variable artificial que la sustituya en la base.
1.6.5. Introduccidn de nueva restriccion

Al introducir una nueva restriccion se comprueba si ésta se satisface para la solucién
optima. Si lo hace, la solucion sigue siendo éptima. Si no, se introduce la restriccion en
la tabla final del simplex con la variable de holgura, por exceso o artificial, que se toma
como variable basica. Se prepara la tabla para eliminacién gaussiana y se sigue con el

método simplex dual ya que se ha perdido factibilidad.

Es importante apuntar, que dado que la solucién éptima actual no verifica la
restriccion afiadida, al introducirla en la tabla y adaptar ésta para la eliminacion
gaussiana, necesariamente el valor de la variable bésica en esa restriccion ha de ser

negativo, pues en caso contrario, es que la solucion actual si verificaba la restriccion.
|.7. Método simplex dual

El método simplex dual es conveniente utilizarlo cuando:
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1) Se necesitan introducir muchas variables artificiales para construir una

solucién bésica factible inicial

2) Se hace infactible la solucion éptima tras una perturbacion en analisis de

sensibilidad

Opera en el problema primal como si el método simplex se aplicara
simultaneamente al problema dual. Maneja soluciones béasicas que satisfacen la
condicion de optimalidad del primal (la solucion dual complementaria es factible),
aunque no sean factibles para el primal, y se mueve hacia la solucién 6ptima para
conseguir factibilidad del primal, sin perder nunca la factibilidad dual (optimalidad
primal). Es decir, mantiene los coeficientes de la ecuacién de la funcion objetivo
mayores 0 iguales que cero y los de las cotas de las restricciones con alguno

estrictamente negativo, excepto en el 6ptimo en que logra la factibilidad primal.

Este método, por lo tanto, se mueve por fuera de la region factible, moviéndose por
vertices exteriores (infactibles) con mejor valor de la funcion objetivo que el 6ptimo que

luego se alcanza y entra en la region factible solo al alcanzar el 6ptimo.
A continuacion se presenta el procedimiento del método simplex dual
1) Inicializacion

Se parte de una solucidn basica que cumpla el criterio de optimalidad (dual factible),

es decir, cuyos costes reducidos sean todos mayores o iguales que 0.

Si la solucidn es factible (todas las variables basicas tienen valor > 0), la solucion

es optima. En caso contrario, iterar.
2) Iteracion

a. Determinar la variable basica saliente (variable basica con valor

negativo) que determina la fila pivote s.

Se suele elegir dentro de las negativas la mayor en valor absoluto, aunque esto

no garantiza una convergencia mas rapida.

b. Determinar la variable basica entrante
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Se ha de utilizar un criterio de relacion semejante al del método simplex primal
para asegurar que se mantiene la factibilidad dual. De entre las variables que
tienen coeficientes < 0 en la fila pivote se selecciona aquélla que minimice en
valor absoluto el cociente entre el coste reducido y su coeficiente en la fila
pivote s :

cC. — 2.

3 J J|.
min 1y, <0
I<j<n Y. ’
5j

En el caso de que no haya ningun elemento estrictamente menor que cero en la
fila pivote, quiere decir que el problema dual no esta acotado y, por lo tanto, el

problema primal es infactible.
Determinar la nueva solucion basica por eliminacién gaussiana.

Veamos con un ejemplo el método simplex dual. Sea el siguiente problema de

programacion lineal

min 4z, + z,
3z, +x, >3
4z, + 3z, > 6
T, + 2z, >4

T,T, >0

Como las restricciones son de tipo > habria que introducir muchas variables

artificiales y emplear el método de las dos fases para solucionarlo. En su lugar, se

transforman las restricciones en tipo <y se aplica el método simplex dual.

min 4z, + z,
-3z, —x, <3
—4z, — 3z, < —6
—x, — 2z, < —4

T, Ty >0

Una vez transformado en la forma estandar se obtiene el siguiente problema y la

siguiente tabla del simplex
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min 4z, + z,

=3z, — 1, +x, = —3
—4z, — 3z, +z, = —6
-z, — 2z, +z, = —4

L)y Loy Tq, Ty, Ty > 0

Variables Basicas| z | T | T, | T3 | X, | T; | Valores
Relacién -1 -1/3
—2z -114 | 1
Ty -3/ -1 1 -3
Zy 4| -3 1 -6
T -1, -2 1| -4

Obsérvese como la tabla tiene las caracteristicas necesarias para utilizar el simplex
dual: coeficientes de la funcién objetivo mayores o iguales que O (factibilidad del dual,
optimalidad del primal) y alguna cota de las restricciones negativa (no optimalidad del
dual, infactibilidad del primal).

Se elige x, como variable basica saliente por tener el mayor coeficiente negativo en

la funcion objetivo del dual (mayor valor negativo de cota). Esta define la fila pivote. Se
calcula la relacion entre los coeficientes de la funcion objetivo y los estrictamente

negativos de la fila pivote. Se elige como variable basica entrante z,, aquélla con menor
relacion en valor absoluto, sera la primera que alcance valor O al incrementar x,. Se

realizan ahora las transformaciones sobre la tabla para prepararla para la eliminacion

gaussiana.
Variables Basicas| z | &1 | %, | T3 | T, | T; | Valores
Relacién -8/5 -1
—Z -1/ 8/3 1/3 -2
Z3 —5/3 1 -1/3 -1
Ty 4/3 | 1 -1/3 2
Zs 5/3 -2/3 1

Se elige z, como variable basica saliente y

hacen las transformaciones pertinentes.
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x, como variable basica entrante y se

Variables Basicas T, | Ty | Ty | Xy | Ts | Valores
—2z 111 1 -3
z, 5 -3/ 1 3
Ly 3/1|-1 3
Ty 5 -2 1 2
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Esta es la solucion optima (z,,z,,7,,2,,7,) = (0,3,0,3,2) y la funcién objetivo

z = 3. Las variables duales son (y,,v,,v,) = (—1,0,0) para las restricciones de <, para

las restricciones originales > serén (y,,v,,y;) = (1,0,0).

VVeamos el problema dual del problema original y la tabla inicial del simplex para
este problema

max y, = 3y, + 6y, + 4y,
3y, +4y, +y; <4
Y, + 3y, +2y3 <1

Y1y Yp, Yy = 0
Variables Basicas | ¥ | % | ¥ | Y5 | Y4 | U5 | Valores | Relacion
—Yp -1|-3|-6|-4
Y, 3/4|1 1 4 1
Ys 1132 1 1 1/3

Entra la variable y, y sale la variable y,. Reorganizando la matriz de restricciones
queda la siguiente tabla.

Variables Basicas | % | %1 | % | Ys | Y| Ys |Valores Relacion
—Yo -1/-1 2 2
Yy 5/3 -5/3 1 |-4/3| 8/3 8/5
Yy 1311 213 13| 173 1

Entra la variable y, y sale la variable y,. Reorganizando la matriz de restricciones

queda la siguiente tabla, que corresponde a la solucién 6ptima.

Variables Basicas | % | Y1 | % | Y5 | Ys | Y5 | Valores
—Yo -1 32 3 3
Yy -5/-5| 1|3 1
Yy 1132 1 1

La solucién optima es (y,,Y,,Ys,Ys,¥s) = (1,0,0,1,0) y funcién objetivo g, =3
para el problema de maximizacion. Las variables duales son (z,,z,) = (0,3). Es decir,

el método simplex dual es equivalente a aplicar el método simplex al problema dual.
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1.8. Programacion lineal paramétrica

Asi como el analisis de sensibilidad determinaba los cambios en la solucién optima

del problema original por cambios discretos en los valores de algin parametro, el

andlisis paramétrico determina el cambio en la funcién objetivo en funcién de cambios

continuos en los parametros. Se presenta a continuacion el analisis paramétrico frente a

cambios en los coeficientes de la funcion objetivo y cotas de las restricciones.

1.8.1. Cambios simultaneos en coeficientes de la funcion

objetivo

Suponemos la funcion objetivo z = Z c.z.. Se desea conocer el cambio en la

funcion objetivo dptima 2(6) = >

j=1 373

n

(¢; + ,0); al cambiar el parametro 6 desde O,

j=1

supuestos conocidos los pesos «; para cada variable z; .

1)

2)

3)

4)

5)

Resolver hasta optimalidad el problema con # = 0 por el método simplex.

Mediante andlisis de sensibilidad introducir ch = 04].9.

Modificar la ecuacion de la funcién objetivo para hacer 0 los coeficientes de
las variables basicas en la funcion objetivo. Aplicar la condicién de
optimalidad (coeficientes de variables no basicas > 0) para obtener el valor
de 6.

Incrementar # hasta anular un coeficiente de variable no basica. Esta es la

nueva variable basica entrante.

Encontrar la nueva solucion 6ptima mediante el algoritmo simplex primal. Ir

al paso 3.

Obsérvese que en este tipo de analisis la region factible no cambia, solo se va

modificando la direccidn de optimizacion y para los distintos valores del parametro ¢

se va detectando un nuevo punto éptimo. El proceso de analisis lleva a definir zonas del

espacio paramétrico, siendo el 6ptimo en cada una de ellas un punto extremo diferente.
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1.8.2. Cambios simultaneos en cotas de las restricciones

Se desea conocer el cambio en la funcién objetivo 6ptima z al cambiar 6 desde 0

en las cotas de las restricciones b, + o6, supuestos conocidos los pesos «;. Los
cambios en las cotas b, son equivalentes a cambios en coeficientes de la funcion

objetivo del problema dual.
1) Resolver hasta optimalidad el problema con # = 0 por el método simplex.

2) Mediante analisis de sensibilidad introducir Ab, = 0.

3) Expresar la condicion de optimalidad de las variables del dual (cotas de las

restricciones > 0).

4) Incrementar ¢ hasta anular las cotas de las restricciones (la solucién se haria
infactible). Esta es la nueva variable basica saliente en el simplex dual.

5) Encontrar la nueva solucion 6ptima mediante el algoritmo simplex dual. Ir al

paso 2.

Obsérvese en este caso, que los diferentes valores del parametro 6 determinan
diferentes regiones factibles, asi el espacio paramétrico es dividido en intervalos de
modo que en cada uno de ellos hay una base que es Optima (unas restricciones activas
que determinan el punto extremo 6ptimo). En este caso, el proceso de andlisis acaba con
un intervalo donde para cualquier valor del parametro hay una base que es éptima o con

un intervalo del parametro donde el problema resulta no factible.
1.9. Método de punto interior primal-dual

La investigacion en métodos de punto interior aplicados a programacion lineal nacid
a consecuencia del tedrico mal comportamiento (exponencial) del método simplex en el

peor caso (cuando ha de recorrer todos los veértices del contorno de la region factible).

El método simplex requiere un ndmero de iteraciones proporcional al nimero de

ecuaciones. Sin embargo, el nimero de iteraciones puede aumentar sustancialmente en
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problemas degenerados o disminuir drasticamente si se dispone de una base inicial.
Cada iteracion del simplex es poco costosa. Esencialmente es el célculo de una

actualizacién de la inversa de la matriz base.

Los métodos de punto interior requieren pocas iteraciones para resolver un problema
lineal. Sin embargo, estas iteraciones son muy costosas. Esencialmente cada iteracion

conlleva la resolucidn de un sistema de ecuaciones lineales, como se vera mas adelante.

En 1979 Khachiyan presentd el método del elipsoide y en 1984 Karmarkar describi6
un método proyectivo, reclamando ambos un requerimiento de tiempo polinémico. De
hecho, los métodos barrera fueron desarrollados originalmente para programacion no

lineal en los afios 60 por Fiacco y McCormick [Fiacco, 1968].

El método primal-dual, que se presenta a continuacion, es un caso particular de ellos
y ha dado muy buenos resultados en la practica. Se denomina asi porque resuelve

simultdneamente el problema primal y el dual.
Supongamos un problema lineal en su forma estandar

minz = ¢’z
Az =0 (P) (1.38)
z>0

y su correspondiente problema dual

maxy, = b’
SRRV (1.39)
ATy <c

siendo Ae R™, beR", ceR", zeR"eyec R".
Afadiendo variables de holgura en las restricciones del dual tenemos

maxy, =b'y
A"y +s=c (D) (1.40)
s>0

siendo s € R™.
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Sea 7 una solucion factible del problema primal (P) y (¥,s) una solucion factible
del problema dual (D), no necesariamente basicas. Seran 6ptimos en sus respectivos

problemas si cumplen la propiedad de la complementariedad de holguras
s =0 7=1...,n (1.41)

La idea principal del método primal-dual es moverse por una secuencia de

soluciones estrictamente factiblesc en ambos problemas tratando de que se verifiquen las

condiciones de complementariedad de holguras. Especificamente, se trata de encontrar

z(p), y(p) y s(u) para p>0 que satisfagan el siguiente sistema de (m + n)
ecuaciones lineales (denominadas condiciones de factibilidad) y n ecuaciones no
lineales (denominadas condiciones de complementariedad)

Az =b

x>0

A"y+s=c (PD) (1.42)

s>0

El valor del pardmetro 1 se va reduciendo hasta lograr la convergencia. Mientras

p >0 la condicion s, = p implica que z >0y s> 0, es decir, que ambos son

puntos estrictamente factibles. Este mismo avance se puede ver como una reduccion del
intervalo de dualidad (duality gap) hasta alcanzar el valor cero en la solucién optima

cr—by=2"s=np (1.43)

El método primal-dual se puede interpretar como una variante del método de

Newton de programacion no lineal que resuelve iterativamente un sistema de

ecuaciones no lineales donde las direcciones de movimiento corresponden a Az*, Ay"

y As". Para ello se pasa de una solucion estrictamente factible z* >0 y s* >0 en la

s Se define una solucién como estrictamente factible en el poliedro Az = b, z > 0 a aquélla que

verifica At =by x> 0.
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iteracion k£ a otra en la iteracion k£ +1 que mantenga estricta factibilidad (de ahi el
nombre de método de punto interior) z"*' >0 y s**' > 0 y disminuya el intervalo de
dualidad 2" — 2" + Az", """ — " + AyF y s — 5" + A

Alz" +Ad")=b  — AAz' =0

(1.44)
A" (yk —|—Ayk) +s+ A =¢ — ATAyk +As" =0

que es un sistema de (m + n) ecuaciones lineales en funcion de Az*, Ay" e As".

Ademas se deben satisfacer las condiciones de complementariedad de holguras para

cada dimension j

a:f“sf“ = (mj + Aa:j)(sj + Asj) =

14
s'Azh + 2 Ast + AP AT = - 2tsh (149)
J J J J J J )

que es un sistema de n ecuaciones no lineales en funcidon de Az y As'. Si

despreciamos el término A:cfAsf, ya que se supone que los incrementos de las

variables en cada iteracion seran pequefios, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales
k k k ko k41 kK
s;AZ; +1iAs; = p' — 18] (1.46)

Representemos la condicién de complementariedad de holguras en forma matricial

en funcion de X = diag(x), matriz diagonal donde =, ocupa la posicion j,

S = diag(s) y e = (1 1)T. Luego = = Xe, s = Se Yy, por consiguiente,

XSe = pe (2.47)

De forma completa, una iteracion cualquiera del método primal-dual resuelve este

sistema de (m + 2n) ecuaciones lineales

SAz 4+ XAs = pe — XSe
AAz =0 (1.48)
A"Ay+As=0
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Obteniendo As en funcién de Ay de la tercera ecuacion y sustituyendo en la

primera

SAr — XA"Ay = pe — XSe
AAz =0

(1.49)

Premultiplicando por AS~' y aprovechando la segunda ecuacion obtenemos este

sistema de m ecuaciones lineales para determinar Ay
—AST'XA"Ay = AS™ (ue — XSe) (1.50)
Si definimos la matriz diagonal D = S'X y v(u) = pe — XSe
—~ADA"Ay = AS "v(p) (1.51)
y los otros vectores solucion se pueden calcular secuencialmente de esta manera

As=—A"Ay

(1.52)
Az = S "v(u) — DAs

El coste computacional mas importante de este método esta en la resolucion del

sistema de ecuaciones lineales para el calculo de la direccion de movimiento Ay . En el

caso de columnas densas de A la matriz ADA" tiene muchos mas elementos no nulos

que la misma matriz A.

Si en el método simplex tanto el manejo de matrices cuasivacias como la
factorizacion de la inversa son fundamentales para una buena implantacion en

problemas de gran tamafio estas técnicas resultan criticas en el método de punto interior.

El algoritmo completo parte de una solucion estrictamente factible en la iteracion &
para z" >0, y* y s* > 0. Se calculan las direcciones de movimiento Az*, Ay* e
As" que definen las nuevas soluciones =" + Az", 4" + Ay" y s* + As". Entonces se
reduce el valor del parametro ™' =o*y*, siendo o" €[0,1] el pardmetro de

disminucion para la siguiente iteracion k& + 1 y se repite el proceso. El parametro u se

puede disminuir rapidamente (hasta un orden de magnitud en cada iteracion) siempre

que se mantenga estricta factibilidad de las soluciones y se garantice una disminucion
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de la holgura. Para garantizar la estricta factibilidad hay que limitar los movimientos de

las variables de forma que éstas permanezcan dentro de sus cotas
w(op, p) = T + oA

Y(ap, 1) =y + apAy (1.53)
s(ap, ) = 5 + apAs

donde «, = inin (—azj/Aazj) y a, = min(—sj/Asj) son las longitudes del paso que

z;<0 As;<0
aseguran = >0y s > 0. Obsérvese que el parametro «,, es Unico para y* y s". Una

estrategia habitual es tomar una longitud de paso Unica o = min(a,, )

T, + O&Aﬂjj >0
y, +aly, >0 (154)
s, +als; >0

Si ademas de asegurar estricta factibilidad en la seleccion de o, y «,, se satisface la

condicion de centralidad

(z",s") e C* (1.55)
siendo C* = {(z,5): x5, > yp',j =1,...,n} para v €(0,1) estamos en la estrategia
path following del método primal-dual.

La seleccidn heuristica de valores adecuados de la longitud de paso «, parametro de
centrado ~ e intervalo de dualidad p en cada iteracion son imprescindibles para

obtener en la practica un comportamiento robusto del algoritmo.

, . . . . 3/2 ~
El ndmero de iteraciones es polinomial de orden n o n”* con el tamafio del

problema.

La obtencion de un punto inicial estrictamente factible para el problema primal y
dual puede ser dificil. Sin embargo, las transformaciones anteriores se pueden modificar

para incluir puntos iniciales no factibles.
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A<$k +A$k> =b — AN =b- A2 =1, (156)
1.56
AT(yk—f—Ayk)—f-Sk—'—ASk:C N ATAyk—f-ASk:C—(ATyk—f—Sk)ETD
0 bien
SAz + XAs = pe — XSe = v(u)

ANz =b—Ax =, (1.57)
A'Ay+As=c—-Ay—s=m,

siendo 7, y 7, precisamente los residuos de las ecuaciones del primal y dual

respectivamente. Entonces, el calculo de los vectores de actualizacion en el método

primal-dual para puntos iniciales infactibles queda de esta manera

Ay =—(ADA")' [AS "v(p) — ADr,, — 1,
As=—A"Ay+r, (1.58)
Az = S 'v(u) — DAs

En el caso de puntos infactibles se debe dar prioridad en la disminucién de la

infactibilidad sobre el decremento del intervalo de dualidad .

El método primal-dual predictivo-correctivo de Mehrotra esta disefiado para no

ignorar los términos de segundo orden Az As, que anteriormente se habian
despreciado. Esto se realiza en dos etapas. En la etapa predictiva o afin se predicen
(calculan) los valores de Az y de As junto con un valor del parametro p relacionado

con los valores de = y de s segun el sistema de ecuaciones anterior. En la etapa
correctiva con paso de Newton (i.e., segunda derivada) se utilizan estos valores para

resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

SAz + XAs = pe — XSe — AXASe = v(p)
ANz =b—Ax =, (1.59)
A'Ay+As=c—A"y—s=r,

donde AX = diag(Az) e AS = diag(As) son los valores obtenidos en la etapa

predictiva.
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Los métodos de punto interior no producen soluciones bésicas Optimas. Por ello

cuando llegan al optimo se suele realizar un proceso de permutacion (crossover) para

determinar la solucién basica 6ptima.

Veamos a continuacion la resolucién de este problema por el método primal-dual.

min z = x, + T, min z =z, + @,

—2z, 42, <2 =2z, + 3, + x5 =2
-z, +22, <6 —x, +22, +1, =6

x, +2x, <10 o expresado en forma estandar z, + 2z, + z, = 10

z, +2z,>5 -, —2x, + 15 = —5

T, —z, <4 T, — T, +x, =4

z,T, >0 Tyy Ty, Ty Ty, Loy T, Ty > 0

Su problema dual serd el siguiente

max ¥y, = 2y, + 6y, + 10y, — 5y, + 4y,
=2y — Yyt Yy — Y, +Y; <1

Y, + 2y, +2y, =2y, —y, <1

y, <0

Y, <0

y; <0

y, <0

y; <0

que afnadiendo variables de holgura

72

max y, = 2y, + 6y, + 10y, — 5y, + 4y,
—2?/1—92 +Ys =Yy T Ys +S1:1
Y T2y, + 2y, =2y, —y; +s, =1

Yy +5 =0
Yy +5,=0
Yy, +5, =0
Yy, +8 =0
Yy +5, =0

81589585,8,355,86:5, > 0
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Luego el sistema de 12 ecuaciones lineales y 7 no lineales a resolver es el siguiente

=2z, +xy + x5 =2

-1, +2z, +x, =6

z, + 2z, +z, =10

-, — 2%, + Tz = —5

T —T,+x, =4

2y, =Yt Ys — Y,y +5 =1
v +2y, +2y, =2y, —y, +85, =1

Yy +s5,=0
Yy, +5, =0
y; +5, =0
Yy, +8 =0
ys +8, =0
z,8, =0
T8, = 0
z,8, =0
zy, =0
x5, =0
TeSs = 0
x5, =0

Tyy Ty, Ty, Ty, Ty T, T, > 0

815853,55,84555,55,8, > 0

Lo convertimos en un problema de minimizacion con restricciones de igualdad

max z = 3z, + 5z, min — 3z, — 5z,
7, <4 T, +x, =4
2z, <12 obien 2z, +, =12

3z, +2z, <18 3z, +2ux, +z, =18
Ty, T, >0 Ty, Ty Ty, Ty, Ty > 0

Su problema dual serd el siguiente
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max4y, + 12y, + 18y
max4y, + 12y, + 18y, ' ? ’

U +3y;  +s, =-3
Y +3y; < -3 5
2y, +2y, +s, = _5
2y, +2y; <-5
o bien ¥, +384 =0
Y <0
Yy <0
Ys +s; =0
y <0

51585585,8,,85 >0
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|.11. Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1
Dado el problema de programacion lineal:
minz, + z, — 3z,
31, — 2, =5
T, — Ty =1
Ty, Ty, Ty > 0
Se pide:
1) Dar todas las soluciones basicas factibles.

2) Comparar la funcién objetivo para todas las soluciones basicas factibles y

decir cudl es la mejor de todas ellas.
3) ¢Es el vector x = (1335,4001,4000) una solucién para el problema anterior?

¢Es mejor solucidn que la obtenida en el apartado anterior?

3
4) Comprobar que la base B =

1] esta asociada a una solucién no acotada.

PROBLEMA 2

Resolver los siguientes problemas de programacién lineal, utilizando el método de

penalizaciones y el método de las dos fases, cuando sea necesario.

1. Discutir el problema geométricamente
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max 3z + 2y
4z +y <16
z+4y <16
5z + 6y < 30
z,y >0

2. Discutir el problema geométricamente

max 3y + 8z
y+2z2=4
z2>3
y,2 >0

3. Discutir el problema geométricamente

max 3z + 2y
ox +y >0
y>x=>0

min 3x + 5y — 4z + 6t
T+2z—1t=6
y+4z+t=9

22 -2t =3

x,1,2,t >0

min— z, + 2z, — 3z,
T, +x,+x, =06
—, +x, +22, =4
2z, + 3z, =10

T, <2

Ty, Ty, Ty > 0
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PROBLEMA 3

Dados los siguientes problemas de programacion lineal, plantear los

correspondientes problemas duales:

1.

min 3z, + 2z, — x,
T+ T, — Ty > D
—T, — T, + T, >4
T, T, >0

z, libre

max 3z, + 4z,
T, — Ty > 7
T+, >3

x,, T, libres

maxx, + r, + I,
T, — Ty > D

T, +xz; =38
z,T, >0

PROBLEMA 4
Dados los siguientes problemas

ming, +z, +z; + 7,
2z 7yt oy, =4
(i)

x, +2z, —x, =3

Ty, Ty, Ty > 0
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max z, + 2z, + 3z,
T, =Ty + 23, > 5
(ii)
T, — T, =3
Ty, Ty, Ty > 0
Se pide:
1) Resolverlos mediante el algoritmo primal.
2) Plantear el dual y resolverlo.
3) Comprobar la relacion existente entre ambas soluciones.
PROBLEMA 5

Dado el problema de programacion lineal

minz, + , + o, + 7,
2z, —w, + 7, = 4
T, +2z, -z, =3

Ty, Ty, Ty > 0
Se pide: (cada apartado es independiente de los demas)

1) La solucion optima del problema si se afiade la restriccion z, + z, — z, = 2

2) Idem si se afiade la restriccion z, + z, — z, = 3

)
|

3) Idem al cambiar el vector b =

4) Afadir z, concoste ¢, = -3 Y aj :[

PROBLEMA 6

Dado el problema
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min ¢z, + ¢z, + ¢,
T, + 2z, —x, <5
r, + 2z, <8

Ty, Ty, Ty > 0

donde
¢, 3 -3
| =1-2(+] 2 |0 Oe[o,oo]
Cs -1 1

PROBLEMA 7

Dado el problema de programacion lineal
min 3z, + 2z, + 4z,
3z, + 2z, —x, <5
T +x, =3

Ty, Ty, Ty > 0
Se pide:
1) La solucion optima.
2) Resolver el problema paramétrico asociado si el termino independiente es
b"(0) = (5,3)" +(4,1)"0, 0 €]0,00)
PROBLEMA 8

Un ama de casa, tipico ejemplo de la economia sumergida, hace en sus ratos
domésticos libres dos clases de salsa de tomate que vende en jarras de barro al
supermercado de al lado. La primera requiere utilizar 3 kg de tomates y 4 tazas de
vinagre por jarra de salsa. La segunda requiere 5 kg de tomates y 2 tazas de vinagre. La

primera salsa le produce un beneficio neto de 0.4 € por jarray la segunda 0.5.

El supermercado que evacla su produccion casera hacia los circuitos comerciales
(no sabemos con qué beneficio relativo) le impone a nuestra amiga las siguientes

condiciones:
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- Que produzca como minimo 3 jarras a la semana.

- Que le compre como maximo 24 kg de tomate y 3 botellas de vinagre a la

Semana.

Sabiendo que una botella de vinagre equivale a 16 tazas y que el supermercado

monopoliza la venta de tomate y vinagre en la regién, analizar los precios a los que

estaria dispuesta a pagar el tomate y el vinagre nuestra ama de casa a un primo suyo

contrabandista, que se los puede proporcionar recurriendo a otro de los variados

mecanismos de la economia subterranea.
PROBLEMA 9
Dado el siguiente problema de programacion lineal

max 2z, —z, — 17z,
oz, — 2z, + 31z, < -1
3z, —z, +192, <0

Ty, Ty, Ty > 0
Se pide:
1) Resolver por el algoritmo dual.

2) Resolver por el algoritmo primal.

3) Obtener, usando postoptimizacion, la solucion para b, = 1.

PROBLEMA 10
Dado el siguiente problema de programacion lineal:

max 2z, + z, + 0.5z,
2z, +x, + 2z, <2
T, — Ty — Ty > 1

Ty, Ty, Ty > 0

1) Resolver por el algoritmo primal.

2) Identificar razonadamente, en la tabla Optima anterior, el valor de las

variables duales.

So
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3) Verificar las condiciones de holgura complementaria.

4) Hacer una iteracion mas del algoritmo primal, ¢qué ocurre?
PROBLEMA 11

Dado el siguiente problema y su correspondiente tabla éptima

max 4x + 2y
r+y<5H

20 +y <7
r <3

z,y >0

z Y S S S

—2/0/0 0 -2 0 -14

Se pide:
1) Resolverlo graficamente.
2) ¢La solucion es Gnica? Si no es asi, dar todas las posibles soluciones.
3) Plantear el problema dual.
4) Dar los precios sombra de los recursos.
5) Comprobar las relaciones existentes entre las soluciones primal y dual.

6) Obtener la nueva solucién Gptima, sin resolver todo el problema de nuevo, si

se modifica la primera componente del vector b, cambiando de b, =5 a

b, =4.
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7) Obtener la solucion éptima, sin resolver todo el problema de nuevo, si se

afiade la restriccion 5z + 3y < 15.

8) Si se parametriza el vector de coeficientes de la funcidén objetivo en la
direccion (1,2), es decir, ¢ =(4,2)+(1,2)8, 6 >0, ¢(para qué valores del

parametro la solucion actual sigue siendo 6ptima?
PROBLEMA 12
Dado el siguiente problema lineal

max z = 2z, + 2,
T, +x, <3

z, + 2z, <4

T,%, >0

Se pide:
1) Resolverlo graficamente.

2) Resolverlo aplicando el método simplex. Razonar la aplicacion y el
resultado.

3) ¢Qué valores del coeficiente de z, en la funcion objetivo mantienen la base
Optima?

4) ¢Cudl es la solucién si el lado derecho de la segunda restriccion pasa a ser
10? Resolverlo mediante postoptimizacion.

5) Obtener los precios duales de los dos recursos. ¢Cual es su significado? ¢cual

es el sentido de su signo?

6) Determinar, mediante postoptimizacion, la solucion optima si afiadimos al

problema original la restriccion 2z, + z, < 2.

PROBLEMA 13

En una fabrica se producen dos tipos de articulos. La semana siguiente se estima que
han de producirse al menos 50 articulos en total. Para producirlos se usan dos tipos de
materia prima, cuyo coste unitario es de 100 y 200 €, respectivamente. El problema que
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se plantea para maximizar los beneficios de la empresa y su tabla 6ptima son los

siguientes:
max 200z + 400y
z+y > 50
x4+ 2y <80
z+y <60
z,y >0
z | Y| 8 S |53
—2/0]0| 0 |-200 0 |-16000
x |[1/0 -2 -1 O 20
y 1011 1 10 30
$ 001 0 |1 10
1) Resolver el problema graficamente.
2) Hallar todas las posibles soluciones analiticamente.
3) Interpretar todos los elementos del problema y las soluciones.
4) Dar los precios sombra e interpretarlos.
5) Hallar mediante postoptimizacion la nueva solucion si se dispone de 120
unidades de la primera materia en lugar de 80.
6) Estudiar mediante postoptimizacion qué ocurre si la produccion del segundo
producto se limita a 10 unidades.
PROBLEMA 14

Dado el siguiente problema de programacion lineal:
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max 2z +y
rT+y>2
z+4y <16
3z +y <15
z,y >0

1) Resolver el problema mediante el algoritmo del simplex.

2) Obtener la nueva solucién mediante postoptimizacion al afiadir la restriccion

r+y<A4.

PROBLEMA 15

En una fabrica se producen dos productos, P1 y P2, cuyos beneficios unitarios son
20y 70, respectivamente. En la produccién se utilizan dos materias primas, disponiendo
de 30 y 60 unidades cada una. La demanda total es de al menos 20 productos y ha de ser

satisfecha. El planteamiento del problema es:

max 20x + 70y
z+ 3y <30
2z + 4y <60
r+y>20
z,y >0

1) Resolver mediante el algoritmo del simplex.

2) Dar los valores e interpretacion de las variables originales, las de holgura, las
artificiales (si existen), las duales, de los costes reducidos y de la funcién

objetivo, si la tabla 6ptima fuera

25 5 1650

/2 2
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- 1
1/2 12 |5

3) Surge ahora en el mercado la posibilidad de fabricar un tercer producto, P3.

Este producto requiere 1 unidad de la primera materia prima (de la que se
dispone de 30) y 1 unidad de la segunda, siendo su beneficio unitario de 60.
La demanda total seria de 20 unidades igualmente. Sin embargo, este
producto requiere del alquiler de un tipo de maquinaria cuyo coste es de 100
unidades monetarias, independientemente del tiempo que sea usada y de la
cantidad que se produzca. Ademas, si se produce alguna cantidad de este
producto P3 han de producirse al menos 8 unidades del producto P2. Plantear
un problema de programacion lineal entera para maximizar el beneficio de la

empresa.
PROBLEMA 16
Dado el siguiente problema de programacion lineal

min 3z, + 5z, + Tz,
T, + 1z, +z; > 300
z, <200

z, <200

z, <100

Ty, Ty, Ty > 0
Se pide:
1) Resolver por el algoritmo primal.

2) Resolver el problema dual por el algoritmo primal.

PROBLEMA 17

Dado el siguiente problema de programacion lineal
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min 4z, + z,
3z, +x, >3
4z, + 3z, > 6
r, +2x, > 4
x,, T, >0

Se pide:
1) Resolver por el algoritmo dual.
2) Resolver el problema dual por el algoritmo primal.
PROBLEMA 18
Convertir el siguiente problema a uno de programacion lineal en forma estandar

min |z| + |y| + 12I
r+y<l
20+ 2=3

PrROBLEMA 19

Un cierto tipo de funciones poligonales se puede representar como
flz) = max{clTx +d,c,x+dy,...con+ dp}
donde z,c,c,,...,c, € R" y d,d,,...,d, € R

Para tal funcion se considera el problema

min f(z)
Az =10
=20

Mostrar cdmo se puede convertir este problema en uno de programacion lineal.
PROBLEMA 20

Un fabricante desea producir 90 toneladas de una aleacion de modo que el

porcentaje del metal A esté entre el 60 y el 70%. En el mercado hay cinco aleaciones,
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cuya composicién y precio se indican a continuacion, a partir de las cuales el

metaldrgico desea conseguir al precio mas barato la aleacion deseada.

Aleacion  |AIL|AlI2 AI3 | Al4| Al5
%A 10 | 25 |50 | 75 | 90
%otros 90 | 75 50 | 25 | 10
Precio/t (€)| 25 | 40 | 65 | 55 | 30

A tal efecto, el metalirgico modela la situacion con el siguiente problema de

programacion lineal

min 25z, + 40z, + 65z, + 55z, + 30x;

z, +z, +z,+z, +x, =90

0.1z, + 0.25z, + 0.5z, + 0.75z, + 0.9z, < 0.7(z, + z, + x; + x, + ;)
0.1z, + 0.25z, + 0.5z, + 0.75z, + 0.9z, > 0.6(x, + =, + =, + z, + =)

Tyy Ty Loy Ty, Ty > 0

que tras agrupar términos en cada restriccion, afiadir dos variables de holgura (s, y s,

en la segunda y tercera restriccion, respectivamente) y resolver (afiadiendo una variable

artificial en la primera restriccion, a,), proporciona la siguiente tabla 6ptima

Ty Ly Ty Ly Ly Sy 33 a, Cotas

¢ — % 0 140625 375 259375 O 0 6.25 -28.125 | -2531.25

T 0 0.1875 0.5 0.8125 1 0 -125 0.625 56.25
5y 0 0 0 0 0 1 1 0.1 9
Ty 1 08125 0.5 0.1875 0 0 125 0.375 33.75

A la vista de los resultados, se pide (cada apartado es independiente de los demas):

04/02/2023 87



OPTIMIZACION LINEAL

1) Determinar mediante postoptimizacion las cantidades Optimas y el nuevo
valor de la funcién objetivo si se tuvieran que producir 100 toneladas. A la
vista de lo obtenido ¢qué conclusion puedes sacar?

2) Si el metaltrgico pudiera comprar una tonelada de aleacion en el mercado
con los porcentajes deseados del metal A para satisfacer su demanda sin tener
que producirlo él, ;a que precio maximo la pagaria? ¢por qué? ¢hasta qué
cantidad?

3) ¢Qué precios maximos tendrian que tener las aleaciones no utilizadas para
que interesara incluirlas en la aleacion final?

4) ¢Qué ocurriria si en el mercado aparece una nueva aleacion con un 40 % del
metal Ay a un precio por tonelada de 30 €?

5) ¢Qué ocurriria si en el mercado sélo hay disponible 30 toneladas de la
aleacion Al1?

PROBLEMA 21

Un artesano fabrica trenes y camiones de juguete muy sencillos a base de tornillos,

bloques de plastico y ruedas. Para la proxima semana dispone de 8000, 6000 y 6300

unidades de las citadas componentes. La adquisicion de estas componentes y los gastos

semanales de operacion y amortizacion del local y utillaje ascienden a 40 €.

La estructura de producto de trenes y camiones se refleja en la siguiente tabla y los

beneficios unitarios que reportan son de 1.6 y 1.4 € respectivamente.

88

Tornillos | Blogues | Ruedas

Tren 10 15 18

Camidn 20 10 6
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El objetivo del artesano es el de determinar qué gama de produccion le generaré la
mayor cantidad de ingresos esta semana. Para ello modela la situacion con el siguiente

modelo lineal

max z = 1.6z, + 1.4z, + Oz, 4+ Oz, + Oz,

10z, + 20z, + z, =8000
15z, + 10z, + z,  =6000
18z, + 6z, + z;=6300

Ty, Ty, T, Ty, T > 0

del que se adjunta la Gltima tabla del método simplex de la que se deduce la solucién
Optima:

7, 7, z, z, z, Cotas
€~ % 0 0 -0.025 -0.09 O -740
Ty 0 0 045 -15 1 900
Zy 0 1 0.075 005 O 300
Z 1 0 -0.05 01 0 200

Situémonos sucesivamente e independientemente en los siguientes supuestos y
tomemos las decisiones pertinentes utilizando, cuando corresponda, el analisis de

postoptimalidad (o sensibilidad):

1) El beneficio unitario de los trenes baja a 1 € y el de camiones aumenta a 2.2
€.

2) Por otro lado existe la posibilidad de adquirir 200 tornillos con un precio
unitario incrementado sobre el precio normal de adquisicion 0.05 €. ;Merece
la pena adquirirlos? ¢Se adquiririan los 200 tornillos si el citado incremento

fuera tan sélo de 0.02 €? ;Por qué?
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3) Parece que una de las razones por las que los juguetes han perdido atractivo

es que son un poco pobres de ornamentacion. Cabe la posibilidad de

afiadirles algunas ventanillas como adornos: los trenes necesitan 7 ventanillas

por unidad y los camiones 4. El artesano puede adquirir para la proxima

semana un maximo de 2100 ventanillas. ;Como afecta esta incidencia a la

produccion éptima de juguetes?

4) Otro enterado en estos asuntos le sugiere la posibilidad de ampliar la gama de

juguetes con la fabricacion de aviones. Un avidn necesita 8 tornillos, 12

bloques y 3 ruedas y proporciona un beneficio unitario de 1.1 €. ;Interesa

fabricar el nuevo juguete?

PROBLEMA 22

El ingeniero del ICAI Antdn Pirulero Artesano, conocido por APA entre sus

compafieros de promocion, se dedica al ejercicio libre de la profesion, orientdndose a

actividades comerciales. En la linea que le ha hecho famoso como empresario-riesgo, se

dispone a participar en la feria agro-alimentaria de Vladivostock presentando una

coleccion de tres tipos de piruletas de su invencidn. Estas piruletas son: A: piruletas de

naranja, B: piruletas de limon, C: piruletas de anis. Las piruletas tienen una base comin

de azucar y miel, en las cantidades que se indican en la siguiente tabla. Con la venta de

las piruletas tiene previsto cubrir en parte los gastos de participacion en la feria. Por

razones de limitacion en el peso autorizado, a la feria sélo puede llevar 220 kg de azucar

y 90 kg de miel y quiere vender al menos 20000 piruletas.

Tipo de piruleta| Azlcar Miel Beneficio
(g/unidad) | (g/unidad) | Unitario (€)

A 10 4 0.09

B 9 5 0.12

C 12 6 0.15

La solucidn optima de su problema la ha obtenido resolviendo el siguiente modelo

lineal

90
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max 0.094 + 0.12B + 0.15C
104 + 9B + 12C < 220000
4A + 5B + 6C < 90000

A+ B+ C > 20000

A B,C >0

donde A, B y C son las cantidades respectivas de piruletas de los tipos A, B 'y C que

puede fabricar con los kilos de azlcar y miel que puede trasladar, y cuya ultima tabla es

1)

2)

3)

4)

Variables bésicas/A| B |C/Holgura 1/Holgura 2 Holgura 3| Cotas
Ci—Zj 0/0)0 0 —-0.03 -0.03 |-2100
Holgura 1 0-2/0 1 -1 6 10000
C 0/0.5]1 0 0.5 2 5000
A 1/0.5/0 0 -0.5 -3 15000

¢Qué valores y qué interpretacion tienen las variables duales del problema?

¢Hay alguna otra soluciéon econémicamente equivalente a la obtenida? ¢Por
qué? ¢ Cudl es esa solucion? ¢Cuantas soluciones tiene el problema? ¢Cual es

su estructura general?

Anton Pirulensko Artesanov, delegado comercial de APA en Rusia, tras un
estudio de mercado entre la poblacién que acaba de abandonar el biberén, le
aconseja que lleve al menos 12000 piruletas de limon. ;Como afecta esto a
los planes de APA?

Nuestro amigo APA, ademas de empresario emprendedor, patrocina
actividades de I+D y asi, con el apoyo del 11T y de los profesores de MM, ha
obtenido un nuevo y original tipo de piruleta, la pirulica-I, el “no va mas” de
las piruletas (the remilk on the bicycle, como la calificd la famosa revista
inglesa de gastronomia “The big pork™), cuya base sigue siendo el azlucar y la
miel (12 y 8 gramos respectivamente por unidad) aunque el resto de los
ingredientes es un secreto industrial celosamente guardado por todos los que
hemos intervenido en su disefio. Si el beneficio unitario de una pirulica-1 es
de 0.22 €, (interesa presentarla y venderla en feria, en orden a un mayor

beneficio?
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PROBLEMA 23

Se considera el programa lineal

max 10z, + 7z, + 12z,
T, + T, +1, <9
3z, + 2z, + 4z, <24

z, >0

1) Obtener todos los vértices del poliedro de soluciones factibles, comprobando
que el optimo se obtiene para z, =6, z, = 3, z; = 0.

2) ¢Qué ocurre si se aflade la nueva restriccion z, —2z, >1? Razonar y
obtener el resultado a partir de la tabla optima del simplex del problema
original.

PROBLEMA 24

92

Dado el problema

max 4z + y

sa.2x+y <9
4dxr — 3y < 8
z,y >0

Se pide:

1) Mostrar la tabla 6ptima al resolver mediante el simplex.

2) Determinar el rango de variacion del coeficiente en la funcion objetivo de x
para que la solucion siga siendo Optima.

3) Plantear el problema dual, determinar el valor de las variables duales en el
optimo, y dar el rango de variacion de cada término independiente en el que
no varian los valores de las variables duales.

4) Resolver numéricamente y mostrando todas las tablas que sean necesarias, el

mismo problema pero con variables enteras (utilizar postoptimizacion).
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PROBLEMA 25

Una empresa produce una determinada bebida a partir de dos ingredientes basicos.
El proceso de elaboracion de la bebida puede llevarse a cabo de dos formas distintas.
Para producir un litro de la bebida, de la forma 1 requerira 1 litro del primer ingrediente
y 2 del segundo, mientras que de la forma 2 requerira 2 litros del primer ingrediente y 1
del segundo. El proveedor habitual le puede suministrar hasta 900 litros de cada
ingrediente a un coste de 3€ por litro el primero de ellos, y de 5€ por litro el segundo.
La empresa plantea el siguiente problema para determinar cbmo debe ser su produccion
de la proxima semana para satisfacer una demanda de 500 litros de la bebida con el

menor coste posible:

minz =13z + 11y
z +y > 500

z + 2y <900

2z +y <900

z,y >0

siendo su correspondiente tabla 6ptima

x Y sl s2 s3
—210 0 15 2 | 0 |-5700
y |01 1 1|0 400
310 0 3 1|1/ 300
z |1 0 -2 -1] 0 100

Se pide responder a las siguientes cuestiones, independientemente unas de otras, y

razonando y calculando a partir de la tabla 6ptima:

1) ¢Qué precio minimo deberia pedir para cubrir costes por cada litro més que
se le solicite de la bebida? Si la demanda se mantiene pero puede acceder a
otro proveedor distinto del habitual aunque mas caro para que le suministre
los ingredientes, ¢qué precio maximo deberia pagar por cada litro de los dos

ingredientes?
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2) ¢Cuanto podria variar el coste del ingrediente 1 sin que cambie la solucion

actual?
3) ¢ Cual seria la solucion si la demanda fuera de 400 litros?
PROBLEMA 26

Un fabricante de piensos produce tres piensos compuestos, X, Y,y Z, a base de
dos nutrientes N1 y N2 de los que actualmente tiene existencias por valor de 1050 y 650

Kilos respectivamente.

La composicién de un kilo de cada pienso viene dada en la siguiente tabla

XY | Z
N1/0.5/0.6/0.5
N2/0.4/0.2/0.5
Un kilo de X produce un beneficio de 5.9 €, unode Y 4y unode Z 7 €. Un

contrato con un cliente obliga a fabricar al menos 300 kilos de X .

El siguiente programa lineal maximiza la cantidad a obtener por la fabricacion de

los piensos

maxG =5.9X +4Y + 77
0.5X + 0.6Y + 0.5Z <1050
0.4X 4+ 0.2Y +0.5Z <650
X > 300

La ultima tabla del simplex es

G XY Z H1| H2 | E3 | Cotas
G/1/000 -3/-11] 0 /10300
Y 0/0/1025-25]025] 925
Z 0001 -1 3 07 690
X/0/1/0/0/0 ] O | -1 300

1) ¢Hay més soluciones al problema? Si asi fuera, ¢cudl es la estructura general

de todas ellas?
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2) ¢En cuénto se reduce el beneficio si las existencias del nutriente N1 se

reducen en 200 kilos?

3) ¢Qué sucede si, ademas del contrato sobre el pienso X, el fabricante de

piensos recibe un pedido de 1000 kilos de Y ?

4) Sin tener en cuenta el nuevo contrato y en las condiciones iniciales del

problema, ¢le interesa producir un cuarto pienso W que da un beneficio por

kilo de 6 € y en cuya composicion por kilo entran 0.3 kilos de N1 y 0.35 de

N2? Justificar la respuesta.

PROBLEMA 27

Un trapero se dedica a recoger tres tipos de articulos, X1, X2 y X3, que transporta en

un vehiculo que puede acarrear hasta 300 kg de peso y un volumen maximo de 480

unidades de volumen. Las caracteristicas de peso, volumen y beneficio generado por

cada unidad de esos articulos vienen dadas en la tabla siguiente.

Articulo | Peso (kg) | Volumen (u.v.) | Beneficio (€)
X1 2 3 7
X2 1 2 6
X3 3 1 4

El siguiente problema lineal proporciona el nimero de articulos de cada tipo que el

trapero debe recoger a fin de hacer maximo el beneficio

max W =7X, +6X, +4X,
2X, + X, +3X, <300
3X, +2X, + X, <480

X, >0

La ultima tabla del método simplex de este problema es

X1 | X2 | X3 | H1 | HZ | Cotas
-W|-22|0 —0.4 | -2.8 | -1464
X2 |14 0 |02 06 | 228
X3]02]0]1)04 02| 24
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1) ¢ Tiene mas soluciones este programa? ¢Por qué? ¢Cual es el programa dual

del dado? ¢Qué valores y dimensiones tienen las variables duales?

2)  Si le ofrecen alquilarle por un dia un vehiculo que pudiera transportar hasta
320 kg de peso y contener 550 unidades de volumen, ¢hasta qué cantidad

podria pagar por el alquiler de dicho vehiculo?

3) ¢Qué ocurre si una ordenanza municipal prohibiera trasladar mas de 200

articulos?

4) El trapero muestra interés por un cuarto articulo X4 que pesa 2.5 kg, ocupa 2
unidades de volumen y proporciona un beneficio unitario de 5 €. ;Le interesa

recoger unidades de este articulo?
1.12. Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1
Sélo una: B = (ay,a,), solucion (5/3,1,0)
Valor de la funcion objetivo 8/3

Si, es solucion factible (verifica las restricciones) con funcion objetivo 1335+4001-

12000=-6664, luego es mejor solucién.

1/3 ~1/3
B' = v = B'a, = | | esunvector con todos sus componentes <

0y el coste reducido de x, es menor que 0, ¢, = —5/3.
RESULTADO DEL PROBLEMA 2

1) (z,y) = (66 /19,40 /19)

2) No hay solucion factible.

3)  Solucién no acotada, direccion (1,1) siendo ¥ = Y.

g (9,21 =(12/50,21/10,3/5)
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5) (2,7, 75) = (2,2,2)
RESULTADO DEL PROBLEMA 3
1)

max dw, + 4w,
w, -w, <3
w, - w, <2
~w, +Tw, = -1

wy,w, >0

2)

min 7w, + 3w,

w, +w, = 3
~w, +w, =4
wy,w, <0
3)

min Sw, + 8w,
w, +w, > 1
-w, >1

w, =1

w, <0
RESULTADO DEL PROBLEMA 4
1.a) (z,,7,,25,2,) = (2,0,0,-1), z =1

i.b) (w,w,) =(1,-1), z=1

I.c) Se cumplen las condiciones de holgura complementaria.

ii.a) Solucidn no acotada, direccion (1/3,1,1/3).
ii.b) Dual no factible (observar geométricamente).

ii.c) Obvias.
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RESULTADO DEL PROBLEMA 5
1) La solucidn verifica la restriccion, sigue siendo optima.
2) (z), 2y, 24,2,) = (7/3,2/3,0,-2/3)
3) (z),2y,24,2,) = (3/2,0,0,1/2)
4)  Solucién no acotada.
RESULTADO DEL PROBLEMA 6
0<0<1 (z,,25,2;) =(0,9/2,4) z=-13+130
0>1 (z,z,x,) =(6,0,1) 2=17-176
RESULTADO DEL PROBLEMA 7
1) (z,2,,2,) = (2,0,1)

) 0<6<4 (2,2,,2,) = (24 5/40,0,1- 1/ 46)
(*7717“7:27“7:3) = (3 + 970’0>

RESULTADO DEL PROBLEMA 8

max 0.4z, + 0.5z,

T +w, >3 Y,
3z, + o5z, <24 Yy
4z, +2r, <3-16  :y,
z,%, >0

Por kg de tomate y, = 0.4 /3 €/kg e y, = 0 €/taza por el vinagre.
RESULTADO DEL PROBLEMA 9

)y @=(0,050)

) ©=(0,050)

5 ©=(0,00)

RESULTADO DEL PROBLEMA 10
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METODOS DE OPTIMIZACION

z, =1 2,=0 z,=0
w =1 w, =0

Comprobar que se verifican, evidente con estas soluciones.

Al introducir la segunda de holgura, cambia la base pero no la solucion.

RESULTADO DEL PROBLEMA 11

1)

2)

3)

4)

5)
6)

7)

No. Las soluciones son A\(2,3)+(1-1)(3,1).

min Sw, + Tw, + 3w,
w, + 2w, +w, >4
w, +w, > 2

Wy, Wy, wy > 0
(wl,wQ,w3) = (0,2,0)

Mismo valor de la funcién objetivo y condiciones de holgura
complementaria.

(z,y) = (3,1), solo cambia la holgura que ahora es 0.

(z,y) = (3,0)

Tan sélo para 6 = 0.

RESULTADO DEL PROBLEMA 12

1)

2)

3)
4)

5)

Multiples soluciones, A\(2,1) + (1-A)(3,0) A €[0,1] 2 =6 .

La solucion (2,1) sigue siendo éptima para valores entre 2 y 4, y la solucion

(3,0) sigue siendo Optima para valores menores que 2.
Multiples soluciones, A(0,3) 4+ (1-A)(3,0) A €[0,1] z=6.
w,=2,w,=0

(xu 372) = (O, 2)
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RESULTADO DEL PROBLEMA 13
b) Mdltiples soluciones (z,y) = A(20,30) + (1- \)(40,20) A €[0,1] z = 16000
d) (w,,w,,w,) = (0,200,0)
e) (z,y) = (0,60), z = 24000
f) (z,9) = (50,10), z = 14000
RESULTADO DEL PROBLEMA 14
1) (z,y) = (4,3), z=11
2 (zy)=(40), 2=38
RESULTADO DEL PROBLEMA 20

100] (0.625 0 —1.25|[100| [62.5
1) B'lo|=l01 1 1 |[0o]|=]|10
0 0375 0 1.25 || 0 37.5

Se puede concluir que son los porcentajes de la All (37.5) y de la Al5 (62.5) sea
cuél sea la cantidad a producir.

2) La pagaria a lo sumo a 28.125 que es el valor de la primera variable dual, y
para cualquier cantidad hasta la demanda (es decir, hasta las 90 toneladas) ya

gue nunca se hara negativa ninguna variable basica.
3)  Son sus costes menos los costes reducidos, es decir,

Al2: 40-14.0625=25.9375, Al3: 65-37.5=27.5, Al4:55-25.9375=29.0625

1 0.375 0.375
4) B'04—-07|=| 0 [,30—(30 0 25)| 0 |=3.125
0.6 -04 0.625 0.625

5) Nada, no interesa producir con la nueva.

6)  Habria que afiadir la restriccion: z, < 30, quedando (quitando la artificial):
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T Ty Zg Z, Ty S S S, Cotas
¢;—%| 0 14.0625 375 259375 0 0 6.25 0 |-2531.25
r, |0 01875 05 08125 1 o _125 0| 56.25
S 0 0 0 0 01 1 O 9
Z, 1 08125 05 01875 0 0 125 0| 3375
8y 1 0 0 0 0 0 0 1 30

Reorganizando (a la Gltima restar la penultima solamente):

Z, Ty Xy Xy Ty S S5 S, Cotas
¢;—% | 0 14.0625 375 259375 0 0 6.25 0 |-2531.25
Ty 0 01875 05 08125 1 0 -125 0| 56.25
S 0 0 0 0 01 1 o0 9
Z, 1 08125 05 01875 0 0 125 0| 3375
84 0 -0.8125 -0.5 -0.1875 0 0 -125 1| -3.75

Aplicando el dual entra la tercera de holgura y sale la cuarta

T, & Ty Ty Ty S S5 S Cotas
¢ —%10 10 35 25 0 0 O 5 |-2550
Ly 0 1 1 1 1 0 0 -1 60
Sy 0 -065 04 015 0 1 0 0.8 6
T 1 0 0 0 0O 0 0 1 30
Sy 0O 065 04 015 0 0 1 -08| 3
RESULTADO DEL PROBLEMA 21
1)
x, T, T, . Cotas
¢ —%10 0 -0.115 0.01 0 |-860
Ty 0O 0 045 -15 1| 900
Ty 0O 1 0.075 -0.05 0| 300
Z 1 0 -005 01 0] 200

Cambia la solucién actual:
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r, %, Ty T, Ty Cotas
¢ —%(-01 0 -011 0 0 |-880
T 15 0 -03 0 1 [3900
Z 05 1 005 0 0 400
Zy 10 0 -05 1 0 |2000

2) Incrementando en 0.05 no interesa, la variable dual es 0.025. Incrementando

0.02 si interesa y la nueva solucion es

0.45 —1.5 1}|8200 990
B =[0.075 —0.05 0/6000|=315
—-0.05 0.1 0}{6300 190

El nuevo beneficio es 740 + 200(0.025 — 0.020) = 741.

Tz, + 4z, <2100

Hay que afadir la restriccion que no es verificada por la solucion

actual. La tabla que se tendria seria:

T, T, Ty T, T, Ty Cotas
¢ —% 10 0 -0.025-0.09 0 |0 |-740
Ly 0 0 045 -15 1 0900
Ty 0 1 0.075 -0.05 0 0 | 300
Ty 1 0 005 01 0 0200
Zg 0 0 005 -05 0 1|-500

Resultando la siguiente tabla optima:

Ty Iy Ly Ty Ty Ty Cotas

¢—%(10 0 -0.034 0 0 -0.18|-650
T 0 0 03 0 1 -3 |2400
Ly 0 1 00/ 0 O -01] 350
T 1 0 -004 0 O 0.2 | 100
Ly 0 0 -01 1 0 -2 |1000
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8
5. El coste reducido seria: 1.1 —(0.025 0.09 0)|12| = —0.18. No interesa.
3

RESULTADO DEL PROBLEMA 22

1) w, = 0 Por un gramo extra de azucar no se pagaria nada, pues no hay cambio

en la funcion objetivo (hay holgura)

w, = 0.03 Por un gramo extra de miel pagaria un sobrecoste de 0.03, ya que un
aumento de disponibilidad en un gramo de miel, supone un beneficio extra de 0.03 € (lo
que varia la funcién objetivo)

w, = —0.03 Si el nimero de piruletas que hay que hacer aumenta en 1 el beneficio

disminuye en 0.03 €. Alternativamente, si disminuyera en 1 piruleta la cantidad que

APA quiere llevar, lograria un beneficio de 0.03 € mayor.

2)
A C Holgural Holgura 2 Exceso 3

€% 0 0 0 -0.03 -0.03 |-2100

Holgural| 0 -2 O 1 -1 6 10000

C 0 05 1 0 0.5 2 5000

A 1 05 0 0 -0.5 -3 15000

A B C Holgural Holgura2 Exceso3

€77 0O 0 O 0 -0.03 -0.03 —-2100
Holgural | O 0 4 1 1 14 30000
B 0 1 2 0 1 4 10000
A 1 0 -1 0 -1 -5 10000

Tiene infinitas soluciones de la forma
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A 15000 10000
Bl=A0  |+(@1—=X)|10000| A€][0,1]
C 5000 0

3)  Ninguna de las soluciones cumple la nueva restriccion, asi que hay que afiadir
B >12000, es decir, B — Exceso, = 12000 . Seria:

A B C Holgural Holgura?2 Exceso 3 Exceso 4

€% 0 0O 0 -0.03 -0.03 0 -2100
Holgural|{0 -2 O 1 -1 0 10000
C 0 051 0 0.5 2 0 5000
A 1050 0 -0.5 -3 0 15000
Exceso4 [0 1 0 0 0 0 -1 12000

Reorganizando:

A B C Holgural Holgura?2 Exceso 3 Exceso 4
€% 0 0O 0 -0.03 -0.03 0 -2100
Holgural|{0 =2 0 1 -1 6 0 10000
C 0051 0 0.5 2 0 5000
A 1050 0 -0.5 -3 0 15000
Exceso4 [0 -1 0 0 0 0 1 —12000
A B C Holgural Holgura?2 Exceso 3 Exceso 4
€% 0 0O 0 -0.03 -0.03 0 -2100
Holgural|0 -2 0 1 -1 6 -2 34000
C 0 01 0 0.5 2 0.5 |-1000
A 100 0 -0.5 -3 0.5 9000
B 010 0 0 0 -1 12000

Dual no acotado, primal no factible.

Con la otra tabla seria:
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A B C Holgural Holgura2 Exceso 3 Exceso 4
€% 00O 0 -0.03 -0.03 -2100
Holgural|{0 0 4 1 1 14 30000
B 01 2 0 1 4 10000
A 10-1 0 -1 -5 10000
Exceso4 |01 0 0 0 0 -1 12000

Reorganizando

A B C Holgural Holgura2 Exceso3 Exceso 4
€% 00O 0 -0.03 -0.03 0 -2100
Holgural|{0 0 4 1 1 14 0 30000
B 01 2 0 1 4 0 10000
A 10-1 0 -1 -5 0 10000
Exceso4 |0 0 2 0 1 4 1 —2000

Directamente puede verse que es dual no acotado, luego primal no factible.

4)

J

=0.22—-(0 0.15 0.09) (-2 2 —-1)" =

A . Tp-l. T
C,=¢,—2, =¢ cpB a,=¢;,—ya; =

Interesa.

=0.22—(0 0.03 —0.03)(12 8 1) =0.01

A B C Holgural Holgura?2 Exceso 3 NUEVA

-1 —6]|12
0.5 =28 |=]2
-05 3 |1 -1

-2

6% 0 0O 0 -0.03 -0.03 0.01 |-2100
Holgural|{0 -2 0 1 -1 6 =2 10000
C 0051 0 0.5 2 2 5000
A 1050 0 -0.5 -3 =1 15000
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A B C  Holgural Holgura?2 Exceso3 NUEVA
€% 0 -0.0025 -0.005 0 -0.0325 -0.0301 0 -2125
Holgural|0 -15 1 1 -0.5 8 0 15000
NUEVA |0 0.25 0.5 0 0.25 1 1 2500
A 1 0.75 0.5 0 -0.25 =2 0 17500
RESULTADO DEL PROBLEMA 23
a) Base (a4,a5) Punto (0,0,0) holguras (9,24) Z=0
Base (a4,al) Punto (8,0,0) holguras (1,0) Z=80
Base (a4,a2) Punto (0,12,0) holguras (-3,0) NO FACTIBLE
Base (a4,a3) Punto (0,0,6) holguras (3,0) Z=72
Base (a5,al) Punto (9,0,0) holguras (0,-3) NO FACTIBLE
Base (a5,a2) Punto (0,9,0) holguras (0,6) Z=63
Base (a5,a3) Punto (0,0,9) holguras (0,-12) NO FACTIBLE
Base (al,a2) Punto (6,3,0) holguras (0,0) Z=81
Base (al,a3) Punto (66/7,0,-3/7) holguras (0,0) NO FACTIBLE
Base (a2,a3) Punto (0,6,3) holguras (0,0) Z=78
. -2 1
B! =
b) 1
Ty | Ty | Xy | Ty | T
0/0|-1|-1|-3|-81
1110|2216
Z]10]1]-1]3|-1| 3
Afiadir z, —22, >1 6—-2-3=0<1 2, — 22, —z, =1
0/0|-1]-1]-3]0|-81
2, 1110]12|-2]1]0]| 6
Z,10]1 -1 -1{0] 3
Z11]-2]0]0]0]-1] 1
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Organizando:

0/0(-1|-1]|-3|0|-81

2, 111012 |-2/1|0]| 6

Zy,|0)1]-1]3|-1]0] 3

Z;0/0]4|-8]3]1] -1

Dual:

0/0[-3/2|0|-27/8|-1/8 |-647/8
Z [1]0] 1 |0 1/4 |-1/4| 25/4
Z, |0)1]1/2 |3] 1/8 | 3/8 | 21/8
Zz,10/0]|-1/2]1]| -3/8 |-1/8| 1/8

RESULTADO DEL PROBLEMA 24

a)

1 S2 X Y S1 S2 XY S1 8§82
0/0/(z]0 4 0 -1]-8/|Z]|0 0 -8/5 -1/5|-16
0/9|(S1|0 5/2 1 -1/2|5||Y|0 1 2/5 -1/5] 2
18] |X |1 =34 0 14]2||X|1 0 3/10 1/10]7/2

(2/54¢3/10)<0 =¢,>-4/3
= ¢, >2
(=1/5+¢1/10)<0 =¢, >2

wn

S1
S2

0
1
-3 0
0—
b) 0
min 9w + 8t
c) Dual: oAt =4 Valor variables duales en el éptimo: w=8/5 t=1/5
w—3t>1
w,t >0

-1 18 + 2incl — 8
9+ mcl] 5 10 + 2incl > 0

_ 5 .
B b= = > 1> —
1 8 97 + 3incl + 8| =0 7 354 3incl >0 7 =0

10 10

—_
©|oo o] ro

18 — 8 — 1nc2
9 ] 5 10—mec2>0 inc2 > —-35

>
27 + 8 4+ inc2 _O:>35—|—inc220:> mec2 <10

[2/5 ~1/5
Ty
10

3/10 1/10

8 + inc2
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d) Enteras: Branch and Bound. Z = —oc

Nodo 0: Relajadas Solucién: (7/2, 3) Z= 16 No entera. Ramificaren x <3y z > 4.

Nodo 1: Afadir la restriccion z < 3, esdecir, z + 53 =3

Xy S1 S2 S3 Xy Sl S2 S8 X y S1 82 S3
Z|00 -85 -15 0|-16/|Z|00 -85 -1/5 0|-16||Z]|00 -1 0 -2|-15

01 25 -1/5 0| 2 Yy|jo1 25 -15 0] 2 011 0 2|3

10 310 1710 0 |7/2| | X |1 0 3/10 1/10 O | 7/2 100 0 -10| 3
S3|]1 0 O 0 1]3 S3/|0 0 =310 -1/10 1 |-1/2||S2|0 0 3 1 -10| 5

Solucién nodo: (3,4) Z=15, entera — podar y Z =15.No podar otros, seguir nodo 0

Nodo 2: Afadir la restriccion z > 4, es decir, z — S3 =4

Xy SI S2 S3 Xy S1 S2 S3

Z|00 -85 -1/5 0|-16||Z |0 0 -8/5 -1/5 0 |-16
Y01 25 -1/5 0| 2 ||Y|0o1 25 -1/5 0| 2
X |10 3/10 1/10 0 |7/2||X |1 0 3/10 1/10 0 | 7/2
S3]10 0 0 -1| 4 |[S3]/0 0 3/10 1/10 1 |-1/2

No factible, podar. Todos los nodos explorados, la solucién 6ptima es (3,3), Z=15.

RESULTADO DEL PROBLEMA 26

1)  Si, nueva tabla:

108

maxG =5.9X +4Y + 77
0.5X + 0.6Y 4+ 0.5Z <1050
0.4X +0.2Y +0.5Z <650

X > 300

G| X|Y|Z|H1 H2 | E3 | Cotas
G 1/00/0|-3|-11| 0 |-10300
Y 0/0/1/0|25]|-25/0.25 925
Z 0 0/0/1|-1] 3 |07 690
X/0/1/0/0/ 0] 0 | -1 300
G X|Y| Z H1 H2 |E3| Cotas
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G /1/00 O -3 | -11 | 0 | -10300
Y 1001 -036] 286 -3.57| 0| 678.57
E3/0]/0|0] 143 -143 429 1 985.71
X 10/1/0] 143 |-1.43]4.29 |-1]1285.71
300 1285.71
Estructura: A\|925|+ (1—\)| 678.57 | X €]0,1]
690 0
1050 1050 2.5 =25 —0.25][1050 1425
2) b=]650 b = 450 B =|-1 3 —0.7 11450 [=] 90 G = 8100
300 300 0 0 1 300 300

3) Aifadir Y > 1000 que no se cumple:

X|Y|Z H1 H2 | E3 |E4| Cotas | |X|Y|Z H1| H2 | E3 E4| Cotas
G| 000/ -3 -11 0 | 0/-10300 0/0/0 -3/=11 0 | 0 |-10300
Y 0/10/25/-25025 0 925 | |0 1025525 025 0 925
Z 00/1/-1 3 |07 0 69 | 00/1-1 83 07 0 690
X|10/0 0 -1/0 300 ||100 0/ 0 -1]/0 300
E4 010 0 0 |-1 1000 | |0 0/0 2525025 1 L5
XY |Z|H1|H2| E3 | E4 | Cotas
G 00 0|/-14| 0 |-1.1 —4.4 -9970
Yy 010 0|0 0| -1 1000
Z 00/1 2 0 1 12 600
X 100 00 -1/ 0 | 300
H2/0/0/0/ -1 1 -0.1/-0.4] 30
4) Interesa:
95 —2.5 —0.25)(0.3 ~0.125
6—(7 7 5.9) 1 3  —0.71/035 :6—(7 7 5.9) 0.75 |=1.625
0 0 1 | o 0
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RESULTADO DEL PROBLEMA 27

No hay mas soluciones, cualquiera en que una variable no basica pase a tener valor
positivo tendra un valor estrictamente menor de la funcién objetivo que el actual, ya que

todos los costes reducidos son distintos de 0.

min 300w, + 480w,
2w, + 3w, > 7
w, + 2w, > 6 L w, = 0.4€/kg  w, = 2.86/u.v.
3w, +w, >4
Eldual: "7 J
o [320 o —0.2 0.6 ][320] _ [266] _ [XQ] .
550 0.4 —0.2(|550 18 X,

W —W = 1668 — 1464 = 204€
Afadir X, + X, + X, <200 — X, + X, + X, + H, = 200

X1l | X2 | X3| H1 | H2 | H3 | Cotas

-W|-22]0]0|-04]-28| 0 |-1464
X2 114]11[0]-02]06 | 0| 228
X3]02]0]1,04]-02]0 24
H3 | 1 111 0 0 1 | 200

X1 | X2 | X3 | HI | HZ2 | H3 | Cotas

-W|-22] 0[]0 |-04]-28| 0 |-1464
X2 11411 ]0,-02]06 | 0| 228
X3]02]0]1,04 020 24
H3 |06 0 0 [-02/-04] 1 -5

X1| X2 |X3|H1|H2|H3| Cotas
-W| 1|0 0| 0 |-2|-2|-1360
X21211]01]0 1 |-1| 280
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X3|-1/0[|1 0 -1]2 ]| -80
HI| 3]0 ,0]1]2|-5] 260

X1 | X2 | X3 | H1|H2]|H3| Cotas

W] 0]0|-1]0]-1]-4]-1280
X101 ]2 0 -1] 3] 120
X1]1]0]-1]0 1 |-2] 80
HI| 0]0 |3 ]1]-1]1 20

2.5

Calculamos su coste reducido: ¢, —z, =5 — (0.4 2.8)[ 5

]:5—6.6:—1.6. No le

interesa
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Optimizacion lineal entera mixta

I1.1. Resolucion por métodos heuristicos

La solucion de un problema lineal entero mixto (MIP) no es necesariamente la
solucion del problema relajado” discretizada heuristicamente (redondeada a los valores
enteros mas proximos), se puede producir una posible pérdida de optimalidad o de
factibilidad (es decir, no tiene por qué ser matematicamente dptima o factible). No
obstante, esta discretizacion heuristica puede ser una solucion aproximada valida, en el
sentido fisico del problema modelado no en el matematico, en el caso de que las

variables enteras tomen valores muy elevados.

En este ejemplo se obtienen soluciones no factibles al redondear. En él la solucién
del problema LP es (1.5,2). Las soluciones enteras mas proximas son (1,2) 0 (2,2) que

resultan infactibles. Mientras que las solucionesx;‘ﬂ.ras Optimas son (1,1) 6 (2,1).

max .,
-z, +z, <0.5
z, +x, < 3.5

z,T, >0 z,€Z

En el siguiente ejemplo las soluciones redondeadas son no dptimas. La solucion del
problema LP es (2,9/5). Las soluciones redondeadas son (2,2), que no es factible, y

(2,1). Mientras que la solucién entera éptima es (0,2).

™ Se entiende por problema relajado el problema original pero sin las condiciones de integralidad de

las variables.
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2
max I, + o,
z, + 10z, <20
z, <2

Optimo IP

z,z, >0 z,€Z

A pesar de los contraejemplos mencionados, existen métodos metaheuristicos de
busqueda como alternativa a la programacion matematica (algoritmos genéticos,
busqueda heuristica, etc.) cuando los problemas son tan complejos que no pueden
solucionarse mediante procedimientos que aseguren la solucién éptima por falta de

tiempo o0 memoria.

Como criterio general la solucion de problemas MIP es mas dificil y costosa tanto

en tiempo como en memoria de ordenador que la de un problema LP.

11.2. Método de ramificacion y acotamiento

En un problema MIP se pierde la convexidad de la regién factible, puesto que los
puntos de su interior no se pueden poner como combinacion lineal convexa de sus
puntos extremos. También se pierde la potencia matematica asociada a las variables
continuas (derivadas, condiciones de optimalidad, sensibilidades, etc.). Por
consiguiente, la solucién de un problema MIP es mucho mas dificil que la de un

problema LP.

La enumeracién exhaustiva seria una posibilidad, pero no es un método de solucién

practico ya que existen 2" posibles soluciones cuando todas las variables son binarias.

El método de ramificacion y acotamiento (branch and bound) recurre a una
enumeracion implicita (como contrapuesta a la exhaustiva) de las soluciones enteras

factibles. Utiliza el principio de divide y venceras.
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Dividir es ramificar, es decir, partir el conjunto de soluciones enteras en

subconjuntos disjuntos cada vez menores.

Conquistar es acotar, determinar el valor de la mejor solucién del subconjunto (la

cota).

En un problema de maximizacion una cota inferior de la solucién éptima de un

problema MIP es la mayor solucion entera factible encontrada hasta el momento.

En un problema de maximizacion una cota superior de la solucion Optima de un

problema MIP es la solucion 6ptima del problema lineal relajado RMIP o LP.

Eliminar es podar la rama (o nodo) del arbol si la cota indica que no puede contener

la solucion éptima.

Sea el siguiente problema de programacién lineal entera mixta

n
maxz — E c]acj
j=1

Zaijxjgbi 1=1...,m
=1
z; 20 j=1...,n

T, €L j=1...,1 I<n

El procedimiento que realiza el método de ramificacion y acotamiento es el

siguiente:

1) Inicializacion de la funcion objetivo al valor de 2 = —00 para un problema de
maximizacion (si fuera de minimizacion seria Z = 00). Z es la mejor solucién

entera encontrada hasta el momento.

Resolver una relajacion del problema (habitualmente es la lineal, aunque pueden

usarse otras). Este problema es el nodo raiz.

2) Se aplica al problema el acotamiento o poda y el criterio de optimalidad que se
describen a continuacion. Si no se puede etiquetar el problema como podado,

comienza una iteracion completa.

Pasos en cada iteracion
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RAMIFICACION

Seleccionar uno de los nodos (por ejemplo, el creado més recientementes) entre los

no explorados (subproblemas restantes).

Seleccionar una variable entera que tenga valor no entero en la solucion éptima del
subproblema relajado. Un criterio de seleccion es elegir la primera en el orden

~

natural*. Si Z, es el valor optimo en el problema relajado, entonces se ramifica en

dos ramas, donde cada una incorpora una de estas restricciones respectivamente

,siendo || parte entera de ;.

La ramificacion en problemas con variables binarias consiste en fijar variables, ya
que si la variable toma un valor fraccionario sera un valor entre 0 y 1 y en cada rama
lo que se hace es fijar el valor de esa variable a 0 6 a 1. Esto impide que se pueda

ramificar dos veces una variable binaria, pero si puede ocurrir en variables enteras.

La ramificacion afiade una restriccion, luego el problema seré resuelto por analisis
de sensibilidad mediante el método simplex dual. EI problema primal de la nueva
rama resulta infactible, cada rama elimina la solucion oOptima del subproblema

ascendiente. El problema dual es factible pero no 6ptimo.
ACOTAMIENTO

Para cada uno de los subproblemas (nodos) se obtiene su cota z mediante

relajacion, resolucién del problema lineal.

Cuando se aplica a problemas de programacion entera pura (PIP o BIP) el método
permite redondear las cotas de la funcion objetivo (hacia abajo o arriba segln
corresponda) a valores enteros si todos los coeficientes que aparecen en las

restricciones o en la funcién objetivo son enteros.

8 Més adelante se veran otros criterios mas elaborados.

9 Este criterio también puede ser mas elaborado.
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PobA

Se intentan podar nodos y, por tanto, eliminar ramas que saldrian de ellos, con los

siguientes criterios de poda para un problema de maximizacion:

Se ha obtenido una solucién entera. EI nodo serd descartado, aunque todavia
existen dos posibilidades para la funcion objetivo 2. En el caso de
maximizacion:

z < z, es decir, es peor que la mejor solucién entera encontrada hasta este

momento Z, con lo cual se abandona esta solucion. Se poda la rama.

z >z, es decir, es mejor que la mejor solucion entera encontrada hasta este

momento Z, con lo que ésta sera la nueva solucion entera, actualizando z = z.

La solucién no es enteray z < z, con lo que ramificando a partir de aqui no se

puede obtener una solucién mejor, por lo que se descarta continuar por ella. Se

poda la rama.

El subproblema es infactible (ramificando, es decir, afiadiendo restricciones no se

recuperard la factibilidad).

Criterio de optimalidad

Detener el proceso cuando no existan subproblemas sin analizar. Entonces, la

solucion entera actual Z es la optima.

Realizar otra iteracion.

Con este procedimiento, se va creando un arbol de soluciones, de modo que cada

nodo es el problema original con una serie de restricciones afiadidas.

Veamos el método de ramificacion y acotamiento con un ejemplo. Sea el problema

MIP siguiente
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max z =4z, —2z, + 7z, — 2,

7, +5, <10
A <1
6z, —bu, <0
-, +2z, -2z, <3

2, >0 j=1...4
v, €L j=1..,3

Se resuelve el problema LP relagjado y se obtiene z=14.25 vy
(z), 2y, 75,2,) = (1.25,1.5,1.75,0)..

Se ramifica con la primera variable que debiera ser entera y no lo es, x, . Cada rama
corresponde a afiadir las restricciones x, <1 (nodo 1) y =z, >2 (nodo 2),

respectivamente. Se resuelve el nodo 1 y se obtiene 2z=142 vy

(z),2,,75,2,) = (1,1.2,1.8,0). Luego cualquier solucion Optima descendiente de este

nodo cumplird z < 14.2. El nodo 2 resulta infactible luego esa rama queda podada.

Partiendo del nodo 1 se ramifica con la primera variable que debiera ser entera y no

lo es, z,, de manera que el nodo 3 tiene las restricciones originales mas z, <1y

z, <1 yenelnodo 4 se afiaden z, <1 y z, > 2. Resolviendo el nodo 3 se obtiene
2=14.16 y (2,2, z,)=(0.83,1,1.83,0). Luego cualquier solucién Optima
descendiente de esta rama cumplird 2 < 14.16. Al resolver el nodo 4 z =12.16 y

(z,,2,,2,,7,) = (0.83,2,1.83,0). Luego sus descendientes cumplen 7 <12.16.

Se selecciona ramificar el nodo 3 por tener la mayor funcién objetivo (ser el nodo
mas prometedor, aunque también este criterio puede ser modificado) y se ramifica con

la variable z,. En el nodo 5 se habran afiadido las restricciones z, <1, z, <1y
z, <0 y su resultado es z =13.5 y (z,2,,2;,2,) = (0,0,2,0.5). Resulta la primera

solucidn entera factible del problema MIP, con valor de la funcién objetivo z =13.5.
Una vez obtenida una solucion entera se intentan podar las ramas no exploradas y se
observa que el nodo 4 puede ser descartado porque su funcion objetivo es menor (en

maximizacion) que la solucion entera actual.
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Para el nodo 6 se afiaden las restricciones x, <1, x, <1y X, =1y resulta infactible.

Como no existen ramas sin explorar se ha alcanzado la solucion optima Z=13.5y
(X, %5, %5,%,)=(0,0,2,0.5)..

7z=14.25
1.25,1.5,1.75,0
por | 0BT |
Y — N
1 2
z=14.2
z, <1 (1,1.2,1.8,0) T, =2 INFACTIBLE
N —
Yl N
3 4
7z=14.16 7z=12.16
7, <0 (0.83,1,1.830) z, >1 (0.83,2,1.830)
Y — N
5
z=13.5 6
(0,0,2,0.5) INFACTIBLE
z2=13.5

En la implantacion del método existen diversas estrategias de bldsqueda que no son
estrictas y pueden ser probadas en la busqueda de la solucion 6ptima:

- Seleccion de la rama a resolver

Se puede llevar a cabo una busqueda en profundidad, resolviendo siempre el dltimo
nodo generado (sin siquiera resolver los dos descendientes que se generan al
ramificar, sino s6lo uno de ellos). Con esta estrategia de factibilidad, se supone que
es mas rapido encontrar una solucion entera inicial con la que comparar las cotas,
aunque ésta pueda estar muy alejada del Optimo y tener un mal valor de
comparacion. Por otra parte, la busqueda en profundidad es adecuada para utilizar la

postoptimizacion por el método simplex.

Otra opcion es seleccionar el nodo méas prometedor, es decir, aquél cuya funcion
objetivo sea mayor en un problema de maximizacion. Esta estrategia se denomina

de optimalidad.

Existen también otros criterios mas sofisticados que intentan explorar o predecir

minimamente en un nodo qué se puede esperar si se ramifica a partir de él.
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- Seleccion de la variable entera a ramificar

Se ha presentado el criterio de seleccidn que elige la encontrada en primer lugar. Sin
embargo, otros criterios como elegir la de mayor o menor infactibilidad entera

resultan mas adecuados en las estrategias previas.

También se puede modificar (relajar) el criterio de parada del método para evitar
explorar exhaustivamente el arbol. Es fundamental en la solucion de problemas reales
ya que puede marcar la diferencia entre acabar un problema, con una solucién
cuasioptima dentro de una cierta tolerancia conocida, o no solucionar el problema. Para
ello se afiade en el criterio de poda una cierta tolerancia relativa o absoluta que descarta
una solucién no entera solo ligeramente mejor que la solucién entera actual, es decir,

poco prometedora. El criterio para maximizacion descarta las ramas con funcion

objetivo z que cumplen siendo « el error de tolerancia relativo (por ejemplo 107°) o

7<z<7+ p siendo el error de tolerancia absoluto, ambas constantes conocidas.

Otra técnica que se utiliza en optimizadores reales es suponer que se dispone
inicialmente de una cota valida de la funcion objetivo (inventada razonablemente u
obtenida mediante heuristicos) (denominada incumbent) para poder podar rapidamente
el arbol. Si esta cota estd muy alejada del valor del problema relajado tendrd mucha
capacidad de poda pero puede hacer que se pode incluso la rama que contiene la
solucion oOptima. Por otra parte, si es muy préxima al valor del problema relajado su

capacidad de poda serd muy pequefia.
11.3. Método de planos de corte

Es el primer método que se propuso para resolver problemas de programacion
entera. Se llama plano de corte a toda restriccion validamente deducida de las

restricciones del problema.
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La idea del procedimiento es ir reduciendo la region factible relajada afiadiendo
planos de corte que reducen la region factible continua pero no la entera, hasta encontrar

una solucion entera. EI método seria el siguiente:
1) Inicializar, resolviendo la relajacién lineal del problema.

2) Si la solucién 6ptima del problema relajado es entera, es la solucién del problema

entero. Si no, ir al paso 3.

3) Obtener un plano de corte, que la solucion optima continua actual no verifique
(se dice, un plano de corte que esté violado por la solucidn actual o que aisle a la

solucion actual).

4) Afadir el plano de corte a las restricciones del problema y reoptimizar. Volver al

paso 2.

Naturalmente, la mayor dificultad se encuentra en deducir planos de corte validos
para las soluciones enteras y que aislen a la solucién continua. Existen diversos planos
de corte, los primeros y mas conocidos son los formulados por Gomory (corte

fraccional y corte totalmente entero).

Este método en general no asegura la convergencia, pero para los de Gomory, en
particular, manteniendo determinadas normas a la hora de aplicarlos, si est4 demostrada,

aunque puede ser muy lenta.

Actualmente, la metodologia de planos de corte como método de resolucion
independiente estd en desuso por mostrarse menos eficiente que el método anterior, sin
embargo, combinado con otros procedimientos estd tomando mucho auge, pues puede

acelerar enormemente la convergencia de otros algoritmos.

En concreto, el método mas actual y que mejores resultados estad dando se ve en la

siguiente seccion y es denominado método de ramificacion y corte.
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4. Método de ramificacion y corte

Este método es una combinacion de los dos anteriores. Basicamente consiste en
aplicar un método de ramificacion y acotamiento, introduciendo planos de corte en los
nodos del arbol para acelerar la convergencia. De forma general, una iteracion del

método seria:
1) Elegir un nodo (en el inicio es el nodo raiz que es el problema original relajado).
2) Resolver el problema de ese nodo.

3) Decidir si generar 0 no planos de corte. En caso afirmativo, obtenerlos y
afiadirlos al subproblema y resolver.

4) Estudiar las condiciones de poda del método de ramificacion y acotamiento. Si se
dan, podar esa rama e ir a otro nodo. Si no, ramificar con los criterios del método

de ramificacion y acotamiento.

Como se ve, la Gnica diferencia con el método de ramificacion y acotamiento es que
en cada nodo hay que decidir si generar o no planos de corte que afiadir al subproblema

y reoptimizar.

Aunque la diferencia tedrica no es muy grande, en la practica produce muy buenos
resultados. Claro que hay varias cuestiones que resolver, por ejemplo, cual es el criterio
para decidir si generar planos de corte, o por ejemplo, qué planos de corte, ya que hay
de muchos tipos. Actualmente, hay diferentes implantaciones de este procedimiento y,
en general, particularizados a ciertas clases de problemas, de modo que los planos de
corte son especificos para esa clase. Sin embargo, ya existe una implantacion general en
un cédigo comercial en el que se pueden introducir planos de corte de varios tipos en el

proceso (GUB, cover, cliques, flow covers and Gomory cuts).

5. Preproceso y reformulacion

En la resolucion de problemas de programacion lineal entera han sido

fundamentales los avances que se han producido para permitir la resolucion de

122 04/02/2023



METODOS DE OPTIMIZACION

problemas de gran tamafio. Entre ellos cabe destacar: el preproceso automatico, tanto
para problemas continuos como enteros. Como se ha visto en la resolucion, una buena
formulacién de un problema puede ser de vital importancia a la hora de resolverlo. Una
medida de la bondad de una formulacién en programacion entera que se suele utilizar es
la diferencia entre el éptimo del problema relajado y el éptimo entero (habitualmente se
utiliza el término anglosajon gap). Un valor pequefio de esta diferencia, suele implicar

un tiempo de resolucion reducido, que a la postre es lo que se desea.

A continuacidn se presentan, brevemente, en dos bloques las principales técnicas de
preproceso. El primer bloque son técnicas de tipo general, aplicables a cualquier

problema lineal y el segundo blogue es particular para programacion entera.
11.5.1. Preproceso general

El objeto de este preproceso es la reduccidn de las dimensiones del problema.
Eliminacion de filas multiples y dominadas
El objetivo de este método es detectar y eliminar filas repetidas o dominadas por

otras y eliminarlas del problema. Una consecuencia indirecta es que en algunos casos se

pueden detectar situaciones de infactibilidad con este procedimiento.

La aplicacién de la técnica es basicamente por comparacién, de modo que si hay una
fila en la que los elementos distintos de cero son un subconjunto de los de otra, ambas
pueden ser comparadas para ver si es posible eliminar una de ellas o detectar una
infactibilidad.

Eliminacion de restricciones redundantes

La idea basica es detectar la redundancia por medio de las cotas de las variables. En
el proceso también se pueden fijar algunas variables a sus cotas y detectar infactibilidad.

La idea bésica es que si una restriccion se satisface incluso en la situacién mas

“dificil” la restriccion puede ser eliminada.
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Por ejemplo, para restricciones de se igualan a su cota superior las variables con
coeficientes positivos y a la inferior las demés. Las siguientes restricciones son

redundantes para variables con valores entre 0y 1

3%, +2X,<6
3%, —2X, <3
3X, —2X, > -3

Las restricciones suelen ser redundantes a consecuencia del proceso de

reforzamiento de cotas que se explica a continuacion.

Reforzamiento de cotas

Esta técnica es particularmente importante cuando existen variables enteras de tipo
general. La idea es aumentar las cotas inferiores y disminuir las superiores mediante
inspeccion de las variables en las restricciones en que intervienen. Una consecuencia
directa es la asignacion de valores de algunas variables, cuando se llegan a igualar la
cota inferior y la superior, y la deteccion de infactibilidad cuando se alcanza que la cota

inferior sea mayor que la cota superior.

Reduccion euclidea

Se utiliza especialmente en programacion entera para evitar coeficientes no enteros
en las restricciones y la funcién objetivo. Basicamente consiste en multiplicar la
restriccion (o funcién objetivo) por el menor valor que haga que todos los coeficientes
sean enteros. Si bien en programacion lineal no es de especial relevancia, en
programacion lineal entera puede ser fundamental la condicion de que todos los

coeficientes sean enteros, siendo incluso una hipétesis de trabajo en muchas ocasiones.
Asignacion de variables

Consiste en identificar variables que pueden fijarse a una de sus cotas ya que los
demés valores no pueden dar una solucién factible y 6ptima.

Si un valor de una variable no puede satisfacer una restriccion, aun cuando las
demas variables tomen sus valores mas favorables para intentar cumplirla, la variable

debe fijarse al valor opuesto.
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La idea basica es que si una variable sélo va en contra de la funcion objetivo y de las
restricciones puede ser fijada a su cota inferior. Si es justo al revés, puede ser fijada a su

cota superior.

El procedimiento para variables binarias y restricciones de tipo con cota positiva se
describe a continuacion. Se identifica la variable con el mayor coeficiente positivo. Si la
suma de dicho coeficiente y cualquier coeficiente negativo excede la cota de la
restriccion, la variable debe fijarse a 0. Aqui se ven algunos ejemplos faciles de

asignacion de variables para variables binarias.

3x, >2
3% +X, >2r=>x=1
SX, +X, 2%, =2

X +X,—2% 21=X%,=0
X+ X, =3%22=X% =1X=0
3% —2X%, <-1=x=0,x,=1

El procedimiento se repetird para las siguientes variables con el mayor coeficiente

en una reaccion en cadena.
3 +X, =2, 22= X% =1

De esta restriccion se deduce que x, =1, valor que se utiliza en la siguiente

restriccion
X\ + X, +X% <1=X,=0,%=0
De ésta se deduce que x, =0y X; =0, que se utiliza en la siguiente restriccion

X +%<0=x%x,=0

04/02/2023 125



OPTIMIZACION LINEAL ENTERA MIXTA

11.5.2. Preproceso mixto 0-1 y reformulacion

Estas técnicas son especificas para problemas enteros y, en particular, con variables
binarias. Dos formulaciones de un problema entero se dicen 0-1 equivalentes si tienen
las mismas soluciones enteras. Dadas dos formulaciones equivalentes de un problema
entero, se dice que una es mas fuerte que la otra, si la region factible de su relajacién
lineal estd estrictamente contenida en la region factible de la otra. En la formulacion
mas fuerte el intervalo de integralidad (integrality gap), es decir, la diferencia entre la
funcidn objetivo de la solucién entera y la del problema relajado linealmente es menor.
La formulacion mas fuerte ideal es aquélla cuyo intervalo de integralidad es nulo, es
decir, cuya solucién entera se puede obtener resolviendo un problema lineal. Sin
embargo, formulaciones fuertes pueden requerir un numero exponencial de

restricciones.

El preproceso con variables enteras busca a partir de la formulacion del problema
encontrar otra formulacion equivalente y mas fuerte, es decir, que tenga las mismas

soluciones enteras, pero menos soluciones continuas.

Difiere fundamentalmente de las técnicas anteriores en que en este preproceso es
posible que las dimensiones del problema no sélo no se mantengan sino que aumenten
en la busqueda de esa formulacion mas fuerte, afiadiendo nuevas restricciones al
problema. Por esta razén también a veces se incluyen dentro de un concepto mas amplio

que es la reformulacion de problemas.
Técnicas de mejora de coeficientes

El objetivo es reducir la region factible del problema lineal sin eliminar soluciones
factibles del problema BIP, variando los coeficientes de las restricciones.

Dentro de estas técnicas hay dos variantes fundamentalmente: la reduccion de

coeficientes y el aumento de coeficientes.

Para reducir coeficientes la técnica mas habitual es la denominada técnica miope. El

procedimiento para restricciones de tipo < como ax +a,X,+:--+a,x,<b con

variables binarias se presenta a continuacion.
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1) Calcular S como la suma de los valores a; positivos
2) Elegir cualquier a; #0 tal que S < b+|aj|

3) Si no existe dicho coeficiente implica que no se puede ajustar mas la restriccion

4) Si a; >0, se calculan aj=S-b y b'=S-a,, el nuevo valor del coeficiente es

a;=a) yeldelacota b=0b'
5) Si a; <0, se calcula aj =S b, el nuevo valor del coeficiente es a; = a;

6) Iral

Veamos la restriccion 2x,+3x,<4. La suma de los coeficientes positivos es
S=2+3=5. Se toma & #0, como 5<4+2, los valores de a =5-4=1y
b'=5-2=3, luego a =1, b=3y, por consiguiente, la restriccion queda X, +3x, <3.
Para la nueva restriccion la sumaes S=1+3=4. Se toma a, #0, como 4<3+3, los
valores de a,=4-3=1y b'=4-3=1, luego a,=1y b=1, entonces la restriccion
ajustada queda como x, +x, <1.

Con esta nueva restriccion se puede ver que el conjunto de puntos enteros factibles

no ha cambiado, pero si la region factible del problema relajado.

AN

Este procedimiento puede ser mas efectivo si se aprovecha informacién no sélo de

la propia restriccion sino también de otras restricciones que pueda haber en el problema.
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En cuanto al aumento o “lifting” de coeficientes, consiste en aumentar los
coeficientes de las variables en alguna restriccion manteniendo invariante su cota. En
general, el aumento mas habitual consiste en la inclusion de variables que no aparecian
en esa restriccion. Es especialmente utilizada cuando se generan nuevas restricciones

(ver un ejemplo en la seccién siguiente) para sacar el mayor partido de ellas.

Generacion de nuevas restricciones (planos de corte)

El concepto de plano de corte ya se ha explicado previamente lo que es. El plano de
corte es una nueva restriccion que reduce la region factible del problema lineal sin
eliminar soluciones factibles del problema IP. Disminuye la diferencia entre funcion
objetivo del LP y del MIP. Como ya se ha dicho existen diferentes tipos de planos de
corte que pueden generarse en un problema de programacién lineal entera mixta.
Algunos son especificos para una clase de problemas y otros, aunque surgieron de la
misma manera, pueden ser aprovechados en formulaciones generales. Por ejemplo, para
el problema de la mochila se desarrollaron los planos de corte de tipo cubrimiento, pero
dado que casi todos los problemas incluyen alguna restriccion tipo mochila, con ellas se

pueden generar este tipo de planos que seran validos para el problema completo.
El procedimiento para generar planos de corte tipo cubrimiento es el siguiente:

1) Considerar cualquier restriccion con variables binarias de tipo < con todos los

coeficientes no negativos (restriccion mochila).

2) Encontrar un grupo de variables (cubrimiento minimal) tal que
- Seviola la restriccion si las variables del cubrimiento son 1y el resto son 0

- Se satisface la restriccion si una de las variables del cubrimiento se hace 0 en lugar
de 1l

3) Formacion del plano de corte como ziemxi <N -1, siendo N el nimero de

variables del cubrimiento

Por ejemplo, para la restriccion 6x, +3X, +5x, +2x, <9 se pueden encontrar estos

planos de corte X, +X,+x, <2, y z, + 2, <1.
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Estas desigualdades a su vez pueden ser reforzadas aumentando coeficientes.

Un plano de corte tipo cubrimiento se puede reforzar incluyendo en la restriccion
aquellas variables cuyo coeficiente sea mayor o igual que todos los del cubrimiento
(este procedimiento ya estd automatizado al calcular estos planos de corte). Para el
ejemplo anterior, el primer y tercer plano no pueden ser reforzados ya que incluyen la
variable de mayor coeficiente, pero el segundo si, quedando su expresion

T, +x, +x, +x, <2. Esta nueva restriccion es mas fuerte que la segunda y que la

primera, por lo que pueden ser sustituidas ambas por ella. Sin embargo, no es
comparable con la tercera ya que los términos independientes son diferentes y los

coeficientes de las variables también.

Otro tipo de planos de corte que se estudiaron fueron planos de corte en problemas

de flujo con coste fijo, que ahora son utilizados en programacién entera mixta.

En general, los cuatro tipos mas utilizados (no especificos) son cortes GUB, cliques,
cubrimientos (covers) y flujos (flow covers). Ademas se estan retomando los planos de
corte de Gomory. Todos estos planos pueden ser utilizados en el preproceso, o en los

nodos del arbol de enumeracién cuando se desarrolla la técnica de ramificacion y corte.

.6. Referencias

Minoux, M. (1986) Mathematical Programming. Theory and Algorithms. John Wiley
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.7. Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1
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Resolver graficamente y mediante el método ramificacion y acotamiento los

siguientes problemas.
1.

max 3z, + 2z,
2z, + 2z, <9
3z, + 3z, > 18

z,,T, > 0 enteras

max 2z, + 3z,
S5z, + Tz, < 35
4z, + 9z, < 36

z,,%, > 0 enteras

maxz, + T,
2z, + 5z, <16
6z, + Sz, <27

z,,T, > 0 enteras

min 5z, + 4z,
3z, + 2z, > 5
2z, + 32, > 7
z,%, > 0,z, € Z

max 5z, + 7,
2z, +x, <13
5z, + 9z, <41
z,T, > 0,2, €Z
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PROBLEMA 2
Resolver los siguientes problemas mediante el método ramificacion y acotamiento.
max 18z, + 14z, + 8z, + 4z,

1. 152, + 12z, + Txy + 4z, + 2, < 37
z, €{0,1} j=1...,5

max z, + 2z, + 5z,
|-z, + 10z, — 3z,| > 15
2z, +x, +x; <10

Ty, TyTy > 0
PROBLEMA 3

Dado el siguiente problema

max 3z, + 2z, + 2z, + 2z,
3, +xy + 22, + 1, <5
T, + 2z, + 2z, +x, <3

T, Ly, Ty, x, € {0,1}
1) Resolver mediante técnicas de ramificacion y acotamiento.

2) Obtener para cada desigualdad los cubrimientos minimales y los planos de corte
obtenidos con ellos. Reforzar los cortes obtenidos.

3) Dada la solucion de la relajacion lineal = = (1,0.5,0,1) ¢cudles de las

desigualdades anteriores se pueden utilizar para aislar esta solucion?
PROBLEMA 4

Dado el siguiente arbol incompleto de soluciones obtenido en un paso intermedio al
resolver mediante ramificacion y acotamiento un problema de programacion lineal
entera de minimizacion en que todas las variables son binarias, decir qué ramas se
descarta seguir explorando y por qué, ademas de decir cuél es el minimo valor que se

puede obtener en el problema llegados a este punto y por qué.
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(0,1,0.75,0.2)
z=17

(0.5,0.75,1,1) (1,0,1,0)
z=15 z=18

(1,0.2528.1255,0.25) (1,1,0,0.75)
z=19
(1,1,0.25,0)
z=16
No factible

PROBLEMA 5

Dado el siguiente arbol de soluciones obtenido al resolver mediante ramificacion y
acotacion un problema de programacion lineal entera de minimizacion en que todas las
variables son binarias, dar valores a las cotas en cada nodo para que sea el arbol final

obtenido. Explicar por qué es el arbol final y el orden en qué se han generado los nodos.

B. X1=0
/ (0.1,0.73.0.2)
A Todas
(0.50.73,1.1)
C. XK1= F. X3=0

—
[=]
[
an
=
[
oh
=
[
oh

-

G. X3=1
Mo factible
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11.8. Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

1) No factible
2)  z*=14,dos 6ptimos, =, = (4,2), =, = (7,0)
3)  z*=4,tresoptimos, z, = (2,2), =, = (3,1), z, = (4,0)
4)  2*=10.5, 2 =(0.5,2)
5)  z* =37, dos6ptimos, z, = (6,1), z, = (4.6,2)
RESULTADO DEL PROBLEMA 2
1)  2¥*=40, 2" =(1,110,0)
2)  z*=50,2 =(0,0,10), § =1
RESULTADO DEL PROBLEMA 3
1) z, =1, x, =5, objetivo 5
2)  restriccion1 C), = {1,2,3}, C,, = {1,3,4}
3) T +r, e, <2,z +z,+x, <2
4)  restriccion 2 C,, = {2,3}, C,, = {1,2,4}, C,; ={1,3,4}
5) T+, <1,z +x,+z, <2, 2 +x,+z, <2
6) z +az,+z <2
RESULTADO DEL PROBLEMA 4
Nodos sin explorar o ramificar:

No factible: se poda ya que no hay solucion factible

z=18: solucién entera, luego z*=18
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z=19: se poda ya que aungue no es entera, es peor que la mejor encontrada hasta el

momento (minimizacion)

z=17: no es entera, la cota es mejor que la de la solucion entera mejor encontrada

hasta el momento, es factible: no se puede podar, hay que seguir ramificando.
Resto de nodos ya estan explorados.

La mejor solucion por el momento es z=18, pero podria llegar a ser 17 explorando el

nodo que aun queda activo.
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lll. Optimizacién no lineal

De forma general, el problema de programacion no lineal (non linear programming

NLP) se plantea como

(1.60)

donde z € R", f(z):R" - R y g,(z): R" — R. Notese que, en este caso, la no
negatividad de las variables no forma parte de la formulacion general. Aunque la
funcidn objetivo puede ser de maximizacién o minimizacion, en lo que sigue, cuando se
hable de un problema de programacién no lineal se supondrd, sin pérdida de

generalidad, que es un problema de minimizacion.

I11.1. Clasificacion de problemas de programacion no

lineal

Los problemas de NLP se presentan de muchas formas distintas y no existe un tnico
algoritmo o método para resolverlos. En su lugar, se han desarrollado algoritmos para
unas clases o tipos especiales de NLP. A continuacion, se presentan las clases mas

importantes y en secciones posteriores algunos de los algoritmos desarrollados.

La resolucion de estos problemas es, en general, mas dificil y computacionalmente
mas costosa que uno de LP de tamafio equivalente. Mientras que en LP es facil
encontrar optimizadores robustos, en NLP no existen métodos completamente robustos
que solucionen cualquier tipo de problema. Por ello, en la formulacion de un problema

NLP es necesario seguir dos recomendaciones esenciales:

1) escalar adecuadamente las variables y restricciones del problema alrededor de 1,
es decir, hacer que tanto las variables originales como las de holgura o exceso de

las restricciones tomen en el éptimo valores cercanosa 1y
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2) proporcionar un punto inicial suficientemente cercano al 6ptimo. Un método para

obtener este punto puede ser ejecutar el mismo problema linealizado.

Optimizacion no restringida

Son problemas de optimizacion donde no hay restricciones

mxin f(x) (1.61)

Para este tipo de problemas en la siguiente seccion se veran cuales son las
condiciones que ha de cumplir un punto para que sea Optimo y algunos algoritmos de
busqueda para encontrar tal punto, diferenciando entre problemas de una variable
(unidimensionales) o de mas variables (multidimensionales) y entre algoritmos que usan

diferenciacion y otros que no.

Optimizacion linealmente restringida

Son problemas donde todas las restricciones son lineales, aunque la funcion objetivo
no lo es
min f(z)

Az =b

(1.62)

En este caso, el problema se simplifica bastante y existe una extension del algoritmo
simplex para resolverlo ademas de algunos casos particulares, como el del problema

cuadratico, con algoritmos particulares muy eficientes.

Programacion cuadrética

Son problemas donde las restricciones son lineales, pero la funcion objetivo es
cuadratica, es decir, que incluye algin término con el cuadrado de alguna variable o con

el producto de dos variables

: 1oy T
mef(x) =5 Qr—>bz (1.63)
Az =1
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Se han desarrollado muchos algoritmos para este tipo de problemas, algunos con la

hipétesis adicional de que f(z) sea convexa (concava para el caso de maximizacion).

La programacién cuadratica es muy importante, ya que surge de forma natural en
muchas formulaciones, por ejemplo cuando la funcién objetivo representa distancias
euclideas (minimos cuadrados). Ademas, una de sus utilidades es como problema

auxiliar en otros tipos de optimizacion.
Programacién convexa
La programacion convexa engloba una amplia clase de problemas, entre los que se

encuentran los casos anteriores cuando las funciones son convexas. Sus hipdtesis son:

f(z) es convexa (concava si es maximizacion) y g,(x) es convexa, Vi =1,...,m .
En tal caso, ademas, se puede asegurar que todo dptimo local es también global.
Programacion separable

Es un caso especial de la programacién convexa, donde se afiade la hipotesis de que

las funciones f(z) y g¢,(x) son separables.

Una funcion separable es una funcién en la que cada término incluye una sola
variable, por lo que la funcidén se puede separar en una suma de funciones de las

variables individuales
1) =3 1(,) (1.64)

Supone que se cumple la hip6tesis de aditividad, pero no la de proporcionalidad de
la programacién lineal.
Programacion no convexa

Incluye todos los problemas de programacion no lineal que no cumplen la hipétesis

de la programacion convexa. En este caso, aun cuando se logre encontrar un optimo

local, no se puede asegurar que sea un éptimo global.
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Para este tipo de problemas existen algoritmos, bastante adecuados en algunos
casos, para encontrar optimos locales. Para algunos casos especiales, ademas, hay

algoritmos especificos que permiten resolver los problemas sin gran dificultad.

Programacién geométrica

Surge a menudo en problemas de disefio de ingenieria, donde la funcién objetivo y

las restricciones toman la forma

g(x) = 207]3](15) (1.65)
j=1
donde
P(z) =z z"..x,", j=1..n (1.66)

En tales casos, c¢; y a, representan las constantes fisicas y z; las variables de
disefio. Estas funciones, en general, no son ni concavas ni convexas, pero, existe un
caso particular bien resuelto cuando los coeficientes c; son estrictamente positivos.

Programacién fraccional

Surge cuando la funcion objetivo se encuentra como una fraccién

f(2) = % (L67)

Situacion que se puede plantear, por ejemplo, al maximizar la razéon de la
produccion entre las horas-hombre empleadas (productividad) o la ganancia entre el
capital invertido (tasa de rendimiento), etc.

Existen algunos procedimientos especiales para ciertas formas de las funciones

fi(x) y f(x), aunque en general, se intenta transformar el problema en algin otro para

el que se disponga de un procedimiento eficiente.
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I11.2. Expansion en serie de Taylor

Antes de empezar con los métodos de resolucion de problemas de optimizacion

vamos a revisar algunos conceptos basicos de calculo numérico.

La expansion en serie de Taylor de una funcion nos permite calcular el valor de la
funcion en puntos proximos a otro dado, cuyo valor ya se conoce. Se puede expresar

como
& +p) = f@') + V@) p+ %pTVQf(@p (1.68)

donde z € R", p € R" es un vector diferente de 0, £ esun puntoentre z y z, f(z)

es el valor de la funcién, Vf(z) el gradiente y V°f(z) o H,(z) el hessiano o matriz

8% f

(z"). Esta es una matriz simétrica por tener f segundas
Oz,0z;

hessiana, tal que h,; =

derivadas continuas.

Veamos el gradiente y el hessiano de una funcién cuadratica
]- T T
f(x)z;x Qr—>bz

donde z e R", beR"y Q € R"™.

El gradiente de una funcion cuadratica es
V(@) =Qz—b

y el hessiano

V(@) =@Q

Si tenemos la funcion
L, 1,
f(:I:l?xZ) = 51;1 +2z,2, + Exz -z, +9,

el gradiente es

04/02/2023 139



OPTIMIZACION NO LINEAL

of
v Oz | | H + 27,
f(xh'xQ)_ ﬁ - 2:U1+:E2_1
oz,
y el hessiano
o' f o' f
oz} Ox,0x L2
2 _ 1 1Yo |
Vf(xDxQ)_ agf azf _{2 1]

0,0z, O}

Siel punto =~ = (1,—1) es un maximo local con valor de la funcion f(1,—1) =9, el
valor de la funcion en un nuevo punto z = (1.1,—0.9) se puede calcular mediante la

expansion en serie de Taylor hasta segundo orden, que es exacta para una funcién
cuadrética, siendo p = (0.1,0.1)

0.1

f1.1,-09) =9+ (-1 0) o4

1 1 2)(0.1

—(0.1 0.1 = 8.
+2(0 0)2 oo =898
0, como comprobacion, por evaluacion directa en el nuevo punto

f(1.1,—0.9) = 0.605 — 1.98 + 0.405 + 0.9 + 9 = 8.93
111.3. Optimizacion no restringida

La optimizacion no restringida es aquélla donde no hay restricciones
min f(z) (1.69)

En primer lugar se ven las condiciones necesarias y suficientes para que un punto
sea minimo local y para que lo sea global, bajo ciertas hipétesis. A continuacion se ven

diferentes algoritmos iterativos de calculo de dicho minimo.
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111.3.1. Condiciones de optimalidad

Condicidon necesaria de optimalidad

Sea f:R" — R diferenciableen z"; si =" es un minimo local» entonces
Vi(z)=0 (1.70)
Esta se denomina condicion de primer orden porque involucra derivadas primeras.

Sin embargo, cualquier punto que satisfaga esta condicion es un punto estacionario,

no necesariamente un minimo.

z, + 2z,
Ejemplo: Vf(z,x,) =

2, + 1, — 1] =0 luego (x,,x,) = (2/3,—1/3)

Sea f:RR" — R dos veces diferenciable en z"; si " es un minimo local entonces
Vf(z')=0y H,(z") essemidefinida positiva.

La condicion de que el hessiano en un punto sea una matriz semidefinida positiva se
denomina condicion de segundo orden porque involucra derivadas segundas. Es
equivalente a decir que la funcién es convexa en dicho punto, concava para el caso de
maximizacion.

Una funcién f(z) continua es convexa en el intervalo [a,b] Si Vu,v €[a,b] ¥y

VA €[0,1]
Fu+1=XNv) <Af@w +1=N)fw

Se dice que f(z) es cdncava en el intervalo [a,b] si Vu,v € [a,b] y VA €0,1]

10 Minimo local es un punto 2" € R" que satisface la condicion f(z') < f(z) para todo z tal que

“:L' — ;z:|| < e siendo e un ndmero positivo (tipicamente pequefio) cuyo valor puede depender de z" . Si

f(z") < f(x) se habla de minimo local estricto.
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Fu+1=Nv)=Afw+(1=\)f@

Una funcién convexa (céncava) en [a,b] tiene un valor minimo (maximo) en dicho

intervalo.

Una matriz A es semidefinida positiva si 2" Az > 0 para cualquier vector no nulo

x 0 bien todos sus autovalores son no negativos o bien si todos los determinantes de

orden 1,2,...,n (siendo n la dimensién de la matriz) obtenidos afiadiendo filas y

columnas consecutivas desde el primer elemento son mayores o iguales que cero.

Una matriz A es semidefinida negativa si 2" Az < 0 para cualquier vector no nulo

x 0 bien todos sus autovalores son no positivos o bien si los determinantes de orden

1,2,...,n (siendo n la dimensién de la matriz) obtenidos afiadiendo filas y columnas

consecutivas desde el primer elemento son, alternativamente, menor que cero, mayor
que cero, etc. o bien si la matriz —A (resultado de cambiar el signo de todos los

elementos) es semidefinida positiva.

Si una matriz tiene autovalores tanto positivos como negativos se dice que es

indefinida.

2 1

Ejemplo: V?f(z,,z,) = [1 5

] es una matriz semidefinida positiva ya que sus

2 1

determinantes son positivos 2/=2>0 y L o= 3>0. Sin embargo, la matriz

1 2

hessiana del ejemplo anterior, V*f(z,,1,) = [2 1

], no lo es ya que el determinante de

orden 2 de la matriz es estrictamente menor que cero.

Condicion suficiente de optimalidad

Sea f:R" — R dos veces diferenciable en z'; si Vf(z')=0y H,(z") es

definida positiva, entonces =" es minimo local estricto.
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Condicidon necesaria y suficiente de optimalidad

Sea f:R" — R convexa y diferenciable en z  (si es dos veces diferenciable el

hessiano sera semidefinido positivo); =~ es un minimo global siy s6losi Vf(z') = 0.

111.3.2. Funciones unidimensionales

Sea el problema

z € [a,b] .7

siendo f una funcion convexa, = € R y [a,b] el intervalo de busqueda del minimo.

En principio, con las condiciones de optimalidad anteriores, un método para
encontrar el 6ptimo de un problema seria resolver el sistema de ecuaciones resultante de
igualar el gradiente de la funcion a 0. Sin embargo, no siempre es posible aplicar este
método, algunas veces porque la funcion no es diferenciable y otras porque no se puede
resolver directamente el sistema de ecuaciones, por lo que se presentan a continuacion

algunos algoritmos de blsqueda disefiados para localizar el minimo de una funcion.

Al igual que otros procedimientos de busqueda, consisten en encontrar una sucesion
de puntos o soluciones prueba que conduzcan hacia una solucion 6ptima. Hay diversos
algoritmos para hacerlo, siendo la clasificacion fundamental entre algoritmos de
comparacioén (que no utilizan derivadas) y algoritmos de interpolacion (que si las usan).

Existen varios algoritmos de comparacion: método de la seccion aurea, méetodo de
Fibonacci, método de la biseccién, etc. Entre los cuales se va a presentar el primero.

Entre los algoritmos de interpolacion se presenta el método de Newton.
Meétodo de la seccion aurea

La idea fundamental es ir haciendo intervalos cada vez menores donde se encuentre
el minimo, evaluando y comparando los valores de la funcién en puntos. El algoritmo

acaba cuando la longitud del intervalo considerado en una iteracién es menor que un

determinado nivel de tolerancia.
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Es un método que da una forma particular de seleccionar estos puntos, determinando
esos intervalos cada vez menores donde se debe encontrar el minimo buscado.
Sea I, la longitud del intervalo [a,,b,] en la iteracion k. Sean X, y, tales que

a, <\, <, <b,.Entonces se pueden dar dos casos:
- Si f(\) > f(,), en lasiguiente iteracion se considera a, , = A, ¥ b,,, = b,
- Si f(\,) < f(w,), en lasiguiente iteracion se considera a, , = a, Y b, = 1,

Ademas para ahorrar una evaluacion de la funcion f en la iteracion k£ + 1, se hacen
coincidir los valores X, ,, ¥ f,,, con alguno de los anteriores. Asi, en la situacion a), se

hace )., =y, ;Y en lasituacion b), se hace y,,, = A, .

En cualquier caso, es facil comprobar que I, =b, —a, =I,,, + I,,,. El método de

la seccidn aurea ademas pretende que la reduccion de la longitud de los intervalos sea

constante, es decir, I,,, = al,, 0 < a < 1. Con estas dos condiciones se deduce que el

+1
valor de o que hay que manejar es la solucion de la ecuacion a* —a +1= 0, cuyo

valor es o = (\/5 —1)/2 ~ (0.618, conocido como numero aureo. De esta forma, los
valores de los puntos interiores del intervalo seran
A=a, +(1—a)l,
W = a, +al,
La convergencia del algoritmo es lineal.
Meétodo de Newton

Los algoritmos de interpolacion realizan en cada iteracion una aproximacion de la

funcion f, en el punto z, considerado en dicha iteracion, por un polinomio de segundo

o0 de tercer grado. Para hacerlo necesita evaluar las primeras derivadas de la funcién en

T, .

Este método ajusta, en la iteracion &, una pardbola ¢(z) a f(z), f'(z), f"(z) y

toma z, ., como el vértice de esa parabola
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o) = 1) + £ @)@ —3) +5 @)@~ Q72
q/(karl) =0=ux,, =1 — ]{:/((Zi)) (1.73)

El algoritmo converge cuadraticamente bajo ciertas condiciones, pero es muy

inestable y suele ser necesario tomar precauciones e incluir protecciones.
111.3.3. Funciones multidimensionales

Sea el problema

min f(z) (1.74)
siendo f una funcion convexay z € R".

En el caso de n variables, el problema de resolver el sistema de ecuaciones no

lineales Vf(z) = 0 plantea mayores dificultades que el de resolver f/(z) =0, por lo

que se hace mas necesario disefiar procedimientos alternativos de busqueda del minimo.
Uno en particular es utilizar el método de Newton para resolver el sistema de

ecuaciones. De hecho estos algoritmos utilizan aproximaciones similares.

También ahora, la clasificacion de los algoritmos iterativos se hace igual que antes
por algoritmos sin diferenciabilidad y algoritmos que utilizan diferenciacion. Existen
varios métodos que no requieren diferenciabilidad: método de Rosenbrock o de las
coordenadas ciclicas, método de Hooke y Jeeves (con paso continuo o paso discreto),
método de Nelder y Mead, etc. De los cuales se presenta el primero. Existen varios
métodos que requieren diferenciabilidad para minimizar funciones de varias variables.

Se pueden clasificar en:

- Aquellos que soélo utilizan derivadas primeras: método del maximo descenso y

método del gradiente conjugado

- Aquellos que ademas utilizan segundas derivadas: método de Newton y método
de cuasi-Newton (con actualizaciones Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno BFGS,
Davidon-Fletcher-Powell DFP)
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Los métodos que utilizan derivadas son procedimientos iterativos con un mecanismo

de actualizacién del punto del tipo
Ty = T T oup; (1.75)
Como se vera a continuacion, las diferencias entre ellos se establecen por la
seleccion de la direccion de bdsqueda p, y de la longitud del paso «,. Existen
condiciones generales 0 mejoras que se introducen para garantizar que convergen a un
minimo, como elegir el escalar o, de manera que f(z,,,) < f(z,) y que la direccion
sea descendente p/Vf(r,) < 0. Existen dos métodos principales: el de busqueda
unidimensional (line-search methods) y los de region de confianza (trust-region

methods).

Los métodos de busqueda unidimensional controlan en las primeras iteraciones que
la funcion objetivo desciende suficientemente. En las ultimas iteraciones, proximas a la

solucidn final, no afecta el movimiento de la solucion. Se trata de encontrar el valor «,

que nos proporcione el minimo de esta funcidbn mediante este problema de

minimizacion unidimensional

min F(a) = f(z, + a,p,) (1.76)

o, >0

Si el valor optimo de «, resulta calculable facilmente y sin excesivo coste

computacional, se utiliza éste. Alternativamente, se pueden imponer dos condiciones

adicionales sobre o,
- que el descenso sea suficiente
fla, + ap,) < fla,) + payp Vi(z,) 0<p <1
que se denomina condicion de Armijo

- que el descenso no sea demasiado pequefio

Por ejemplo, se define o, como una secuencia 1, Y2, ¥, 1/8, etc. Se van utilizando

los valores de la secuencia empezando por 1. Si para o = 1 se satisface la condicién

anterior, si no se utiliza el valor siguiente.
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La direccion de basqueda p, debe cumplir dos condiciones adicionales
- que el descenso sea suficiente

o pva(xk) > > 0
EEES

es decir, que los dos vectores no sean ortogonales

- que la direccidén de movimiento esté relacionada con el gradiente
Ipll > m”Vf(xk)“

es decir, que la norma de la direccién de busqueda no sea demasiado pequefia con
respecto al gradiente.

Meétodo de las coordenadas ciclicas

Consiste en partir de un punto z, y minimizar la funcion f en la direccion
d, = (1,0,0,...,0) (minimizacién de una funcion unidimensional); alcanzado el punto
x, que minimiza la funcion en esa direccion, se minimiza desde ese punto en la
direccion d, = (0,1,0,...,0) para determinar el punto z, y asi sucesivamente hasta

llegar al punto =, , en que se vuelve a minimizar en la direccion d, .

El proceso se repite hasta alcanzar la precision deseada. No es un método muy
eficiente, los otros métodos aprovechan mejor las direcciones detectadas de mejora,
pero es bueno para hacerse una primera idea de lo que son métodos de busqueda sin

hipotesis de diferenciabilidad.
Método del maximo descenso
El método del maximo descenso (steepest descent) es el méas sencillo de ellos y se

basa en que la direccién de maximo descenso desde un punto es la direccion opuesta al

gradiente.

P = -Vf (Xk) (1.77)
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Se puede interpretar como un caso particular del método de Newton (que se vera a
continuacion) cuando el hessiano se sustituye por la matriz identidad.
Asi dado x, seevalta p, =—Vf(x,) (que es una direccion ortogonal a la curva de

nivel en ese punto) y se minimiza (minimizacién en una variable) en esa direccion para

determinar el punto x,, en que se vuelve aplicar el procedimiento. El proceso se repite

hasta que el valor del gradiente esta por debajo de un cierto umbral.

No requiere el uso de segundas derivadas, ni resolver un sistema de ecuaciones
lineales. Por tanto, es poco costoso computacionalmente. Tiene una convergencia mas

lenta, lineal. En general, no se debe utilizar.

Sea la funcién cuadratica
; 1 ; T
min f(x):zx Qx—-Db' x

1 - - -1
donde Q=|- 5 - |yb=|-1
25 -1

En este caso particular, el éptimo se puede determinar mediante este sistema de

-1
ecuaciones lineales Vf(x)=Qx-b=0 'y, por tanto, X =Q7'b=| -1/5 | vy
-1/25
f(x)=-0.62.

La direccion de méaximo descenso es p, =-Vf (X)) =—(Qx, —b).

Si en este problema cuadréatico se utiliza una bdsgqueda unidimensional exacta para

determinar la longitud el paso el valor 6ptimo resultante de ¢, es

vi(x)' p,
=0 B (1.78)
‘ plvz f(x.) Py
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0 1
Supongamos un punto inicial x, =| 0 |. Para ese punto f(x,)=0, Vf(x,)=|1]| ysi
0 1

se utiliza la norma 2 del gradiente como medida de la convergencia

[V (%,)]| = V12 +1° +12 =1.73. El valor de «, =3/31=0.097

—0.097
La nueva estimacion de la solucion es x, =X, +a,p, =| —0.097 |. Para este punto
—0.097
0.903
f(x)=-0.145, Vf(x)=| 0516 | y su norma 2 |Vf(x)|=1.76. El valor de
-1.419
a, =0.059.
-0.150
La nueva estimacion de la solucion es x,=|-0.127 |. Para este punto
-0.013
0.850
f(x,) =-0.237, Vf(x,)=| 0.364 | y sunorma2 |Vf(x,)|=1.14.
0.673

El proceso continta hasta que la norma 2 del gradiente se haga suficientemente

pequefia (inferior a una cierta tolerancia, 10° por ejemplo). En este ejemplo se

necesitan 216 iteraciones hasta alcanzar esta tolerancia.

La convergencia del método del méximo descenso para una funcion cuadratica con
busqueda unidimensional exacta es lineal. La relacion de mejora entre dos iteraciones

consecutivas se puede acotar superiormente de esta manera

(%) - F(X) <[Cond(Q)—1j2 (1.79)

f(x)-f(x) | cond(Q)+1
donde cond(A) el ndmero de condicion de la matriz A que se define como

cond(A) = | Al-|A™| v [Al, =y A (A" A) , siendo 4, (A" A) el autovalor maximo de
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la matriz A"A. Si A es una matriz definida positiva y simétrica cond(A) = 4,/4, siendo

A 'y A. el mayor y menor autovalor respectivamente.

En el ejemplo anterior cond(Q)=25. Un valor elevado del nimero de condicién
indica que la convergencia es muy lenta. Para cond(Q) =100 este método mejora la

solucién como mucho del 4 % en cada iteracion.

Para funciones no lineales generales la convergencia es también lineal con la misma
cota superior, pero donde ahora Q=V*f(x) es el hessiano de la funcion en la

solucién.
Método de Newton

Es mas eficiente que el método del méximo descenso y anéalogo al de una variable,

ya que consiste en aproximar por una funcién cuadratica la funcién f(x) en el punto

considerado en una iteracion, hallar el minimo de esa funcion cuadratica y volver a

aplicar el método
1
q(xk+1) = f (Xk) +Vf (Xk )T (Xk+1 - Xk) + E (Xk+1 — Xy )T Vz f (Xk )(Xk+1 - Xk) (1-80)

-1

VA1) =0=> Xy = X [ VT () ] VF(x) (1.81)

Obsérvese que en este caso el célculo de la direcciébn de movimiento en cada
iteracion implica la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales

vt (X) P =-VFf(x) (1.82)

El algoritmo converge cuadraticamente en la cercania del 6ptimo bajo ciertas
condiciones (relativamente exigentes) y requiere algunas modificaciones para su
correcto y potente funcionamiento. Tiene la desventaja de que en cada iteracion se

necesita calcular y almacenar el hessiano.
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Método de cuasi-Newton

El método de cuasi-Newton es una mejora del metodo de Newton que disminuye el
coste computacional asociado a calcular y almacenar el hessiano y la resolucién del

sistema de ecuaciones lineales.

Esta basado en aproximar el hessiano de la funcion en cada punto V*f (x,) por otra
matriz B, definida positiva mas facil de calcular. Las diferentes variantes difieren en la

eleccion de B, y en su actualizacion en cada iteracion.

Las ventajas estriban en utilizar s6lo primeras derivadas en la aproximacion de B,

y, por consiguiente, la direccion de blsqueda se puede calcular con menor coste
computacional. Las desventajas son que la convergencia ya no es cuadratica y ademas
requieren el almacenamiento de una matriz, luego no es apto para problemas de gran

tamano.
El algoritmo del método de cuasi-Newton es el siguiente:

1) Especificacion de una solucion inicial x, y de una aproximacion inicial
al hessiano B,. La inicializacion de B, suele ser la matriz identidad

B, = I
2) En cada iteracion k =0,1,... hasta encontrar la solucién 6ptima
- Calcular la direccion de movimiento

B.p =—Vf(X) (1.83)
- Hacer una busqueda unidimensional para determinar

X g = X+, Py (1.84)
- Calcular la matriz B, ,, mediante las ecuaciones

S = X — X,

(1.85)
Y = \4i (Xk+l) — Vi (Xk)
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El calculo de la matriz B, se basa en la condicion de la secante. Para una

funcion cuadratica el hessiano Q satisface de manera exacta esta condicion.

Vit (Xk+1)(xk+l - Xk) ~ Vf (Xk+1) —Vf (Xk)
Bk+l(xk+l - Xk) ~ Vf (Xk+1) - Vf (Xk) (186)

Bi.1Sk = Yi
Sin embargo, la matriz B,,, no se calcula directamente sino mediante
actualizacion.
Actualizar la aproximacion del hessiano
B,., = B, +actualizacion (1.87)

Existen diferentes actualizaciones de B, . La denominada BFGS (Broyden-Fletcher-

Goldfarb-Shanno)

T
B =B _(Bksk)(BkSk) + ykyl (188)
o ‘ s-kr Bksk ygsk

o0 la denominada DFP (Davidon-Fletcher-Powell)

(Bksk)(BkSk )T Y yT
B.,=B, — B, + ykISt +(Sy B, S, U Uy (1.89)

Yo B
- —k

donde u, = -
YeSc  ScBiS

En ambas actualizaciones para garantizar que B, ,, sigue siendo definida positiva se

debe cumplir y,s >0 condicion que se debe garantizar controlando la bUsqueda

unidimensional.
[11.4. Optimizacion restringida

Al igual que en el caso de la optimizacion no restringida, en primer lugar se van a

ver las condiciones de optimalidad, que en muchos casos permiten determinar
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directamente la solucion éptima del problema entre los puntos que son soluciones del
sistema de ecuaciones que se plantea y, a continuacion, algoritmos de busqueda como

alternativa al procedimiento anterior.
111.4.1. Lagrangiano y multiplicadores de Lagrange

Sea el problema de minimizacién de funcion objetivo no lineal con restricciones

lineales de igualdad (P")

min f (x)
X (1.90)
Ax=Db
donde xeR", AcR™ y beR".
Se define la funcién no lineal denominada lagrangiano como
L(x,4) = f(X)+ A" (Ax—D) (1.91)

donde 2eR"™ se denominan multiplicadores o multiplicadores de Lagrange. El

minimo del lagrangiano es el minimo del problema (P") puesto que en el éptimo

Ax=Db.
El gradiente del lagrangiano con respecto a cada conjunto de variables es

V. L(x,2)=Vf(x)+ A" A

(1.92)
V,L(x,1) = Ax-b

Aplicando las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad al lagrangiano
tenemos
VL(x,A)=0 (1.93)
0, expresado de otra manera, si X es un minimo local debe verificar
VE(X)=-A"A (1.94)

Interpretando esta ecuacion se observa que en un minimo local el gradiente de la
funcion objetivo es una combinacién lineal de los gradientes de las restricciones y los

multiplicadores de Lagrange son los pesos. Los multiplicadores representan el cambio
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en la funcién objetivo para un cambio unitario (marginal) en la cota de cada restriccion.
En el caso particular de programacion lineal estos recibian el nombre de variables
duales o precios sombra. Con esta formulacién del lagrangiano los multiplicadores

resultan con signo contrario a las variables duales.

Veamos ahora el problema de minimizacion de funcion objetivo no lineal con

restricciones no lineales de igualdad y desigualdad (P")

min f (x)

g;(x)<0 i=1..m (1.95)

h;(x)=0 j=1,..,1

xe X

donde X esun conjunto abierto novacioen R", f:R" >R vy g,:R" > R.
Definimos el lagrangiano como
m |
LG A ) = T 00+ D 46,00+ X 447, () (1.96)

i=1 j=1

donde 1eR™, ueR' son los multiplicadores de Lagrange. Esta funcion es siempre
una cota inferior de f(x) para valores factibles de x y valores conocidos de >0 (no

negativos) y u (libre). Por consiguiente, interesa obtener la mayor cota inferior

m

max L(x, A, 1) y el problema original (P

U

) sera

min {”293( L(X”L’“‘)} (1.97)

H

Xxe X

De esta forma hemos transformado un problema de minimizacion con restricciones

en otro sin restricciones. Este procedimiento se denomina relajacion lagrangiana.
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111.4.2. Condiciones de optimalidad de Karush-Kuhn-Tucker

Estas condiciones estan basadas en unas previas, denominadas de Fritz John pero
menos Utiles para resolver problemas. Fueron enunciadas por Karush en su tesis de
master y publicadas en ruso, pero el hecho de que fueran presentadas en este idioma
dificulté su expansion y, unos afios después, Kuhn y Tucker (Kuhn, 1951) las
enunciaron y demostraron de nuevo (sin conocer el estudio previo en ruso), por lo que
durante mucho tiempo se conocieron como las condiciones de Kuhn-Tucker, hasta que

posteriormente se incluy6 a la primera persona que realmente las publico.

Histéricamente, se enunciaron primero para problemas con restricciones de
desigualdad y luego para problemas con restricciones de desigualdad e igualdad, por lo

gue se va a mantener este orden.

Condiciones necesarias con restricciones de desigualdad

Sea el problema (P)

mxin f(x)
9,()<0 i=1..m (1.98)

xe X

donde X esun conjunto abierto novacioen R", f:R" >R vy g,:R" > R.

Sea X un punto factible (es decir, debe satisfacer las restricciones);

I:{i/gi(x*)zo}; f y {g;,iel} diferenciables en x"; {g,,i¢ 1} continuasen x vy

sean {Vgi(x*)} | linealmente independientes. Si X~ es minimo local de (P) existen

ie

unos escalares {4,ie 1} tales que

VE(X)+ Y 4Vg,(¢) =0
; (1.99)
420 Viel

si ademas las funciones {g;,i# I} son diferenciables en x™ entonces
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V(X)) + Zm:i,Vgi (x)=0

i=1
20,(x)=0 i=1..,m (1.100)
A =20 i=1..,m

Veamos un ejemplo
min f (X, y) =9y — (x-5)?
X,y

—x*+y<0
-X-y<0
x—-1<0

Las condiciones de KKT serian este sistema de ecuaciones no lineales
—2(Xx=5)-2x4, -4, +4,=0
9+, -4,=0
A(=x*+y)=0
A(=x-y)=0
Jy(x-1)=0
Ay A Jg 20

ademas se deben considerar todas las restricciones del problema puesto que el punto ha

de ser factible.

Vamos a resolverlo analiticamente enumerando todas las combinaciones posibles

(=0 o =0) de valores de los escalares 4. Obsérvese que si 4, =0 entonces 4, =-9
(valor infactible), luego 4, #0 vy, por tanto, —-x=y.
Ahora, consideremos dos casos:

- A =0:entonces 4, =9 y el sistema que queda es

-2x+10-9+ 4, =0
25(x=1)=0

Ahora se tiene:

o Si 4, =0, entonces x=1/2 e y=-1/2. Entonces A=(1/2,-1/2) y
2, =(0,9,0).
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0o Si x=1, entonces y=-1y resulta A, =1. Entonces B=(1-1) y
25 =(0,9,1).

- A, #0: entonces se tienen x*=y y x=-y, con lo que x*=-x, que da dos

posibilidades
0o x=0, que implica y=0 y al resolver se tiene C=(0,0) y
/e =(1,10,0)
0 x=-1, que implica y=1 y al resolver se tiene D=(1,-1) vy
A =(-3,6,0)

Asi, el punto D no es un punto que cumpla las condiciones de KKT (los
multiplicadores no son mayores o iguales que 0). Los otros tres puntos las cumplen,
pero graficamente se puede observar que B y C son minimos locales (ambos con valor
—-25 de la funcién objetivo), A no es nada y no existe minimo global. De hecho, la

funcion no esta acotada.

Si se hubiera deseado también buscar los méximos locales, basta buscar puntos con
las mismas condiciones pero en que todos los multiplicadores sean menores o iguales

que 0 y se habria obtenido el punto E =(1,1) con A. =(-9,0,—26) que es un maximo

local.

Condiciones suficientes con restricciones de desigualdad

Sea X un punto factible del problema (P); Iz{i/gi(x*):o}; fy{g.iel}

convexas y diferenciables en x . Si existen escalares {A.ie I} tales que

VE(X)+ Y AV, (X) =0
iel (1.101)
A 20 Viel
entonces X es minimo global de (P).

Alternativamente, en lugar de poner la condicion de que f vy {gi,ie I} sean

convexas y diferenciables en x* se puede expresar también como que el lagrangiano

restringido L(x)=f(x)+> . 49;(x), siendo 4~ los multiplicadores de Lagrange de
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las restricciones, tenga un hessiano, VZL(x") =V*f(x)+> A'V?g,(X'), que sea una
matriz semidefinida positivaen x .

Las condiciones suficientes para el caso de maximizacion se traducen en que la

funcion f sea concava en el punto, las restricciones no cambian y los multiplicadores

sean menores o iguales que 0.

Condiciones necesarias con restricciones de desigualdad e igualdad

Sea el problema (P’)

min f (X)
g,(x)<0 izl,..-,m (1.102)
Xe X

donde X es un conjunto abierto no vacioen R", g;:R" >R y h;:R" > R.

Sea X~ un punto factible; I :{i/gi(x*)zo}; f y {g,iel} diferenciables en x';
{g,ie!} continuas en x"; {h;,j=1...,1} continuamente diferenciables en X" y sean
{Vgi(x*),i e l;Vh;(x), ] =1,...,I} linealmente independientes. Si X~ es minimo local de
(P") existen unos escalares {i,,i S 7 :1,...,I} tales que

Vf (x )+§4Vgi(x )+;uthj(X )=0 (1.103)

4 >0 Viel

si ademas las funciones {gi,i ¢ I} son diferenciables en X~ entonces

VE(x)+ Zm:/l,Vgi (x) +Z|:uthj (x)=0

i=1

A0:(x)=0 i=1..m (1.104)
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Condiciones suficientes con restricciones de desigualdad e igualdad

Sea X un punto factible del problema (P); I={i/g,(x)=0}; f y {g,iel}
convexas y diferenciables en x". Si existen unos escalares {/?,,,i eliy, ] =1,...,I} tales

que

VE(X)+ D AV, (X) +Z|:ijhj (x)=0

iel j=

(1.105)
A =20 Viel

de modo que h; sea convexa en X" si ;>0 0 h; sea concava en X si u; <0,

entonces X es minimo global de (P').

111.4.3. Transformacion de un problema no lineal con

restricciones lineales de igualdad en uno sin restricciones

Sea el problema de minimizacion (P"). Supongamos un punto factible X y una
direccién factible p que debe cumplir Ap =0, entonces cualquier punto factible se

puede expresar como
X=X+p (1.106)
Si Z esunamatriz R™ (siendo r >n—m) del espacio nulo de A (espacio definido
por el conjunto de vectores ortogonales a las filas de A, representa el conjunto de

direcciones factibles de las restricciones) la region factible también se puede expresar

como
X=X+2vV (1.207)
donde veR".

De esta forma el problema se transforma en una minimizacion de la funcion ¢(v)

que es la funcion reducida (proyectada) de f en la region factible, que es un problema
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de optimizacion sin restricciones y de menores dimensiones. Se ha pasado de un

problema de n dimensionesaunode n—m.
mvin o(v) = f(X+2v) (1.108)
El gradiente reducido (o proyectado) de f en x es
Vé(v) =Z"VF(x) (1.109)
El hessiano reducido de f en x es
Vep(v)=Z2TV*f(X)Z (1.110)

Para el célculo de la matriz de transformacion Z existen dos posibles métodos:

1) Método de reduccion de variables
A Ps
p=(B N) = Bp, +Np, =0
N
Py L)
-B'N
Z= | (1.111)
_ _ B™'b -B'N
X=X+p=X+2Zp, = 0 + | Py

donde AcR™", BeR™™, NeR™™ ZeR™"

2) Factorizacion QR
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donde A e Rmxn ’ Z e Rnxn—m ’ Q = ]Rnxn ’ Ql = Rnxm ’ Q2 = Rnxn—m ’ R e Rnxm y
R, € R™™ (es una submatriz triangular superior de R)
Z=Q, (1.112)

es la base ortogonal yaque Z'Z =1.

Este método tiene la ventaja de que el calculo de Z es numéricamente estable pero
su coste computacional es elevado y la matriz Z es densa aunque la matriz A sea

cuasivacia.
Condiciones de optimalidad con restricciones lineales de igualdad
Las condiciones necesarias
Z'Vi(x)=0 (1.113)
p Vi (x)p=0 (1.114)
siendo p =Zv un vector del espacio nulo de A.
Las condiciones suficientes para minimo local estricto
Z'Vi(x)=0 (1.115)
siendo el hessiano reducido Z'V?f(x")Z en el punto definida positiva.
Veamos un ejemplo

minf (X) = X2 +2X, + X2 — X +4x,
X, — X, +2X, =2

El gradiente y hessiano de la funcién son

2%, —2 2 .
vi(x)=| 2x, |, Vf(x)=|- 2
2%, +4 S22
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2.5 1 -2
Sea el punto x" =| —1.5 | y la matriz de transformacién Z=|1 - |. Entonces el
-1 -1

nuevo punto y el valor de la funcién a minimizar queda

2.5 1 -2 y 2.5+Vv, -2V,
X=X+2Zv=|-15+|1 - (V1j= ~15+V,
-1 1 )07 —1+v,

min g(v) = (2.5+V, —2v, )’ +2(2.5+V, =2V, ) +

+(—1.5+v1)2 —(-1+ vz)2 +4(-1+v,)

Aplicamos las condiciones necesarias y suficientes de primer y segundo orden a la

funcion reducida

IR L2
Z'V(x)Z = 2 L - = 1 . |=
-2 -1 -4 . =2 -4 6
oo 2001 .1
El hessiano de la funcién no es una matriz definida positiva y, sin embargo, el

hessiano reducido si lo es. Luego el punto es un minimo local estricto.

Condiciones de optimalidad con restricciones lineales de desigualdad

Sea el problema de minimizacion no lineal con restricciones lineales de desigualdad
(PW)
min f (x)
X

Ax>b

(1.116)

donde xeR", AcR™ y beR".

Las condiciones necesarias de optimalidad son
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VE(X)=-ATA"

o (1.117)
AT(AX —b)=0

0 equivalentemente

Z'VE(x') =0

S (1.118)
AT (AX -b)=0

donde A" <0. El dltimo conjunto de ecuaciones corresponde a las condiciones de

complementariedad de holguras (o bien la restriccion se cumple o bien el multiplicador
es 0 pero no los dos). Adicionalmente Z'V?f(x")Z ha de ser semidefinida positiva,

siendo Z una matriz del espacio nulo del conjunto de restricciones activas de A.

Las condiciones suficientes para que sea un minimo local estricto son

Z'Vf(x)=0
Ve (1119)
AT(AX =b)=0
y ademas Z'V*f(x)Z ha de ser definida positiva.
Condiciones de optimalidad con restricciones no lineales de igualdad
Sea el problema (P)
min f (x)
x (1.120)
g;(x)=0 i=1...,m
donde xeR"y g, :R" — R. El lagrangiano de este problema es
L(x,A)=f(xX)+A"g(x) (1.121)
Las condiciones necesarias de primer y segundo orden
Z(x)'Vi(x)=0 (1.122)

y ademas Z(x')' V2 L(X',A)Z(x) ha de ser una matriz semidefinida positiva, donde

Z(x") es una matriz del espacio nulo del jacobiano Vg(x)".

Las condiciones suficientes de primer y segundo orden para minimo local estricto
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Z(X') Vf(x)=0 (1.123)

y ademas Z, (x")' V2 L(x",A)Z,(x") ha de ser definida positiva. Z es una matriz del
espacio nulo del conjunto de restricciones activas y no degeneradas del jacobiano
vg(x)'.

Condiciones de optimalidad con restricciones no lineales de desigualdad

Sea el problema (P)

min f (x)
x (1.124)
g,(x)20 i=1....m
donde xeR"y g,:R" — R. El lagrangiano de este problema es
L(x,4) = f(X)+A"g(x) (1.125)
Las condiciones necesarias de primer orden
V.L(x,47)=0
(LG4 (1.126)
ATg(x)=0
0 equivalentemente
Z(xX)'vi(x)=0
() VEX) (1.127)

2Tg(x)=0

siendo A" <0. El Gltimo subconjunto de ecuaciones son las condiciones de
complementariedad de holguras. Ademas la condicidn de segundo orden indica que ha

de ser una matriz semidefinida positiva, donde Z(x") es una matriz del espacio nulo del

jacobiano de las restricciones activas de Vg(x)".
Las condiciones suficientes de optimalidad para minimo local estricto

Z(x)'VE(x)=0

1.128
ATg(x) =0 (1420
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y ademas Z,(x)" V2 L(x,47)Z,(X") ha de ser definida positiva, donde Z,(x) es una
matriz del espacio nulo del jacobiano de las restricciones activas y no degeneradas de
vg(x)'.

Veamos un ejemplo

min f (X) = x,
(X, +1)°+x2 >1

X2+ X5 <2
El lagrangiano, el gradiente y el hessiano son

L(x,A) =% = A (% +D)* +%; ~1) + 4,(X +%; —2)

v L 1) = 1-22, (X +1) + 22,,

L0 )_( 24X, +22,%, j
2

WW)Z( . —zulmz)}

. 0 -
a) Probarsi x= (O] es dptimo.

Como la restriccion 2 no es activa 4, =0. El valor de A, se obtiene al establecer la

condicion necesaria de primer orden

a2

Luego 4, =0.5

. 0 . . . .
Si se toma Z :(1] como la matriz base del espacio nulo del jacobiano de las

restricciones activas (sélo la primera) Vg(x)" =(2 0)

Z,(x) VA L(x, A)Z,(x)=(: 1)(_.l _'sz—l
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0
luego x = (0] no es éptimo.

b) Probar si x:( J es dptimo.

El valor de 4, y 4, se obtiene al establecer la condicion necesaria de primer orden

{32

Luego 4, =4,=0.5

La matriz base del espacio nulo del jacobiano de las restricciones activas es vacia.
Luego la condicion suficiente de segundo orden se satisface, luego el punto es un

minimo local estricto.

) 0
c) Probar si x:(

V2

J es optimo.

Como la restriccion 1 no es activa 4, =0. El valor de 4, se obtiene al establecer la

condicion necesaria de primer orden

1+24,0 0
V.L(x,4)= & =
22,32 ) \0
El sistema es inconsistente, no se puede obtener el valor de A4,. Luego no se puede

satisfacer la condicion necesaria de primer orden.
111.4.4. Métodos de programacion no lineal (NLP)

Son procedimientos algoritmicos de busqueda que se detienen cuando encuentran un
optimo local y que suelen ser aplicados partiendo de distintos puntos iniciales, con el fin
de encontrar tantos 6ptimos locales distintos como sea posible y seleccionar el mejor de
ellos. En principio, el 6ptimo de un problema no lineal no est4 necesariamente en el

contorno de la regién factible como sucedia en LP.
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Los métodos de programacion no lineal se pueden clasificar en dos grandes familias:
- Métodos factibles

Mantienen factibilidad al partir de un punto factible y moverse en direcciones
factibles. Son una generalizacion del método simplex de LP. Resuelven una
secuencia de subproblemas con un conjunto de restricciones activas que cambia en
cada iteracion. Los principales inconvenientes son la seleccion del conjunto de
restricciones activas y la dificultad de satisfacer las restricciones. Entre ellos se van
a mostrar: método del maximo descenso reducido, método de Newton reducido,

método de cuasi-Newton reducido, método de programacién cuadratica secuencial.
- Meétodos de penalizacion o de minimizacion no restringida secuencial SUMT

Minimizan una funcién relacionada con el lagrangiano que tiene el mismo minimo.
Sustituyen un problema NLP por una sucesion de problemas de optimizacién no
restringida, cuyas soluciones convergen a la misma solucién. En la funcion objetivo
se incluyen unas penalizaciones que miden las violaciones de las restricciones y
ademas unos parametros que determinan la importancia de cada restriccion. Dentro
de estos métodos existen dos variantes, una que se mueve por fuera de la region
factible (penalizacion exterior) y otra que se mueve por dentro de la region factible
(penalizacidn interior). EI método de penalizacion (exterior) penaliza la violacion de
las restricciones. Se mueve por puntos infactibles. Se aplica para restricciones de
igualdad y desigualdad. EI método barrera (interior) evita que se alcance el
contorno de las restricciones. Se mueve por puntos estrictamente factibles. No es
valido para restricciones de igualdad. EI método del lagrangiano aumentado afiade

una penalizacion cuadratica al lagrangiano de una funcion.

Método del maximo descenso reducido

Sea el problema de minimizacion de funcion objetivo no lineal con restricciones
lineales (P")
min f (x)
X

Ax=Db

(1.129)
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donde xeR", AcR™ y beR".

El problema se transforma en una minimizacion de la funcién reducida ¢(v) en la

region factible

mvin o(v) = f(X+2v) (1.130)

donde ve R"™,
Cada iteracion determina un nuevo punto
Xen =X+ Py (1.131)
P, =2V, (1.132)
donde p, se obtiene a partir de v, .
En el método del maximo descenso v, en la funcion proyectada es su gradiente
v, ==-Z"Vf(x,) (1.133)
P, =2V, =—ZZ" V£ (x,) (1.134)
donde p, depende matematicamente de la eleccion de la matriz Z .

Método de Newton reducido

Sea el problema de minimizacion de funcion objetivo no lineal con restricciones

lineales (P"). En el método de Newton v, se determina mediante la resolucion de un
sistema de ecuaciones lineales. p, no depende de la eleccion de la matriz de Z,

matematicamente da lugar a la misma direccion, pero numéricamente si puede afectar

de forma drastica

[ 27V (X)Z |V, =-Z"VE(x,) (1.135)
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Método de cuasi-Newton reducido

Sea el problema de minimizacion de funcion objetivo no lineal con restricciones

lineales (P"). En el método de cuasi-Newton v, se calcula resolviendo un sistema de

ecuaciones con la aproximacion del hessiano en cada iteracion
BV, =-Z"Vf(x,) (1.136)
y las matrices auxiliares en la actualizacion de la matriz B,
S =Z" (X1 = %) (1.137)
Vi =27 (VF (%) — V(X)) (1.138)
Programacién cuadratica secuencial

Sea el problema de funcion objetivo no lineal con restricciones no lineales de
igualdad (P)

min f (x)
X (1.139)
g,(x)=01i=1...,m
donde xeR"y g,:R" — R. El lagrangiano de este problema es
L(x,A) = f(X)+ A g(x) (1.140)

Se aplica el método de Newton a la resolucion del sistema de ecuaciones no lineales
VL(x,4)=0, que es la condicién de optimalidad del lagrangiano, mediante el

[XM] [Xk] [pk]
=| |+ (1.141)
/1k+l ﬂ’k pk

donde p, y p, se determinan resolviendo este sistema de ecuaciones lineales

procedimiento iterativo

sz(xk,zk)[Eka _VL(X,A) (1.142)

k
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(VixL(xk 4) —Vg(Xk)]{ o j _ (—VXL(XK ' MJ (1.143)
~vg(x,) 0 P 9(x)

Este sistema de ecuaciones representa también las condiciones de optimalidad de

primer orden de este problema de optimizacion cuadratica con restricciones lineales

min 2Bl (VL0 2) ] P+ PV, L 06 4)]

[Va(x)] P +9(x)=0

(1.144)

siendo p, los multiplicadores de Lagrange de las ecuaciones lineales.
La funcion objetivo cuadréatica resulta ser una aproximacion en serie de Taylor del

lagrangiano en el punto (}ij y las restricciones resultan una aproximacion lineal de las

restricciones originales g(x, + p) .

En cada iteracion se resuelve el problema cuadratico anterior y se obtiene p, y p, Y

se actualizan los valores de x,., ¥ 4,.;-

Meétodo de penalizacion exterior

Este procedimiento consiste en incluir las restricciones del problema en la funcién
objetivo penalizando los valores no permitidos en las restricciones. Puede utilizarse para
problemas con restricciones de desigualdad y de igualdad. Las iteraciones se pueden

mover por puntos exteriores de la region factible.

Sea el problema (P")

in f
T

() <0 i=1..m (1.145)
(@) =0 j=1..,1

~—

z)

=

IN

?

>

Se define una funcidn de penalizacion P(z) de la forma

P) = 306(0,0) + 320, () (1.149)
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P(y) >0 y>0y Yy)>0 y=0

|¢(y)=0 y <0 (v(y):() y=0
de modo que

Unas funciones que se utilizan habitualmente son ¢(y) = (max{0,y})" y
q 1 : 2 1 T
=yl 0 () = 330, (@) = S h(@)" hla)
=1

En cada iteracion partiendo de un punto z, se resuelve el problema

m1n7r T, ) {f + w,P(z )} (1.147)

siendo p, un pardmetro de penalizacion escalar positivo y se obtiene una solucion
optima z,,,.Si p,P(z,,,) < e (nivel de tolerancia admitido) acaba el proceso; si no, se

incrementa monotonamente hacia oo la penalizacion definiendo el multiplicador de la

siguiente iteracion como , ., = B, , donde 3> 1,y se repite el proceso. Conforme

aumenta el parametro de penalizacion aumenta el efecto de dicho término y los puntos
se acercan a las restricciones de igualdad. En el limite este pardmetro es el encargado de

hacer cumplir las restricciones de igualdad y, por tanto, obtener soluciones factibles.

Para este problema de optimizacién

min f(z)

| (1.148)
hi(z)=0 j=1..,1

las condiciones de optimalidad de la funcién de penalizacién suponiendo una

penalizacion cuadratica son
V() + 1V (w(w)h,(2()) = 0 (1.149)

y las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden del problema original

) + ijA‘j(u)vh}.(m(M)) =0

Ai(w) = phy(z(p) 7 =1,...,1

(1.150)
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Obsérvese que la condicion de complementariedad de holguras en lugar de ser 0 es
1/,u.

Metodo de penalizacion interior o método barrera

El método de penalizacion interior es similar al anterior pero plantea funciones que
no permiten que la solucion esté fuera de la region factible. Se mueven siempre por el
interior, por lo que su uso se ha solido limitar a problemas con restricciones de

desigualdad.

Sea el problema (P)

x

n f(z)
9,() <0 i=1,. (1.151)

Hm

Se define una funcién barrera, funcion continua en el interior de la regién factible

que se hace oo al acercarse al contorno
B(z) =) _¢(g,(x)) (1.152)

ey) 20 y <0 , _ -
donde ) . Lo mas habitual es definir ©(y) = —1/y 0
lim - o(y) = oo

p(x) == " log(g,(x)) aunque haya otras.

Partiendo de un punto que cumple las restricciones, el procedimiento en la iteracion

k consiste en resolver el problema
mlnﬁ T, f1y) {f + Bl )} (1.153)

siendo 1, un parametro barrera escalar positivo y se obtiene una solucion optima z, .
Si p,B(z,,,) < e (nivel de tolerancia admitido) acaba el proceso; si no, se decrementa

monotonamente hacia 0 el parametro barrera, definiendo el multiplicador de la siguiente

iteracion como 4, ,, = By, , donde B € (0,1) (un valor habitual es 0.01), y se repite el

proceso. Conforme decrece el pardmetro barrera disminuye el efecto del termino barrera

y los puntos se acercan al contorno de la region factible.
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La condicion de optimalidad para una funcion barrera definida como la inversa de la

funcién es

) + Z — 0 (1.154)

Zlgz

Las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden del problema original

son

m

V(i) + DA () Vg, (x(n) = 0

Mg (a(p) =p i=1....m (1.155)

Obsérvese que la condicion de complementariedad de holguras en lugar de ser 0 es
.

Método del lagrangiano aumentado

Sea el problema de funcion objetivo no lineal con restricciones no lineales de
igualdad (P)

min f(z)
v (1.156)
g(x)y=0 i=1....,m
cuyo optimo es coincidente con el de este otro
min L(z,\) = f(z) + X g(x
nin L(z,\) = f(x) + X g(a) -

g(x)=0 i=1...,m

aplicando ahora un método de penalizacion exterior con penalizacion cuadratica a las

restricciones de igualdad

min As \ 1) = f(a) + N ga) + 2 pgla)” (o) (1.158)

T

El proceso iterativo empieza por elegir valores de z,, A\, ¥ ,. Se comprueba la

condicion de optimalidad. Si se verifica se detiene el algoritmo. En caso contrario, se

sigue.
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Se resuelve el problema no lineal sin restricciones y se calcula z,

min A(w, A ) = f(2) + N 9(e) + S 90z 9(2)

Se actualizan A, y p,,,, considerando 3 > 1

Py = By,

N = A+ ukg(xkﬂ)

(1.159)

(1.160)

Este método proporciona soluciones factibles al introducir un parametro de

penalizacion y, suficientemente elevado. En el limite este parametro es el encargado de

hacer cumplir las restricciones y, por tanto, obtener soluciones factibles lo mismo que

en el método de penalizacion exterior.

111.4.5. Resumen de métodos de optimizacion no lineal

Los métodos de programacion no lineal transforman el problema general con

restricciones en otro sin restricciones. Para ello utilizan tres técnicas principales

dependiendo del tipo de restricciones: la proyeccidn (reduccion) del problema en la

region factible, la formacion del lagrangiano o la penalizacion de las mismas. Una vez

obtenido el problema sin restricciones utilizan un procedimiento iterativo para moverse

de un punto a otro o alternativamente resuelven iterativamente el sistema de ecuaciones

no lineales que representan las condiciones de optimalidad.

Método
Méximo descenso min f(z) min ¢(v) = f(T + Zv)
reducido A” . '
v p = 2o, = —22"Vf(z,)

Newton reducido min f(z) min ¢(v) = f(z + Zv)

Az =b [ZTVQJC(%)Z] v, =—2'Vf(z,)
Cuasi-Newton reducido | min f(x) min ¢(v) = f(T + Zv)

Az =1b

B, =~Z"Vf(x,)
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Programacion cuadratica | min f(z) L(z,\) = f(z) + A\ g(z)
secuencial ) 0
9:0) =01 (V2 Lz, \) ~Vg(w))(p) (~V.Llx,))
~Vg(z,)" 0 Pr) 9(z,)

1
min = p; [V L@ )] P+ o [V, L )

(Vo(z,)]" p, + 9(z,) =0

min(z, i) = {f(z) + ()}

() = 3 ola () + 3 9010)

Penalizacion exterior min f(x

Penalizacion interior o | min f(z) min B(z, 41,) = {f(2) + 1, B(x)}
barrera 0(x) <0 i
= > ¢(g.(x))
=1
Lagrangiano aumentado | min f(z min L(z,\) = f(z) + X g(z)

zA\

)
9.(x) =0 g.(z)=0

min A(e, N 1) = £(2) + N o(@) + 5 19(0) 9(2)
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I11.6. Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1

Un vendedor desea localizar el punto donde situar un kiosco de chucherias en las
inmediaciones de dos colegios. Los colegios se hallan situados, en un plano de
coordenadas, en los puntos A = (2,0) y B = (0,2). En el punto (0,0) existe una tienda

de caracteristicas semejantes a ésta y, por ordenanza municipal, el emplazamiento de la
nueva tienda ha de distar al menos 4 metros de la anterior. Determinar el punto en que
debe situarse la nueva tienda para que se minimice la suma de las distancias al cuadrado

a los colegios.
PROBLEMA 2

Una compafiia eléctrica se enfrenta a una demanda dividida en intervalos de carga
punta y valle. Si se cobra un precio de p, €/MWh durante el tiempo de carga punta, los
clientes pediran 60 — 0.5p, MWh de energia. Si se cobra un precio de p, €MWh
durante el tiempo de carga valle, los clientes pediran 40 — p, MWh de energia. La

compafiia tiene que tener la suficiente capacidad para satisfacer la demanda durante los
dos intervalos. El coste de produccion de la compafiia es de 100 €/ MWh. Determinar

cémo puede la compafiia optimizar su margen de contribucion (ingresos — costes).
PROBLEMA 3

Una empresa produce y vende dos productos A y B alos precios p, y p; Yy en las
cantidades @), y @), . Las cantidades vendidas se relacionan con los precios mediante
las  siguientes  funciones de  demanda Q, =60—-21p, +0.1p, y
@, =50—25p, +0.1p,.

Los costes de produccién por unidad de producto son 0.2 y 0.3 y la capacidad de
produccion disponible en cada uno es 25 y 50, respectivamente. Ademas, existe un

limite en la capacidad total de produccion de la empresa representado por la ecuacion
Q, +20Q, <50.
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Formular y resolver el problema de determinar los valores que maximizan el margen

de contribucion (beneficios brutos) de la empresa.
PROBLEMA 4

Resolver los siguientes problemas utilizando las condiciones de Karush-Khun-
Tucker:

min(z —9/4)* + (y — 2)°
f—ySO
1) r+y—6<0
—x <0
-y <0

max(z —13/6)° + (y —1/6)°
42 +3y—10<0

—2z4+y <0

r+y>0

2)

Probar que A =(1,2), B =(2,-2), C = (0,0) son maximos globales.

min—3z +y — 2°

3) r+y+2<0
—z+2y+2 =0
min x

4) r+y+2=0

Y+ =a" a>0

—2x

(Es T = (—6 minimo global del problema, siendo los multiplicadores

7%7%)
1
(vy,0,) = (_1/3am)?

PROBLEMA 5
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Sea el problema de minimizar la distancia al cuadrado del punto (0,3) al conjunto de

puntos que satisfacen las restricciones

v <ax—1
z <2

1) Representar graficamente el dominio definido por las restricciones.

2) Determinar las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker que proporcionan los puntos
estacionarios o criticos y utilizarlas para determinar si los puntos A(1.54,0.735) y
B(2,1) lo son.

3) ¢Alguno de los puntos anteriores es minimo global del problema? ¢Por qué?
PROBLEMA 6

Se considera el problema

maxx2+y2
(@—4) +(y—4) <12
rT+y>5

Responder a las siguientes preguntas.
1) Dar una interpretacion geométrica del problema

2) Establecer todas las condiciones de éptimo de Karush-Kuhn-Tucker

3) Probar que el punto z =y = 4 ++/6 satisface dichas condiciones. ¢Es un maximo
global?
PROBLEMA 7
Resolver los siguientes problemas de programacion no lineal:
min e*71 %
1 =1
min2(z) + 1) —1) — 7,

. +7,—1=0
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1
min—2z" Qz

Az

I
S

2 12 1 3
113 -1 b= 5 partiendo de z =

0
0
frmnd A —=
Q -6 -9 —-12 1 0
0
mmlxﬁ+lﬁ
2 2
T, +x, >1
minlacl3 + lxj
3 3
T, +z,>1
. ]- 3 ]- 3
min—x, + —,
3 3
4+ >1
minz; + z;
T, +x, =1
minz; +
25 9
minz, + z,
Resolver por el método de penalizacion interior (barrera): z, > 0
z, >0

Resolver partiendo del punto (0,3): min(z, —2)* + (z, — 2z,)"
PROBLEMA 8

Calcular analiticamente

mim%x2 —2zy 4+’ + 2z + 327 — 42w + 2u° —x—%z

04/02/2023 179



OPTIMIZACION NO LINEAL

donde x, y, zy w son variables enteras

PROBLEMA 9

Una furgoneta que tiene 4 m® de capacidad tiene que transportar 600 kg de tres
productos, A, By C. Cada kilo de A ocupa 0.08 m*, cada kilo de B ocupa 0.06 m® y
uno de C 0.07 m®.

El coste unitario de un kilo de A es funcion de la cantidad adquirida y viene dado

por

9z + 10 ,o > 50 (la cantidad minima a llevar es de 50 kg),

¢, () =

y lo mismo sucede con el articulo B: el coste unitario de un kilo depende de la cantidad
adquirida y viene dado por

12

@@= o
AT

Un kilo de C cuesta 10 €, independiente de la cantidad adquirida.

Plantear un problema para resolver cuantos kilos de cada articulo han de
transportarse para que el coste de transporte sea minimo, y sus condiciones de
optimalidad.

PROBLEMA 10

Estamos a 27 de enero. La demanda de cierto producto para el proximo mes de
febrero es de 50 toneladas, siendo para el mes de marzo de 70 toneladas. El beneficio
por tonelada producida durante el mes de febrero, teniendo en cuenta los costes de

materias primas y operativos, depende del numero x, de toneladas producidas y es, en

euros, 100 —%, mientras que durante el mes de marzo es de 60 — % donde z, son

las toneladas producidas en ese mes. La demanda debe ser satisfecha. Si en el mes de
febrero se producen més toneladas de las demandadas, el excedente se puede almacenar

con un coste por tonelada de 30 €, mientras que si hay excedentes en el mes de marzo
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son saldados con una pérdida residual por tonelada de 40 €, ya que la empresa ha de

pagar esa cantidad por tonelada para que le retiren sus excedentes de produccion.

Elaborar el correspondiente modelo de optimizacidn, establecer las condiciones de

KKT asociadas y comprobar que x, =90, x,=60 es la solucion global del problema.

PROBLEMA 11
Sea el modelo de programacion lineal

min4x + 3y
T+y>5
3+ 2y <12
z,y >0

1) Resolverlo graficamente

2) Establecer para dicho modelo las condiciones necesarias de Optimo de KKT y

resolver
3) Comprobar que los puntos que las cumplen son 6ptimos globales.
4) Plantear y resolver por el método simplex el problema dual asociado a [1].
5) Interpretar los multiplicadores de Lagrange o KKT en relacién con el problema dual
PROBLEMA 12

Un inversor quiere invertir 9000 € en dos negocios A y B de actividades afines. Las
rentabilidades R, y R, obtenidas en cada uno de ellos son variables aleatorias tales

que

E(R,)=0.30 E(R,)=0.20
Var(R,)=0.15  Var(R,)=0.1
Cov(R,,R;) = 0.05

Se quiere obtener una rentabilidad esperada superior al 24%, pero de forma que se
minimice la varianza de dicha rentabilidad. ;Como se han de invertir los 9000 €? Probar

que, efectivamente, esa inversion es la mejor posible.
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PROBLEMA 13
La funcion de potencial sobre el sélido definido por la bola elipsoidal
' —2zy +2y° +2yz +22° <9
y el semiespacio
r+y+42>8
viene dada por
W =24y +2yz+42° —x + by

Comprobar que el potencial minimo se alcanza en el punto (1,—1,2). Para ello,

probar que dicho punto satisface las condiciones necesarias de KKT y las condiciones

suficientes de minimo global.
111.7. Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1
min(z — 0" + (y —2)" +(z —2)" +(y — 0
22 +y2 > 42
El minimo (global por las condiciones suficientes de KKT) se alcanza en el punto
(2v2,2+/2) (multiplicador u, =2 —~/2/2)
RESULTADO DEL PROBLEMA 2

max(60 — 0.5p, ) (p, — 100) + (40 — p,)(p, — 100)
60— 0.5p, >0
40 — b, >0

El maximo (global por las condiciones suficientes de KKT) se alcanza en los valores
(p,, p,) = (110,40) (multiplicadores u, = 0, u, = 60), beneficio = 50 €.

RESULTADO DEL PROBLEMA 4
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1) Minimo (global KKT): (3/2,9/4), multiplicadores (1/2,0,0,0)

2) Para A, los multiplicadores son (-5/14,-109/42,0). Funcién objetivo 85/18
Para B, los multiplicadores son (—4/13,0,-205/39). Funcién objetivo 85/18
Para C, los multiplicadores son (0,-4/3,-5/3). Funcién objetivo 85/18

Son candidatos a mé&ximo. La funcidon estd acotada y otros puntos de KKT
candidatos a maximo son: D( 1/2,1) (0,-7/3,0), valor de la funcién objetivo 125/36;
y E(1,-1) (0,0,-7/3), valor de la funcién objetivo 98/36. Al tener menor valor se

puede asegurar que A, B y C son maximos globales.
3) Minimo: (-115/588, —95/588, 5/14) (multiplicadores v, =5/3, v, = —4/3).
4) Como f esconvexa, v, <0y h, esconcava, v, <0 Yy h, es convexa, se dan las
condiciones suficientes de KKT, con lo que es minimo global.
RESULTADO DEL PROBLEMA 5
1) Problema original forma para formular las condiciones KKT:
minz” + (y — 3)°

—:1:+y2+1§0
r—2<0

Condiciones KKT:
2z —u, +u, =0
20y —3)+2yu, =0
u(—z+y* +1)=0
u,(x —2) =0
U, Uy, > 0
2) ¢Son factibles ambos puntos? Si (redondeo del tercer decimal)

Condiciones para primer punto:

Se da la primera restriccion del problema con igualdad pero no la segunda, entonces

u, = 0. Entonces de la primera ecuacion se tiene 2z —wu, =0, es decir,
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u, =2r=2-154=3.08 'y de la segunda ecuacion se tiene

~ —2(0.735 - 3)

| = = 3.08 (redondeando, claro). Es candidato a minimo.
2-0.735

Condiciones para segundo punto:

Se dan ambas restricciones con igualdad, luego ambos multiplicadores pueden ser

- . . —2(1-3
distintos de cero. De la segunda ecuacion se tiene wu, :#:2 y

sustituyendo en la primera seria u, =u, —2xr =2—-2-2=—2, luego no es

candidato a minimo.

El segundo no puede serlo y el primero lo es ya que todas las funciones son
convexas (basta verlo para la objetivo y la primera que es la activa aunque es trivial que

la segunda lo es; las matrices hessianas son:

2 0 0 0
H — H =
o 2] e Tlo 2
ambas semidefinidas positivas).
RESULTADO DEL PROBLEMA 6
1) Se puede interpretar como el problema de encontrar el punto mas distante al origen
que esta dentro del circulo de centro (4,4) y radio V12 y pertenece al semiespacio
T+y=>5
2) KKT:
20 +2(x —4d)u, —u, =0
2y +2(y —4)u, —u, =0
u((r—47 +(y—4) —12) =0

U (—r—y+5)=0

U, U, <0

3) L= 0 pues no se da la igualdad en la segunda inecuacion, y de las dos primeras se

tiene:
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=—

U 0.
2(4 +~6) +246u, =0 6

Luego si cumple las condiciones (es de maximizacion).

No puede asegurarse que sea Optimo global por las KKT (la funcion objetivo es
convexa no concava). Para asegurarlo habia que ver todos los puntos KKT que salen
y si es el Unico se puede asegurar pues la funcién esta acotada (salvo para puntos en
los que los gradientes de las restricciones activas sean linealmente dependientes que
podrian no salir al resolver el sistema de ecuaciones de KKT). Es el unico que sale al

resolver.
RESULTADO DEL PROBLEMA 8
Nodo 0: todas relajadas y sin restricciones, resolver gradiente =0:

3r—2y+2—-1=0 r4+z—1=0
—224+2y=0= z=y
r+6z—4w—4/3=0 x+2:-4/3=0
—4dz4+4w=0= z=w

(2, y,2,w)=(2/3,2/3,1/3,1/3) f.ob=—0.5555
Se ramificaen x <0y z > 1.

Nodo 1: Ramificado con z < 0. Al aplicar las condiciones KKT el sistema es casi
igual, excepto la primera restriccién que es la derivada respecto a z, y la holgura:
3t -2y +z—-1+uy =0 r+z—14+u =0
—224+2y=0= z=y
r+6z—4w—-4/3=0 Multiplicador mayor o igual que 0, z+2z—4/3=0
—4dz4+ 4w =0= Z=w
wr =0 wr =0

- u, = 0 Seria el mismo sistema anterior cuya solucion no es factible en este caso

(z>0)

- 4y =0=>2=0=2=2/3=u=1/3
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Solucion: (z,y,z,w) = (0,0,2/3,2/3) wu, =1/3 fob=—-4/9=-0.444

Nodo 2: Ramificado con =z >1, 0 sea, —z +1 < 0. Al aplicar las condiciones KKT el

sistema es casi igual, excepto la primera restriccion que es la derivada respecto a =, y la

holgura:

3x—2y+z-1-u,=0 t+z—1-u =0
-2X+2y=0= x=Yy

X+6z-4w—-4/3=0 Multiplicador mayor o igual que 0, =z +22—-4/3=0
-47+4w=0= z=w

u(x-1)=0 u(r—1)=0

- % =0 Serfa el mismo sistema del nodo 0 cuya solucion no es factible en este

caso (2 <1)

u=0=>zr=1=2=1/6=>u =1/6

Solucion: (z,y,z,w) = (1,1,1/6,1/6) wu, =1/6 f.ob=—0.5277

No hay poda. Ramificamos este Gltimo nodo (méas prometedor), en z. Es decir, se
ramificaen z <0 (nodo 3) y z > 1 (Nodo 4), ademas de tener z > 1 en ambos.

Nodo 3: Ramificado con z < 0. Al aplicar las condiciones KKT el sistema es casi igual

al del nodo 2, excepto la tercera restriccion que es la derivada respecto a z, y la holgura:

3x—2y+z-1-u, =0 T+z—1-u =0
-2X+2y=0= Xx=Yy
X+6z-4w-4/3+u, =0 rt+2z—4/34+u, =0

Multiplicador mayor o igual que O,
-47+4w=0=> =W

u(x-1)=0 u(z—1)=0

u,z=0 Uz =0

~ % =0 gerfa el mismo sistema del nodo 2 cuya solucion no es factible en este
caso (2> 0)

u, =0=2=0
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(uy,u,) =(0,1/3) fob=—-0.5

u, =0=1z=1=u, = 0,u, =1/3 misma solucion que la anterior

El nodo 3 es podado, no se ramifica al ser entero, y ademas es la mejor solucién

obtenida hasta el momento. Se puede podar el nodo 2, ya que tiene peor cota, pero

no el nodo 4.

Nodo 4: Ramificado con z > 1, 0 sea, —z +1 < 0. Al aplicar las condiciones KKT el

sistema es casi igual al del nodo 2, excepto la tercera restriccién que es la derivada

respecto a z, y la holgura:

3X-2y+z-1-u, =0
—-2X+2y=0= Xx=Yy
X+6z-4w-4/3-u, =0
—4z7+4w=0= Z=W
u,(x-1)=0

u,(z-1)=0

Multiplicador mayor o igual que 0,

r+z—1—u =0
r+22—4/3—u, =0

1)=0
1)=0

~ % =0 gerfa el mismo sistema del nodo 2 cuya solucion no es factible en este

caso (# <1)

u,=0=2=1

u, = 0=z = 0 No factible.
w=0=>r=1=u =Lu, =5/3

(z,y,z,w) = (1,1,1,1)

(uy,u,) = (1,5/3) f.ob = 0.166666

Nodo podado por ser entera; y cota peor que la ya obtenida hasta el momento.

No quedan nodos sin explorar. FINAL.
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0
(2/3,2/3,1/3,1/3)
f.0=-0.5555
<0 rz>1
1 2
(0,0,2/3,2/3) (1,1,1/6,1/6)
f.0=-0.4444 f.0=-0.52777
Podado,
peor cota z2<0 z>1
3 4
(1,1,0,0) (1,1,1,1)
f.0=-0.5 f.0=0.1666
Podado, Podado,
entera. Entera.
Mejor solucion Solucién peor
hasta momento
RESULTADO DEL PROBLEMA 9
1 12 12
min 7 + Ox—l— y + 10z | min 9$+10—}——y+10z
x 14 0.1y 14+ 0.1y
sa. zT+y+z=:600 sa. w+y+z=600
0.08z +0.06y +0.072 <4 | 0.08z + 0.06y + 0.072z < 4
x> 50 x > 50
y=>0 y >0
z>0 z>0

9+v+0.08u, —u;, =0

12
—+tv+u—u =0
(14 0.1y)

10+ v+ 0.07u, —u, =0

uy(x —50) =0
uy =0
uz =0

u, >0 (z,y,2) factible
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0 0 0

2° orden: H, =|0 —2.4/(1+0.1y)> 0| semidefinida negativa, luego céncava,
0 0 0

luego no se dan las condiciones suficientes KKT. El problema es acotado, luego si s6lo
saliera un punto que verifique las necesarias seria el minimo global, pero, si salen méas

habria que comparar entre ellos cuél es el de menor valor.

RESULTADO DEL PROBLEMA 10

maxGOO—i%ﬁa+460—%§n2—30@a—50y—4mx1+x2—12®
.a. T, > -z <
Modelo: |5 z, > 950 — 30—z, <0
T+, >120 - 120 — 2, — 2, <0
T, >0 — -z, <0

KKT(necesarias):

1%—%%—&%40—&—%:0

60—%%—40—&—Ay:0

ANGBO—z)=0 MNI120—2z, —2,)=0 XN(—2,)=0 X <0

1

KKT (suficientes): las restricciones son convexas (por ser lineales) y la funcién
-2/6 0

objetivo ¢es concava? H,(z) :[ 0 2/6

] definida negativa, luego es céncava

para todo x. Asi pues las condiciones KKT son necesarias y suficientes para encontrar

el éptimo global de este problema.
Punto (90,60): para este punto (que es factible ya que cumple todas las
restricciones), ninguna restriccion es activa, luego A\, = 0. La primera ecuacion KKT

seria entonces 100-180/6—-30-40=0 que se cumple, y la segunda seria 60-120/6-40=0
que se cumple. Luego, cumple las condiciones KKT, luego es maximo global del

problema.
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RESULTADO DEL PROBLEMA 11

(4N 430 -\ =0
min 4z + 3y 3—A+2), —A =0
-y +5<0
TTYTes Mz +y—5)=0
1 3¢+2y—12<0lLP  KKT
) yoies A3z +2y—12) =0
—x <0
Az =0
—y<0
) Ay=0 X\ >0

Resolver sistema:

1. )\320
MN=0 = 4-AN+3N=0y3-\+2,=0 = N\ =-1NO
AM=0 = y=0 No factible

AN=0 = z2=0

A =0
A=0 = X\=-3/2NO
A=0 = z24+y-5=0 = y=5 = A=0 =A=3 = \=1
Punto (0,5) Multiplicadores (3,0,1,0)
A =0 = y=0 No factible
2) Todo lineal, se da la convexidad de todas las funciones y por lo tanto las

condiciones suficientes de KKT.

3) Dual
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max  bw, + 12w, (max  bw, —12¢, max Hw, —12t,

w, + 3w, <4 w, —3t, <4 w, —3t, +S51=4
Lt = —w, | =

w+2w, <3 2T " Jw -2, <3 w, — 2, + 82 =3
w, > 0,w, <0 w, >0,t, >0 w,,t,,51,52 >0
5 -12 0 0 0 0 -2 |0 -5 |-15

S1 |1 -3 1 0 4 S1 |0 -1 |1 -1 |1

S2 |1 =2 0 1 3 W1 |1 -2 |0 1 3

4) Facil ver que las condiciones KKT corresponden al mismo sistema, y a las

condiciones de holgura complementaria del 6ptimo del dual.
RESULTADO DEL PROBLEMA 13

Se trata de minimizar la funcién

minW = z° +¢* + 2yz + 42° —z + by
2t —2xy +2y° +2y2 +22° <9
r4+y+4z>8

que puesta en forma estandar

minW = 2° +y° +2yz +42° —x + 5y
2t —2zy +2y° +2yz +22° —9<0
—r—y—42+8<0

El lagrangiano sera

L($,y,2,>\1,)\2) = 372 + yz +2y2—i—422 — X —|—5y +
A (2 = 2ay + 2" +2y2 +22° — 9) + N (—2 —y — 42 + 8)

Las condiciones de KKT son las siguientes
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20 —1+N22—2y)+\(-1) =0

2y + 22+ 5+ N (—22 +4y +22)+ A\(-1)=0
20+ 82+ N2y +42)+ \(—4)=0

N2 —2my +2y° +2yz+22°—9) =0
N-—r—y—42+8)=0

AN >0

ademas el punto debe ser factible, es decir, debe cumplir las ecuaciones

2t —2zy + 2y +2yz +22° <9
r+y+4z2>8

Para dicho punto las restricciones son activas luego los multiplicadores de Lagrange

pueden ser mayores que 0 de acuerdo con las ecuaciones de la complementariedad de

holguras. Sustituyendo el punto (1,—1,2) en las condiciones KKT nos queda

14+4)\ -\ =0
7T—2\ -\ =0
1446\ —4)\, =0
que da lugar a estos valores de los multiplicadores A, =1 y A\, =5 que verifican las

ecuaciones. Luego el punto es un punto estacionario.

Calculamos el hessiano del lagrangiano

0°L 9L 0L
0r>  0z0y 020z
0°L 9L 0L

VL(z,y,2) =

(,3:2) oyox 0y* 0yoz

O’L  9’L 9L

020z 020y 07

2 2 2 2 2
siendo 86:2+2A1, 8—L=—2)\1, oL =0, 812’:2+4)\1, 8—L:2+2)\1,
0 0z0y 010z Jy 0y0z
2

g; = 8 4 4),. Luego el hessiano es
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242\ —2)\ 0 4 -2 0
VeL(z,y,2) =| =2\  2+4)\ 2+2)\ =|-2 6 4
0 2+2)\ 844\ 0 4 12

=1

que es una matriz definida positiva ya que los determinantes en orden creciente son

4 -2 0
4 =2
todos estrictamente positivos [4| =4, 5 6 =20y |-2 6 4|=176. Los
0 4 12

autovalores son 2.1770, 5.7411 y 14.0819.

Alternativamente, se puede comprobar que la funcidn objetivo y las restricciones son

convexas en dicho punto, es decir, el hessiano es matriz semidenifida positiva.

2 00
Vif(z,y,2) =0 2 2
0 2 8

que es una matriz definida positiva ya que los determinantes en orden creciente son

2 00
2 0
todos estrictamente positivos 2| =2, 0 9= 4y|0 2 2/=24.Losautovalores son
0 2 8
1.3944, 2.0000 y 8.6056.
2 =20
Vi (v,y,2) =|-2 4 2
0 2 4

que es una matriz definida positiva ya que los determinantes en orden creciente son

5 5 2 =20
todos estrictamente positivos 2| =2, 5 4 =4y |-2 4 2/=8. Los
0 2 4

autovalores son 0.3961, 3.1099 y 6.4940.
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La segunda restriccion es una recta. Por tanto, es concava y convexa a la vez

VQQQ(% Y, z) =

o O O
o o O
o o O

que es una matriz semidefinida positiva y semidefinida negativa ya que los

determinantes son todos 0.
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IV. Optimizacion estocastica

1VV.1. Estocasticidad

La estocasticidad o incertidumbre aparece en todos los sistemas pero hasta ahora no
era posible la solucion de problemas de optimizacién de grandes sistemas considerando
explicitamente ésta. La incertidumbre puede deberse a carencia de datos fiables, errores
de medida o tratarse de parametros que representan informacion sobre el futuro. Por
ejemplo, en el caso de planificacion de sistemas de energia eléctrica la incertidumbre
surge principalmente en la demanda y precios futuros, las aportaciones hidraulicas o la

disponibilidad de los elementos de generacién y red.

En optimizaciéon determinista se supone que los pardmetros del problema son
conocidos con certeza. En optimizacion estocastica se relaja esta condicion. No se
conocen sus valores, solo sus distribuciones y habitualmente se supone que éstas son

discretas con un numero finito de estados posibles.

Los tipos de modelos que aparecen en programacion lineal: estocéstica son
motivados principalmente por problemas con decisiones de tipo aqui y ahora (here and
now) (Dantzig, 1955), decisiones previas bajo futuro incierto. Esto es, decisiones que
deben tomarse basdndose en informacion a priori, existente o supuesta, sobre

situaciones futuras sin realizar observaciones adicionales.

1 La restriccion a problemas lineales es por razones practicas: primero, son los mas frecuentemente

utilizados, y segundo, aquéllos con métodos de solucion més eficientes y avanzados. Las técnicas que se

presentan admiten también funciones no lineales si region factible y funcién objetivo son convexas
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Recurso* es la capacidad de tomar una accion correctora después de que un suceso
aleatorio haya ocurrido. Por ejemplo, se toman hoy un conjunto de decisiones z, con
valores de los parametros conocidos (es decir, deterministas), durante la noche se
producen unos sucesos aleatorios y mafiana se toman un conjunto de acciones
correctoras x, que mitigan (corrigen) los efectos de los sucesos aleatorios w sobre las
decisiones de hoy. Las decisiones de la segunda etapa z, son los recursos. La funcion
objetivo asociada a estas decisiones es la funcién de recursos, depende de las decisiones
de la primera etapa z; y de los valores w de los pardmetros aleatorios. Esta
circunstancia incrementa exponencialmente el tamafio del problema. Este problema,
denominado problema lineal estocastico bietapa* PLE-2, determina el valor 6ptimo de
z, Y z,. En el ambito de planificacion, conceptualmente asignacion optima de

recursos, de sistemas de energia eléctrica se pueden citar como ejemplo modelos de:

3. Coordinacion hidrotérmica (Morton, 1993), (Jacobs, 1995), (Morton, 1996, (Pereira,
1991)

Esta consiste en la planificacion de la explotacion de un sistema hidrotérmico en
varios periodos considerando las aportaciones hidraulicas como pardmetro aleatorio.
El objetivo es determinar la explotacion del subsistema hidraulico que minimiza los

costes de explotacion esperados derivados de la utilizacidn del subsistema térmico.
4. Planificacion a largo plazo de la expansion de la red (Perez, 1991), (Stanford, 1989)

La expansion de la red se formula como un problema estocéastico bietapa. La

primera etapa recoge las decisiones de inversion en corredores y la segunda las

2 E| recurso se denomina completo cuando para cualquier decisién de la primera etapa

(independientemente de su factibilidad) existen decisiones factibles para la segunda etapa. Se denomina
relativamente completo si se cumple s6lo para decisiones factibles de la primera etapa y parcial o simple
cuando no siempre las decisiones de la segunda etapa son factibles para las decisiones de la primera

etapa.

3 Se denomina bietapa porque tiene dos etapas, una asociada a las decisiones anteriores a la

realizacion de la incertidumbre y otra a las decisiones correctoras una vez realizada la incertidumbre.
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decisiones de explotacién. Los distintos escenarios se deben a variaciones en la
demanda, la hidraulicidad y la disponibilidad de elementos de generacion y red. En
el modelo PERLA la expansion de la red se formula como un problema de
planificacion estatica que optimiza el coste total anual, suma del coste anualizado de
inversion, explotacion e indisponibilidad. Este ha sido utilizado por REE como
herramienta de ayuda a la planificacion tactica (con horizontes de 15 a 30 afios). El
modelo ha sido desarrollado en FORTRAN vy utiliza MINOS (Murtagh, 1987) y

ZOOM npara la solucion de los problemas de optimizacion.

5. Determinacion del precio de la electricidad para diferentes tipos de consumidores en

sistemas hidraulicos (Mathiesen, 1992)

Este modelo analiza la formacion de precios en el nuevo mercado de electricidad de
Noruega. Explicitamente considera la gran variacion interanual entre aportaciones
hidraulicas (estocasticas) y el reparto anual del agua teniendo en cuenta los
diferentes estados. Considera varias regiones y periodos en el afio. EI modelo
propuesto se formula como problema no lineal (cuadratico) estocastico multietapa.
La principal hipotesis es la estrecha relacion entre el precio de la electricidad y otros
precios de la energia. Se supone que todos los agentes son neutrales frente al riesgo
y compran al precio estipulado. Se distingue entre dos tipos de consumidores:
aquéllos que no tienen fuentes de energia alternativas (demanda contractual cuyo
precio esta estipulado y garantizado durante el afio) y aquéllos que si (demanda

puntual cuyo precio es incierto hasta el comienzo del periodo).
6. Otros ambitos de aplicacion pueden ser:

o planificacion a largo plazo de la expansion de la generacion (MIT, 1982),
(Stanford, 1989) o de la red de distribucion

o planificacion a largo plazo de la expansion de inversiones en elementos de

potencia reactiva
o planificacion de capacidad de una linea de produccion (Ramos, 1992)

O gestion de una cartera de valores (Dantzig, 1991c)
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Veamos un ejemplo sencillo de planificacion lineal estocéstica bietapa. Se trata de
un problema de planificacion optima de la expansion de la generacion, es decir,
determinar la inversion optima en generacion. Se dispone de varios tipos de generadores
candidatos para satisfacer la demanda durante varios periodos. El primero de los
periodos tiene una demanda aleatoria. La decision de inversion debe ser Unica para
todos los periodos. Ademas existe una restriccion presupuestaria a la inversion total y

una potencia minima a instalar.

$TITLE Planificacidon optima de la expansion de la generacion

SETS
1 generadores / gen-1 * gen-4 /
J periodos / per-1 * per-3 /
S escenarios de demanda / s-1 * s-3 /
PARAMETERS
F(i) coste fijo de inversion [€]
/ gen-1 10
gen-2 7
gen-3 16
gen-4 6 /

PROB(s) probabilidad de cada escenario [p-.u.]
/ s-1 0.2

s-2 0.5
s-3 0.3/
DEM(J) demanda para un escenario [MW]
TABLE V(i,j) coste variable de operaciéon [€/MW]

per-1 per-2 per-3
24 4

gen-1 40

gen-2 45 27 4.5
gen-3 32 19.2 3.2
gen-4 55 33 5.5

TABLE DEMS(s,J) demanda estocastica [MW]

per-1 per-2 per-3

s-1 3 3 2

s-2 5 3 2

s-3 7 3 2

SCALARS
POTMIN potencia minima a instalar [MW] /7 12 /
PRSPTO limite presupuestario [€]1 7 120 /

VARIABLES
X(i) potencia a instalar [Mw]
Ydg.,i) potencia en operacion [Mw]
YS(s,j,i) potencia en operacién estocastica [MW]
COSTE coste total

POSITIVE VARIABLES X, Y, YS

EQUATIONS
COST coste total [€]
COSTS coste total estocastico [€]
PRESUP limitacién presupuestaria [€]
INSMIN potencia minima instalada [vw]
BALPOT potencia en operacion menor que instalada [Mw]
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BALPOTS potencia en operacidn menor que instalada estocastica [MW]

BALDEM balance
BALDEMS balance

COST .. COSTE =E=

COSTS .. COSTE =E=

de demanda
de demanda estocastico [wl ;

SUMCi, F(i) * X(i))

+ SUMCg, 1),

SUMCi, F(i) * X(i))

W]

V@, * Ya.nd

+ SUM((s,]j,i), PROB(s) * V(i,j) * YS(s,j,1)) ;

PRESUP .. SUM(i, F(i) * X(i)) =L= PRSPTO ;

INSMIN .. SumM(i,

BALPOT( . i)

BALPOTS(S,j,i) ..

.. SUM@E, Y@L 1))
BALDEMS(S,j) - -

BALDEM(j)

MODEL DETERM / COST,
MODEL ESTOCA / COSTS,

S(CH))

=L= X(i)

YS(s,.J.1) =L= X(@) ;

=G=

X(i)) =G= POTMIN ;

DEM(j)

SUMCi . YS(s,j.i)) =G= DEMS(S,j) -

INSMIN, PRESUP, BALPOT, BALDEM 7/ ;
INSMIN, PRESUP, BALPOTS, BALDEMS 7/ ;

* cada escenario determinista por separado

LOOP (s,

DEM(j) = DEMS(s,j) ;

)

* escenario de demanda media

DEM(j) = SUM(s, PROB(S) * DEMS(S.j)) :

SOLVE DETERM MINIMIZING COSTE USING LP ;

SOLVE DETERM MINIMIZING COSTE USING LP ;

* problema estocéastico

SOLVE ESTOCA MINIMIZING COSTE USING LP ;

El problema se resuelve en primer lugar de forma determinista para cada escenario

de demanda por separado. A continuacion se resuelve el problema para el valor medio

de los pardmetros estocésticos y finalmente el problema estocastico y sus resultados se

presentan a continuacion.

Para la solucion de problemas

diferentes aproximaciones:

04/02/2023

Determ 1 | Determ 2 | Determ 3 | Medio | Estocést
Generador 1 0.33 3.67 0.67 0.67
Generador 2 2
Generador 3 3 4.67 3.33 4.53 4.33
Generador 4 9 7 5 6.8 5
Coste total 262 346.67 437.33 | 355.73 | 362.47

estocasticos se ha recurrido histéricamente a
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o Una es solucionar el problema para cada posible escenario. Esta se denomina espera
y observa (wait and see o scenario analysis o what-if analysis), corresponde a tomar
las decisiones una vez que se ha resuelto la incertidumbre. A partir de las soluciones
se observan sistematicamente semejanzas y diferencias entre ellas y mediante
criterios subjetivos tomar decisiones flexibles, es decir, aquéllas cuyos componentes
forman parte de las decisiones dptimas bajo numerosos escenarios. Evidentemente
este procedimiento no garantiza la obtencion de la solucion optima. De hecho la
solucién dptima estocastica no tiene por qué ser dptima para ningun escenario. Con
este criterio el generador 2 en el problema de expansion previo no apareceria puesto
que no aparece en la solucion para ninguno de los escenarios ni para el de demanda

media. Sin embargo, si aparece en la solucion 6ptima del problema estocastico.

o Otra es la solucion del problema estocastico para el valor medio de los parametros

aleatorios convirtiéndolo, por tanto, en un problema determinista.

El paso de estas aproximaciones a la optimizacion estocastica supone un salto
cualitativo en cuanto a complejidad de solucion y tamafio del problema. La
optimizacion estocastica se debe utilizar cuando las decisiones pueden no ser utilizables
o0 realizables si no se tiene en cuenta expresamente la incertidumbre. En el ejemplo
anterior se aprecia que las decisiones de inversion en las que se esta interesado cambian
segun se haga la hipotesis sobre la ocurrencia de cada escenario futuro o del escenario
de demanda media. De hecho, las soluciones deterministas bajo un escenario pueden ser

infactibles bajo otro.

Las decisiones en un momento dado dependen exclusivamente de la informacion
disponible en ese momento, no pueden utilizar informacién futura. Las decisiones de la
primera etapa (de inversidn) son independientes del escenario que ocurra, se toman con
antelacion a resolver la incertidumbre. Esta caracteristica se denomina propiedad de
implantabilidad o no anticipatividad de las decisiones.

Los diferentes estados que pueden tomar los parametros aleatorios a lo largo del
tiempo se representan mediante un arbol de probabilidad o de escenarios (figura 4.1.).
Se define un escenario como cualquier camino (trayectoria) que va desde la raiz del

arbol hasta las hojas de manera que los escenarios que comparten una misma
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informacion hasta una cierta etapa también comparten esa parte del arbol. El arbol de
probabilidad es la forma natural y explicita de representar la no anticipatividad de las
decisiones. En el caso ejemplo previo, el arbol es simplemente una raiz y tres hojas. Las
decisiones de la primera etapa se comparten (son las mismas para cualquiera de los
escenarios) y por eso la raiz es unica. Las decisiones de la segunda etapa son maltiples
(dependen de cada escenario) y por eso tiene tres hojas. La determinacién del arbol de
probabilidad debe considerar las dependencias temporales y/o espaciales que pudieran
existir entre los pardmetros aleatorios. Si el proceso aleatorio es markoviano la
dependencia temporal s6lo alcanzara un periodo. En un caso general se puede extender

mas alla.

En la formulacién que se utiliza en este ejemplo y en algunas de las técnicas de
descomposicion (e.g., descomposicién de Benders), se utiliza expresamente la
estructura del arbol de probabilidad para definir las variables y los parametros
aleatorios. Asi en el ejemplo, las variables de la primera etapa no dependen de los
escenarios mientras que los de la segunda si. Existe otra técnica de resolucién
alternativa (scenario aggregation with splitting variable formulation (Rockafellar)) que
considera variables independientes para cada escenario (como se muestra en la figura
4.2) y establece restricciones de no anticipatividad que hacen que ciertas variables sean
iguales entre si en ciertos periodos. En esta técnica se utiliza el método de relajacion
lagrangiana, especialmente indicado cuando existe un nimero reducido de restricciones
de complicacion. Es decir, el arbol de la figura 4.1 se convierte en el de la figura 4.2
mediante restricciones. En el ejemplo previo seria equivalente a haber definido una
variable de inversion para cada escenario y haber impuesto restricciones que las obligan

a ser iguales.

Yl

YQ

X L
Y 3

Figura 4.1 Arbol de probabilidad.
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X! ° !
X o
X3 . Y3

Figura 4.2 Arbol de probabilidad para agregacion de escenarios.

La estructura de la matriz de restricciones del problema estocastico se observa en la
figura 4.3. En ella se muestran las restricciones que involucran variables de cada etapa
por separado y las que unen variables de ambas etapas. El problema estocéstico es de
tamafio mucho mayor que el de un problema determinista y tiene la estructura no
anticipativa del arbol de probabilidad. Las técnicas de descomposicion aprovechan esta

estructura repetitiva de la matriz de restricciones.

Variables Variables
primera segunda
etapa etapa
X Yl , YQ ' Y3
PRESUP Restricciones primera etapa
INSMIN
[ BALPOTS
Restricciones primer escenario
BALDEMS
BALPOTS
Restricciones segundo escenario
BALDEMS
BALPOTS
Restricciones tercer escenario
BALDEMS

Figura 4.3 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones.

La funcion objetivo del problema estocéstico es el valor de la funcidn objetivo para
las decisiones de la primera etapa mas el valor esperado de la funcion objetivo para las
decisiones de la segunda etapa (362.47 en el ejemplo). El valor de la solucién
estocastica (VSS) es la diferencia entre la funcién objetivo del problema estocastico y la

del problema determinista para el valor medio de los pardmetros (362.47-355.73=6.73).

Se denomina valor esperado con informacion perfecta a la suma ponderada para
cada escenario de la funcion objetivo total sabiendo que dicho escenario va a ocurrir

con certeza (356.93 para el ejemplo). Es decir, se revela la incertidumbre antes de tomar
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las decisiones de la primera etapa. Este valor siempre serd menor o igual, si se esta

minimizando, que la funcion objetivo del problema estocastico.

Para cada escenario, la solucion del problema estocastico es siempre peor o igual
que la solucion con informacion perfecta (280, 349.33 y 439.33 respectivamente). Se
denomina arrepentimiento a la diferencia entre ambas (280-262=18, 349.33-
346.67=2.66, 439.33-437.33=2) y valor esperado de la informacion perfecta (EVPI) a

SuU esperanza.

Cuando esta diferencia en algln escenario pueda ser elevada (de consecuencias
catastroficas) o existe gran no linealidad en la funcion objetivo para los diferentes
escenarios la optimizacion estocastica se puede formular como minimizacion del
maximo arrepentimiento (o criterio minimax). Este es un criterio conservador de
proteccion frente el riesgo que determina planes robustos (es decir, estables frente a
perturbaciones en los datos).

Veamos otro ejemplo de un problema de optimizacion de una compaiiia de gas con
demanda y precio estocasticos. Cuando la compafiia compra gas suministra parte a sus
consumidores y el resto lo almacena. Cuando vende gas lo toma de sus compras o de
sus depdsitos. Luego sus decisiones son cuanto gas comprar y vender directamente,
cuanto comprar y almacenar, y cuanto tomar del depdsito y vender. Las decisiones
optimas dependeran del precio del gas ahora y en el futuro, del coste de
almacenamiento, del tamafio del deposito y de la demanda en cada periodo. La demanda
anual y el precio del gas para cada escenario se presentan en la siguiente tabla. El precio
de almacenamiento de una unidad de gas es de 1 €/afio. Se quieren tomar las decisiones
Optimas para los dos primeros afios sabiendo que el afio actual estd siendo normal y el
afio proximo puede ser normal, frio o muy frio con las probabilidades que aparecen en

la tabla.

Escenario | Coste del gas (€) | Demanda | Probabilidad

Normal 5.0 100 1/3
Frio 6.0 150 1/3
Muy frio 7.5 180 1/3
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$TITLE Planificacion 6ptima de la compra de gas

SETS
S escenarios de temperatura / nr, fr, mf /
O opciones de gestiodn / cyv, cya, ayv /

PARAMETERS
CVS(s) coste del gas en cada escenario [£]
/ nr 5.0
fr 6.0
mf 7.5 7/

PROBS(s) probabilidad de cada escenario [p.u.]
/ nr 0.333333

fr 0.333333

mf 0.333334 /

DEMS(s) demanda en un escenario
/ nr 100

fr 150

mf 180 /

CV  coste del gas
PROB probabilidad
DEM demanda en un escenario

SCALARS
CALM coste de almacenamiento [€ por afio] /7 1 /

VARIABLES
X(0) cantidad que gestiona el primer afio
Y(o) cantidad que gestiona el segundo afio
YS(s,0) cantidad que gestiona el segundo afio estocastico
COSTE coste total

POSITIVE VARIABLES X, Y, YS

EQUATIONS
COST coste total
COSTS coste total estocastico

BALDEM1 balance de demanda del primer afio
BALDEM2 balance de demanda del segundo afio
BALDEMS2 balance de demanda del segundo afio
GSTDEP gestion del depésito ;

COST .. COSTE =E= CVS("nr*) * (X(“cyv")+X(“cya"))
+ CALM * X("cya®)
+ CV * (Y("cyv™)+Y("cya™)) ;

COSTS .. COSTE =E= CVS("nr=) * (X("cyv™)+X("cya"))

+ CALM * X("cya")

+ SUM(s, PROBS(s) * CVS(s) * (YS(s,"cyv™)+YS(s,"cya™))) ;
BALDEM1 .. X("cyv") =E= DEMS("nr-) ;

BALDEM2 .. XCayv®) + Y(CCcyv) =E= DEM
BALDEMS2(S) .. X("ayv") + YS(s,"cyv") =E= DEMS(S) ;

GSTDEP .. X("cya") =E= X("ayv") ;

MODEL DETERM / COST , BALDEM1, BALDEM2 , GSTDEP / ;
MODEL PROBAB / COSTS, BALDEM1, BALDEMS2, GSTDEP / ;

* cada escenario determinista por separado

LOOP (s,
CV = CVS(s) ;
DEM = DEMS(s) ;
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SOLVE DETERM MINIMIZING COSTE USING LP ;
) s

* escenario de demanda media

CV = SUM(s, PROBS(S) * CVS(s))

DEM = SUM(s, PROBS(s) * DEMS(sS)) :

SOLVE DETERM MINIMIZING COSTE USING LP ;

* problema estocéastico

SOLVE PROBAB MINIMIZING COSTE USING LP ;

Los resultados para cada escenario determinista, el escenario medio y el problema

estocastico se presentan a continuacion.

Compray Compray Dep6sito a Compray Compray | Coste
Vende almacena venta vende almacena
Ao 1 Ario 2
Normal 100 100 1000
Frio 100 150 1400
Muy frio 100 180 180 1580
Medio 100 143.33 143.33 1360
Estocastico 100 100 100 50 1400
80

Para este ejemplo también se observa que las soluciones en cada escenario son
claramente diferentes a las del escenario medio y a las decisiones del problema

estocastico.

Aunqgue las primeras investigaciones aparecen en 1955 con trabajos de Dantzig
(Dantzig, 1955) y Beale (\VVéale, 1955), solo recientemente el avance en la tecnologia de
los ordenadores ha permitido la solucién de problemas de muy gran tamafio y ha
devuelto interés al tema de la optimizacion estocastica produciendo ademas un avance
en la teoria matematica que lo sustenta. Los libros de Ermoliev y Wets (eds.), Kall y
Walace, Birge y Louveaux y Prékopa (Ermoliev, 1988), (Birge, 1997), (Kall, 1995),
(Prekopa, 1995) pueden servir de compendio a la investigacion reciente en este campo.
La resolucion de este tipo de problemas abre nuevas posibilidades en numerosos

ambitos.

La programacién estocastica aparecid como una extension de la programacion lineal

con énfasis en el gran numero de variables y parametros (Véale, 1955), (Dantzig, 1955),
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(Dantzig, 1963), (Dantzig, 1961). Por otra parte, como otra extension de la
programacion lineal para grandes sistemas con estructuras especiales en la matriz de
coeficientes de las restricciones aparecieron las técnicas de descomposicion (Benders,
1962), (Dantzig, 1963), (Dantzig, 1960), (Van Slyke, 1969), denominadas de

optimizacion matemética a gran escala.

Algunas técnicas que permiten la solucion de problemas de programacion lineal

estocastica de gran tamafio son las siguientes:
0 descomposicion

Las técnicas de descomposicion resuelven problemas de muy gran tamafio con
una estructura especial, que se aprovecha desde un punto de vista teodrico y
computacional con el uso de algoritmos especializados. Constituye una forma

flexible y elegante de resolver problemas.
o simulaciony reduccion de varianza

Las técnicas de simulacion y reduccion de varianza son necesarias cuando la
resolucion explicita del numero de problemas que surgen debido a la

aleatoriedad en los parametros resulta inviable.

La conjuncion de varias de estas técnicas fue propuesta por Dantzig (Dantzig, 1987),
(Dantzig, 1990) y ha dado resultados espectaculares por los tamafios de los problemas
de planificacion resueltos (Dantzig, 1991a), (Dantzig, 1991c), (Entriken, 1990),
(Infanger, 1991), (Infanger, 1994), (Stanford, 1989).

Las técnicas de simulacion y descomposicion utilizadas en la solucion de estos
problemas de optimizacién de muy gran tamafio hacen que el uso de procesamiento

paralelo o distribuido sea muy conveniente (Dantzig, 1987), (Dantzig, 1990). Con ellas

1 Las técnicas de descomposicion son de uso matematico general y tienen sentido
independientemente de la tecnologia del ordenador/es utilizados en su resolucion. Sin embargo, dada su
naturaleza resulta muy conveniente la utilizacién de célculo en paralelo (un ordenador con mdaltiples
CPUs débil o fuertemente acopladas) o calculo distribuido (multiples ordenadores trabajando en

colaboracion) para reducir los tiempos de calculo de manera sustancial.
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la solucidn repetida de los subproblemas o maestros se puede efectuar en paralelo entre
los diferentes procesadores disponibles (Entriken, 1988), (Entriken, 1989),
(Ruszczynski, 1993).

Actualmente existe una herramienta para la solucién de problemas lineales
estocasticos bietapa de gran tamafio denominada DECIS que se puede ejecutar en un
ordenador paralelo (Dantzig, 1991b) o convencional (Infanger, 1991). Las reducciones
de tiempo con respecto a su solucién en ordenador convencional logradas para este tipo
de problema son del orden de la mitad del nimero de procesadores utilizados. Por
ejemplo, con un problema concreto resuelto con 64 procesadores en paralelo tomando
600 muestras en la simulacion el tiempo de célculo se redujo en 37.5 veces. Este

decremento depende del nimero de muestras y de procesadores.

Otra aplicacion denominada MSLIiP permite la solucién de problemas lineales
estocasticos multietapa de tamafio medio para su uso en un ordenador convencional
(Gassmann, 1990). Existe también una version estocastica OSL-SE del optimizador de
programacion lineal entera mixta OSL. En (Ermoliev, 1988) se citan ademas otros

codigos de programacion lineal estocastica.

La formulacion de problemas estocasticos se estd empezando a realizar también con
lenguajes algebraicos de modelado como GAMS (Ramos, 1998) o AMPL (Gassmann,
1995), (Gassmann, 1996). Tanto DECIS como OSL-SE estan disponibles con GAMS.

IV.2. Optimizacion lineal bietapa y multietapa

El problema lineal bietapa PL-2 se representa matematicamente de la forma

siguiente, considerando el vector x, las variables de la primera etapa y =, las variables

de la segunda:

min(¢, z, + ¢} z,)

RARES)

A, =b (1.161)
Bz, +Az, =b
x,, T, >0
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donde la matriz 4 es m, xn, y A, es m, xn,. Las dimensiones de los demas vectores

y matrices se derivan de éstas. Por ser optimizacion determinista se suponen conocidas

las matrices y vectores. El tamafio del problema completo es (m, + m,) x (n, +n,). La

estructura de la matriz de restricciones se presenta en la figura 4.4.

Al

B | 4

Figura 4.4 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en PL-2.

Los dos ejemplos del capitulo anterior corresponden a problemas lineales bietapa,
deben proporcionar decisiones antes de resolver la incertidumbre, siendo la segunda
etapa estocéastica. Un problema de planificacion estatica (para un momento fijo en el
tiempo) se formula frecuentemente como minimizacion de una funcion objetivo suma
de costes totales de inversidn y explotacion sujeta a restricciones propias de inversion y
de explotacion. Las decisiones de inversion corresponden a la primera etapa y las de

explotacion a la segunda.

Los problemas de planificacion dindmica deben proporcionar decisiones Optimas
para momentos discretos del tiempo. Estos se conocen genéricamente como problemas
lineales multietapa PL-P. Aparecen en el estudio de procesos dependientes del tiempo
donde las actividades de un periodo estan conectadas con las de los periodos anterior
pero no con otros (Dantzig, 1963). Para P etapas el problema se puede formular como:

P
min clr
2 pp
p=1

o

B, @, +Az,=b p=1..,P (1.162)

p

z, >0
B, =0

donde las matrices A, y B, y los vectores b, y ¢, son conocidos por ser optimizacion

determinista y z, son las variables. La matriz A, es m, xn, . El problema completo

. P . P
tiene m = szl m, filasy n = szl n, columnas.
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Caracteristica de estos problemas es una estructura de la matriz de coeficientes de las

restricciones en escalera, tal como se presenta en la figura 4.5.

A

B, | 4

BPl AP

Figura 4.5 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en problemas lineales multietapa.

El tamafio del problema crece linealmente con el nimero de etapas. Aunque para
problemas pequefios o0 medianos se pueden utilizar tecnicas convencionales de
programacion lineal, esto resulta inviable para problemas de gran tamafio. Por ello, para
su resolucion se emplean técnicas de descomposicion que aprovechan su especial

estructura.
IVV.3. Optimizacion lineal estocastica bietapa

El problema lineal estocastico bietapa PLE-2, donde se considera aleatoriedad en la

segunda etapa, se formula matematicamente como:

. T ¢ T, w
minc, z, + g pe, @,
Ty, Ty

wes
AT, =b (1.163)
Bry, 44w =
T, T, >0

donde funcion objetivo corresponde a las decisiones de la primera etapa mas el valor

esperado correspondiente a las decisiones de la segunda etapa y donde w € €2 toma un

15 El superindice w indica la dependencia de las matrices y vectores con respecto al valor de w.
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namero finito, |2 (cardinal de €2), de valores cada uno con probabilidad p“. Si A, es

independiente de w este problema se denomina con recurso fijo. La estructura de la

matriz de restricciones de un problema PLE-2 para tres escenarios en la segunda etapa

se representa en la siguiente figura.

Figura 4.14 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en PLE-2.

AZS

El problema de minimizacion de méximo arrepentimiento tiene una estructura

similar al anterior y se formula como:

min o

LTy, Ty

T
o —c T —p

Ax,

Bz, +Az;

w
Z, Ty

wT _w

Cy Ty

=>=f

=b
=b’
>0

(1.164)

siendo f“ el valor éptimo de la funcién objetivo para cada escenario w (i.e., la funcién

objetivo para la decision Optima sabiendo que va a ocurrir un determinado escenario

w).

El uso de técnicas de descomposicion se justifica por la estructura especial que

presenta la matriz de restricciones del problema completo. Los subproblemas son

separables para cada escenario y tienen la misma estructura en las restricciones.

IV.4. Optimizacion lineal estocastica multietapa

El problema lineal estocastico multietapa PLE-P se puede formular como:
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P
. w, w, T w,
min} | > pye T

Z
Pop=1l w,e€9Q,

AT = p=1,..,P (1.165)

Wy Wy

pflxpfl
w.

T, >0

B =0
donde €2, representa el conjunto de los posibles valores de w, en la etapa p cada uno

con probabilidad de ocurrencia p,” . Estas probabilidades son, en general, dependientes

de los valores tomados en la etapa anterior. Cuando se van a tomar las decisiones al
comienzo de la etapa p los valores de c,”, B,”,, A", b’ son conocidos y se conocen
las distribuciones condicionadas de los vectores para las etapas futuras p + 1,..., P. Los
diferentes valores de los parametros en las sucesivas etapas forman una estructura en

arbol.

Si |Q| representa el cardinal de €, , el problema lineal completo tiene

P
" m || restricci " n || variables, siendo A" tri
>, m,|Q,| restriccionesy > n, || variables, siendo A una matriz m, xn, .

La matriz de restricciones de un problema PLE-3 con dos escenarios en la segunda

etapa y cuatro en la tercera se representa en la siguiente figura.

Al
B | 4
By A
B, A,
B, A
B, A
B, A

Figura 4.15 Estructura de la matriz de coeficientes de las restricciones en problemas lineales multietapa.
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El método de resolucion es descomposicion anidada estocastica de Benders
(también denominado en la literatura programacion dinamica dual estocéstica (Pereira,

1991)) teniendo presente que los subproblemas para cada etapa son separables.
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IV.6. Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1

Considérese una explotacion agricola en la que se puede cosechar trigo, maiz y
azucar de remolacha. La superficie dedicada al cultivo es de 500 Ha, y hay que decidir
cuénta superficie se va a dedicar a cada uno de los tres tipos de cultivo; esta decision
debe efectuarse en invierno para proceder a la correspondiente siembra. La explotacion
agricola tiene, ademas, una ganaderia, y para su cria y cuidado se requieren 200 Tm de

trigo y 240 Tm de maiz, que pueden ser producidas en la propia explotacion o
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compradas en el exterior. Una vez atendidas las necesidades de la explotacion, la
produccion en exceso de estos dos cultivos se destina a la venta, pudiéndose vender a
precio de mercado, 170 y 150 euros/Tm, respectivamente para trigo y maiz. El otro tipo
de cosecha es azUcar de remolacha, que se puede vender a 36 euros/Tm. Sin embargo, la
Comisién Europea impone una cuota méaxima de produccion y la cuota asignada a la
explotacion es de 6000 Tm; cualquier produccion en exceso solo puede ser vendida a 10

euros/Tm.

El coste de cultivo es de 150, 230 y 260 euros/Ha para cada uno los cultivos, maiz,
trigo y azucar, respectivamente. Si es necesario comprar trigo 0 maiz para satisfacer la
demanda minima, los precios de compra tienen un 40% de incremento sobre los precios

de mercado debido a costes de transporte y otros.

Basado en la experiencia de afios anteriores, el responsable de la explotacién
agricola considera que el rendimiento esperado por Ha es de 2.5 Tm, 3 Tmy 20 Tm

para trigo, maiz y remolacha de azucar, respectivamente. La tabla 1 recoge todos estos

datos.
T M Remolacha
rigo | aiz
Cosecha (Tm/Ha) 2 3 20
5
Costo de plantacién por Ha 1 2 260
50 30
Precio de venta por Tm 1 1 36(menos de 6000
70 50 Tm)
10 (més de 6000
Tm)
Precio de compra por Tm 2 2 --
83 10
Requerimiento minimo 2 2 --
00 40

1. Plantear y resolver un modelo de Programacion Lineal que sirva para determinar la
superficie que debe dedicarse a cada tipo de cultivo de modo que se satisfagan las

condiciones del problema y se maximice el beneficio total.

2. Por otra parte, la experiencia indica que en el pasado se han obtenido rendimientos

muy distintos al considerado como rendimiento esperado o promedio, debido a los
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cambios climaticos. La posible variacion del rendimiento puede representarse bajo
diversos tipos de escenarios. Supdngase, para simplificar el problema, cierta
correlacion entre los rendimientos de los tipos de cultivo y que la temporada puede
ser buena, normal o mala para todas las cosechas. La temporada buena proporciona
unos rendimientos un 20% superiores al promedio y la temporada mala un 20%
inferiores al promedio. Por ultimo, se supone que el rendimiento agricola no tiene
influencia sobre los precios. Analizar la sensibilidad de la solucién 6ptima a la

variacién del rendimiento.

3. Plantear y resolver el problema estocéstico asociado a la situacion descrita en el
apartado b).

PROBLEMA 2

Una compafiia aérea tiene que decidir como particionar un nuevo avion que cubrira
el vuelo Madrid-Argentina. EI avion tiene capacidad para 200 pasajeros de clase turista.
Se puede reservar una parte del avion para asientos de primera clase, pero cada uno de
estos asientos ocupa el espacio de 2 asientos de clase turista. También se puede incluir
una seccién de clase business, en la que cada asiento ocupa el lugar de 1,5 de clase
turista. El beneficio neto por un billete de primera es triple del de uno de clase turista, y

el beneficio de un billete business es doble del de uno de clase turista.

Una vez que el avion ha sido particionado, esta particion no puede ser modificada
entre vuelos. La compafiia sabe, sin embargo, que el avién no siempre se llena en todas
sus clases. Han decidido considerar tres escenarios equiprobables: (i) Vuelos matinales
entre semana. Piensan que pueden vender 20 billetes de primera, 50 business y 200
clase turista. (ii) Vuelos fin de semana. 10 de primera, 20 business y 75 clase turista.
(iii) Vuelos vespertinos entre semana. 5 primera, 10 business y 150 clase turista.
Considerando que no se permite overbooking (vender mas billetes de una clase que
asientos haya),

a) Modelizar el problema lineal deterministico correspondiente al primer escenario

(vuelos matinales entre semana).

b) Modelizar el problema estocastico que se le presenta a la compafiia,
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- Utilizando representacion compacta.

- -Utilizando la representacién con variables divididas.

c) Resolver el problema estocéstico.

d) Calcular el valor de la informacion perfecta y el valor de la solucion estocéstica
PROBLEMA 3

Tomates S.A. produce pasta de tomate, ketchup y salsa a partir de cuatro recursos:
mano de obra, tomates, azlcar y especias. Cada caja de pasta de tomate necesita 0.5
horas de trabajo, 1 caja de tomates, nada de azucar y 0.25 latas de especias. Cada bote
de ketchup necesita 0.8 horas, 0,5 cajas de tomates, 0,5 paquetes de azucar y 1 lata de
especias. Cada sobre de salsa de tomate necesita 1 hora de trabajo, 0.5 cajas de tomates,

1 paquete de azlcar y 3 latas de especias.

La compafia debe decidir la produccion para el proximo periodo. Solo tiene
disponibles 200 horas de trabajo, 250 cajas de tomates, 300 paquetes de azucar y 100
latas de especias en cada periodo. Sin embargo, puede conseguir mas recursos
pagandolos a 2 euros/hora, 0.5 euros/caja tomate, 1 euro/paquete azlcar y 1 euro/lata
especias. Los costes unitarios de produccion son de 1 euro /caja de pasta de tomate, 1,5

euro/bote de ketchup y 2.5 euros/sobre de salsa.

La demanda no se conoce hasta que los productos estan elaborados. Tomates S.A.
espera dos situaciones equiprobables posibles, correspondientes a un buen o mal
momento econdmico. Espera vender 200 cajas de pasta, 40 botes de ketchup y 20 sobres
de salsa en el primer caso, y 100, 30, y 5 en el segundo, respectivamente. La produccién
sobrante puede almacenarse hasta el periodo siguiente con un coste de 0.5, 0.25y 0.2
euros por unidad de pasta, ketchup y salsa, respectivamente. Existen también costes
estimados de 2, 3 y 6 euros por unidad de demanda no satisfecha de pasta, ketchup y

salsa, respectivamente.

a) Modelizar el problema lineal deterministico correspondiente al primer escenario

(buen momento econémico).
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b) Modelizar el problema estocastico de recurso completo utilizando representacion

compacta y representacion via variables divididas.
c) Resolver el problema estocastico.

d) Calcular el valor de la informacidn perfecta y el valor de la solucidn estocastica
IV.7. Resultados de la biblioteca de problemas

Problema 1

max Z(pvj(Qj+8j—minj)—chj—ch.SJ.)—(pvRML—pexc)*REM2
j
Q,=rH; Vj
Q;+S;=min; Vj
D H, <500
j

Quu = REM, +REM,
REM, < 6000

Solucidn: Beneficio: 118600
Q de trigo 300, maiz 240, remolacha 6000
H de trigo 120, maiz 80, remolacha 300, y no compra nada fuera.

b) Para cada escenario:
s1 (alto) : Beneficio: 167666.667
Q de trigo 550, maiz 240, remolacha 6000
H de trigo 183.333, maiz 66.667, remolacha 250, y no compra nada fuera.

S3 (bajo) : Beneficio: 59950
Q de trigo 200, maiz 60, remolacha 6000
H de trigo 100, maiz 25, remolacha 375, y compra 180 Tm de maiz.

c) Estocéstico:
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max Y pr,>" (pv; (QS, +SSy —min; )—c;H,; — pc;SS,; )~ (pVy, — PeXC) *REMS,,
s i
QS =rsgH; Vij,s
QS +SS; =2min; Vj,s

z H, <500

j
QS, au = REMS, +REMS,, Vs
REMS,, <6000 Vs

Solucion: Beneficio esperado: 108281.61

Trigo Maiz Remolacha
Hectareas 170 80 250
Qsl 510 288 6000
Qs2 425 240 5000
Qs3 340 192 4000
SSsl 0 0 0
SSs2 0 0 0
SSs3 0 48 0
Problema 2
max > b0,
j

O, <AS; Vj
a) .

0,<d; Vj

D e;AS; <200

i

bh.O.
max » pr,Y b0, e Zs:prszj:‘ N
s

i O, <AS; Vj,s
Os,- < ASj v],s )
b) _ O, <d; Vj,s
Oy <dy Vjs
D e/AS; <200 Vs
> e,AS; <200 j
]

AS,, = AS, ;= AS

S3i

c) Estocéstico: Beneficio esperado: 183.333

| | Primera | Business | Turista
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Asientos 10 20 150
Ocup mat 10 20 150
Ocup finde 10 20 75
Ocup vesp 5 10 150
d) Valor esperado con Informacion perfecta: 193.333

Matinal Benef: 250 P:20 B:50 T:85

Finde Benef: 145 P:10 B:20 T:75

Vesp Benef: 185 P:5 B:10 T:150

Valor de la solucion estocéstica (media — estoc) = 224.975 — 183.333 = 41.642
Valor esperado de la informacion perfecta (arrepentimiento medio):

1/3 (250- 220) + 1/3 (145-145) + 1/3 (185-185) = 193.333-183.333=10
Problema 3

min " (cprod,Q; +calm;E; +cdns;F, )+ > cexc,R
j i
) Q=d,-F+E, V|
> req;Q, <lim+R, Vi
j

min " cprod Q; + > cexcR + Y. pr, > (calm;E,; +cdns;F )
j i s

b) Q=d;-F;+E; Vij,s
> req;Q, <lim+R, Vi
j

min > pr, (Z(cprodeSj +calm;E,; +cdns;Fy )+ > cexc, RSij
s j i
Q,=d,—F,+E, Vjs
D req,Q, <lim+R; Vi,s
j

Q,;=Qy; Vi Ri;=R, Vi

c) Estocastico: Coste esperado: 313.5

Pasta Ketchup Salsa
Produccion 100 30 15
Bueno (almac, falta) | (0,100) (0,10) (0,5)
Bueno (almac, falta) | (0,0) (0,0) (10,0

No compra nada de ningun recurso

d) Valor esperado con Informacién perfecta: 258.75
Bueno Coste: 360 P: 200 K:40 S:20 (compra 50 especias, justo dem)
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Malo Coste: 157.5 P:100 B:30 T:5 (nocompra nada, justo dem)

Valor de la solucion estocéstica -(media — estoc) = 313.5 - 243.75 = 71.75
Valor esperado de la informacion perfecta (arrepent. medio) = 313.5 - 258.75 = 54.75
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V. Programacién dinamica

V.1. Introduccion

Hay una gran variedad de situaciones de muy diversa naturaleza que se pueden
modelar como procesos de decision secuenciales de tipo polietapico, para los cuales el
método conocido como programacion dindmica (dynamic programming DP) se muestra

como una herramienta eficaz en la mayoria de los casos.

A fin de plantear el problema en lineas generales, podemos suponer un sistema
fisico S cuyo estado en una etapa, fase o instante k cualquiera viene especificado por

un vector z,, a cuyas componentes daremos el nombre de variables de estado, las

cuales pueden evolucionar en el tiempo de forma discreta o continua, dependiendo en
cada instante dicha evolucién bien de la opcion adoptada por un decisor, bien de una
intervencion humana seguida de una intervencién del azar o viceversa. Dichos cambios

se hacen mediante un vector u, a cuyas componentes daremos el nombre de variables

de control o de decision.

La programacion dindmica es una metodologia matematica orientada a la solucién
de problemas con decisiones divisibles o separables en £ etapas sucesivas donde se
debe minimizar el coste total (o cualquier otra funcion objetivo) de dichas decisiones.
En cada etapa se valora no sélo el coste actual o inmediato de tomar una decision sino

el coste futuro que se origina a partir de ella. Cada etapa se caracteriza por z, estados
(situaciones en que puede encontrarse el sistema en cada etapa). EI nimero de estados

puede ser finito o infinito. Cada estado guarda toda la informacién necesaria (i.e.,
variables de estado) para tomar las decisiones futuras sin necesidad de conocer cdmo se

16 Estas etapas muchas veces se hallan asociadas a tiempo, de ahi el nombre de programacion

dindmica, pero esto no es necesario.
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ha alcanzado dicho estado. Mediante una decision u, en la etapa k£ se va de un estado
z, al comienzo de la etapa k£ a otro estado z, , al comienzo de la siguiente. En cada

etapa se evalla la decision Gptima para cada uno de sus estados.

Variables de Decisi Variables de
estado de etapa ecisiones estado de etapa
k E+1
Ty, — u,, — L1

La programacion dindmica es una técnica de divide y venceras. Resuelve el
problema de optimizacién del conjunto de todas las etapas mediante un procedimiento
recursivo que se resuelve de manera iterativa, incorporando cada vez una etapa, es
decir, partes cada vez mayores del problema original. El procedimiento puede hacerse
hacia delante (forward DP) o hacia atrds (backward DP). La recursion hacia atras
define la politica 6ptima en la etapa k£ conocida la politica 6ptima en cualquier estado

de la etapa % + 1, produciendo un modelo del tipo, por ejemplo,
£ () = min{e,, + £ (@)} (1.166)

siendo z, el estado actual en la etapa %, z,,, el estado al que se llega en la etapa k& + 1
dependiente del estado inicial z, y de la decision u, en la etapa &k, f.(z,) el valor

acumulado de la funcion objetivo para el estado z, desde la etapa £ hastala N y ¢

T

el valor inmediato de la funcion objetivo al tomar la decision u, desde el estado z, .

El conjunto de estados en cada etapa debe estar dentro de un conjunto de valores
admisibles y las decisiones que permiten el paso de un estado en una etapa a otro en la
siguiente también puede estar sometido a un conjunto de restricciones. El problema en
cada etapa se supone determinista, es decir, se sabe con certeza cual es la transicién
entre los estados y su coste. La funcidn objetivo no esta restringida a ser lineal, también
puede ser no lineal. La programacion dinamica tiene la “maldicion” de Ila
dimensionalidad debido a la explosion de estados que se necesita analizar en cada etapa.
Esto hace que computacionalmente resulte muy costosa de resolver. Como contrapartida
la programacion dinamica proporciona mucha informacion. Por ejemplo, la funcion de

coste futuro en cada etapa para cada uno de los estados posibles de dicha etapa vy,
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ademas, no solo la decision Optima sino otras soluciones cuasioptimas con los valores

correspondientes de la funcién objetivo.

De forma completa el problema de programacion dindmica de naturaleza aditiva se

puede formular como

N
minJ = f(‘)(xg) = chkuk
Uy k=0
2y, = 6, (2,4, (1.167)
i, <$k>uk> =0

z, € X, u, €U,
siendo z, el estado en la etapa inicial conocido, X, el conjunto de estados posibles en

la etapa &, U, el conjunto de decisiones factibles en la etapa &, g, (z,,u,)=0 las

restricciones o ligaduras del sistema en esa etapa y ¢, (z,,, ) la ecuacion que gobierna

la transicion o paso del sistema de la etapa k a la siguiente. Obviamente, no todos los
modelos susceptibles de ser tratados mediante programacion dindmica son de naturaleza

aditiva.

Al conjunto de decisiones tomadas a lo largo del tiempo le daremos el nombre de
politica en el caso de situaciones deterministas y el de estrategia cuando se hace
intervenir el azar. El objetivo en todo proceso de decision polietapico del tipo que
vamos a analizar es el de determinar la politica o estrategia que optimiza una funcion

criterio.

En lo que sigue supondremos que los posibles cambios solo pueden tener lugar en
instantes discretos del tiempo, no forzosamente equidistantes. Al intervalo de tiempo
transcurrido entre la adopcion de dos decisiones consecutivas es lo que hemos llamado
fase o etapa. En la préctica la dificultad radica en los aspectos siguientes:

o la identificacion de las fases o etapas, junto con las variables de estado y las de
decision
o la formulacién del criterio que se pretende optimizar y de las restricciones en

términos de dichas variables
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La metodologia de la programacion dindmica es dificil de explicar en un contexto
puramente tedrico. A efectos de una introduccidon, que permita una posterior
profundizacion en el tema, es mucho mas eficaz presentar dicha metodologia a partir de

ejemplos como los que se exponen en las secciones siguientes.

.2. Principio de optimalidad de la programacion

dinamica o de Bellman

El principio en el que se basa la programacién dindmica fue establecido por Richard
Bellman en los afios 50. De forma resumida, el principio de optimalidad de Bellman
dice que “toda politica dptima esta formada por subpoliticas 6ptimas”. A continuacién

se explica e interpreta con mas detalle este principio.

Dado un estado, la politica 6ptima para las siguientes etapas no depende de la
politica tomada en las etapas anteriores. La decision 6ptima inmediata solo depende del
estado en el que se estd, no de como se llegd hasta él. Toda la informacién sobre el

pasado se resume en el estado en que se encuentra.

Una vez conocida la solucion éptima global, cualquier soluciéon parcial que
involucre s6lo una parte de las etapas es también una solucion éptima. Todo
subconjunto de una solucién optima es a su vez una solucion optima para un problema

parcial.

Aplicando este principio a la busqueda del camino mas corto entre Madrid y
Barcelona averiguamos que la solucion del problema pasa por Zaragoza. Si nos
preguntamos por el camino mas corto entre Zaragoza y Barcelona, es obvio que sera el
mismo que el utilizado en la solucién del problema global (Madrid-Barcelona). Si
existiera un camino mas corto entre Zaragoza y Barcelona (problema parcial), lo

habriamos tomado como parte de la solucion del problema global.
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Barcelona

Zaragoza

Valencia

A continuacion y a efectos de ilustrar el método de trabajo de la programacion

dindmica vamos a analizar algunos modelos de aplicacion muy general.
V.2.1. Un ejemplo introductorio

Vamos a considerar un problema clasico soportado por una red valorada (es decir,
una red a cada uno de cuyos arcos le ha sido asignado uno o mas valores, que pueden

ser una distancia, un tiempo o un coste) y sin circuitos.

Supongamos que se quiere construir una carretera entre las ciudades de Aburgo y
Teburgo, que constara de seis tramos y pasara por una serie de ciudades. Los costes de
las distintas variantes que el trazado de la carretera puede tener vienen reflejados en la
figura 1 y en ellos se han tenido en cuenta los trabajos y construcciones de caracter
técnico que la obra lleva implicitos, asi como los gastos de expropiaciones,

indemnizaciones, etc.
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Geburgo

Beburgo Kaburgo

2 Hacheburgo ¢

SN
u 5

Deburgo . Ereburgo
8  Emeburgo

Jotaburgo

Figura 1

Aunque la carretera puede ser construida en cualquiera de los dos sentidos
supondremos que lo serd de Aburgo a Teburgo y que el criterio para establecer el

trazado de la misma es solamente el objetivo econdmico de minimizar los costes.

Comenzaremos, de acuerdo con el convenio anterior, por considerar la red orientada
de la figura 2. La clasificacion en niveles (en este caso, cada nivel serd uno de los
tramos en la construccion de la carretera) de los vértices de la red es la dada en la Tabla
1. En el nivel 0 se encuentra la ciudad inicial Aburgo y en el nivel i-ésimo se encuentran
aquellos vértices (ciudades) que solo tienen antecesores inmediatos en los niveles
precedentes. Hay algoritmos, muy sencillos de programar en el ordenador, para

proceder a esta clasificacion en niveles.

Llamaremos z;, i = 0,1,...,6, a las variables de decision relativas a cada tramo. La

variable x;, puede tomar como valores las ciudades correspondientes al i-ésimo tramo.
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teeendramo I 0 TramoIl @ Tramoll _ G  TramolV _ G TramoV i Tramo VI !
Figura 2
Nivel | Ciudades

0 A

1 B,C,D

2 E, F

3 G,HIJ

4 K, L,

5 P,

6 T
Tabla 1

Designaremos por v, (z, ,,z;) al coste del tramo i-ésimo, el cual dependeré de los

valores que demos a z, , y a z,. La expresion que nos proporciona el coste total es
[§
G(mwxpuqak)zzzjvxxF“xJ (1.168)
i=1

1)  EIl coste minimo del tramo 1 para cada una de las ciudades B, C y D que lo

configuran es

9,(B)=38, ¢(C)=6, ¢,(D)=5
2)  Calculamos ahora el coste minimo conjunto de construccion de tramos 1y 2. Las
ciudades en las que puede acabar el conjunto de los dos primeros tramos son E y

F. Tendremos
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9 (B) = Hgn <91 (x1> + 1 (xlvE))
= min(gl (B)+v,(B,E), 9, (C)+ v, (C,E),g,(D) + v, (D7E)> =
=min(8+26+15+6)=7

Es decir, el camino mas barato hasta E es el que, partiendo de A, pasa por C.
Y12 (F)= mz,m (91 (‘T1> + (‘TUF>>

= min(gl (B)+ 0, (B,E),g,(C) + v, (C,E), g, (D) + v, (DvE)) =
= min (8 4+ 5,6 + 00,5+ 5) =10

Hemos asignado un coste infinito a aquellos posibles trazados cuya construccion se
ha estimado como no realizable y que, en consecuencia, no aparecen en el disefio de la

figura 1. EI camino mas barato hasta F es el que, partiendo de A, pasa por D.

Pasariamos luego a determinar el coste minimo para los tramos I, 11 y IlI

considerados conjuntamente y para los vértices G, H, | y J. Este coste es, para G,

9125 (G) = Hgn[gu (xQ) + v, (xQ,G)] =
=min|g,, (E) + v, (E,G),g,,(F) + v, (F,G)| =
= min[7 4+ 1,10 + 6] =8

y de la misma forma obtendriamos
G123 (H) = 13; G123 (I) = 14; G123 (J) =13

gue corresponden a los caminos ACEG, ACEH, ACEIl y ACEJ.

Prosiguiendo en esta linea, obtendriamos para el conjunto de las cuatro primeras

fases

91254 (K) = 15, correspondiente al camino ACEGK
91254 (L) = 17, correspondiente al camino ACEJL
91254 (M) = 20, correspondiente al camino ACEIM

y para las cinco primeras fases se tendria
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912545(P) =19, alo largo del camino ACEJPL
912545(11) =21, alo largo del camino ACEJLR

Finalmente, el coste minimo del proyecto completo seria

*

C?(T)::nﬂnG%xmxpxwxwxwwa%)zlnhﬂgm&&ﬂxQ—%qumTﬂ::25

correspondiente a la secuencia ACEGKPT.

Este método es caracteristico de los procedimientos de la programacion dindmica.
Su peculiaridad es la de ir investigando subpoliticas dptimas que abarquen de paso en
paso mas fases unitivas hasta encontrar la o las politicas éptimas. Es, asimismo, posible,
en aplicacion del principio de optimalidad de Bellman, empezar por el otro extremo o

desdoblar el problema en modulos.

Asi, si la construccién de la carretera se abordara simultineamente desde los dos
extremos Ay T, a fin de coincidir en una de las ciudades del tramo 111, para cada uno de

los valores de z, tendriamos, por una parte, segun hemos calculado, que los caminos

mas econdmicos desde A son

ACEG: coste 8, ADFH: coste 13, ACEI: coste 14, ACEJ: coste 13
mientras que los caminos 6ptimos desde T serian

TPKG: coste 8, TPLH: coste 16, TPMI: coste 15, TPLJ: coste 13

de donde el camino de A a T de coste total minimo seria el que resulta de “empalmar”

los dos que terminan en J.

A continuacion vamos a presentar este mismo problema desde otro angulo. Se trata
de un viajante de comercio que desea ir de la ciudad A a la J por el camino mas corto.
Vamos a resolver el problema mediante programacion dinamica hacia atras. Notar que
el avance a través de la red esta dividido en etapas, necesarias para que se pueda utilizar
la programacion dindmica. Por consiguiente, no es un problema general de distancia
minima en una red (para ese caso también es posible aplicar el principio de optimalidad
y ecuaciones para implantar la solucién, pero la definicion de las etapas y estados no es

tan evidente).
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B 7 E
§1
4
2 6 4
3 6
AY—y4—1{cC 2 F<
1 3
3 3
4
1 %3
D 5 G

Empezamos por la etapa £ = 4

Estados z, = Distanciaacumulada f, | Decision 6ptima w,
H 3 J
I 4 J

Para la etapa £ = 3

Estados z,
Estados z, | H | Distancia acumulada f, | Decision optima u,
E 4 | 8 4 H
F 9 7 7 [
G 6 7 6 H
Para la etapa £ = 2
Estados z,
Estados z, | E | F ' G | Distancia acumulada f; | Decision 6ptima u,
B 11 | 11 | 12 11 E,F
C 719 10 E
D 8 | 8 11 8 E,F
Finalmente en la etapa £ =1
Estados z,
Estado z, | B | C | D | Distanciaacumulada f | Decision optima u,
A 13111 | 11 11 C,D
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A partir de la tabla final se deduce que las rutas éptimas son: ACEHJ, ADEHJ y

ADFIJ con distancia total de 11. Obsérvese que si en cada ciudad se hubiera tomado la

decision miope, es decir, ir a la ciudad mas proxima, la distancia total recorrida seria de

13, que no coincide con la éptima.

Veamos ahora la resolucion mediante programacién dindmica hacia adelante. Para
laetapa k = 2
Estado z;,
Estados , A Distancia acumulada f, | Decision optima w,
B 2 2 A
C 4 4 A
D 3 3 A
Para k = 3
Estados z,
Estados z; | B | C D | Distanciaacumulada f, | Decision optima w,
E 9 |7 |7 7 C,D
F 6 6 4 4 D
G 8 8|8 8 B,C,D
Para k =4
Estados z,
Estados z, ' E | F G | Distanciaacumulada f, | Decision optima w,
H 8 10|11 8 E
I 11 7 11 7 F

Finalmente para laetapa £ = 5

Estados z,
Estados =, | H | Distancia acumulada £, | Decision optima u,
J 11 11 11 H, I

Las rutas optimas son: JHECA, JHEDA y JIFDA con distancia optima de 11.
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V.2.2. Otro ejemplo: Planificacion de la expansion de la

generacion

Se trata de minimizar los costes totales (fijos y variables) de expansion del equipo
generador para un alcance de varios afios. Las decisiones son la potencia a instalar de
cada tipo de generacion en cada afio del alcance del modelo. Habitualmente se tienen en
cuenta estas restricciones en la expansion: potencia instalada inicial conocida, maxima
(minima) potencia instalable, inversion méxima (minima), nimero maximo (minimo) de
generadores instalables en cada afio. Ademas también se consideran estas restricciones
de operacion: el balance generacion demanda en cada afio. Los estados se definen como

el nimero total de generadores instalados al comienzo de cada afio.

Supongamos un sistema eléctrico con los siguientes datos

Afio | Demanda (MW) Coste de inversion por
generador de 1 GW [€/GW afio]
1999 1000 50
2000 2000 55
2001 4000 60
2002 6000 65
2003 7000 45
2004 8000 40

Existe un coste adicional de 15 €/afio por afio si se construye al menos un generador.
No se pueden instalar mas de 3000 MW de generacion en ningun afio y se parte de un

sistema eléctrico sin ningun generador instalado.

Resolvemos el problema mediante programacion dindmica hacia atras. En la etapa

n = 2004 se tiene

Est 2004
Est 2003 8000 Cstfut | Inst épt
7000 15+40=55 55 1000
8000 0 0 0

Para la etapa n = 2003
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Est 2003
Est 2002 7000 8000 Cst fut | Inst épt
6000 15+45+55=115 | 15+90=105 105 2000
7000 55 15+45=60 55 0
8000 0 0 0
Para la etapa n = 2002
Est 2002
Est 2001 6000 7000 8000 Cst fut | Inst opt
4000 15+130+105=250 | 15+195+55=265 250 2000
5000 15+65+105=185 | 15+130+55=200 | 15+195=210 185 1000
6000 105 15+65+55=135 | 15+130=145 105 0
7000 55 15+65=80 55 0
8000 0 0 0
Para la etapa n = 2001
Est 2001
Est 2000 4000 5000 6000 7000 8000 Cst fut | Inst 6pt
2000 15+120+250=385 | 15+180+185=380 380 3000
3000 15+60+250=325 | 15+120+185=320 | 15+180+105=300 300 3000
4000 250 15+60+185=260 | 15+120+105=240 | 15+180+55=250 240 2000
5000 185 15+60+105=180 | 15+120+55=190 | 15+180=195 | 180 1000
6000 105 15+60+55=130 | 15+120=135 | 105 0
Para la etapa n = 2000
Est 2000
Est 1999 2000 3000 4000 5000 6000 Cst fut | Inst opt
1000 | 15+55+380=445 | 15+110+300=425 | 15+165+240=420 420 3000
2000 15+55+300=365 | 15+110+240=365 | 15+165+180=360 360 3000
3000 15+55+240=305 | 15+110+180=305 | 15+165+105=285 | 285 3000
Para la etapa n = 1999
Est 1999
Est 1998 1000 2000 3000 Cst fut | Inst opt
0 15+50+420=485 15+100+360=475 15+150+285=450 450 3000

La potencia 6ptima a instalar en cada afio a partir de 1999 es: 3000, 3000, 0, 0, 2000
y 0 MW con un coste total de 450 €.
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Otras aplicaciones muy caracteristicas de la programacion dindmica en sistemas de
energia eléctrica son la programacion semanal de los generadores térmicos y la
coordinacion hidrotérmica. En el primer caso, las etapas son las horas (o dias) de la
semana, los estados corresponden a las combinaciones posibles de acoplamiento o
parada de los grupos térmicos (por ejemplo, 2" siendo n el nUmero de grupos térmicos
cada uno con dos posibles estados, acoplamiento o parada) y las decisiones son los
arranques y paradas de los grupos entre horas consecutivas. En el segundo caso, las
etapas son las semanas (0 meses) del afio, los estados son las combinaciones de los
niveles de reserva de los embalses (por ejemplo, 5" siendo n el nimero de embalses
cada uno con cinco posibles niveles) y las decisiones son las producciones de las
centrales hidraulicas. En ambos casos, para sistemas eléctricos reales se puede apreciar
el elevado numero de estados que hay que evaluar en cada etapa. En el problema de
coordinacion hidrotérmica, ademas es necesaria la discretizacion artificial de los niveles

de los embalses.
V.2.3. Modelos de asignacion

Los ejemplos utilizados muestran, también, una caracteristica fundamental de los
modelos de programacion dinamica, que es el caracter recurrente del proceso: el 6ptimo
en la fase n no tiene en cuenta todas las fases previas, sino sélo las k& precedentes
siendo, por lo general £ =1, de forma que en este ultimo caso el valor dptimo para las

diferentes valores de las variables de estado z, de la fase n se obtiene como una

funcién de los 6ptimos parciales, previamente calculados, de los valores de las variables

T, , ydelarelacionqueligueaz, y 7, ,.

Es precisamente en la determinacion de esta recurrencia donde radica la dificultad
de elaborar un modelo de programacion dinamica pero, una vez conseguido el modelo,
su aplicacidn supone una reduccién drastica de las opciones a considerar a efectos de la

determinacion del éptimo.

Los ejemplos anteriores son también ilustracion de un caso general, que podemos

denominar de funciones separables en fases, y el proceso de optimizacion empleado se
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dice que es de tipo secuencial. Estas denominaciones son validas no solo para aquellas

funciones para las que
G(zy,2,,...,x,) = v (g, 2,) + v, (z,2,) +... + v, (z,,,7,) (1.169)
sino también para aquellos casos en los que

G(zy,2,,...,2,) = v (25,20, (2,,2,)...v, (z,_,,2,) (1.170)

% ttn n—17“n

Vamos a continuacion a analizar algunos modelos dinamicos que, por su
generalidad y frecuente aplicacion, merecen mencién aparte. Son los denominados
modelos de asignacién. Bajo esta denominacion se engloban una serie de problemas

cuyo objetivo es determinar el maximo de
F(z,2y,....2,) = f(z)+ f, (%) + ... + [, (z,) (1.171)
sujetas las variables a las restricciones
T, +z,+...+z, =K,z >0 (1.172)

Una interpretacion econdmica de este problema consiste en suponer que tenemos
una cierta cantidad de un recurso econémico que puede ser de muy diversa naturaleza:
hombres, agua, energia, dinero, maquinas, etc. , y que puede ser utilizado de diferentes
formas. Cada una de estas diferentes maneras de utilizar el recurso recibe el nombre de
actividad y como resultado de utilizar todo o parte del recurso en una determinada
actividad obtenemos un ingreso o retorno que, a su vez, puede venir expresado de muy
diferentes maneras. La magnitud del ingreso depende de la cantidad de recurso asignado

y de la actividad sobre la que se hace la asignacion. A estos efectos supondremos que:

0 Los ingresos procedentes de distintas actividades pueden ser medidos con una

misma unidad.
o Elingreso o utilidad total es la suma de los ingresos o utilidades de cada actividad.

o EIl ingreso procedente de una determinada actividad es independiente de las

asignaciones hechas en las otras actividades.

Para ilustrar el problema de la asignacion y las condiciones matemaéticas que deben

cumplirse para garantizar la existencia, y eventualmente, la unicidad de las soluciones
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vamos a analizar la situacion siguiente, en la que suponemos que disponemos de una

cantidad C, que tenemos que dividir en dos partes z, y C, — z,, obteniendo de la
primera cantidad z, un retorno g(z,) y de la segunda un retorno A(C, —z,). Si

deseamos hacer el reparto de forma que maximicemos el retorno total estamos

enfrentados al problema analitico de obtener el maximo de la funcién
R (Cyzy) = g(z,) + h(Cy — ), =z, €[0,C,] (1.173)

Supondremos que g y A son funciones continuas Vz € [0,C,], de forma que su

maximo siempre existe en ese intervalo.

Consideremos ahora un proceso bietapico en el que, como precio de obtener un

retorno g(z,), la cantidad z, se ve reducida a cz,, 0 <c <1, y, andlogamente,
C, — z, se ve reducidaa b(C, —z,), 0 <b < 1. Con la cantidad restante total,
C, =cx,+bC, —z,)
volvemos a repetir el proceso, haciendo
Ci=z+(C —z), 0<z <C
y, como resultado de la nueva asignacion, obtenemos el retorno parcial
g(:rl) + h(C1 — xl)
y un retorno global para el conjunto del proceso bietapico

Rz(omxm%):g(xo)"i_h(co_x())+g(x1)+h(01_$1)
0<z, <Cp; 0<z <C(

Si damos un salto a un proceso en N etapas, en cada una de las cuales repetimos el

proceso de asignacion anterior, el retorno total vendra dado por

Ry (C(va(nxl?---axzvq) = 9(%) + h(Co _x(J) + g<$1) + h(cl - x1) +..
et g(a;N_l) + h(CN_1 - xN_l)
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z, =cx, +b(C, —1,), 0<z, <C,

z, =cz, +b(C, — ), 0<m, <C

Ty g = CTy 5+ b(CN—Z - xN—Q)? 0<zy,,<Cy, 0<m, , <Cy,

y, en principio, parece que estamos enfrentados a un problema de maximizar una
funcién en un dominio N-dimensional. Pero observamos que, en cada etapa lo que
hacemos es una eleccién unidimensional, por lo que si conseguimos formular el
problema de manera que se preserva esta peculiaridad unidimensional, nos habremos

librado del engorroso tratamiento del analisis multidimensional.

Con este fin definimos la funcién

fv (C;) = méaximo retorno obtenido en un proceso de N etapas
(N =1,2,...) comenzando con una cantidad inicial

Cy,= max R, (Cy,zy....2y,), N=23,...

{@g,@y ey _y

con

fi(co) = max R1<Coa$o) = 1nax [g<x0>+h<00 _%)]

0<2,<C, 0<zy<C,

Nuestro siguiente objetivo sera obtener una ecuacion para f, (C,) en términos de
1 (C,). Considerando el proceso bietapico, vemos que el retorno total sera la suma del

retorno de la primera etapa mas el de la segunda, cuando en esta Gltima se ha asignado

una cantidad C, = cz, +b(C, — z,). Es claro que cualquiera que sea el valor de z,

elegido en la etapa inicial, la cantidad restante C, debe ser usada de la mejor manera

posible en la segunda etapa, si deseamos obtener una asignacién éptima. Si lo hacemos

asi, en la segunda etapa conseguiremos un retorno 6ptimo
Ji (Cxo + b<Co — ))

si x, es elegido de forma optima. Como resultado el retorno total para el conjunto de las

dos primeras etapas, resultante de la asignacion inicial z,, viene dado por
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Rz (meoa%) = g(%) + h<00 - xo) + f1 <ax0 + b(co - 370>>

Como =z, es elegido de manera que haga maxima la expresion anterior, deducimos

la relacion de recurrencia

£(C,) = max {g(z,)+ h(C, — z,) + £ (az, +b(C, - ,))}

0<z,<C,

conectando a las funciones f vy f,. Usando el mismo argumento para el proceso en N

etapas, obtenemos la ecuacion funcional

Fy (CO> = max {g(x0)+h(00 _170>+fo1 (a:vo +b(Co _1;0))}3 N >2

0<z,<C,
de forma que, comenzando con f;, continuamos evaluando sucesivamente f,, f,,... En
cada etapa del proceso, obtenemos, no sélo f, (C, ), sino también z, (C, ), la asignacion

Optima que debemos hacer al comienzo de la k-ésima etapa cuando inicialmente se parte

con una cantidad C,. Asi, la solucion de un problema especifico, dados C;, y N, es de

la forma

T, =Ty, (a:v; + b(C’O — xé ))

*

T, =Ty, (ax: + b(C1 — xf))

*

Iy =T <a$;—2 + b(cNﬁ - 552172 ))

siendo (xg,x;‘,...,x;,l) un conjunto de asignaciones, que puede no ser unico, que
maximiza el retorno total tras N etapas.

Las ventajas del método son evidentes: hemos reducido un simple problema N-

dimensional a una secuencia de N problemas unidimensionales.

¢Qué ocurre si el proceso continua indefinidamente, es decir, si N — oo ? Aunque
un proceso no acotado es siempre una ficcion fisica, como proceso matemaético es
atractivo, ya que el paso al limite de la ecuacién [7] nos permite reducir el problema al

de resolver la ecuacién funcional
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f(Cy) = max [g(a:)~|—h(C’0 —x)+f(ax+b(00 —:U))]

0<z<C,

cuya solucién f(C,) es el retorno total del proceso, con una funcién de asignacion

z(C,) proporcionada por la ecuacion anterior.

Este ejemplo es un caso particular del modelo general consistente en obtener el

méaximo de la funcion

=

F (2, 2y,...,my) = > f(x,) (todas las f, continuas Vz > 0)

i=1
sobre la region definida por

T4z, +.. .+, =C
z, >0

Como el maximo depende de Ny c, definimos la secuencia de funciones

gy (O) = max F (z,,2,,...,7y ), N=12,..

{=

y, argumentando como ejemplos anteriores, tenemos la relacion de recurrencia

fy (C) = max[ |

0<z<C

gy (C) = max(fzv T+ gy (C—:l?)), N =23,...

0<z<C

con g, (C) = £(C).

La ecuacion [8] nos plantea la necesidad de garantizar la existencia y unicidad de
sus soluciones. Los siguientes teoremas, cuya importancia no es meramente teorica,

sino también computacional, establecen las condiciones requeridas.
Teorema 1:
Supongamos que

1) g h(x) son funciones continuas de x para x > 0, con g(0) =h(0)=0.

2) 0<a<l 0<b<l1 Z:O:OM(C"J:)<OO, Yz > 0, siendo
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M () = max max <|g (y)|,|h(y)|) y ¢ = max(a,b)

0<y<z

Bajo estas hipdtesis hay una solucion Unica de [8] que es continua y que se anula

para z = 0.
Definicion 1:
Una funcién f(z) continua es convexa en el intervalo [a,b] Si Vu,v € [a,b] ¥
VA €[0,1]
Fu+1=X)v) <A@+ (1=X)f@
Se dice que f(z) es concava en el intervalo [a,b] si Yu,v € [a,b] y VA € [0,1]
Fu+ 1 =XN)v) =A@+ (1=X)f@
Una funcion convexa (céncava) en [a,b] tiene un valor minimo (respectivamente,
maximo) en dicho intervalo.

Teorema 2:

Si, ademas de las condiciones del teorema 1, g y h son funciones convexas de C,
entonces f(C,) es también una funcion convexa de C, y, para cada valor de C,, la
eleccion x seraigualaOoa C.

Teorema 3:

Si, ademas de las condiciones del teorema 1, ¢ y h son funciones estrictamente
concavas de C,, entonces f(C,) es también una funcion estrictamente concava de C, y
la politica 6ptima es Unica.

Teorema 4:

Supongamos que g(z) y h(z) son estrictamente concavas para x > 0, mondtonas

crecientes con derivadas continuas y que g(0) = h(0) =0.

%(03>%(0b), R'(0)> ¢ (0), a<b
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Entonces la politica éptima tiene la siguiente forma:

a) x=C, para 0 < C, <C",donde C" es laraiz de
h'(0)=g' @ + (b—a)g'aw) + a(b—a)g'(a’u) + ...
b) z=1z(C,) para C,>C", donde z(C,) es una funcién que satisface las

desigualdades 0 < z(C,) < C, y es la solucion de
g' @ —h(Cy—z)+(a—0b)f'(ax +b(Cy —z)) =0

Veamos un ejemplo de problema de asignacion. Supongamos, a titulo de ejemplo,
gue una empresa quiere vender sus productos en cuatro zonas que denominaremos |, Il,
I11'y IV y dispone de una cantidad de 9 millones de euros para invertir en publicidad.
Supuesto que se conocen en cada zona las ganancias correspondientes a cada una de las
posibles inversiones se desea determinar cual debe ser la distribucién 6ptima de los 9
millones. Suponiendo, para simplificar, que las asignaciones se hacen por millones
enteros de euros, podemos considerar que los beneficios, también en millones, para cada

posible asignacion vienen reflejados en la tabla 2.1

Inversion | 0| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Zonal 0/[05]) 06 |08 11 | 13 | 14 146 | 150 | 1.52
Zonall |0[04]048|06]078[091| 1 1.05 | 108 | 1.1
Zonalll |0|06]071 09| 108 | 1.26 1 148 | 155 | 1.6
ZonalV |0[03]045[07]085[095[102]| 1107 111113

Tabla 2.1

Llamando f(z,) a la ganancia obtenida en la zona i con una inversiénz; en

publicidad, se trataria de hacer maximo
F($1,$2,$3,$4) =f (%) + £ (IQ) + fz (x‘s) + /i <x4)
con las restricciones

T+, +tr,+r,=9;12 >0 v cZ
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En estos modelos de asignacion es muy comun sustituir la variable z; por otra
variable y, que representa la cantidad total invertida en el conjunto de las ¢ primeras

zonas. Es claro que z, = y, —y, , y la funcion [9] puede ser escrita como

F (5,005 9500) = £ () + s (o —w0) + i (s —00) + £ (9— w3)

Para construir un algoritmo recurrente, que es una caracteristica de la programacion

dinamica, comenzamos definiendo
9 (%)=0, 4, =0
Si el algoritmo fuera multiplicativo esta fase inicial seria definida por
9ol(v)=1,y =1

A partir de aqui definimos para la zona  la funcion de optimizacion

g; (yl) = max [9171 (yi—1> + fL <y¢ —Yia )]

0<y; 1<y;

y para ¢ = 4 obtendremos el 6ptimo deseado con y, =9

9,(9) = max [93 (3/«1) + /i (9 — Y )]

0§Z/3§9

Comenzaremos el desarrollo del algoritmo con ayuda de la tabla 2.2

Ui 0 /1|2 |3|4|5|6|7/|8]|09
0 |05]06)08|11)13]|14 146|150 1.52
£y —u)=f(z,)| O |04]048/ 06078091 1 |1.05(1.08 1.1

9> () 0 |05/09| 1 (12|15|17|18| 19208
Subpoliticas
Optimas para 00(10211]21|31(41|51|61|53|54
las zonas | y Il
Tabla 2.2

para obtener las subpoliticas dptimas para el conjunto de las dos primeras zonas, en la

que, por ejemplo, ¢, (3) se ha obtenido de la forma siguiente
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9, (3) = max[f (0) + £, (3), f (1) + £(2), £ 2) + £, (1), £ (3) + £ (0)] =
= max[0 + 0.6, 0.5+ 0.48, 0.6+ 0.4, 0.8 +0] =1

y los demas en forma similar.

Para determinar g, (y,) obtenemos la tabla 2.3 con ayuda de la tabla anterior y de la

formula [12]. Esta tabla y la formula [13] nos permitiran obtener la tabla 2.4 y

determinar la politica optima.

T3:Y2 o] 12| 3| 4 5 6 | 7] 8|9
g2<y2) 0 |05(09| 1 (12| 15 |17|18]| 19208
%(a3) =5 (v —wp)| O |06]071) 0.9 |1.08 1.26 | 1.4 |1.48|1.55 1.6
93(y3) 0 [006]11 15161 1.8 |21 |28 |241|26
Subpolitica
Optima para 00102112131 41 |51|61|53]|54
zonas 1y Il
Subpoliticas 311
Optimas para  |0,0,0/0,0,1/1,0,1(1,1,1|1,1,2 411/51,1/51,2(51,3
zonas | a lll 1,13
Tabla 2.3
T4 Y3 0 1 2 | 3 | 4 | 5 | 6 7 8 | 9
93(y3) 0 0.6 1.1 15 | 161 | 1.8 2.1 23 | 241 | 26

5 <l,4) _— (9 _ y3> 0 03 | 045 | 0.7 | 085 | 095 | 102 | 107 |111]| 1.13

94 (9) 0 0.6 1.1 15 18 | 195 | 2.2 2.4 2.6 2.8
Subpoliticas 31,1
Optimas para | 0,00 |0,0,1 | 1,01 | 1,1,1 | 1,2,2 4111511512513
Zonas I, Iy 111 11,3

Politicas

Optimas 0,0,0,0(0,0,1,0/1,0,1,01,1,2,0{1,1,1,1|1,1,2,2|1,1,1,3|4,1,1,1|5,1,1,1{4,1,1,3

Tabla 2.4
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La politica 6ptima es, por tanto, la (4,1,1,3), pudiendo verificarse que todas las
subpoliticas son Optimas. Asi, por ejemplo, la tabla 2.2 nos muestra que la mejor
manera de distribuir 5 millones entre las zonas 1 y 1l es 4 y 1 respectivamente, mientras
que el andlisis combinado de las tablas 2.2 y 2.4 nos permitiria establecer que la manera
Optima de distribuir 4 millones entre las zonas 111 y IV es asignar 1 milléna llly 3a IV

con un beneficio de 1.3 millones.

Debe hacerse resaltar la gran eficiencia del método. Una descripcion de todas las
politicas hubiera precisado el analisis de 220 posibilidades, mientras que si el nimero
de millones a invertir hubiera sufrido un incremento sélo de 3 millones, el nimero de

posibilidades hubiera llegado a 455.

En general, el niumero de posibilidades de repartir n unidades monetarias entre k

zonas viene dado por las combinaciones de (n + k —1) elementos seleccionados de

k—1lenk—1.
V.2.4. Caminos optimos sobre redes valoradas sin circuitos

Al comienzo vimos un ejemplo en el que sobre una red valorada, en la que cada arco
tenia asociado el coste de la construccion del correspondiente tramo de carretera,

tratabamos de obtener el trazado de una carretera entre dos ciudades con coste minimo.

En otras ocasiones el objetivo, por el contrario, serd determinar el camino de
maximo valor entre la entrada y la salida de una red valorada. Una tal situacion se da en

los modelos de gestion de proyectos en los que se utiliza la técnica PERT-CPM.

En el caso siguiente se analiza una red del tipo conocido como red Manhattan, que
adopta una estructura rectangular. En el ejemplo considerado se trata de encontrar el
camino de duracion minima entre los puntos O y B de una ciudad, separados por siete
manzanas de casas, conociendose el tiempo, en minutos, que se tarda en atravesar cada
una de las manzanas que constituyen las diversas rutas que unen O y B. Se trata de
obtener el camino que lleva de O hasta B con la condicién de que las direcciones de
avance son de izquierda a derecha o de abajo hacia arriba. A tal efecto, consideraremos

un origen de coordenadas en el punto O y asociaremos a cada encrucijada posible un par
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de coordenadas y en concreto, al punto B le asociaremos el par (3,4), tal como se
muestra en la figura 3, que es una red Manhattan 3 x 4.

En lo que sigue designaremos por (i, ) al minimo tiempo que se tarda en alcanzar
el vértice (4,7) desde O. Ademas llamamos i = 0 al tiempo que se tarda en llegar al
vértice (7,7) desde el vértice “inferior” (i, j —1) y D(i,7) al tiempo que se invierte en
el trayecto entre los vértices (i — 1, 7) e (4,7) . El proceso de busqueda del camino al que
corresponde el tiempo minimo de viaje entre el punto O (0,0) y el punto B (m,n) lo

dividiremos en m + n etapas o fases, para una red Manhattan general de dimensién

m x n . La variable de estado z, asociada a la fase £ tomara como argumentos todos
los vértices (7, j) talesque i + j = k.

El algoritmo recurrente que nos conduce al 6ptimo se define para la etapa %, en la

gue se supone que ya ha sido aplicado en las k£ — 1 etapas anteriores, como

min|t(i —1,7) + D (4,5),t (i, j — 1)+ A(4,5)], j = 0,i =0
D(i,j), sij=0

A7), sii=0

con la condicion inicial evidente ¢(0,0) = 0

Para cada fase, y para cada vértice de la misma tal que i = 0, j = 0, la decision a
tomar es si debe ser alcanzado desde el vértice (i — 1,7), que representaremos por una
Derecha, o desde el vértice (i,7 —1), que representaremos por una Arriba. Para los
vertices en los que i = 0 0 5 = 0 la decision viene forzada: A o D, respectivamente.

04 5 (@14 4 (24 3 (B4

2 3 4 6
0,3) 2 (1,3) 3 (2,3) 2 (3,3)
3 5 4 1
0,2) 1 (1,2) 3 (2,2) 6 (3,2)
4 3 6 5
0,2) 2 (1,1) 4 (2,2) 4 (3,2)
3 1 3 5
(0,0) 2 (1,0) 3 (2,0) 4 (3,0)
Figura 3
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Notese que el algoritmo debe ser evaluado en los (m + 1) x (n + 1) — 1 vértices de

la red (exceptuando el vértice 0). En cada uno de los m x n vértices para los que i = 0,

j = 0 se realizan tres operaciones: dos sumas y una seleccion de minimo; en cada uno

de los m + n vértices para los que : =0 o j = 0 se realiza una sola operacién. En

total, y para alcanzar el 6ptimo, se precisan 4(m + n) operaciones; en nuestro caso 28.

Considerando la red de la figura 3 la aplicacion del algoritmo a las sucesivas fases

nos conduce a los siguientes resultados, entre los cuales los correspondientes a la fase

quinta aparecen detallados.

— min(12 + 5,11 + 3) = 14

Fase 1 | Vértice | #(4,7) | Decision
(0,1) 3 A
(1,00 | 2 D
Fase 2 | Vértice | (4, 7) | Decision
(02 |7 A
(1,1) 3 A
(200 |5 D
Fase 3 | Vértice | t(i,j) | Decision
(03) |10 |A
(1,2) 6 A
1) |7 D
(3,0) 9 D
Fase 4 | Vértice | t(7,5) | Decision
04 J12 |A
(1,3) 11 A
22 |9 D
(3,1) 11 D
Fase 5 | Vértice t(i, 7) Decision
(1,4) | minft(0,4) 4+ D(1,4),t(1,3) + A(1L,4)] = |A

23 [mnli(13) + D@3),122) + A2.3)] = | A
=min(11+3,9+4) =13
(3,2) | min[t(2,2)+ D(3,2),t(3,1) + A(3,2)] = | D

=min(9+ 6,114+ 5) =15
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Fase 6 | Vértice | t(7,) | Decision
24 |17 |A
33) |15 |D

Fase 7 | Vértice | (4, 7) | Decision
B(34) [20 [D

La politica 6ptima se obtiene ahora analizando las decisiones 6ptimas desde el final

al principio. La decision optima final era alcanzar el vértice B desde la derecha; ello nos
sitUa en el vertice (2,4). Para este vértice la decision Optima era A, esto es, ser alcanzado
desde el vértice (2,3). Para el vértice (2,3) la decision dptima era A, ser alcanzado desde
el vértice (2,2). Este ultimo vértice era alcanzado de forma Optima desde (1,2), segun la
decision D, y el vértice (1,2) lo era desde (1,1), por la decision 6ptima A. A su vez (1,1)
debe ser alcanzado desde (1,0) y este Gltimo desde el origen O. Asi pues, la secuencia

Optima de vertices es
0(0,0) — (1,00 — (1,1) — (1,2) — (2,2) — (2,3) — (2,4) — B(3,4)

En este punto son interesantes algunas consideraciones. Observemos que Si
hubiéramos analizado todos los caminos que conducen de O a B hubiéramos tenido que

evaluar
V.2.5. Procesos polietapicos aleatorios de decision

Vamos a aclarar lo anterior estudiando una situacion en la que un buscador de oro
tiene dos pequefios minas, Aurea y Benéfica, cuyas reservas se estiman respectivamente

en las cantidades = e y . El afortunado tiene un pequefio extractor mecanico para sacar
el oro de las minas. Cuando el buscador lo emplea en Aurea tiene una probabilidad p,

de que extraiga una fraccion r, del oro que haya en ese momento en la mina y siga
funcionando y una probabilidad (1 — p,) de que se averie y no extraiga nada. La averia,

de producirse, es catastrofica, sin posibilidad de reparacion. En forma similar, Benéfica

tiene asociadas las probabilidades p, y (1— p;) y la fraccion .

El proceso de extraccién comienza usando el extractor en una de las dos minas. Si la

maquina no se ha averiado tras esta operacion inicial, se vuelve a elegir en cual de las
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dos minas se va a realizar la segunda extraccion, y asi sucesivamente hasta que la

maquina se averia o hasta un determinado nimero de extracciones.

En los casos de procesos aleatorios, a la secuencia de decisiones se le suele dar el
nombre de estrategia, en vez del de politica. En este caso, una estrategia sera
representada por una sucesion de A’s 'y B’s, segin se elija Aurea o Benéfica. Asi, la
sucesion BAABABBBA... representa una estrategia que comienza eligiendo Benéfica
para, después, elegir dos veces seguidas Aurea, suponiendo siempre que la maquina no

se averia, y asi sucesivamente.

Dada la intervencion del azar, el valor de una estrategia se suele medir utilizando
algun tipo de promedio sobre los valores aleatorios que puede tomar la magnitud que se
quiere maximizar, en este caso la cantidad total de oro extraida. Suele ser habitual tomar

como medida de valoracion el valor esperado.
Volveremos a emplear la aproximacion mediante ecuaciones funcionales. Definimos

fx (z,y) = cantidad esperada recogida de oro antes de que el extractor sea averie
cuando A tiene z; B tiene y y se ha empleado una estrategia 6ptima que dura como

mucho N etapas o extracciones.

Si consideramos el proceso unietapico, vemos que elegir A conduce a una cantidad

esperada de oro dada por p,r,z, mientras que optar por B produce p,r,y . Por tanto

1 (z,y) = max (p,r,z, pyryy)

Si nos situamos en el caso general de un proceso en N etapas, cualquiera que sea la
eleccidn inicial, la continuacién sobre las N —1 etapas siguientes debe ser dptima si
deseamos obtener una estrategia global 6ptima. Como en el caso de haber elegido A el

retorno total esperado es
f(A7 m??/) = pA (TA‘T + fN—l ((1 - TA)x’y»
mientras que el retorno global esperado habiendo elegido B es

f(B,z,y) = py (rBy + fva (x,(l - TB)@/»

250 04/02/2023



METODOS DE OPTIMIZACION

y obtenemos para el retorno total la relacion de recurrencia

Iy (z,y) = max[f(A, z,y), f (B, a:,y)]

= max{pA (rAx + v <<1 — T‘A):E, y)),pB (rBy + fyva (f,(l — 7"3)9))}

Al igual que nos ocurrio en los modelos de asignacion podemos plantearnos que
sucederia si el numero de etapas crece indefinidamente. En este caso, el retorno total

f(z,y), suponiendo que exista, satisface la ecuacion funcional

f(zy) = max[pA (TAZIZ + f((l — 'rA)x,y)>,pB (rBy + f(%(l - TB):U))}

Como antes también se hace necesario establecer las condiciones para la existencia

y unicidad de las soluciones de esta ecuacion.
V.2.6. Control optimo de sistemas lineales

La programacién dindmica es un método que también se puede utilizar para el
disefio de controles Optimos. En este caso, la funcion objetivo puede ser: el tiempo
necesario para moverse de una condicion operativa a otra, la suma de errores en estado
estacionario, la suma de errores transitorios, el coste de operacién, la amplitud o la
energia de las sefiales de control, etc. En los controles habituales la funcién objetivo
suele ser el sumatorio en el tiempo, cuando se trata de modelos de tiempo discreto, de

los cuadrados de los errores y de las variables de entrada.
Supongamos que tenemos un sistema dinamico lineal expresado en la forma
z,,, = Az, + Bu, (1.174)
siendo el valor inicial z, y las matrices 4, y B, conocidas, z, y u, los n estadosy m

controles en el intervalo de muestreo &, £ = 0,..., N . La funcion objetivo cuadratica se

define como

=

1
J = (2 Quy + w Ryw ) + EngN:rN (1.175)

0

x~
Il
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siendo @), y R, matrices cuadradas simétricas de la dimension apropiada. (), es una
matriz semidefinida positiva y R, es definida positiva. El sumatorio total se ha dividido
en dos partes: 0 a N —1 y N. No tienen sentido los controles u, en el intervalo N .
Las matrices @, y R, puede ser iguales o diferentes en cada intervalo. Esta funcion

objetivo cuadratica trata de mantener el sistema proximo al origen puesto que induce
penalizaciones elevadas para grandes desviaciones y penalizaciones pequefias para

desviaciones menores.

El problema de programacion dindmica consiste en encontrar la secuencia de
controles Optimos wu,,u,,u,,...,uy , que hacen que la funcion objetivo sea minima
sujeto a las restricciones propias del sistema dinamico lineal.

Veamos como se resuelve este problema mediante programacion dinamica hacia

atras. Empezando en la etapa N el valor de la funcién objetivo sera

*

Ty = Ty QyTy (1.176)
La funcidn objetivo en el intervalo N — 1 se puede expresar como

Sy = (xlf/—lQN—lmN—l + u;—lRNfluNfl> +Jy (1.177)

Expandimos ahora el ultimo término

Iy = (3:1{171@1\/711’]\771 + uf/ARNfluNfl) + 2yQuTy (1.178)
Sy = (zjj\;leNflfol + {;Llj\;lRNluNl) + (1.179)
+ (ANflfol + BNfluNfl) QN (ANflefl T BN*luN*l)
Sy, = (1’]{,71@1\_13’/’]\[71 + uffflRNfluNfl) T (1.180)

T T T T T T
toy Ay QvAy Ty +uy By (QyBy uy 423y Ay Qy By quy
Para determinar el optimo se deriva J, , con respecto a u, , Yy Se iguala a cero

dicha derivada

3,

P = (RN—I + B§—1QNBN—1>UN—1 + By QuAy my, =0
Uy
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*

-1
Uy = _(RN—I + Bg_lQNBNq) By ,QuAy Ty

Si se sustituye el valor del control 6ptimo en el intervalo N —1, u, ,, en la

ecuacion de la funcion objetivo de dicho intervalo J, , resulta ser

*

Sy = [xlj\;—l (QN—I + AJ\T/_lQNAN—l) Ty, + ujvT—l <RN—1 + Bﬁ—lQNBN—l> U’]*V—l] -
-1

_2$1{/—1A]€—1QNBN—1 (RN—l + B]?/—IQNBN—l) BJ\T/—lQNAN—lxN—l =

5’7]7\;71 <QN—1 + A]€—1QNAN—1> Ty

T ST T -1 57
—zy Ay Qv By, (RN—I + BN—IQNBZ\Pl) By \QyAy Ty,
es decir, J, , = x5, K, ,z,_,,c0N

KN—l = A]\T/—l

-1
Qv = QuBy-, (R + BYQuByy) BiL@Qy| Ay +Qu

Ahora se pasa al intervalo N —2 y se obtiene la regla general del control éptimo
para cualquier etapa & .

.
u, = L,

donde la ganancia L, viene dada por la ecuacion

L =— <Rk + BgKk+lBk)71 BkTK

k+1

Ak,
estando las matrices K, definidas recursivamente por estas expresiones

KN:QN

—1
K, = AkT Ky, — K,,B, <Rk + BkTKkHBk) BJCTKJM A +Q,

Esta solucion del problema resulta especialmente atractiva porque cada estado x, es

realimentado como control », mediante una ganancia lineal L, .

U Z,
k =
z,,, = Az + Bu, >
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La ultima ecuacion se conoce con el nombre de ecuacion de Riccati de tiempo
discreto.

Cuando las matrices 4,, B,, (), y R, son constantes, entonces para tiempo infinito
las matrices K, convergen al estado estacionario K satisfaciendo la denominada

ecuacion de Riccati algebraica

K =A"\K —~KB(R+ B"KB) 'B'K|A+Q
La ley de control del sistema se convierte ahora en
u =Lz (1.181)
y la ganancia en estado estacionario es
L=—(R+B"KB) B'KA (1.182)

V.3. Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1

Una empresa de aparatos electronicos tiene un contrato para entregar el siguiente
namero de radios durante los tres meses siguientes: mes 1 200 radios, mes 2 300 y mes
3 otras 300. Por cada radio que se produce los meses 1 y 2, se incurre en un coste
variable de 10 € y si es en el mes 3 de 12 €. El coste de almacenamiento es de 1.5 € por
cada radio en inventario al final de un mes. El coste de preparar la produccion durante
un mes es de 250 €. Las radios que se fabrican durante un mes pueden servir para
abastecer la demanda de ese mes o de alguno futuro. Suponga que la produccion durante
cada mes ha de ser multiplo de 100. Dado que el nivel inicial de inventario es 0, utilizar

la programacién dindmica para dar un calendario 6ptimo de produccion.
PROBLEMA 2

Un dispositivo electrénico estd compuesto por tres componentes. Las tres
componentes estan en serie con lo que el fallo de una de ellas provoca el fallo del

dispositivo. La fiabilidad (probabilidad de no fallar) del dispositivo puede ser mejorada
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instalando una o dos componentes de reserva en cada tipo de componente. La siguiente
tabla muestra la fiabilidad r y el coste en miles de euros. El presupuesto disponible
para la construccion del dispositivo es de un millén de euros. (Como se debe construir

el dispositivo? (Nota: el objetivo es maximizar la fiabilidad r,n,r, del dispositivo, lo que

implica que la descomposicion del objetivo es mas multiplicativa que aditiva.)

Numero de unidades | Componente 1 | Componente 2 Componente 3
en paralelo {1 G ) G £ Cs
1 0.6 100 | 0.7 | 300 | 05 | 200
2 08 | 200 A 0.8 | 500 | 0.7 | 400
3 09 | 300 09 | 600 | 0.9 | 500

PROBLEMA 3

El ingeniero responsable de una central eléctrica tiene que decidir cada dia, a la vista
de la demanda prevista para ese dia, cuales de los dos generadores de 600 y 1000 MW
de que dispone deben ser puestos en funcionamiento y en qué momento. La demanda
requerida varia a lo largo de cuatro periodos en los que el dia se considera dividido a

estos efectos, de acuerdo con la siguiente tabla:

Periodo Demanda [MW]
0Oam.-6am. 400
6am.—12m. 900
12 m.-18 p.m. 1200

18 p.m. — 24 p.m. 500

Al comienzo de cada periodo los generadores pueden ser conectados o
desconectados. Los costes de arranque de los generadores son, respectivamente, de 100
y 75 miles de euros respectivamente, en tanto que los costes operativos (costes por usar
el generador, no proporcionales a la demanda que satisfagan) por cada periodo de
utilizacion son de 175y 210 miles de euros respectivamente. Si los dos generadores son
siempre desconectados a media noche y pueden volver a arrancar de forma inmediata,
mediante programacion dinamica obtener la programacién de funcionamiento de los

generadores que minimiza el coste diario.
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PROBLEMA 4

Con la llegada del verano, la empresa artesanal HeladoSA desea determinar la
produccion de helados de turrén que debe realizar para la temporada estival. La

produccion mensual méaxima de la empresa es de cuatro mil helados.

Tras realizar un estudio de mercado, la empresa estima que habrd una demanda de
3000 helados en julio, 2000 helados en agosto y 1000 helados en septiembre. Los
pedidos de helados deben hacerse en cajas de 1000 unidades. Con el fin de simplificar
el calculo de costes, se considerara que cada helado almacenado al final de mes
supondra un coste de 10 €. Los gastos de produccién dependen del nimero de cajas de

1000 unidades producidas mensualmente segun se muestra en la tabla.

Miles de unidades producidas 112 (3|4

Coste unitario por helado (euros) 10(10(5| 4

Se supone que los helados tienen una caducidad de 6 meses, por lo que los helados
qgue no se vendan un mes servirdn para el mes siguiente. La empresa parte de un

inventario de cero unidades y no desea ningun inventario al final del verano. Se pide:

1)  Determine cual debe ser la produccion de la empresa durante los meses de junio,

julio y agosto.

2) Razone el resultado del apartado anterior, ;por qué sale esa solucion? ¢qué

modificaciones variarian la solucion?
PROBLEMA 5

Una empresa de television desea gestionar su programacion anual en las horas de
prime time nocturnas (20 a 23 h). Para llenar esas horas dispone de tres programas de
éxito reconocido: Informativos 2, el magazine Operacion Musical y la serie Hospital
Comarcal. La programacion anual se divide en las temporadas de invierno, primavera,
verano y otofio. Los indices de audiencia (estimados por una empresa especialista en
investigacion de mercados audiovisuales y expresados en numero previsto de millones
de espectadores) de cada programa cambian en cada temporada dependiendo de la hora

de emisidn de prime time y se muestran en la siguiente tabla:
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Inviern | Inviern | Inviern | Primaver | Primaver | Primaver
0 0 0 a a a
20-21 | 21-22 | 22-23 20-21 21-22 22-23
Informativos 2 2.5 2.25 2 2.7 2.9 2.95
Hospital Comarcal 2.7 3.6 4.2 4 3.6 3.4
Operacién Musical | 3.5 3.6 3.8 3 3.1 2.8
Verano | Verano | Verano | Otofio | Otofio | Otofio
20-21 | 21-22 | 22-23 | 20-21|21-22|22-23
Informativos 2 2.6 2.35 2.2 2.7 2.9 | 2.95
Hospital Comarcal | 2.7 3.7 4.3 4 3.6 3.4
Operaciéon Musical | 3.3 3.5 3.9 3 35 | 28

Al final del afio pasado la empresa de television emitia en primer lugar Informativos
2, a continuacion Hospital Comarcal y por altimo Operacién Musical. La empresa
quiere conocer la programacion éptima para el presente afio que maximice el numero de
espectadores previstos, sabiendo que cada cambio en la parrilla horaria de los
programas entre una temporada y la siguiente supone una pérdida de 250000
espectadores. Adicionalmente, la Direccién General ha impuesto la restriccion de que
entre temporadas consecutivas no se produzcan tres cambios de horario de emisién
entre la parrilla de una temporada y la anterior. Por el éxito tenido en los afios anteriores
se ha decidido que el orden de emision, no necesariamente consecutivo, de Hospital
Comarcal primero y Operacion Musical después se mantenga tanto en invierno como en
primavera, aunque es revisable para las otras dos temporadas, y que en verano se emita
Operacion Musical el ultimo mientras que en otofio se emitira Informativos 2 en primer

lugar. Proponer un modelo de optimizacion para este problema, y resolverlo.
PROBLEMA 6

Una compafiia aérea tiene una flota de 15 aeronaves: 5 de cada uno de tres tipos A,
B y C, cuyas respectivas capacidades para el transporte de viajeros son de 80, 70 y 55
personas. Una agencia de viajes le solicita presupuesto para trasladar a 372 personas. La

compafiia analiza sus costes, que dependen del nimero de aviones de cada tipo que
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quiera utilizar para transportar a esas personas, datos que se dan en la siguiente tabla en

miles de euros

Tipo| 12 /3 4|5
A |11/20/30|40/50
B |9(17|24|34 45
C 18/15/21|26|31

Ademas la compafiia aérea incurre en un coste fijo adicional de 6 k€ por cada tipo

de aviones que utilice.

Proponer un modelo de programacion dinamica (etapas, decisiones, estados, funcion
en cada etapa, transiciones, ...) cuyo objetivo sea determinar la composicion optima de
la flotilla de aviones que va a realizar el transporte para minimizar los costes de la

operacion y mostrar la resolucion de la primera etapa.
PROBLEMA 7

RentCar esta desarrollando un plan de reemplazamiento para su flota de 1 coche
para los proximos 5 afios (2005-2009). Se supone la flota adquirida a 1 de enero de
2005 con un precio por coche de 20000 € y necesariamente a 1 de enero 2009 empieza
con otra flota totalmente nueva (liquidando todos los coches). Al principio de cada afio,
se decide si un coche debe ser mantenido o reemplazado. Un coche debe estar en
servicio al menos un afio y a lo sumo tres. En la siguiente tabla se dan los costes de
reemplazamiento (en €) por coche en funcion del afio en que es adquirido y de los afios

que lleva en funcionamiento.

Anos funcionando
Afo adquisicion 1 5 3

1-ene-2005 | 4000 | 5400 | 9800
1-ene-2006 | 4300 | 6200 | 8700
1-ene-2007 4800|7100 -
1-ene-2008 4900 - -
Ademas se considera un coste de mantenimiento anual de 200 € el primer afio de

uso, 300 en segundo y 500 el tercero.
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Resolver el problema de encontrar la politica dptima que se debe seguir para

minimizar el coste mediante programacion dinamica.
PROBLEMA 8

Un alumno dispone de 5 dias para preparar tres asignaturas. Dependiendo del
numero de dias que dedique a cada asignatura obtendra diferentes puntuaciones segun

se muestra en la tabla.

Asignaturas
Dias dedicados | CS | ITF | MM
0 0] 0 0
1 4 | 5 5
2 5| 6 7
3 6 | 7 9
4 8 | 8 9
5 10] 9 [ 10

Desarrollar un modelo de programacion dindmica que optimice la distribucion de
tiempo en orden a obtener una puntuacion global media maxima, dando la solucién

Optima.
V.4. Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

Etapas: principio de mes. Estados: nivel de inventario. Decisiones: cantidad a
producir. La solucion es producir 200 unidades en el primer mes, 600 en el segundo y
no producir en el tercero. El coste total es 8950 €.

RESULTADO DEL PROBLEMA 2

Etapas: las piezas. Estados: capital disponible. Decisiones: 1, 2 6 3 componentes en
paralelo. La solucién es poner dos piezas de tipo 1, una de tipo 2 y tres de tipo 3. La
fiabilidad es 0.504.

RESULTADO DEL PROBLEMA 3
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Etapas: periodos. Estados: grupos acoplados o parados. Decisiones: uso o no del
generador en el periodo. La solucion es arrancar inicialmente el 2 (grande) en la etapa 0,
arrancar el 1 (pequefio) en la etapa 3 y parar el 2 (grande) en la etapa 4. Coste total:
1155 k€

RESULTADO DEL PROBLEMA 5

Las etapas son las temporadas. Los estados en cada etapa son las seis combinaciones

posibles de orden de emision de los tres programas. Los denominamos (1,2,3),,
(1,3,2),, (2,1,3),, (2,3,1),, (3,1,2),, (3,2,1),, para una etapa k cualesquiera.

La funcion de beneficio (nimero de espectadores) a maximizar en cada etapa estara
formada por el nimero de telespectadores de la configuracion de esa etapa, mas el que

corresponda por cambio de horario. A esto se afiade el coste pasado para llegar al estado

(hacia delante), o el coste futuro si es hacia atras.

Resolviendo hacia delante: Partimos del estado inicial (1,2,3), .

(1,2,3),
(1,2,3), | 2.5+3.6+3.8=9.9 (1,2,3),
(2,1,3), |2.25+2.7+3.8-0.25-0.25=8.25 | (1,2,3),
(2,3,1), |2.25+4.2+3.5-0.25-0.25-0.25=9.2 (1,2, 3),

(1,2,3), (2,1,3), (2,3,1),
(1,2,3),| 9.9+9.1=19 [8.25+9.1-0.5-16.85 - 19 |(1,2,3),
(2,1,3),9.9+9.7-05=10.1| 8.25+9.7=17.95 |9.2+9.7-0.5=18.4|19.1] (1,2,3),
(2,3,1), - 8.25+9.3-05=17.05| 9.2+9.3=185 |[18.5](2,3,1),
(1,2,3), (2,1,3), (2,3,1),
(1,2,3), | 19+10.2=29.2 19.1+10.2- - 29.2 [ (1,2,3),
0.5=28.8
(2,1,3), 19+8.95- 19.1+8.95=28.05 185+8.95-  |28.05|(21,3),
0.5=27.45 0.5=26.95
(1,2,3), (2,1,3),
(1,2,3), | 29.2+9.1=38.3 |28.05+9.1-0.5=36.65[38.3| (1,2,3),
13,2), |29.2+9.6-0.5=38.3 - 38.3] (1,2,3),
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Luego la solucion optima es emitir los programas en el siguiente orden (1,2,3),,

(L,2,3),,(1,2,3),, (1,2,3), 6 (1,3,2), con un total de 38.3 millones de espectadores.

Resolviendo hacia atras (estados en las filas y decisiones en columnas):
(1,2,3), (1,3,2),
(1,2,3), 9.1 9.6-0.5=9.1/19.1(1,2,3), 0 (1,3,2),
(2,1,3), |9-1-0.5=8.6 - 8.6 (1,2,3),

(1,2,3), (2,1,3),
(1,2,3),| 102+9.1=19.3 [8.95+8.6-0.5=17.05| 19.3 | (1,2,3),
(2,1,3), [10.2-0.5+9.1=18.8| 8.95+8.6=17.55 | 18.8 | (1,2,3),

(2,3,1), - 8.95+8.6-0.5=17.05{17.05| (2,1,3),

(1,2,3), (2,1,3), (2,3,1),
(1,2,3), | 9.1+19.3=28.4 |9.7-0.5+18.8=28 - 28.41(1,2,3),
(2,1,3), [9-1-0.5+19.3=27.9| 9.7+18.8=28.5 |9.3+17.05-0.5=25.85|28.5| (2,1,3),
(2,3,1), - 9.7-0.5+18.8=28| 9.3+17.05=26.35 | 28 |(2,1,3),

(1,2,3), (2,1,3), (2,3,1),

(no posible)
(1,2,3), | 9.9+28.4=38.3 | 8.25+28.5-0.5=36.25 | 9.2+28-0.5=36.7 | 38.3 | (1,2,3),

RESULTADO DEL PROBLEMA 6
Etapas: tipo de aviones (A, B, C)
Decisiones: nimero de aviones de ese tipo
Estados: capacidad acumulada

Funcion objetivo: coste de los aviones decididos de ese tipo + 6 si es distinto de 0 +

coste acumulado

Transiciones: de un estado a otro se pasa sumando la capacidad acumulada

Ao 1 2 3 4 5
(372) |0 (0) | 17 (80) | 26 (160) | 36 (240) | 46 (320) | 56 (400)
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B 0 1 2 3 4 5
0 0(0) | 17 (70) |23 (140)|30 (210) | 40 (280) | 51 (350)
80 | 17 (80) |34 (150) |40 (220) |47 (290) | 57 (360) | 68 (430)
160 | 26 (160) |43 (230) | 49 (300) | 56 (370) | 66 (440) | Sobra
24036 (240) | 53 (310) |59 (380) | Sobra | Sobra | Sobra
32046 (320) |63 (390) | Sobra | Sobra | Sobra | Sobra
400 |56 (400)| Sobra | Sobra | Sobra | Sobra | Sobra
C 0 1 2 3 4 5
0 Falta| Falta Falta Falta Falta Falta |Falta
70 Falta| Falta Falta Falta Falta Falta |Falta
80 Falta| Falta Falta Falta Falta Falta |Falta
140 |Falta| Falta Falta Falta Falta |31+6+23| 60
150 |Falta| Falta Falta Falta Falta |[31+6+34| 71
160 |Falta| Falta Falta Falta |[26+6+26| Sobra | 58
210 |Falta| Falta Falta |[21+6+30| Sobra Sobra 57
220 |Falta| Falta Falta |[21+6+40| Sobra Sobra | 67
230 |Falta| Falta Falta |21+6+43| Sobra Sobra | 70
240 |Falta| Falta Falta |21+6+36| Sobra Sobra 63
280 |Falta| Falta |15+6+40| Sobra Sobra Sobra | 61
290 |Falta| Falta |15+6+47 68
300 |Falta| Falta |15+6+49 70
310 |Falta| Falta |15+6+53 74
320 |Falta|8+6+46 60
350 |Falta|8+6+51 65
360 |Falta|8+6+57 71
370 |Falta|8+6+56 70
380 59 59
390 63 63
400 56 56
430 68 68
440 66 66
Minimo: 56

Minimo: 56 k€ con 0 de tipo C, 0 de tipo B y 5 de tipo A.

RESULTADO DEL PROBLEMA 7

Las etapas son los afios, de 2006 a 2009. Los estados de cada etapa son el afio de

antigtiedad del coche. Las decisiones al principio de cada etapa son comprar 0 no coche.

262

AZOOS
A?9% 1 4000+200=4200 | A%%%>| 4200
C2006—A2005 200 A2005 200
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A2006 CZOOG—AZOOS

A7 4300+200+4200=8700 | 5400+300+200=5900 | 5900 | C200¢-A2005
C2007-A2006|  200+4200=4400 - 4400 A%
C2007—A2005 _ 300+200=500 500 C2006—A2005

2007 C2007—A2006 C2007—A2005

A2008 4800+200+5900=10900 | 9800+300+4400=14500 | 9800+500+500=10800 | 10800 | C?007-A2005
C2008-A2007 | 200+5900=6100 - - 6100 | A0
CZOOS—AZOOG _ 300+4400=4700 _ 4700 C2007—A2006

2008 CZOOB—AZOO? CZOOS—AZOOG

A2 | 4900+200+10800=15900 | 7100+300+6100=13500 | 8700+500+4700=13900 | 13500 | C2008-A2007

La solucion 6ptima es adquirir coche en 2007 y el resto de los afios no comprarlo.
RESULTADO DEL PROBLEMA 8
Etapas: asignaturas. Decisiones: dias a dedicar. Estados: dias ya utilizados.

Resolucion hacia atrés:

MM
isiones |0 |1[2[3[4]| 5 | Opt |f.6pt.
Estados
0 0|5(719]19]10| 5 10
1 0(5({7(9]|9] - (3064 9
2 0|5(7]9|-]| - 3 9
3 0|5(|7|—-|—-| - 2 7
4 0|5|-|-|-| -] 4 5
5 ol-|-|-|-| -1 0 | o
ITF
isiones| 0 | 1 | 2| 3|4 |5]|Opt|f.opt.
Estados
0 10114 115|14|113|9| 2 15
1 9 (1413|128 |-| 1 14
2 9 12|11 |7 |- |-] 1 12
3 71106 |- | —-|-| 1 10
4 5/5|-|-]-1]1-101 5
5 O|-|-|-]1-1|-]10 0
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CS
isiones| 0 | 1|2 3| 4|5 |Opt]f.opt
Estados
0 1518|1716 |13 |10 | 1 18
Solucion: dedicar a CS 1 dia, a ITF 1 diay a MM 3 dias. Notas: 4, 5y 9. Nota media
6.
0 | Nota total | Decision
acumulada | Optima
Omm | O 0 Omm
Ivm | 5 5 Imm
2mm | 7 7 2MM
3um | 9 9 3mMMm
dvwm | 9 9 dvm
5um | 10 10 5mm
Ovm | Imm | 2vm | 3mm | 4mm | 5vm | Nota total | Decision
acumulada | Optima
Orr | 040 | - — - - - 0 Orrr
e | O+5 | 540 | - - - - 5 Litr, O1e
2itr | 0+6 | 545 | 740 | — — - 10 Litr
it | 0+7 | 5+6 | 74#5 | 9+0 | — - 12 Lite
dite | 0+8 | 5+7 | 7+6 | 9+5 | 9+0 - 14 Litr
5 | 0+9 | 5+8 | 7+7 | 9+6 | 9+5 | 10+0 15 2ITF
Oe | Litr | 2t | 3itr | 4itr | 5 | Nota total | Decision
acumulada | Optima
Ocs| 0+0 | — — — - — 0 Ocs
les| 0+4 | 5+0| - - — - 5 Ocs
2cs| 0+5 | 5+4 | 10+0 | - - - 10 lcs
3cs| 0+6 | 5+5|10+4 | 12+0| - - 14 lcs
4es | 048 | 5+6 | 10+5 | 1244 | 14+0 | - 16 lcs
5cs | 0+10 | 5+8 | 10+6 | 12+5 | 14+4 | 15+0 18 lcs
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VI. Programacion matematica multicriterio

V1.1. Introduccion: Conceptos basicos

En la vida real, y tanto en el &mbito profesional como el personal, nos vemos
enfrentados a multitud de situaciones en las que tenemos que decidir entre varias
alternativas. La propia optimizacion no es més que una forma de tomar una decision

entre unas alternativas factibles.

Asi, en su dimensién mas basica, un proceso de toma de decision puede entenderse
como la eleccion de lo “mejor” entre lo “posible”. Ahora bien, segun se defina qué es lo

mejor y qué es lo posible nos enfrentaremos a distintas situaciones de decision.

La optimizacion clésica tiene como caracteristica general que lo mejor, el objetivo,
es unico y esta claramente determinado y que lo posible, las soluciones factibles, no
vienen expresadas explicitamente sino en forma de restricciones y sin incertidumbre
(excepto en optimizacion estocéstica, que no es precisamente clasica). Pero ademas de
estos contextos de decision de optimizacion clésica, existen otros que configuran lo que

se suele denominar en términos amplios la teoria de la decision.

Dentro de este contexto surge la decision multicriterio, en la que si bien dada una
decision sus consecuencias estan perfectamente determinadas, lo que no esta definido

tan claramente es qué es lo mejor, existiendo varios objetivos en conflicto.

Respecto a lo posible, se trata de establecer las alternativas o puntos factibles
existentes. El conjunto puede ser discreto o continuo. En general, se considera discreto
y se aplica la metodologia apropiada cuando es factible enumerar y tratar explicitamente
cada una de las alternativas posibles. En el caso continuo o caso discreto donde no viene
explicitamente definido el conjunto de alternativas es cuando se habla de conjunto o

region factible. Este conjunto o region factible, a su vez, puede venir definido de forma
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rigida mediante restricciones o de forma més flexible mediante lo que se conoce como

metas y niveles de aspiracion.

Respecto a lo mejor, se puede definir segin un unico criterio o0 segun varios
criterios. Los problemas de decision con un unico criterio y conjunto factible continuo
(entendiendo por éste la extension a conjuntos discretos no definidos explicitamente)
son basicamente problemas de optimizacion “clasica”: lineal, entera o no lineal. Si
ademas incluyen aleatoriedad, estariamos ante un problema de optimizacidn estocastica.
Si el conjunto factible es discreto, sélo tiene sentido plantearse el problema en el caso
de que haya aleatoriedad, siendo entonces un problema de los conocidos como

problemas clasicos de decision.

En el caso en que haya varios criterios, si la region factible es continua, se puede
resolver el problema mediante métodos denominados de optimizacion multiobjetivo,
métodos de compromiso 0 mediante métodos satisfacientes (programacion por metas).
Si lo posible viene definido por un conjunto discreto de alternativas (pudiendo incluso
no ser numeérico el valor de los criterios), existen métodos multicriterio discretos para

resolver el problema.
V1.1.1. Conceptos basicos
De forma general un problema de decision multicriterio vendria formulado de la

siguiente forma:

0pt 2(X) = (2,(X), -, 7, (¥))
xeF

donde F es el espacio de decisiones o soluciones (si es continuo, se denomina regién

factible, F < R").

Al conjunto z(F) se le denomina espacio de objetivos o resultados (en el caso de

que sean criterios numéricos z(F) c R").

A continuacion se exponen algunos conceptos basicos de la decision multicriterio:

266 04/02/2023



METODOS DE OPTIMIZACION

Atributo: “valor” observado (medido) de una decision independientemente del

decisor. Los atributos suelen ser competetidores o contradictorios entre si.

Obijetivo: direccion de mejora de un atributo. Esta direccidn sera de maximizacién o
minimizacion en el caso de atributos numéricos y en el caso de atributos no
numéricos vendra dado por un sistema de preferencias (por ejemplo, si el problema
fuera la seleccion de un automdvil, el color seria un atributo no numérico y se

estableceria un sistema de preferencias sobre este atributo).

Nivel de aspiracion: es un nivel aceptable de logro para un atributo.

Meta: es la combinacion de un atributo con su nivel de aspiracion.

Criterio: son los atributos, objetivos o metas relevantes en un problema de decision.

Dadas estas definiciones previas, lo primero que se necesita en un problema de
decision multicriterio es dar un concepto de solucién. El concepto de solucion utilizado
habitualmente es el concepto de 6ptimo de Pareto. Este concepto esta basado en el

criterio de optimalidad paretiana, enunciado por Pareto en 1896:

“Una alternativa es eficiente (o Pareto éptima) si toda alternativa que proporcione

una mejora en un atributo produce un empeoramiento en al menos otro de los atributos.”

De esta definicidn, se deriva la de alternativa dominada o no eficiente, como una

alternativa para la que existe otra alternativa con todos los atributos iguales 0 mejores.

Asi se define el conjunto eficiente o de Pareto o también llamada frontera de Pareto
(por su representacion en el caso continuo como parte de la frontera del espacio de
objetivos o resultados) como el conjunto de alternativas eficientes 0 no dominadas. Es
decir, el conjunto de alternativas tales que no existe otra con todos los atributos

preferidos o iguales.

Para atributos numéricos con objetivos de maximizacion la frontera de Pareto se

expresa como

e={xeF:3X e Flz,(x) 2 7,(x) Vk y z,(x') > z,(x) paraal menos un t € {1,..., p}}
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Un ejemplo gréfico para dos atributos que se desea que tomen el mayor valor

posible podria ser el siguiente:

Espacio de objetivos

mm  (Conjunto eficiente o de Pareto

max(z,,z,)

mm  Alternativas dominadas

)

Sin embargo, en la mayoria de las situaciones, el fin Ultimo es dar una Unica
solucion, no un conjunto de posibles soluciones. Se denomina solucion de mejor

compromiso a la solucion del conjunto eficiente que es seleccionada por el decisor.

Otro concepto fundamental en el andlisis de decisiones multicriterio es la matriz de
pagos, que respresenta el grado de conflicto entre los objetivos. La matriz de pagos
(pay-off matrix) es una matriz donde se representan por filas el valor 6ptimo de un
atributo sin  considerar el resto de atributos (resolviendo el problema
independientemente), y los valores que resultarian para los deméas objetivos con esa

solucion. Esta matriz representa el grado de conflicto que hay entre los objetivos.

Por ejemplo, supdngase un problema en que hay que determinar la composicion de
una mezcla a partir de unas ciertas componentes basicas. Supdngase que se desea que el
coste de la mezcla sea minimo pero que la calidad sea maxima, medida ésta como una
funcién de las componentes. Se tendrian entonces dos objetivos contrapuestos:

minimizar el coste y maximizar la calidad. La matriz de pagos seria de la forma

Coste | Calidad

Coste m, m,

Calidad | m,, m,,

donde m,, es el minimo coste que se puede lograr con las condiciones impuestas en el
problema y m, es la calidad para la composicion que da el minimo coste; en la

siguiente fila seria al revés, es decir, m,, seria la maxima calidad que se puede lograr de
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la mezcla, y m,, seria el coste de esa mezcla. A la diagonal de esta matriz se le conoce

como punto ideal ya que tiene los mejores valores posibles para cada uno de los

atributos, y si existe realmente conflicto entre criterios, sera un punto inalcanzable.

Asi, si el espacio de objetivos fuera el siguiente, donde el conjunto eficiente esta

marcado en negrita, y se considera un problema continuo,

500 wdeerrrrrercessrrsreacsersrssssesssssnssasessrsnnas Cc’
D’

g}
|72 JC 10 0 100 SO o o g el i .
S E :B

200

A’
20% Calidad 80% 100%

la matriz de pagos seria

Coste | Calidad
Coste 200 20
Calidad 500 100

y el punto ideal seria (200,100), inalcanzable a la vista del espacio de objetivos.

Por otra parte, las tasas de intercambio (trade-offs o costes de oportunidad) entre los
atributos representan lo que se esta dispuesto a empeorar un atributo por mejorar en una
unidad otro objetivo. Serian las pendientes de los segmentos que forman el conjunto
eficiente. Asi, en el segmento A’B’ la tasa de intercambio entre el coste y la calidad serd

g = % =1.66, es decir, en ese segmento cada unidad mas de calidad “cuesta”

1.66 unidades monetarias. Analogamente, para el segmento B’C’ la tasa sera

B.C.zwzm. Es decir, cada unidad mas de calidad “cuesta” 10 unidades
100-80

monetarias.

Problemas sencillos como éste pueden ser resueltos con Excel, utilizando el

complemento que viene por defecto, Solver.
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V1.1.2. Un ejemplo bésico

Un empresario ha de producir un compuesto basado en un determinado componente
basico. Este componente puede ir en una cantidad variable entre el 50 y el 100% del
total de la composicién. Por otra parte del componente basico hay dos calidades, una
calidad superior que cuesta 200€/unidad y otra que cuesta 100€. EI mercado le obliga a
que al menos un 20% ha de ser del componente de calidad superior. EI empresario se
plantea maximizar la calidad y minimizar el coste. Plantear un modelo para este
problema, mostrar la regién factible o espacio de soluciones, mostrar el espacio de

objetivos y la frontera de Pareto, y obtener las tasas de intercambio.

El siguiente modelo de optimizacion sirve para determinar el espacio de soluciones,

donde X representa la calidad superior del componente e Y la calidad inferior:

X =20
X +Y <100
X+Y =50
X,Y=>0

Por otra parte, los dos atributos planteados y su direccion de optimizacion, serian:

Calidad: max X
Coste:  min 200X +100Y

La region factible o espacio de soluciones del modelo se presenta a continuacion.

Los vértices de esa regidn son puntos especialmente relevantes del problema.

Espacio de soluciones (region factible)

- <
960 .
FR. e
{ = " ~—
@ 10 T e
° ‘ \. \.
0 20 40 60 a0 100 120

Componente X
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Las soluciones obtenidas optimizando cada criterio por separado forman la matriz

de pagos del problema:

Calidad | Coste

Calidad| 100 |20000

Coste 20 7000

en la que la diagonal forma el ideal (inalcanzable) que seria (100,7000).

Para ir mas alla, y poder obtener las tasas de intercambio, es necesario obtener la
frontera de Pareto. En este caso, se representan en el plano las imagenes segun los
atributos de Calidad y Coste de los vértices de la region factible o espacio de

soluciones, obteniendo el espacio de objetivos del problema:

Espacio de objetivos (frontera de Pareto)

25000

S 20000 /
o
<
& 15000 ?”’,,,—,,,,
o
o
& 10000
()
2
8§ 5000
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120

Calidad (X)

Y la frontera de Pareto es la formada por los puntos A (20, 7000), B (50,10000), C
(100, 20000). Pueden observarse las siguientes tasas de intercambio:

_10000-7000 _ 100 T 20000-10000 _

= = 200
he 50— 20 BC 100-50

Obsérvese que para obtener las tasas de intercambio ha sido necesario tener la
Frontera de Pareto. Y por otra parte, para obtener la frontera de Pareto, hemos obtenido
todo el espacio de objetivos, a partir de las imagenes de los vértices del espacio de
soluciones. Sin embargo, este procedimiento es altamente costoso, y nada trivial. Por lo
tanto, lo primero que se va a estudiar es como obtener la frontera de Pareto directamente
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a través de modelos de programacion matematica, que son los métodos multiobjetivo de

la siguiente seccion.
V1.2. Métodos de optimizacion multiobjetivo

Estos métodos se utilizan para obtener la frontera de Pareto en un problema. En
general, se plantean para conjuntos de alternativas continuos, ya que en el caso discreto
la eliminacion de alternativas dominadas se reduce a un simple algoritmo de

comparacion entre pares.
El planteamiento inicial del problema seria

max z = (z,(X),.., 2, (X))

xeF

donde z,(x) es la funcién matematica que describe el atributo i-ésimo, x < R" es el

vector de variables de decision y F es el conjunto de restricciones que definen las
posibles soluciones.

Dado que de forma natural surge que la decisién que deberia tomarse en un
problema con criterios multiples deberia encontrarse en la frontera de Pareto, es l0gico
querer conocer esta frontera, que incluso permite determinar las tasas de intercambio.
Asi dentro de los métodos de analisis existe la denominada optimizacion multiobjetivo,

que son un conjunto de métodos para generar el conjunto eficiente en su totalidad.

Las técnicas generadoras del conjunto eficiente, son técnicas de caracter mecanico,
en las que no se incluyen las preferencias del decisor. El fin para el que estan disefiadas
es la obtencion de todo el conjunto eficiente, en general, tras aplicar métodos de

programacion paramétrica, aunque no llegaremos a ese nivel de profundidad.
V1.2.1. Método de las ponderaciones [Zadeh, 1963]

Este método consiste en multiplicar cada objetivo por un peso o factor no negativo y
agregarlos en una Unica funcion. Variando los pesos se puede obtener todo el conjunto

eficiente, obteniendo las distintas soluciones mediante programacion parametrica. Sin
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embargo, en este curso nos conformaremos con resolver los distintos problemas

planteados para los valores de los parametros mediante Solver.

maxzp:/luzi (x)

xeF P(1)
A>0

Uno de los resultados en que se fundamenta este método dice que si 4 >0 Vi,
entonces cualquier solucion éptima del problema P(A) es eficiente. El reciproco es

cierto so6lo bajo ciertas condiciones (por ejemplo, si todas las funciones objetivo y las

restricciones son lineales).

En cualquier caso, hay que tener en cuenta que para aplicar este método (y no sélo
éste) es conveniente haber normalizado previamente los criterios (para que no influya la

diferencia de unidades de los criterios).

Sobre el ejemplo 1 de la seccion anterior, obtener la frontera de Pareto mediante el

método de las ponderaciones.

En primer lugar, hay que tener en cuenta que para agregar los objetivos ambos tienen
que ir en el mismo sentido, es decir, no podemos tener uno de maximizacion (Calidad) y
otro de minimizacion (Coste). Para ello basta con cambiar de signo la expresion de uno
para que ya estén ambos en el mismo sentido. Por ejemplo, poniendo un menos en el

Coste, ya sera un criterio de maximizacion.

Por lo tanto, el modelo que hay que resolver para distintos valores de lambda es:

max AX +(1—4)[-(200X +100Y)]
X >20
X +Y <100
X+Y >50

X,Y >0

Para ello utilizamos un archivo de Excel, con una celda para el valor de lambda que

iremos introduciendo, y una celda para el objetivo agregado. Este modelo lo
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resolveremos cambiando los valores de lambda entre 0 y 1, e iremos guardando en una

tabla los resultados obtenidos.

]
Lnal
g
I}
3
=
5
=
I
-l
o
3
2
0
8
a
g,
o
3
n
w

-

B

G

|
a

A B & D E

T X Y
2 100 0
| 3 |Calidad Ed 100
| 4 |Coste 200*+100Y 20000
| 5 |Parametro lambda (L} 11
| 6 |Agregacion C5*C3-(1-C5)"C4 100

7
| 8 |Restricciones
| 9 [Minimo 20% 100 20
| 10 [suma <=100 100 100
| 11 |suma >=50 100 50
12
| 13 |Tabla resultados
| 14 |Lambda Agregado Calidad Coste X
15| 0 -FO00 20 7000
16 | 0.1 -6295 20 7000
17 02 -5585 20 7000
18 | 0,3 -4594 20 7000
19| 0.4 -4182 20 7000
| 20| 05 3450 20 7000
21 05 2788 20 7000
| 22 o7 -2086 20 7000
==l 02 -1384 20 7000
| 24 | 09 -682 20 7000
| 25 | 1 100 100 20000
26|
27|
El
M 4 » W] Hojal ¢ Hoja2 / Hojaa / [ <

w
2l

Obsérvese que la solucion es siempre la misma excepto para la tltima fila de la tabla.

El problema es que la programacion lineal siempre da un vértice de la regién factible

como solucion, por lo que ésta se va a ir repitiendo hasta el coste pierda fuerza en el

objetivo agregado. Por otra parte, dado que las unidades son muy distintas entre uno y

otro criterio resulta muy dificil llegar a compensar el coste con la calidad. Para evitar

este problema, puesto que con estos pocos valores de lambda y tal diferencia de

unidades es dificil creer que ésa sea la frontera de Pareto (las combinaciones lineales de

ambas soluciones), se puede normalizar cada uno de los criterios en la funcién

agregada. Hay muchas formas de normalizar pero en decision multicriterio, y dado que

ya se tiene la matriz de pagos, una forma es restar al ideal el criterio y dividir por la

diferencia entre el ideal y el anti-ideal, entendido como el peor valor en la matriz de

pagos para ese criterio. En nuestro ejemplo, la matriz de pagos es:

Calidad | Coste
Calidad| 100 |20000
Coste 20 7000
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Entonces para nuestros criterios se plantearia minimizar la agregacion de los

siguientes criterios normalizados:

100 - Calidad 7000 —Coste
100-20 7000 - 20000

Obsérvese ademéas que ahora ambos criterios son de minimizacion puesto que

gueremos aproximarnos en ambos casos al ideal de cada criterio.

=i Ejemplo 1_Ponderaciones

T x Y
| 2 | 100 0
| 3 |Calidad b 100
| 4 |Coste 200*%+100% 20000
| 5 |Parametro  lambda (L} 1
| B |Agregacidn objetivos 0 C5*{100-C3)/(100-20)+(1-CE)"(7000-C4)/(7000-20000)
7
| 8 |Restricciones
| 9 Minimo 20% 1a0 20
10 |suma ==100 1a0 100 I _l
11 |suma ==50 1a0 50
2]
| 13 |Tabla resultados
14 |Lambda Agregado Calidad Coste X Y
| 158 | 0 0 20 7000 20 30
| 16 | 01 01 20 7000 20 30
17 02 02 20 7000 20 30
| 18 | 03 03 20 7000 20 30
19 0.4 0,3884 50 10000 50 0
|20 05 0.4279 a0 10000 a0 0
21 0.6 0.4 100 20000 100 0
| 22 07 03 100 20000 100 0
| 23| 08 02 100 20000 100 0
| 24 | 02 01 100 20000 100 0
| 25 | 1 1 100 20000 100 0
26 |
27 ]
| 28 | v
M 4 » »]Hojal { Hoja2 £ Hojaz / |< g2l

Puede observarse que se han obtenido tres puntos distintos, cuyos valores de los
criterios son: (20,7000), (50,10000) y (100,20000), cuya union da lugar a toda la

frontera de Pareto segun el siguiente gréafico:
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Frontera de Pareto

25000
20000 /
15000

10000

Cmrts

5000

0 20 40 60 80 100 120
Calidad

Esta forma de aplicar el procedimiento no es la mejor, ya que con variaciones de
lambda de 0,1 no se puede asegurar que se obtengan todos los puntos extremos o

vertices de la frontera. La programacion paramétrica es la herramienta idonea para ello.
V1.2.2. Método de las e-restricciones [Marglin, 1967]

Consiste en optimizar uno de los objetivos e incorporar el resto como restricciones
paramétricas, resolviendo el problema resultante para los distintos valores del

parametro.

max z, (X)
xeF R ()
z,(X)z¢g, k=L..,1-L1+1..,p

El fundamento de este procedimiento se recoge en los dos resultados siguientes:
Teorema: Si la solucion del problema P(g) es unica, entonces es una solucion
eficiente.

Teorema: Si X~ es eficiente, VI Je, tales que X~ es solucion optima de P (¢).

Por lo tanto, de estos dos resultados se infiere que variando el lado derecho siempre
obtenemos soluciones eficientes, y que haciéndolo variar adecuadamente debemos
obtener todas las soluciones eficientes. Sin embargo, su aplicacidn practica suele ser

relativamente compleja.
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Apliqguemos este procedimiento al ejemplo 1 que venimos tratando. Para ello

seleccionamos un criterio que quedara como objetivo, y en nuestro caso, otro que pasara

a las restricciones. Por ejemplo, mantengamos como objetivo el Coste, y pasemos a las

restricciones la Calidad.

Para manejar coherentemente el parametro del lado derecho de la restriccion,

normalizaremos este lado, de modo que variando E entre 0 y 1 obtengamos todos los

valores de la Calidad dentro de la Frontera de Pareto. Esto podemos hacerlo

multiplicando por E la diferencia entre lo mejor y lo peor de este criterio, y sumando lo

peor. Es decir, si hacemos (100-20)*E + 20, haremos corresponder E=0 con la peor

calidad, y E=1 con la mejor posible.

El objetivo del modelo sera minimizar el coste, y afiadiremos en las restricciones la

restriccion paramétrica de la calidad:

min Coste =200X +100Y

Calidad : X > (100—20)¢ + 20

X =20
X +Y <100
X+Y =50

X,Y =0

A continuacion, se ejecuta secuencialmente el modelo haciendo variar EdeO0al,y

tomando nota de las soluciones obtenidas en cada paso, obteniendo la siguiente tabla:
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1 x Y
| 2 | 100 0
| 3 |Calidad X
| 4 |Coste 200%<+100%Y
| 5 |E (parametro restriccidn)
5]
Z Restricciones
| & |Minimo 20%
| 8 |suma <=100
| 10 |suma =>=50
| 11 |Calidad >=F
12
| 13 |Tabla resultados
14 |E Calidad
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20 F000 20 30
28 Fa0o 28 22
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cuyo gréfico de frontera de Pareto es:

Frontera de Pareto

25000

20000

o 15000
®
[e]

O 10000

5000

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 120
Calidad

Obsérvese que este procedimiento no plantea problema de agregacion, problemas de
unidades, ni de sentido de la optimizacion. Ademas, la frontera sale por puntos distintos,
no por union de otros, ya que estamos modificando la regién factible y sus vértices. Sin
embargo, con varios criterios en las restricciones es algo mas dificil de manejar que las
ponderaciones. A pesar de eso, este metodo resulta mejor, en general, que el de

ponderaciones.

V1.3. Métodos de decision multicriterio continuos

V1.3.1. Programacion compromiso

En la programacion compromiso el fin Gltimo es seleccionar un punto del conjunto
eficiente y, para ello, naturalmente, ha de incluir las preferencias del decisor. Las
técnicas que se presentan fueron desarrolladas inicialmente en los trabajos de Yu (1973)
y Zeleny (1973, 1974).

Se define el punto o alternativa ideal, como un punto del espacio de objetivos que

recoge los valores dptimos de los objetivos individualmente tratados y se denota por
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z =(z,...2;,... 2,), siendo z; =max z (x) (en caso de maximizar el objetivo, en otro
xeF
caso seré el minimo), denominandose este valor individual punto ancla.

Se define la solucién 6ptima o mejor solucién compromiso, como la solucién

eficiente mas proxima al punto ideal (axioma de [Zeleny, 1973]).

La cuestion ahora es definir una distancia que ha de ser minimizada sobre el

conjunto eficiente. Para ello se define el grado de proximidad del objetivo i-ésimo

()

i *

normalizado (ver seccion VI.2.1) como d,(X) = , siendo z, el anti-ideal del

objetivo, es decir, el peor valor posible para el objetivo sobre el conjunto eficiente.

Estos grados de proximidad son agregados para definir una métrica:

rpeanL ZW ( — 4 (X)}

| Z*I

1/ 7

donde el conjunto de los pesos w, suponen una ponderacion preferencial de los criterios

(ponderacion subjetiva dada por el decisor, este sistema de ponderacion se puede
intentar obtener del decisor por varios métodos descritos en la literatura, como son el

método de ordenacidn, el método de Saaty que puede verse en la seccion VI1.3.3).

Para los distintos valores de 7 se obtienen diferentes métricas. Asi 7 =o0, denota la
distancia de Tchebychev o lo que es lo mismo minimizar la méxima distancia (asi se
obtiene una solucién equilibrada, en que todos los grados de proximidad individuales

estan acotados, siendo a su vez un problema lineal).

Para el caso = =1, se trata de una agregacion lineal de distancias ponderadas, que

también mantiene el caracter lineal del problema.

En general, para diferentes valores de = se obtiene diferente solucion, de ahi que se
haya definido el conjunto compromiso, como el conjunto de soluciones que se obtienen

al variar 7. Para el caso de dos objetivos, es usual dar el conjunto definido por el

segmento [Ll, Lw] (es decir, el segmento que une las soluciones obtenidas con las dos

métricas comentadas anteriormente), ya que bajo ciertas condiciones es cierto que el
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conjunto compromiso coincide con este segmento. En nuestro caso, trabajaremos con el

caso lineal y Tchebychev.
Apliquemos el método al ejemplo que venimos tratando.

En primer lugar, de la matriz de pagos obtenemos los puntos ancla que nos dan el
siguiente ideal z*= (100,7000), y el anti-ideal z= = (20,20000).

A continuacion normalizamos los criterios:

100-X 100-X

Calidad : d,(X,Y)=

100-20 80
Coste: d, (X.Y) = 7000 - (200X +100Y) _ 200X +100Y —7000
7000 — 20000 13000

Ahora tenemos que dar la ponderacion subjetiva de los criterios. Esta es la parte mas
complicada, ya que a veces es dificil decir cudnto més importante es un criterio respecto
al otro. Por otra parte, se suelen dar pesos cuya suma sea 1, por normalizar. De
momento, supongamos que consideramos que la calidad es 3 veces mas importante que

el coste, en cuyo caso el peso de la calidad seria 0,75, y el del coste 0,25.

El problema a resolver seguin la métrica L1 seria:

min 0’75100— X 10,25 200X +100Y —7000
13000
sa. X2>20
X +Y <100
X +Y >50
X,Y >0

El problema para la métrica L seria:

min{max(O,?Sloo_ X . 0.5 200X +100Y —7000)}
80 13000
sa. X=>20
X +Y <100
X+Y =50
X,Y >0

que linealmente se formula de la siguiente forma:

280 04/02/2023



METODOS DE OPTIMIZACION

min D

sa. X>20
X +Y <100
X +Y >50

100- X

0,75 <D

200X +100Y —7000 <
13000 B

0,25
X,Y >0

Al resolver este modelo puede observarse que la solucion X=100 e Y=0, es
claramente sesgada hacia el criterio de Calidad ya que es al que hemos dado mas peso.
En general, cuando hay dos criterios esto es lo que ocurre, que la solucion es la mejor
para el criterio de mayor importancia. Habiendo mas, puede estar mas equilibrado pero
por lo general alguno de los criterios aparece muy desviado, y por eso se utiliza mucho
la métrica infinito o Tchebychev, que al minimizar la maxima desviacion, da soluciones

mas equilibradas.

Puede observarse que la solucion es X=81,09 e Y=0, que no da la méxima calidad ni
el peor coste, de hecho se puede ver que el desvio ponderado al ideal es el mismo para

ambos objetivos. Es una solucion mas equlibrada.

Se pueden obtener diferentes soluciones si se modifican los pesos o0 ponderaciones
subjetivas de los criterios. En general este método no es para hacer variar todos los
pesos posibles, pero si se debe si es que se puede, interactuar con el decisor hasta que
considere que el modelo refleja sus preferencias. Esta interaccion es habitual ya que no
es facil captar numéricamente las preferencias subjetivas, con lo que el ajuste de los
parametros del modelo es necesario, e incluso en ocasiones ayuda a saber qué grado de

preferencia se tiene realmente por los distintos criterios.
V1.3.2. Métodos satisfacientes: programacion por metas

Los métodos satisfacientes se basan en la denominada logica satisfaciente enunciada

por Simon en 1955:
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“en los contextos actuales de decisién (informacion incompleta, recursos limitados,
conflictos de intereses,...) el decisor mas que optimizar unas funciones objetivo intenta
que una serie de metas se aproximen lo mas posible a unos niveles de aspiracién

prefijados.”

De ahi que se desarrollara, basdndose en esta filosofia, la denominada programacion
por metas ([Charnes y Cooper, 1961], [Lee, 1972] e [Ignizio, 1976]).
La idea de este método es que si un atributo tiene por expresion matematica z,(x) y

para este atributo se tiene un nivel de aspiracion, es decir, un nivel aceptable de logro

para un atributo, Z, entonces una restriccion meta seria una restriccion de la forma

z,(x) > Z, (para el caso de desear “al menos” ese valor).

Sin embargo, dado que son niveles de aspiracion, una restriccion meta, en general,
no puede ser incluida como una restriccion rigida en el problema, ya que soluciones que
no logren ese nivel de aspiracion también son soluciones admisibles. Asi, una
restriccion meta se formula utilizando variables de desviacion: z,(x)+n,—p, =Z,. De
estas variables, una de ellas es una variable no deseada: si la meta es “al menos” un
valor, la variable no deseada serd n., y si es del tipo “a lo sumo”, la variable de

desviacion no deseada serd p,. En ocasiones, hay metas de ser igual a cierto nivel de

aspiracion, en cuyo caso ambas variables son no deseadas, pero no es habitual.

Asi el problema a resolver, suponiendo que todos los objetivos fueran de tipo

maximizar seria:

p
min don,
xeF Nrestricciones meta i

Este procedimiento se puede aplicar también a las restricciones del problema para
relajarlas, admitiendo soluciones “cercanas” a la region factible (el mismo concepto se

ha aplicado en logica difusa para resolver problemas de programacion lineal).

La programacion por metas aplicada en la realidad muestra que se estan obteniendo
valiosos resultados, siendo una de las técnicas de decision multicriterio que esta

proporcionando mejores resultados. Es especialmente til cuando hay muchos criterios.
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Sin embargo, casi nunca se utiliza en su version bésica. Algunas variantes de este

método se han desarrollado con gran éxito y se exponen a continuacion.

V1.3.2.1. Variantes de la programacion por metas

VI1.3.2.1.1. Programacion por metas ponderadas

min_zp:(aini +B.p)

z(X)+n—-p, =2 i=1..,p
XxeF
n=>0p =20 i=1..,p

La idea béasica es ponderar las variables de desviacion, ya que pueden tener diferente
relevancia las metas o diferentes unidades si no han sido previamente normalizados los

criterios.

Los distintos criterios, en general, vendran dados en distintas unidades, asi que la
funcidén objetivo estaria agregando valores de distintas unidades. Una primera medida,
muy deseable y ampliamente utilizada, es ponderar las desviaciones dividiendo por el
nivel de aspiracion, con lo que serian desviaciones porcentuales que no tienen unidades

y que corrigen el efecto de las distintas magnitudes de éstas.

Por otra parte, si sélo se ponderan dividiendo por el nivel de aspiracion,
implicitamente lo que se estd haciendo es dar una misma importancia a todos los
criterios. Si no es ése el caso, se deben multiplicar por pesos que muestren la relevancia

dada por el decisor a cada meta.
A continuacion aplicamos esta técnica al ejemplo con el que trabajamos.

En primer lugar, hemos de dar un nivel de aspiracion para la calidad y uno para el
coste. Por ejemplo, supongamos que queremos una calidad del 75% y un coste de
10000€. Y supongamos que no damos preferencias subjetivas mas alla de las marcadas
por los propios niveles de aspiracion. En ese caso el modelo seria:
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min &+L
75 10000
sa. X =20

X +Y <100

X+Y =50

X+n—-p =75

200X +100Y +n, — p, =10000
X’Y1n1’n21 P P, 20

La solucion es 50 de Calidad y 10000 de Coste, es decir, se cumple la meta del coste
a costa de incumplir la de la calidad. Esto muestra que no es posible cumplir las dos
metas a la vez, pero ademas, este método en muchas ocasiones da una solucion de este
tipo, en la que unas metas se cumplen por completo y otras se incumplen totalmente
(normalmente por un tema de unidades). Por ello, se presenta el siguiente método, que

al igual que en el caso de programacion compromiso, da soluciones mas equlibradas.

V1.3.2.1.2. Programacion por metas MINIMAX o Tchebychev

En este caso se busca una solucion “equilibrada”, de modo que ninguna de las metas
se desvie en exceso de su nivel de aspiracion. Para ello se minimiza la maxima distancia
a este nivel, es decir, el problema se plantearia en estos términos

min D

an+pp. <D i=1..,p
z(X)+n—-p, =2 i=1..,p
xeF

n>0p =20 i=1..p

Para el ejemplo que estamos viendo y con los mismos datos de la seccion anterior, el

modelo seria:
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min D
sa. X2>20
X +Y <100
X +Y >50
X4+n-p =75
200X +100Y +n, — p, =10000
n/75<D
p,/10000< D
X’Y’nlvnzv P P, 20

y la solucidn obtenida es 60 de Calidad y 12000 de Coste, una solucion equilibrada, que

se desvia un 20% de los niveles de aspiracion de ambos criterios.

V1.3.2.1.3. Programacion por metas lexicograficas

Este procedimiento establece niveles de prioridad en las metas y resuelve
secuencialmente el problema para cada nivel de prioridad, manteniendo los valores
previamente obtenidos para metas con mayor nivel de prioridad. Asi, si en un problema

se formulan k metas es posible que se consideren agrupadas en h (<Kk) niveles de
prioridad. Por ejemplo, si el problema incluye 6 metas, que denominaremos
g;(n, p),i=1,...,6, agrupadas en 3 niveles de prioridad de la forma las mas importantes

las dos primeras, después la tercera, y por Gltimo las 3 dltimas, el problema se

representa como
Lex mina=[g,(n, p)+9g,(n, p),g,(n, p), g, (n, p) +g5(n, p) + gy (n, p)]

Para resolver el problema, se resolveria primero con las dos primeras metas.
Obtenidos los valores de las variables de desviacién no deseadas para éstas, se fijan y se
resuelve el problema para la tercera meta (segundo nivel de prioridad). Una vez
resuelto, se fija el valor de la variable no deseada también para esta meta, y se resuelve

el tercer nivel incluyendo las tres ultimas metas.

Es un procedimiento que requiere de varias ejecuciones secuenciales del modelo de

metas modificando el objetivo y fijando las variables no deseadas de los niveles
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anteriores. Es util cuando hay muchas metas y claramente diferenciadas (por ejemplo

metas economicas, metas de clientes, etc.) teniendo una prioridad clara unas sobre otras.

En nuestro ejemplo no tiene mucho sentido presentarlo. Por ejemplo, si damos
prioridad a la calidad, y un nivel de aspiracion de 75%, el primer nivel sera aproximarse
a este nivel. Dado que es posible, la solucidn del primer nivel fijaré la calida en 75% o
mas, y el segundo nivel, el del coste, nos dara la solucion de menos coste para esa
calidad, es decir, 75% de Calidad y 15000 de Coste.

V1.3.2.2. Temas criticos en programacion por metas

A pesar de que la programacion por metas resulta un potente instrumento de gran
aplicabilidad e indudable éxito en la realidad, diferentes autores han apuntado algunas
aparentes debilidades de los modelos de metas. Estas consideraciones han llevado a
denominar temas criticos en programacion por metas a anomalias aparentemente
causadas por debilidades l6gicas de la programacion por metas, aunque en realidad se
deben al uso insatisfactorio del enfoque. La mayoria se presentan en las metas

lexicogréaficas. Algunas de ellas se exponen a continuacion.

Posible equivalencia de soluciones entre modelos de programacién por metas y

modelos de optimizacion de un solo criterio.

Es cierto, que, por ejemplo, en las metas lexicogréaficas si se fijan unos niveles muy
pesimistas en los primeros niveles (faciles de alcanzar) y muy optimistas en los
ultimos (dificiles de alcanzar), al resolverlo para los primeros niveles se obtendra un
valor 0 de las desviaciones, y puede llegar un momento en que para una meta no
haya éptimos alternativos y, por lo tanto, fijar el valor de su desviacion es ya dar
una solucion haciendo redundantes las metas de prioridades mas bajas; de este
modo, seria equivalente a fijar las metas de los niveles anteriores en su nivel de
aspiracion y optimizar la meta para la que no hay éptimos alternativos. Sin embargo,
esta equivalencia se da por un mal planteamiento de los niveles de aspiracion. La
equivalencia puede darse también en metas ponderadas, por ejemplo, si se plantean
unos niveles de aspiracion muy pesimistas para las metas, excepto para una en que

resulte muy optimista, practicamente inalcanzable. En tal caso, es cierto que el
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problema puede ser equivalente a optimizar ese atributo incluyendo las demas metas
como restricciones. En cualquier caso, estos problemas se derivan de la formulacion

del modelo y no a debilidades I6gicas de la metodologia.
Conclusiones equivocadas por agregar metas lexicograficas en una funcion objetivo

Cuando se plantea un modelo de programacion por metas lexicograficas, suele haber
una tendencia (casi natural) a intentar plantear un modelo equivalente que se
resuelva en una sola iteracion, sin tener que resolver un problema para cada nivel de
prioridad. Asi es comin ver que se plantea una funcion objetivo como en el
procedimiento de metas ponderadas donde se multiplica cada variable de desviacion
por un peso asignado a su nivel de prioridad (asi para el primer nivel el peso es
mucho mayor que para el segundo, etc.). En general, este planteamiento, ademas de
ser l6gicamente incorrecto, puede llevar a obtener soluciones que difieran mucho de
las que se obtendrian con el modelo lexicogréfico, y por lo tanto, si se intenta
razonar sobre ellas como si fueran soluciones del modelo lexicografico, a

conclusiones claramente incorrectas.
Problemas derivados de la omision de una variable de desviacion

Otros de los problemas que han surgido en la aplicacion, o mejor dicho, en la
incorrecta aplicacion de la programacion por metas, han sido los derivados por no
incluir una variable de desviacion. En ocasiones, se ha prescindido de la variable de
desviacion que no es considerada, por ejemplo, si se desea que un atributo sea
superior a un nivel de aspiracion, la variable no deseada es la de holgura al nivel de

aspiracion, n, sin embargo de la otra variable, la de exceso p, no se considera en el

objetivo. Obsérvese que prescindir de ella implica que el atributo no pueda tomar
valores superiores al nivel de aspiracion, sélo inferiores (no deseados) o igual, lo
que restringe el espacio de soluciones, eliminando del espacio de objetivos toda la
region en que el atributo sea superior. Por lo tanto, la variable de desviacion que no
es la no deseada, también debe aparecer en el modelo o formular la meta como una
desigualdad y no una igualdad. Ante el riesgo que puede presentar esta ultima
formulacion, se aconseja mantener ambas variables con la formulacion l6gica

clasica de las metas, ademas de que, en general, no incluirlas no conlleva una
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mejora computacional (los métodos de resolucion suelen afiadir una variable en las

desigualdades como primera medida).
Problemas derivados de la inclusién de metas con dos lados innecesariamente

Las metas con dos lados no deseados son menos habituales que las de un solo lado,
ya que es raro que un decisor desee el logro exacto de una meta mas que superar, 0
no hacerlo, un determinado nivel. Incluir entre las no deseadas una desviacion que
no lo es, puede llevar a obtener soluciones subdptimas. Es claro, que hay que tener
un especial cuidado en identificar cuales son las variables de desviacién no

deseadas.

Incompatibilidad entre ordenaciones lexicogréaficas y la existencia de una funcion de
utilidad

Una de las criticas mas fuertes al modelo lexicogréafico ha sido su incompatibilidad
con una funcioén de utilidad del decisor. Esta incompatibilidad demostrada, que aqui
no se niega, se deriva de la incompatibilidad con uno de los axiomas que se atribuye
a una funcién de utilidad. Los axiomas que se supone que deben ser cumplidos por
una funcién de utilidad son comparabilidad, reflexividad, transitividad y
continuidad. De ellos, el que resulta incompatible con las ordenaciones
lexicogréficas es el de la continuidad. Segun este axioma, los conjuntos de nivel de
la funcion de utilidad son superficies continuas, es decir, dada una combinacién de
dos elecciones posibles de un decisor, siempre se podra reducir la cantidad de una
eleccidn encontrando un incremento de la otra eleccion que compense exactamente
la reduccién. Es facil comprobar que en las metas lexicograficas los conjuntos de
nivel o superficies de indiferencia estdn formadas por un Unico punto (ver estos
conjuntos como interseccion del conjunto mejor y el peor respecto a un punto), por
lo tanto, no es posible obtener el mismo valor con dos puntos distintos, lo que
supone que no se cumple el axioma. Sin embargo, la continuidad de las preferencias
dista mucho de ser un hecho, ni tan siquiera una hipotesis corroborada de forma
empirica. Es tan s6lo una hipdtesis necesaria para axiomatizar la teoria neoclasica
del consumo y asegurar la existencia de un equilibrio competitivo. Es mas, hay

situaciones en las que suponer vélido este axioma puede ser un disparate; por
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ejemplo, supdngase un problema de planificacion forestal donde se tienen en cuenta
varios criterios, por ejemplo, uno econémico que fuera la produccion de madera y
otro que fuera un indice que mida el riesgo de colapso ecoldgico del bosque. En este
caso el supuesto de continuidad diria que siempre existe un incremento en el
volumen de madera producida que compense un incremento del riesgo de colapso
del bosque, por alto que éste sea, lo que puede ser un auténtico disparate. Es obvio,
que en este caso y en otros muchos, las preferencias no son continuas y por lo tanto
no existe una funcion de utilidad para representarlas. Es decir, no es absolutamente
necesario aceptar la continuidad de las preferencias para poder representar el

problema de decision.

Posible ineficiencia paretiana de la solucion obtenida por metas, y forma de

resolverlo

La programacion por metas no estd pensada para obtener soluciones eficientes sino
para obtener soluciones satisfacientes. En este sentido, es posible que la solucién de
un modelo de programacion por metas no sea eficiente. Para ello, lo que tiene que
pasar es que haya Optimos alternativos del problema de metas ponderadas o del
altimo nivel de metas lexicograficos (esta condicidon es necesaria aunque no es
suficiente). Para algunos autores es un gran inconveniente, pero no ha de olvidarse
que el objetivo de la programacién por metas, como ya se ha dicho, no es obtener
soluciones eficientes sino satisfacientes. Para comprobar si una soluciéon obtenida
mediante programacion por metas es eficiente, se fijan los valores de las variables
de desviacion no deseadas obtenidos, y se maximizan las variables opuestas; si la
solucion no cambia, es que la solucion es eficiente, mientras que si varia, la nueva
solucion sera una solucion eficiente con los mismos valores de las variables no
deseadas. Existe un test propuesto por Hannan (1980) que permite a partir de una
solucion obtenida por metas, obtener todas las soluciones eficientes que tienen el
mismo valor de las variables de desviacion no deseadas. Este test consiste en aplicar
la técnicas multiobjetivo a un problema que sea el original pero incluyendo los
valores de las variables de desviacion (tanto las deseadas como las no deseadas)

obtenidas previamente mediante programacion por metas. Asi si una meta es que X
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sea al menos 5, y al resolverlo por metas se ha obtenido n, =0, p, =1, se formularia

una restriccion para el test de Hannan que fuera: x, >5-n +p, =5-0+1=6..

Graficamente, si Z es el punto obtenido por programacion por metas, toda la zona
rayada son puntos mejores, y Z1y Z2 serian puntos eficientes mejores que Z y todas

las combinaciones lineales convexas de ellos también:

n

De aqui se deriva un procedimiento para resolver modelos de programacion por

metas si se desea que ademas la solucion sea eficiente:

1) Resolver el modelo de metas inicial. Si no hay optimos alternativos la solucion

es eficiente, en otro caso ir al paso 2.

2) Si se desea una unica solucion eficiente ir a 3, si se desea explorar un conjunto

de soluciones eficientes ir a 4.

3) Maximizar la suma de las variables desviacionales opuestas sin empeorar los

valores alcanzados. La solucién seré eficiente

4) Transformar el modelo de metas en uno multiobjetivo con el procedimiento de
Hannan para obtener todos los puntos eficientes del correspondiente modelo de

metas.
El concepto de meta redundante y repercusion en las metas lexicogréaficas

El concepto de metas redundante puede surgir tanto en metas ponderadas como en
lexicograficas, aunque con distinto sentido. Asi en metas ponderadas puede surgir
porque se plantee una meta inalcanzable y las deméas de modo pesimista, con lo que
el problema puede desviarse hacia la meta inalcanzable olvidando las demas. Sin

embargo, donde es mas relevante y claro este concepto es en las metas
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lexicograficas, ya que si en un determinado nivel de prioridad se llega a un Unico
Optimo, todas las metas incluidas en niveles inferiores son un mero ornamento, ya
que no pueden variar la solucion. Se define como meta redundante aquella cuya
omisién no influye en el resultado. La existencia de metas redundantes puede darse

principalmente por tres causas:

0 Una excesiva priorizacion de las metas, es decir, una agrupacion en un nimero

excesivamente elevado de niveles de prioridad

0 Ser excesivamente optimista, fijando los niveles de aspiracién muy proximos al

ideal del atributo.

0 Incluir muchas metas con dos lados, obligando a la minimizacion de ambas

variables de desviacion.

Cuando se da la redundancia es interesante saber en qué nivel de prioridad se ha
dado, y si parece oportuno, replantear el problema. El replanteamiento puede
hacerse redefiniendo los niveles de aspiracion de las metas anteriores o viendo si
se han incluido metas de dos lados innecesariamente, o agrupando en distintos
niveles (por ejemplo, se puede plantear un ultimo nivel con la Gltima meta no
redundante ponderada para darle mas importancia y las restantes metas, las que

resultaron redundantes, con ponderacién menor).

V1.3.3. Obtencién de preferencias mediante programacion

por metas

Dentro de los métodos de decision multicriterio discretos, Saaty en 1977 introdujo el
método AHP (procesos analiticos jerarquizados) que tuvo un gran impacto teérico y
aplicado. En el caso que nos ocupa, nos centramos no en el método sino en la
metodologia para obtener preferencias entre criterios (ponderaciones) o preferencias
entre los atributos que incluye Saaty en su método, aunque ya se habia establecido

antes: la comparacion por pares.

Hay algunas formas mas sencillas de obtener los pesos, como es pedirle al decisor
que clasifique los criterios por orden de importancia, de modo que si hay n criterios, al
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mas importante le asigne el valor 1 y al menos importante el valor n; a continuacion,
con el fin de que la suma de los pesos sea 1 se le asigna al criterio en posicion j-ésima el

peso W; =—— o el peso W; =—————. El problema de este método es que no

i 2. (n=r+D)

i=1
tiene en cuenta la diferencia de importancia entre criterios, es decir, cuanto mas

importante es uno que el siguientes.

Para evitarlo Saaty propone otro método que consiste en comparar los criterios por
parejas, de modo que se asigne un 1 si ambos son de la misma importancia, un 3 si hay
una moderada importancia de un criterio respecto a otro, un 7 si hay una demostrada
importancia y un 9 si hay extrema importancia. Con ello se forma una matriz cuadrada

a; que valora la importancia del criterio i respecto al j. Si la importancia de un criterio

respecto a otro es a;, a la inversa sera 1/4a; . Obtenida esta matriz, se busca un vector

de pesos para los criterios que sea solucion del sistema W—'= a., 0 lo que es lo mismo

ij?
j
W, =a;W,;. Lamentablemente, ese sisttma no suele tener solucion dadas las normales

inconsistencias del decisor y hay que buscar los que méas se aproximen, por ejemplo,
con la programacién por metas vista en la seccion anterior (planteando las restricciones

meta W, —a;W,; +n; — p; =0 y penalizando ambas variables de desviacion).

Aunque no puede hablarse de cual es el mejor método para estimar pesos
preferenciales, siempre que la situacion lo permita parecen tener mas solidez los

métodos propuestos por Saaty que los anteriores.

Supdngase que se quiere elegir el trazado de una autopista, supdngase que el centro

decisor ha emitido sus juicios de valor obteniendo la siguiente matriz de comparaciones.

Coste | Impacto Medioambiental | Tiempo ejecucion
Coste 1 2 5
Impacto Medioambiental 1/2 1 3
Tiempo ejecucién 1/5 1/3 1
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A partir de esta matriz se buscan los pesos preferenciales de los criterios resolviendo
el siguiente problema donde se han introducido las variables de desviacion para

resolverlo (ver la seccién VI1.3.2):

min > (n,+ p)

W, —2W, +n, —p, =0 w, =1/2w, +n,, — p, =0
W, —5W, +n,; — p, =0 w, —1/5wW, +n, — p;; =0
W, —3W, +N,; — P,; =0 w, —1/3w, +n,, — p,, =0
W, +W, +W, =1

La solucion obtenida es (w;,w,,w,)=(.588,.294,.118), siendo las variables de
desviaciones n, =N, =N, =N, =N,, = P, = Pi3 = P,; = P =0, N, =0.06, p,, =0.02.

Esta misma estrategia puede utilizarse para comparar alternativas (numéricas o no) y

asignarles un valor numeérico de preferencias.
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PROBLEMA 1

V1.5. Ejemplos y Problemas

METODOS DE OPTIMIZACION

Se presenta una planificacion eléctrica muy simplificada de un pais. Se supone una

demanda eléctrica anual de 150000 GWh, que puede ser satisfecha mediante el empleo

de las siguientes fuentes de energia: carbon, energia nuclear, gas natural, energia edlica,

biomasa procedente de cultivos energéticos, y energia hidraulica. Se desea que tanto el

coste de generacion, asi como las emisiones de CO2 producidas sean minimas.

Las posibilidades de utilizacion de cada una de las opciones estan determinadas por

el potencial existente, o por condicionantes de otro tipo, que se detallan a continuacion:

o la energia nuclear esta sujeta a una moratoria que impide la expansion de la

potencia instalada, con una produccién anual de 53000 GWh.

o0 respecto al gas natural, la produccién potencial seria de 12.845 GWh.

o el potencial de la energia e6lica ha sido evaluado en unos 2.000 MW, que, para

una utilizacion media de 2.500 h, produciria un méximo de 5.000 GWh.

o los recursos de biomasa para produccion energética han sido estimados en 22

Mtep, que equivaldrian a unos 40000 GWh de produccion eléctrica.

0 por ultimo, se supone un potencial hidraulico de 31.755 GWh.

Toda la demanda debe ser satisfecha con estas opciones, sin tener en cuenta otras

como fuel-oil, energia solar... La tabla 1 muestra los costes de generacién y emisiones
de CO2 de las opciones consideradas, referidos al kwh generado 1GWh= 10°kWh

Tabla 1. Costes y emisiones de CO- de la generacion eléctrica

Fuentes de energia Coste (c€/kWh) Emisiones de CO2 (g/kWh)
Carbon 5,85 1015

Nuclear 8,24 -

Gas natural 5,00 401

Edlica 9,00 -

Biomasa 12,00 -

Hidraulica 6,00 -
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Analizar el problema, obteniendo la matriz de pagos, la frontera de Pareto, la mejor

solucion compromiso suponiendo igualdad de preferencias, y la solucion por metas,

planteando como niveles de aspiracion un 125% de los respectivos ideales.

PROBLEMA 2

Un particular desea construir un chalet. A efectos de planificacion ha considerado las

siguientes actividades, con sus duraciones, y mano de obra por actividad:

Compra de terrenos 12 dias | 2 trabajadores
Planos del edificio y parcela 6 dias | 4 trabajadores
Autorizacién municipal para construir 5dias | 1 trabajador
Financiacion de la construccion 7 dias | 2 trabajadores
Cimientos del edificio 9 dias | 10 trabajadores
Cavar zanjas alcantarillado de la parcela 8 dias | 5 trabajadores
Colocar tuberias de alcantarillado 12 dias | 5 trabajadores
Rellenar zanjas 4 dias | 5 trabajadores
Construccion de la estructura de la casa 20 dias | 10 trabajadores
Tabicado 5dias | 5 trabajadores
Instalacion eléctrica 6 dias | 5 trabajadores
Conexion  desagiies del edificio de|2dias |5 trabajadores
alcantarillado

Instalacién fontaneria 5dias | 5 trabajadores
Solado de la casa 4 dias | 10 trabajadores
Pintura 3 dias | 5 trabajadores
Pavimentacion exteriores y ajardinamiento | 27 dias | 5 trabajadores
Cédula de habitabilidad 2 dias | 1 trabajador

Entre estas actividades existen las siguientes relaciones de precedencia:

Ay B precedenaCyD

| precede a J

DyCprecedenaEyF

JprecedeaKyal

E precede a |

Ky M precedenaNy O

F precede a G

L precede a M

G precede a H

Ny O preceden a Q
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H precedealL yaP

Supdngase ahora que los tiempos sefialados en la tabla son fijos, pero que podrian
acelerarse las ejecuciones de las actividades hasta un méximo de dos dias, excepto L y
Q que solo admiten un maximo de un dia. Los costes de acelerar un dia el tiempo de

ejecucion de una actividad son los siguientes:

A C,ByG 6000€ K,O,H 12000€
D,FE 8000€
LJ L, Q 10000€ M, N, P 5000€

Analizar el problema, obteniendo la matriz de pagos, la frontera de Pareto, la mejor
solucion compromiso suponiendo igualdad de preferencias, y la solucion por metas,

planteando como niveles de aspiracion 60 dias de tiempo, y un coste de 50000€.

Nota: El siguiente modelo sirve para representar las precedencias y las reducciones de
tiempo en la duracién de las tareas, y obtener el tiempo del proyecto y el coste.

DI, : duracién inicial tarea i t+Dl-n<t; V(i j)eP

R : maxima reduccion de duracion tareai |G tDli—f st Viel

C, : coste unitario reduccion tarea i H<R Viel
t.: variable instante inicio tarea i =0 Viel
r. : variable reduccion aplicada a tarea i Tiempo: it

tt: tiempo total de ejecucion del proyecto | Coste: Zciﬁ

V1.6. Resultados de los ejemplos y problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

El modelo que representa la region factible es el siguiente:
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Xe+ X, + X5+ X + X + X, =150000

XH

<31755

X, < 40000
X . <5000
X, <12845

><N

<53000

X, >0 Vi

Y las expresiones de los dos criterios (Coste y Emisiones), expresados en c€/kWh 'y

g/kWh (para ello basta dividir por la produccion total), son las siguientes:

Coste:

Emisiones :

siendo la matriz de pagos:

5,85X. +8,24X +5X; +9X +12X; +6X,

1015X . +401X

150000

Matriz de pagos

Coste

Emisiones

150000

Coste

5,777
8,398

Emisiones

962,421
84,413

Por el procedimiento de ponderaciones la tabla para obtener la frontera de Pareto es:

Lambda Agregado

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1

0

0,1
0,2
0,3
0,3347
0,3406
0,3094
0,2351
0,1608
0,0865
0

Coste
8,3984
8,3984
8,3984
8,3984
6,7584
6,6534
5,8089
5,8089
5,8089
5,8089
5,7772

y el grafico obtenido:
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Emisiones
84,4123
84,4123
84,4123
84,4123

355,0789
388,9123
747,5456
747,5456
747,5456
747,5456
962,4211

C
7400
7400
7400
7400
47400
52400
105400
105400
105400
105400
137155

N
53000
53000
53000
53000
53000
53000

0

o O O O

G
12845
12845
12845
12845
12845
12845
12845
12845
12845
12845
12845

E
5000
5000
5000
5000
5000

o O O O o o

B
40000
40000
40000
40000

OO O O O o o o

H
31755
31755
31755
31755
31755
31755
31755
31755
31755
31755
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0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
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1000 ~

Frontera de Pareto

S 800

E% 600 \

»‘é 202 —,

5 6 6 0
Coste (c€/kWh)
La tabla mediante las e-restricciones es:
Tabla resultados
Coste Emisiones C N G E B

8,3984 84,4123 7400 53000 12845 5000 40000
7,8664 172,2132 20375,5 53000 12845 5000 27024,5
7,3344  260,0141 333501 53000 12845 5000 14049
6,8024 347,8149 46326,5 53000 12845 5000 1073,5
6,5434 435,6158 59302 46098 12845 0 0
6,3367 523,4167 72277,5 331225 12845 0 0
6,1299 611,2176 85253 20147 12845 0 0
5,9232 699,0185 982285 71715 12845 0 0
5,8031 786,8193 111204 0 12845 0 0
5,7902 874,6202 124179,5 0 12845 0 0
57772 962,4211 137155 0 12845 0 0

1

y el gréfico obtenido:

H
31755
31755
31755
31755
31755
31755
31755
31755
25951

12975,5
0

Emisiones (g/kWh)

1000 +
800
600
400
200

Fronterade Pareto

7

7,5

Coste (c€/kWh)
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Para buscar la mejor solucion compromiso, primero lo hacemos con la métrica L1,
normalizando la distancia al ideal de los criterios, y agregado de forma lineal en un
objetivo en que multiplicamos por 0,5 cada una de esas distancias (dado que dice que se
considere igualdad de preferencias). Con ello, obtenemos la solucién:

C N G E B H
52400 53000 12845 0 0 31755

con los siguientes valores de ambos criterios:

Coste 6,65343333
Emisiones 388,9123

Respecto a utilizar la distancia Tchebychev, en la siguiente hoja del archivo se

encuentra el modelo y la solucidn, observandose que la solucién es la misma.

Por ultimo, aplicamos la programacién por metas con un 125% respecto al ideal
para ambos criterios, 1o que supone un nivel de aspiracion para el coste de 7,22 c€/kWh
y para las emisiones de 106 g/kWh. Suponemos preferencias iguales como en el caso
compromiso. Por otra parte, podemos hacerlo mediante metas ponderadas o
Tchebychev. Se tiene la solucion por metas ponderadas:

C N G E B H
10590,3005 53000 12845 5000 36809,6995 31755

Cuyo coste y emisiones son:

Coste 8,26763101

Emisiones 106
siendo las desviaciones

n p
Desviaciones coste 0 1,04763102

Desviaciones emisiones 0 0

Como puede observarse, se cumple la meta de emisiones, y para esa meta se obtiene el

coste correspondiente.

Sin embargo, si aplicamos las metas Tchebychev la solucién es:

C N G E B H
12677,6333 53000 12845 5000 34722,3667 31755

con coste y emisiones
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Coste 8,18205037
Emisiones 120,124285

y desviaciones

n p
Desviaciones coste 0 0,96205037
Desviaciones emisiones 0 14,1242852

que suponen para ambos criterios un incumplimiento respecto al nivel de aspiracion de
un 13%.

RESULTADO DEL PROBLEMA 2
El modelo que se ha utilizado es el descrito en la nota del enunciado:
t+Dli-r<t, V(i,j)eP

DI, : duracion inicial tarea i
R : maxima reduccion de duracion tareai |G tDli—f st Viel

C, : coste unitario reduccion tarea i <R Viel
t. : variable instante inicio tarea i 20  Viel
r. . variable reduccion aplicada a tarea i Tiempo: it

tt: tiempo total de ejecucion del proyecto | Coste: ZCiri

En primer lugar se obtiene la matriz de pagos (el coste se introduce en miles de
euros para que sean unidades semejantes al tiempo). Hay que tener cuidado en los

resultados del anti-ideal, puesto que pueden ser peores de los realmente alcanzablees:

Matriz  de
agos
Tie Coste
mpo  |(k€)
Tiempo 58 116
Coste (k€) 70 0

El coste 0 se obtiene sin ninguna reduccion, dando una duracion de 70 dias.
Mientras que para una duracion de 58 dias, coste 116.000 euros, las reducciones son:

A B C€C D E F G H I J K L M N O P Q
r 2 0 0 2 2 2 2 2 0 0 o0 O 1 1 0 2 0

La frontera de Pareto la obtenemos a continuacién mediante ponderaciones

obteniendo la siguiente tabla y el siguiente grafico:

Tabla
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resultados
La Agre Tie C Reduccio
mbda gado oste nes
0 0 70 0
0,1 0,1 70 0
0,2 0,2 70 0
0,3 0,3 70 0
0,375 3
0,4 86 64 4 A G,P2
0,382 5 A, DG, P
0,5 18 62 02
0,362 7 A, D, F, M,
0,6 07 60 6G,P 2 N1
1 A, D, E F, G, H,
0,7 0,3 58 16P 2 N 1
1
0,8 0,2 58 16
1
0,9 0,1 58 16
1
1 0 58 16
Frontera de Pareto
120
100 \\
o 90 —~_
g 60
(@) 40 \
20 \
0 T T T T T \’
55 57 59 61 63 65 67 69
Tiempo

Si lo hacemos mediante las e-restricciones la tabla y el grafico resultan:
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Tabla resultados

Lambda Tiempo Coste
0 70 0

0,1 67,7333 11,6

0,2 65,8 23,2

0,3 63,9 34,8

0,4 62,45 46,4

04/02/2023



METODOS DE OPTIMIZACION

0,5 61,3846 58
0,6 60,4923 69,6
0,7 59,74 81,2
0,8 59,16 92,8
0,9 58,58 104,4
1 58 116
Frontera de Pareto
120
100
o 80
2 60
© 40
20
0 T T T T T T :
55 57 59 61 63 65 67 69
Tiempo

A la hora de elegir un punto de esta frontera como solucién, aplicamos la
programacién compromiso. Si se aplica con la métrica L1 y suponiendo igualdad de
preferencias sobre los criterios (aunque normalizados con el ideal y anti-ideal), se tiene:

Tiempo 62 0,33333
Coste (miles de euros) 50 0,43103

aplicando las siguientes reducciones: A, D, G, P 2 dias

Si utilizamos la norma infinito o Tchebychev el resultado es:

Tiempo 62,6415 0,38679
Coste (miles de euros) 44,8679 0,38679
aplicando las siguientes reducciones: A, G, P 2 dias y D 1,3585 dias.

Si cambiamos el enfoque y olvidamos la frontera de Pareto para plantear niveles
de aspiracion de los criterios y sus respectivas metas, el modelo de programacion por
metas ponderadas con niveles de 60 dias de duracion y 50.000 euros, e igualdad de
preferencias da el siguiente resultado:

Tiempo 62

Coste (miles de euros) 50
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que cumple la meta del coste pero no la del tiempo, con reducciones: A, D, G, P 2 dias.

Si utilizamos las metas Tchebychev se tiene:

Tiempo 61,8795
Coste (miles de euros) 51,5663

que incumple ambas metas, en un 3,1% respecto a su nivel de aspiracion, con las
reducciones: A, D, G, P 2 diasy F y M 0,1205 dias.
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