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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

l. Optimizacion

I.1. Investigacion operativa y optimizacion

“In the last decade, new advances in algorithms have been as important as the

impressive advances in computer technology” George L. Nemhauser (1994).

“The technology improvements in algorithms, modeling languages, software, and
hardware have made the methodology accessible, easy to use, and fast. So the Age of

Optimization has arrived” George L. Nemhauser (1994).

Definir el término investigacion operativa (operations research en inglés de USA u
operational research en inglés de UK) no es una tarea facil ya que su evolucién
permanente hace que sea dificil dar con precision una definicion. La investigacion
operativa se puede definir como la aplicacion de métodos cientificos en la mejora de la
efectividad en las operaciones, decisiones y gestion, ver [Robinson, 1999] o como la
ciencia de aplicar los recursos disponibles para conseguir la satisfaccion éptima de un
objetivo especifico deseado. Otra definicidn mas extensa es la siguiente: la investigacion
operativa es la aplicacion, por grupos interdisciplinarios, del método cientifico a los
problemas complejos producidos en la direccion y gestion de grandes sistemas de
hombres, maquinas, etc. La principal caracteristica consiste en construir un modelo
cientifico del sistema del cual se pueden predecir y comparar los resultados de diversas
estrategias, decisiones, incorporando medidas del azar y del riesgo. El objetivo es ayudar
a los responsables a determinar su politica y actuaciones en forma cientifica. En este
sentido también se pueden utilizar como sinGnimos management science o analisis de las

decisiones.

Los profesionales de la investigacion operativa colaboran con los decisores en el

disefio y mejora de las operaciones y decisiones, resuelven problemas y ayudan en las
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| OPTIMIZACION

funciones de gestion, planificacion o prediccion, aportan conocimiento y ayuda en latoma
de decisiones. Aplican las técnicas cientificas mas adecuadas seleccionadas de la
matematica, ingenieria o cualquier ciencia social o de administracién de empresas. Su
trabajo normalmente consiste en recoger y analizar datos, desarrollar y probar modelos
matematicos, proponer soluciones o recomendaciones, interpretar la informacion y, en
definitiva, ayudar a implantar acciones de mejora. Como resultado desarrollan e

implantan aplicaciones informaticas, sistemas, servicios técnicos o productos.

La investigacion operativa tiene sus origenes en la Segunda Guerra Mundial, debido
a la necesidad urgente de asignacion de recursos escasos en las operaciones militares, en
problemas tacticos y estratégicos. Estas mismas técnicas se han extendido con

posterioridad a las empresas.

Disciplinas tipicas de la investigacion operativa son la optimizacidn con sus maltiples
sabores (lineal, no lineal, entera, estocastica, multiobjetivo), teoria de la decision y de
juegos, teoria de colas y simulacion, teoria de grafos o flujos de redes. Otras disciplinas
como algoritmos metaheuristicos y logica borrosa, redes neuronales artificiales,
reconocimiento de patrones y otras técnicas de inteligencia artificial, aunque
conceptualmente se encuadran dentro de la investigacion operativa, habitualmente se
estudian dentro de otras disciplinas ligadas a la ingenieria informéatica como la
inteligencia artificial. Los contenidos de algunas de estas ultimas disciplinas también

estdn muy ligados a la estadistica.

La optimizacion es una parte relevante dentro de la investigacion operativa. Tuvo un
progreso algoritmico inicial muy rapido. Muchas técnicas —programacion lineal (linear
programming) LP, programacién dinamica (dynamic programming) DP- son anteriores

a 1960. Por ejemplo, el método Simplex' de programacion lineal debido a Dantzig: es de

L En castellano la traduccidn de esta palabra es simplice pero no es habitual su uso para denominar este

método de optimizacion lineal.

2 En http://www.e-optimization.com/directory/trailblazers/dantzig/ se puede encontrar un resumen de
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

1947, el principio de optimalidad de Bellman base de la programacion dinamica se
formuld en 1957. En la Gltima década se han producido avances significativos generados
por el desarrollo en 1984 por parte de Karmarkar de un método de punto interior para
programacion lineal. Por ejemplo, en una nota técnica de ILOG se presenta que desde su
optimizador CPLEX 3.0 en 1994 a CPLEX 7.0 en 2000 la reduccion de tiempo de
resolucion ha sido de 28 veces en el método simplex dual para un problema lineal
concreto. Para otro caso se observa una mejora global, de software y algoritmica, de
10000 veces entre la version de CPLEX 1.0 de 1988 y la 7.0 del 2000. Como referencia,
se estima que la mejora en el rendimiento del hardware ha sido del mismo orden de
magnitud. Si tomamos conjuntamente ambas mejoras hoy se pueden resolver problemas
en segundos que habrian tardado afios en ser resueltos hace una docena de afios. Estos
avances han sido tan importantes como los realizados en el campo de la informaética,
segun la opinion de George L. Nemhauser uno de los expertos actuales en programacién
entera, y se han producido acompasadamente con ellos. Hoy es posible resolver un
problema LP de 200000 ecuaciones con 200000 variables y 1000000 de elementos no
nulos en la matriz de restricciones en un PC con suficiente memoria principal.
Aproximadamente, para un problema LP se puede decir que se requiere 1 MB de memoria
principal por cada 1000 ecuaciones.

El estilo de este documento es eminentemente aplicado, practico, ingenieril, a caballo
entre una vision matematica de los problemas y de los algoritmos y la vision econémica
o de gestion empresarial de algunas de sus aplicaciones. Este documento trata de explicar
suficientemente los fundamentos matematicos como para permitir desarrollar
aplicaciones de optimizacion de manera rigurosa y precisa. Al mismo tiempo, se

presentan algunas aplicaciones a problemas concretos de ingenieria.

Al final del capitulo se citan algunos libros generales o de referencia de investigacion
operativa que pueden servir de consulta 0 como texto para un nivel de pregrado y
postgrado. Luego, en cada capitulo se indican ademas referencias especificas de los
diferentes temas. Dentro de los libros generales, [Hillier y Lieberman, 2002] es un libro
clasico de investigacion operativa muy ampliamente utilizado que compendia numerosos

temas y tiene una orientacion ingenieril. [Taha, 1998] presenta los temas con una

£
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| OPTIMIZACION

orientacion mas matematica mientras que [Winston, 1994] los presenta con una
perspectiva mas de administracion de empresas. [Sarabia, 1996] da una base teérica
suficiente para poder resolver una coleccion de problemas relacionados con el temario de

investigacion operativa.

Entre las revistas principales que tratan sobre optimizacion se pueden incluir:
Interfaces, Operations Research, Management Science, European Journal of
Operational Research, Mathematics of Operations Research, OR/MS Today,
Mathematical Programming, INFORMS Journal on Computing, Journal of the
Operational Research Society, Omega, Journal of Optimization Theory and Applications,
Transportation Science, Transportation Research. Existe una enciclopedia de
investigacion operativa que puede servir como consulta inicial y referencia de un tema
especifico, ver [Gass, 2001]. Ademas se puede encontrar informacion sobre los temas de
investigacion operativa en las direcciones de la Sociedad Espafiola de Estadistica e
Investigacion Operativa (SEIO) (www.seio.es), de la Association of European

Operational Research Societies (EURO) (www.euro-online.org), de la International

Federation of Operational Research Societies (IFORS) (www.ifors.org) y del Institute

for Operations Research and the Management Sciences (INFORMS) (www.informs.org).

La optimizacion consiste en la seleccion de una alternativa mejor, en algun sentido,
que las demaés alternativas posibles. Es un concepto inherente a toda la investigacion
operativa. Sin embargo, determinadas técnicas propias de la investigacion operativa se
recogen bajo el nombre de optimizacion o programacion matemaética, en los que se

plantean modelos que se componen generalmente de estos tres ingredientes:
e funcion objetivo

Es la medida cuantitativa del funcionamiento del sistema que se desea optimizar
(maximizar o minimizar). Como ejemplo de funciones objetivo se pueden mencionar:
la minimizacion de los costes variables de operacion de un sistema eléctrico, la
maximizacion de los beneficios netos de venta de ciertos productos, la minimizacion
del cuadrado de las desviaciones con respecto a unos valores observados, la

minimizacion del material utilizado para fabricarn de un producto, etc.

—
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

e variables

Representan las decisiones que se pueden tomar para afectar el valor de la funcién
objetivo. Desde un punto de vista funcional se pueden clasificar en variables
independientes o principales o de control y variables dependientes o auxiliares o de
estado, aunque matematicamente todas son iguales. En el caso de un sistema eléctrico
seran los valores de produccion de los grupos de generacion o los flujos por las lineas.
En el caso de la venta, la cantidad de cada producto fabricado y vendido. En el caso

de la fabricacidn de un producto, sus dimensiones fisicas.
e restricciones

Representan el conjunto de relaciones (expresadas mediante ecuaciones e
inecuaciones) que ciertas variables estan obligadas a satisfacer. Por ejemplo, las
potencias maxima y minima de operacién de un grupo de generacion, la capacidad de
produccién de la fabrica para los diferentes productos, las dimensiones del material

bruto del producto, etc.

Resolver un problema de optimizacion consiste en encontrar el valor que deben tomar
las variables para hacer optima la funcidén objetivo satisfaciendo el conjunto de

restricciones.

Los métodos de optimizacion los podemos clasificar en: métodos clasicos (que son
los algoritmos que habitualmente se explican en los libros de optimizacion) y métodos
metaheuristicos (que aparecieron ligados a lo que se denomind inteligencia artificial e
imitan fendmenos sencillos observados en la naturaleza). Dentro de los primeros se
encuentra la optimizacion lineal, lineal entera mixta, no lineal, estocastica, dinamica, etc.
que se explican en el documento. En el segundo grupo se incluyen los algoritmos
evolutivos (genéticos entre otros), el método del recocido simulado (simulated
annealing), las busquedas heuristicas (método tabd, busqueda aleatoria, avariciosa, etc.)
o los sistemas multiagente. De forma muy general y aproximada se puede decir que los
métodos clasicos buscan y garantizan un Optimo local mientras que los métodos
metaheuristicos tienen mecanismos especificos para alcanzar un optimo global aunque

no garantizan su alcance.
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| OPTIMIZACION

En la siguiente tabla se muestran las expresiones matematicas generales de algunos
tipos de problemas de optimizacion dentro de los métodos clasicos. Los problemas se
distinguen por el caracter de las funciones que intervienen (lineales o no lineales) y de las

variables (reales/continuas o enteras/discretas).

Programacion lineal minc’ x

(linear programming) A; —b

LP x>0
xeR",ceR", AcR™ beR"

Programacion lineal entera mixta minc'x+d"y

(mixed integer programming) Ax+By =b

MIP X,y>0

xeZ",yeR' ceR",deR'
AcR™ BeR™ beR"

Programacion cuadratica S
_ ) minc’ x+—x Qx
(quadratic programming) X 2

QP Ax=Db

x>0
xeR",ceR", Ac R™"
QeR™ beR"

Programacion no lineal min f (x)

(non linear programming) ng) -0

NLP h(x) <0
I<x<u
f:R" >R
g,h:R" > R"

Existen decisiones que no pueden ser representadas de forma adecuada mediante
variables continuas. Por ejemplo, las decisiones de inversion son variables discretas (por
ejemplo, planificacion de la expansion de la generacién o de la red, adquisicion de
equipos singulares, contratacion de personas) o binarias (como localizacion de plantas o
almacenes). Los problemas lineales con variables enteras se pueden clasificar en:

programacion entera pura PIP (pure integer programming) si todas las variables son
@@ Universidad

4 Complutense
Wﬁi' Madrid 08/01,/2019
i3




PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

enteras, programacion entera binaria BIP (binary integer programming) si todas son

binarias o programacion lineal entera mixta MIP (mixed integer programming) si algunas

son enteras o binarias y el resto continuas.

Un caso particular, pero muy frecuente, de variables enteras son las variables binarias

(0/1), ya que permiten modelar condiciones de asignacion o condiciones l6gicas. Por otra

parte, toda variable entera X se puede expresar como suma de variables binarias y,, donde

X= 2202‘ y, siendo u una cota superior de X, 0<x<u, Yy estando u comprendida en

el intervalo 2" <u< 2",

Existen algunos tipos de problemas de optimizacion que alteran ligeramente este

esquema:

sistemas de ecuaciones lineales — no lineales

No existe una funcion objetivo como tal. Unicamente interesa encontrar una solucion

factible a un problema con un conjunto de restricciones.
optimizacién sin restricciones

Se trata de encontrar el conjunto de valores de las variables que determinan el
minimo/méaximo de una funcién. Algunas de las técnicas que se veran en

programacion no lineal son para optimizacion sin restricciones.
optimizacién multiobjetivo

Existe méas de una funcién objetivo. El problema que se plantea es cdmo tratar varias
funciones objetivo a la vez, teniendo en cuenta que el 6ptimo para un objetivo no lo
es para otro, son objetivos en conflicto entre si. Esta se enmarca dentro de lo que se
conoce de forma mas general como decision multicriterio (multicriteria decision
making MCDM).

La formulacion matematica de algunos problemas de optimizacién especiales por no

incluir alguno de los componentes se presenta en la siguiente tabla.

=, Universidad
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| OPTIMIZACION

Problema mixto complementario XF(x)=0
(mixed complementarity problem) xeR"
MCP F:R">R"

Optimizacion no lineal sin restricciones | min f (x)
X

f:R" >R
Ajuste no lineal minimo cuadratico
Programacion multiobjetivo min( f,(x),..., f, (X))
(multiobjective programming) A; -b
x>0
xeR",ceR", AcR™ beR"
f.(x):R" >R

1.2. Referencias

Gass, S.L. and Harris, C.M. (eds.) (2001) Encyclopedia of Operations Research and
Management Science. Centennial Edition. Kluwer Academic Publishers.

Hillier, F.S., Lieberman, G.J. (2002) Investigacion de Operaciones. 72 edicion. McGraw
Hill.

Robinson R. (1999) “Welcome to OR Territory” OR/MS Today pp. 40-43 August.
Sarabia, A. (1996) La Investigacion Operativa. Universidad Pontificia Comillas.
Taha, H.A. (1998) Investigacion de operaciones. Una introduccién. Prentice Hall.

Winston, W.L. (1994) Investigacion de Operaciones. Aplicaciones y Algoritmos. Grupo

Editorial Iberoamericana.
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

Il.Modelos de Programacién Matematica

11.1. Modelo y modelado

Modelo. Esquema tedrico, generalmente en forma matematica, de un sistema o de una
realidad compleja (por ejemplo, la evolucién econémica de un pais), que se elabora
para facilitar su comprensién y el estudio de su comportamiento. DICCIONARIO DE
LA LENGUA ESPANOLA. REAL ACADEMIA ESPANOLA.

Un modelo es una representacion matematica simplificada de una realidad compleja.
Modelar es la accion de construir un modelo, de encorsetar la realidad. Implica la relacion
entre dos figuras (no necesariamente encarnadas por personas nicas sino por equipos):
el modelador (encargado de la especificacion y desarrollo del modelo) y el experto sobre
la realidad (conocedor del problema real). La mayoria de las veces, el desarrollo de un
modelo puede involucrar a un equipo multidisciplinar compuesto por matematicos,
estadisticos, ingenieros, economistas, psiclogos, etc. que aportan diferentes perspectivas
y conocimiento en la representacion de la realidad. Un modelo debe equilibrar la
necesidad de contemplar todos los detalles con la factibilidad de encontrar técnicas de

solucién adecuadas.

Un modelo es, en definitiva, una herramienta de ayuda a la toma de decisiones. Por
esta razon, sus resultados deben ser inteligibles y dtiles. Modelar se puede entender
simultaneamente como ciencia y como arte. Es una ciencia pues se basa en un conjunto
de procesos estructurados: analisis y deteccion de las relaciones entre los datos,
establecimiento de suposiciones y aproximaciones en la representacion de los problemas,
desarrollo o uso de algoritmos especificos de solucién. Es un arte porque materializa una
vision o interpretacion de la realidad no siempre de manera univoca. Cada persona
imprime su estilo en el modelo mismo y en la especificacién, en el desarrollo y en la

documentacidn. Caracteristicas tales como elegancia o simplicidad pueden atribuirse a un

(TN
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Il MODELOS DE PROGRAMACION MATEMATICA

modelo. El desarrollo de un modelo es una creacién hecha con ayuda de ciencias basicas
0 herramientas de apoyo.

Entre los beneficios explicitos o implicitos, tanto para el modelador como para el
experto, derivados del proceso de modelado ademas del modelo en si mismo, se pueden

mencionar:

Ayuda a establecer un didlogo con intercambio de informacién entre el modelador y

el experto
e Organiza los datos, la informacion disponible sobre el sistema
e Organiza, estructura y mejora la comprension del sistema
e Internaliza la estructura organizativa de la empresa
e Permite compartir supuestos y resultados entre el modelador y el experto
e Proporciona un entorno agil para el anélisis y la sensibilidad
¢ Indica la direccion de mejora en las decisiones

En este capitulo se tratard exclusivamente de modelos de optimizacion, es decir,
aquellos donde existe un conjunto de variables de decision que deben
maximizar/minimizar una funcion objetivo sometidas a un conjunto de restricciones. Los
modelos de programacién lineal son mas utilizados que todos los otros tipos de
optimizacion juntos y abarcan cualquier tipo de actividad humana como micro y
macroeconomia, finanzas, marketing, economia de la energia, organizacion de la
produccion, planificacion de la operacion, seleccion de procesos, asignacion de tareas,
ingenieria quimica, forestal, agrénoma, comercio internacional, desarrollo econémico,
etc. Como referencias generales de modelado de problemas de optimizacién que se
pueden utilizar en la ensefianza de pregrado o postgrado cabe citar a [Schrage, 1997] y
[Williams, 1999].

2. Etapas en el desarrollo de un modelo

Las etapas que componen el ci

10 08/01/2019



PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

Identificacién del problema

Consiste en la recoleccion y andlisis de la informacion relevante para el problema, en
el intercambio de informacion entre el modelador y el experto, en establecer una relacion

simbiotica y una estrecha coordinacion entre ambos.

Los problemas reales suelen estar definidos en términos vagos e imprecisos. Se debe
hacer la tarea de traduccion o interpretacion en frases precisas, convertibles en ecuaciones
matematicas. En esta etapa se establecen y documentan los supuestos realizados que en

etapas posteriores deberan ser validados.

Esta etapa es fundamental para que las soluciones proporcionadas, las conclusiones
obtenidas sean Utiles, las decisiones adoptadas sean correctas. Los datos suelen ser vitales
para conseguir un realismo o aplicabilidad en las soluciones. A menudo representan el

cuello de botella del proceso de modelado.

Especificacion matemética y formulacion

Escritura matematica del problema de optimizacion, definiendo sus variables, sus
ecuaciones, su funcion objetivo, sus parametros. En esta etapa se analiza el tamafio del
problema, la estructura de la matriz de restricciones, su tipo (LP, MIP, NLP). Es una etapa
de creacién donde se debe prestar especial atencion a la precision en la formulaciéon y a
la escritura de las ecuaciones que describen el problema.

En LP la eleccion de una formulacion de un problema, aunque importante, no afecta
de manera significativa la resolucion del mismo. Sin embargo, en NLP o MIP la eleccién
de la formulacion es crucial. Pueden existir diversas alternativas de modelado que afectan
de manera fundamental en la resolucion del mismo, existiendo un desarrollo cada vez
mayor en la reformulacion de problemas. En problemas MIP la calidad de una
formulacién se mide por la cercania entre la envoltura convexa del poliedro de soluciones
enteras factibles y la del poliedro del problema MIP relajado linealmente. En el apartado
1.6.5.2 se explica en mas detalle algunas técnicas de reformulacion de problemas MIP.

La caracterizacion de un problema LP segun su tamario resulta dificil y ha sufrido un

gran cambio desde los recientes desarrollos de algoritmos simplex mejorados y, sobre
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Il MODELOS DE PROGRAMACION MATEMATICA

todo, desde la aparicion de los métodos de punto interior. En la tabla 1.1 se propone una
clasificacion de tipos de problemas LP segin su tamafio. Esta clasificacion debe ser
tomada como guia o referencia relativa actual pero téngase en cuenta que los tamafios
relativos de los problemas cambiaran conforme evolucionen los codigos de optimizacion.
Actualmente se puede afirmar que los cddigos de optimizacion lineal implantan

algoritmos muy eficientes, son fiables y numéricamente robustos y estan ampliamente

disponibles.
Restricciones | Variables
Caso ejemplo 300 300
Tamario medio 10000 10000
Gran tamafio 100000 100000
Muy gran tamafio > 100000 > 100000

Tabla 1.1 Tipos de problemas LP segun su tamafio.

En lo referente a MIP o NLP ni siquiera se pueden dar criterios generales de tamafio
ya que la dificultad de resolucion no tiene por qué estar ligada al tamafio del problema,
puede ser incluso preferible reformular un problema aunque aumenten las dimensiones,

para lograr una resolucion mas eficiente.

Resolucion

Se trata de implantar un algoritmo de obtencion de la solucion numérica (muy
proxima a la matematica) Optima o cuasioptima. El algoritmo puede ser de proposito
general (método simplex) o especifico. Puede haber diferentes métodos de solucion de un
problema o diferentes implantaciones de un mismo método. El tiempo de resolucion de

un problema también puede depender drasticamente de como esté formulado.

La solucion optima debe ser suficientemente satisfactoria, debe ser una guia de

actuacion para el experto.
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

Verificacidn, validacion y refinamiento

Esta etapa conlleva la eliminacion de los errores en la codificacion, es decir, conseguir
que el modelo haga lo que se ha especificado matematicamente en la etapa anterior
mediante su escritura en un lenguaje informatico (depurar y verificar). Es necesario
comprobar la validez de las simplificaciones realizadas a través de los resultados
obtenidos, incluso contrastando éstos con situaciones reales ya transcurridas (validar) o
comprobando que los resultados son coherentes con respecto a lo que sucederia en la

realidad.

Esta etapa de verificacion, validacién y comprobacion da lugar a nuevas necesidades
de refinamiento en el modelado para mejorar la capacidad de representacion del sistema.
Por ejemplo, eliminar la linealidad y hacer el modelo no lineal o hacer el modelo
estocastico si la realidad lo fuera. Ademas, también se puede abordar el refinamiento

matematico en la formulacion del problema para hacerla més eficaz.

Interpretacion y andlisis de los resultados

Esta etapa consiste en proponer soluciones. Permite conocer en detalle el
comportamiento del modelo al hacer un analisis de sensibilidad en los pardmetros de
entrada, estudiar diferentes escenarios plausibles de los parametros, detectar soluciones
alternativas cuasioptimas pero suficientemente atractivas, comprobar la robustez de la

solucion éptima.

Implantacion, documentacion y mantenimiento

Esta es una etapa fundamental del desarrollo de un modelo para garantizar su amplia
difusion. La documentacion ha de ser clara, precisa y completa. EI manual de usuario
debe incluir la especificacion técnica funcional, matematica e informatica. El propio
codigo debe incluir una buena documentacion para facilitar la tarea del mantenimiento.
Piénsese que la mayor parte del ciclo de vida de un modelo no esté en el desarrollo sino

en la fase de uso y mantenimiento.

En esta etapa se incluye también la tarea de formacién para los usuarios del modelo.
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Il MODELOS DE PROGRAMACION MATEMATICA
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

lll. Formulaciéon de problemas de optimizacion

I11.1. Modelos caracteristicos de programacion

matematica

A continuacion se presentan algunos problemas caracteristicos de programacion
lineal, entera y no lineal. Estos se utilizan como referencia y clasificacion para otros
problemas. En particular, para los problemas enteros existen numerosas referencias de
investigacion dedicadas a la solucion de los mismos. A pesar de la enorme atencion que

se ha dedicado a su solucion su importancia practica es limitada.
I11.1.1. Problema de la dieta

El problema por excelencia de programacion lineal es el de asignacion optima de
recursos. Un caso particular de éste es el denominado problema de la dieta. Consiste en
determinar la composicion de la dieta de minimo coste que satisface las necesidades
especificas de nutrientes. Pongamos un caso particular muy sencillo de alimentacion de

ganado bovino.

Aprovechamos este ejemplo para seguir paso a paso las etapas en el desarrollo de un

modelo.
e En primer lugar hay que identificar el problema.

Se ha determinado que las necesidades minimas diarias en la alimentacion de una
ternera son de 700 g de proteinas, 28 g de calcio y 150 mg de vitaminas. Los alimentos
disponibles son pienso y forraje con un coste unitario de 0.30 y 0.35 €/kg
respectivamente. La composicion nutritiva por kg de alimento se muestra en la

siguiente tabla.

£
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

16

Proteinas | Calcio | Vitaminas
(9) (9) (mg)
Pienso 30 2 10
Forraje 45 1 5

Se trata de determinar la cantidad diaria 6ptima de cada alimento para minimizar el

coste total de alimentacion.
A continuacion se especifica matematicamente y se formula el problema.

Para ello analizamos y organizamos los datos del problema. Sean i los alimentos
disponibles (pienso y forraje) y sean j los nutrientes (proteinas, calcio y vitaminas).
Sea b; la cantidad minima diaria requerida de cada nutriente. Sea a; la cantidad de
nutriente por kg de alimento correspondiente a los valores de la tabla dada. Sea c, el
coste unitario de cada alimento. A continuacion definimos las variables. Sea x; la

cantidad diaria en kg de cada alimento i. Ademas indicamos la funcion objetivo y
las restricciones del problema. La funcion objetivo es la minimizacion del coste

diario de la dieta
min > cx, (1.1)

Las restricciones corresponden a satisfacer con la mezcla de alimentos las
necesidades minimas diarias de cada nutriente y, por consiguiente, habra tantas

restricciones de este tipo como nutrientes.
Zauxi >b, Vj (1.2)

Ademas hay que afiadir la restriccion natural de que la cantidad de cada alimento ha

de ser no negativa.

X >0 (1.3)

Particularizando estas ecuaciones para los datos previos se obtiene.
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

min 0.30x, +0.35x,

30x, +45x, > 700
2X, +X, =28

10x, +5x, 2150
X, >0

X, >0

Después viene la resolucion.

Vamos a resolver graficamente el problema. Para ello se dibujan las ecuaciones en
forma de igualdad en el espacio de las variables y se indica la region factible del
problema. Es decir, el conjunto de puntos que cumple todas las restricciones. Se traza
la recta de la funcion objetivo para un valor cualquiera y se desplaza paralela a si
misma en el sentido de minimizar dicho valor hasta el Gltimo punto de la regién

factible. Dicho punto sera el 6ptimo del problema.

Las etapas de verificacion (comprobacion de que el modelo es correcto) y validacion
(comprobacién de que la realidad se representa adecuadamente) son inmediatas en un

modelo tan sencillo como éste.
Seguidamente se realiza la interpretacion y analisis de los resultados.

Los resultados indican que la decision éptima es comprar 10.833 kg de pienso y 8.333
kg de forraje cada dia. Con estas decisiones el coste diario de los alimentos es de
6.1667 €.

Al ganadero le ha llegado una oferta de otro fabricante de piensos a un precio de 0.25
€/kg pero con menor contenido en calcio, 1.5 g de calcio por kg de pienso, y tiene
interés en analizar si le interesa comprar o0 no a dicho fabricante. Para ello planteamos
este nuevo problema de optimizacion. La solucidn optima para este nuevo problema
es comprar 14.933 kg de pienso y 5.6 kg de forraje diariamente con un coste de 5.6933

€. Luego, esta oferta es atractiva econdmicamente.

La etapa de implantacion, documentacion y mantenimiento se da por satisfecha en

este modelo sencillo con este apartado donde se explica el modelo.
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

I11.1.2. Problema de transporte

Se trata de minimizar el coste total de transporte de un cierto producto desde los
diferentes origenes a los destinos, satisfaciendo la demanda de cada destino sin superar la
oferta disponible en cada origen. Se supone que todos los m origenes estan conectados

con los todos los n destinos. Sea a la oferta de producto en el origen i, b; la demanda
de producto enel destino j y c; el coste unitario de transporte desde el origen i al destino

j-

El problema de optimizacion consiste en determinar las unidades de producto x; >0

transportadas desde i hasta j, Vi, j, que minimizan los costes de transporte sujeto a las

restricciones de oferta disponible en cada origen i (m restricciones de oferta) y demanda

en cada destino j (n restricciones de demanda)

> . 14

Implicitamente en esta formulaciédn, se supone que la oferta del producto es igual a la

demanda del mismo > " a =" b . Si > "a>>" b sehasolido decir que se

=11
~ - - - m n ~
afiade un sumidero universal con coste nulo, y si Y " a < ijlbj se afade una fuente

universal conectada con todos los destinos con coste muy elevado. Esta opcion se lleva a

cabo para aplicar métodos especifig,?ide solucion para el problema de transporte.
=S %,  Universidad
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

Industrialmente, este modelo se utiliza muy a menudo, pero hay que tener en cuenta
algunos detalles de formulacion. En primer lugar, respecto al estilo, es importante que las
variables reflejen su significado, asi como los datos. Por ejemplo, es habitual para
cantidades usar Q, para demandas d, etc. También es importante, distinguir de alguna
forma datos de variables (por ejemplo, unos en mayusculas y otros en minusculas).
Respecto a las condiciones de los datos, el modelo se formula sin hacer hipotesis sobre
los valores iniciales ni la red (pueden no existir conexiones entre algunos origenes y
destinos, de modo que A es el conjunto de arcos de la red), siendo la siguiente formulacién
la que contempla que pueda haber méas oferta que demanda (equivalente a poner un

sumidero universal):

min > c,Q
(i 1)eA
> Q<o i=1...m
ji(i-1)eA (1.5)
Z Q;=d;, j=1...,n
il(i,j)eA
Qij =0

Por otra parte, para evitar infactibilidades que harian que el modelo no dé solucién
alguna, se introducen unas variables que recogen la demanda no suministrada en cada

nodo y que son penalizadas en la funcion objetivo, por ejemplo con un valor p:

min > c,Q, +>_ pN,
j

(i,))eA
> Q<o i=1..,m
i, ))eA (1.6)
D Q=d;+N; j=1..,n
il(i,j)eA
Q;:N; >0

Este seria un modelo formulado para poder ser implementado de forma industrial.

En cualquier caso, la estructura que presenta la matriz de restricciones del problema

tiene el siguiente aspecto.
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Xll X12 Xln X21 X22 X2n ml m2 an
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

Si tanto las ofertas como las demandas de los productos son nimeros enteros,
entonces el valor optimo de las variables va a resultar entero por ser la matriz totalmente
unimodular:, por lo que no se necesita recurrir a métodos especificos de resolucion de

problemas de programacion entera.
111.1.3. Problema de transbordo

Consiste en determinar en una red con n nodos las cantidades optimas para llevar
unidades de un producto desde sus origenes a sus destinos pasando por puntos de

transbordo intermedios.

Cada origen genera b, >0 unidades, cada destino consume b, <0 unidades y cada
transbordo ni genera ni consume unidades b, =0. El coste unitario de transporte desde el

origen i hasta el destino j en dicho sentido es c; .

3 Una matriz es totalmente unimodular si toda submatriz cuadrada tiene determinante 0, 1 6 —1. Si la

matriz de un problema lineal es totalmente unimodular y las cotas de las restricciones son enteras, entonces

todos los puntos extremos del poliedro tie coordenadas enteras (se denomina politopo entero).
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

Hay que determinar las unidades de producto transportadas desde i a j, x; >0, Vi,

, que minimizan los costes de transporte teniendo en cuenta la restriccion de balance o

conservacion del flujo en cada nudo i.

n n
min 2 2%

i g
DX =D % =b i=1...,n (1.7)
j=1 k=1
X; =0

Implicitamente en esta formulacion, se supone que la oferta es igual a la demanda del

producto, es decir, >" b =0.

Esta matriz también es totalmente unimodular por lo que el problema también puede

ser resuelto mediante programacion lineal.

Tambien en este caso, el modelo académico del industrial difiere sensiblemente, ya
que no es normal hacer la hipotesis de que la suma en la red sea 0 (no es normal que la
demanda de un producto en una red sea exactamente la oferta, eso suele darse en casos
limite). Por otra parte, también ha de protegerse respecto a posibles infactibilidades. Y
por ultimo, hablar un lenguaje propio del sector, que en general no va a considerar que
produccion y demanda sea lo mismo pero con signos opuestos. En este caso la

formulacién se podria plantear como sigue.

El problema es transportar a través de una red un determinado producto. La red esta
formada por n nodosy A arcos. Cada nodo puede ser de tres tipos: nodo de oferta donde

hay disponible o se produce una cantidad del producto (s; ), nodo de demanda donde hay
una demanda del producto (d,), o nodo de transbordo donde ni se genera ni se consume

(s;,=0,d,=0).
Las variables del modelo son las siguientes:

Q, : cantidad transportada de nodo i a nodo |
N, : demanda no suministrada en nodo j
P, : cantidad suministrada en nodo |

= :x
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Con estas variables se admite que la produccion o cantidad suministrada en un nodo
pueda ser inferior a la oferta existente, asi como no suministrar la demanda completa de
un nodo si es que no hay existencias o forma de enviar suficiente cantidad al nodo, aunque
ha de ser altamente penalizada esta opcién (con un valor p alto). EI modelo entonces
resulta el siguiente:

min > ¢,Q,+>.pN,

(I,j)eA

Z Qij_ Z jS:Pi_di+Ni Vi

il il

(i.j)eA (ji)eA
P<s Vi (1.8)
N, <d, Vi

Q20 V(i,j)eA P,N,20 Vi

I11.1.4. Problema de asignacion

Se trata de asignar la realizacion de n tareas a n personas (maquinas, etc.). Este
problema es un caso particular del problema de transporte. Por consiguiente las variables

toman valores enteros sin exigir esta condicion en la formulacién del problema.
Consiste en minimizar el coste total de realizar las tareas sabiendo que cada tarea i

debe ser hecha por una sola persona y cada persona j debe realizar una Unica tarea,

siendo c; el coste de realizar latarea i por la persona j. Las variables del problema son

{1 si se asigna la tarea i a la persona j Vi |
ij — '

0 en cualquier otro caso

n n
min > > c;%;

=1 j=1
D% =11i=1...n

i=1 (1.9
injzl j=1...,n

i=1

X; 20
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

111.1.5. Problema de la mochila (knapsack)

Se trata de maximizar el valor total de la eleccion de un conjunto de n proyectos sin

sobrepasar el presupuesto b disponible, siendo v; y c; el valor y coste de cada proyecto

j respectivamente. EI nombre procede de la decision que toma un montafiero que trata
de maximizar el valor de lo que introduce en su mochila con una restriccion de maximo

.. ) 1 siseelijeel proyectoj .
peso admisible. Las variables del problema son x; = J . proyecio) . Esta es
0 en cualquier otro caso

una utilizacién habitual de las variables binarias como forma de seleccionar una
alternativa, un proyecto en este caso. La formulacion del problema es la siguiente

maXZn:Vij
=L

X

> cx;<b (1.10)

X e{O,l}
111.1.6. Problema de recubrimiento (set covering)

Existen m caracteristicas y n combinaciones (subconjuntos) de dichas
caracteristicas. La eleccion de una combinacion implica realizar todas las caracteristicas
de la misma. Se trata de minimizar el coste total de las combinaciones elegidas de manera

que se cubra o posea cada caracteristica i al menos una vez. Los datos son c; el coste de

elegir la combinacion j y la matriz de pertenencia de cada caracteristica i a cada

combinacion j, a = Denominamos  las  variables

{1 si i pertenece a j
ij

0 sino pertenece
{1 si se elige la combinacion j
X, = .

b 10 en cualquier otro caso

El problema se formula de la siguiente manera
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

nlinzn:cjxj
=1
Sax 21 i=1..m (1.11)
j=1
Xje{O,l}

En la siguiente figura se representa graficamente el problema de recubrimiento asi

como los de empaquetado y particion que se explican a continuacion.

~

foo”oo”fooo}[o @ o) ® ©

o o o]0 (o o0 o
o o)le o (e 0)le o (o6

Figura 1.1 Representacion gréafica de un recubrimiento, una particion y un empaquetado,

respectivamente.

Veamos a continuacion un ejemplo de recubrimiento: asignacion de tripulaciones,
tomado de [Hillier y Lieberman, 2002]. Una compafiia aérea necesita asignar sus
tripulaciones para cubrir todos sus vuelos. En particular, quiere resolver el problema de
asignar tres tripulaciones con base en San Francisco a los vuelos listados en la primera
columna de la tabla. Las otras columnas muestran las 12 secuencias factibles de vuelos
para una tripulacion cualesquiera. Los numeros de cada columna indican el orden de los
vuelos. Se necesita elegir tres secuencias (una por tripulacién) de manera que se cubran
todos los vuelos. Se permite tener mas de una tripulacion en un vuelo, donde la/s
tripulacidn/es extra viajan como pasajeros, pero por convenio laboral la tripulacion extra
cobra como si estuviera trabajando. El coste de asignacion de una tripulacion a cada
secuencia de vuelos se da en millones de euros en la tltima fila. El objetivo es minimizar
el coste total de asignacion de las tres tripulaciones para cubrir todos los vuelos. Resolver
el mismo problema para el caso en que no se permite el vuelo de una tripulacién fuera de

servicio en un vuelo.

: Universidad
4 Complutense

Madrid 08/01/2019

24



PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

Secuencias factibles

112 3 4,5/ 678,910 11 12
SF-LA 1 1 1 1
SF — Denver 1 1 1 1
SF — Seattle 1 1 1 1
LA — Chicago 2 2 3| 2 3
LA -SF 2 3 5) 5}
Chicago — Denver 3|3 4
Chicago — Seattle 313 3 13| 4
Denver — SF 2 4 4 5
Denver — Chicago 2 2 2
Seattle — SF 2 4 14 5
Seattle - LA 2 2| 4 | 4
Coste (M€) 2, 3/4/6|7 5]7/8]9]9 8 9

Se definen las variables del problema como

1 sise asigna la secuencia j
X = .
' |0 encualquier otro caso

X {01} j=1...12
La funcion objetivo sera
Min 2X, +3X, + 4%, +6X, + 7X; +5X, + 7X; + 8% + 9%, + 9%, +8X,, +9x,,

Cobertura de cada vuelo al menos una vez

X, + X, + % +X,21 (SF-LA)
X, + X5 + X5 + X, =1 (SF-Denver)
X3+ Xs + X, + X, =1 (SF-Seatlle)

12
Asignacion de las tres tripulaciones ij =3
j=1

Las soluciones optimas son x, =X, =%, =1 yelresto00 X =X, =X, =1y el resto

0, ambas con coste 18 millones de €.
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Si no se permite que una tripulacion fuera de servicio vuele en un avion las
restricciones de cobertura de mayor o igual pasan a ser de igualdad. Luego, se trata de un

problema de particion, cuya formulacion se vera a continuacion.
111.1.7. Problema de empaquetado (set packing)

Se tienen que realizar m proyectos divididos en n paquetes. La eleccion de un
paquete implica realizar todos los proyectos del mismo. Se trata de maximizar el beneficio
total de manera que cada proyecto i del conjunto de todos los paquetes que lo incluyen
no pueda ser elegido mas de una vez. c; es el beneficio de elegir el paquete j, la matriz

1 sii perteneceaj

de pertenencia de cada proyecto i a cada paquete j es g; {O . :
si no pertenece

i 1 si se elige el paquete j .
variables del problema son X; 0 . Peq J . La formulacién del problema
0 en cualquier otro caso

es la siguiente

Zax <1 i=1....m (1.12)

ij 7]

X; 6{0,1}
111.1.8. Problema de particion (set partitioning)

La formulacion es similar al problema anterior pero en este caso exactamente una

caracteristica (proyecto) del conjunto de combinaciones (paquetes) que la contienen debe

ser elegida.
max » ¢, X;
Xj i
-1aijxj:1 i=1...,m (1.13)
j=
X; € {0,1}
%ﬂ Universidad
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111.1.9. Problema del viajante de comercio (Traveling
Salesman Problem TSP)

El problema consiste en hacer un recorrido que pase por n ciudades sin repetir
ninguna y volviendo a la ciudad de partida de manera que la distancia (o tiempo o coste)
total sea minima. Es un problema de asignacion pero con la condicion de que la
asignacion sea un ciclo. Es uno de los problemas mas importantes en la historia de la
programacion matematica por todas las investigaciones a las que ha dado lugar y por
todas las aplicaciones que tiene, tanto directamente o apareciendo como subproblema
dentro de otros mas complejos. En una noticia de OR/MS Today (publicada por el Institute
of Operations Research and the Management Sciences (INFORMS)) de junio de 2004,
mencionaba que se habia conseguido resolver un problema del viajante con 24978
ciudades. Los problemas de enrutamiento de vehiculos (expedicion o recogida de
mercancias) pueden ser formulados basandose en este modelo. Una de las caracteristicas
mas interesantes de este problema es que existen muchas formulaciones conocidas para

el mismo, ver [Williams, 1999] y [Nemhauser, 1999]. Una de ellas es la siguiente. Sea c;

la distancia entre las ciudades i y j.

Se definen las variables

X;;

|1 sisevadelaciudadi alaciudad j
o en otro caso

T, : instante de llegada a ciudad

La formulacion del problema es:

min » c.X.
X z ij i

LN

inj =1 Vj
Zj‘,xi,- =1 Vi (1.14)
T, 2T +c,—-ml-x;) Vi, j
T, 2c¢; -ml-x;) vj=1l
% €{0.4.T, >0
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

La primera restriccion indica que a una ciudad j sélo se puede llegar una vez desde

cualquier ciudad i. La segunda dice que desde una ciudad i sélo se puede salir una vez

a cualquier otra ciudad j. Solo con estas variables no es suficiente para formular el

problema, ya que se pueden formar subciclos. La forma de evitarlos es afadiendo las

variables continuas.
111.1.10. Problema de coste fijo

Los problemas de coste fijo aparecen cuando el coste de una variable tiene un término
fijo con valor diferente de O si la variable toma un valor estrictamente positivo. Es una

funcién no lineal y discontinua:

GCi

[ Xj

Este coste se puede modelar con ayuda de una variable binaria auxiliar y; e {0,1}

1 xj>0

0 x —o due indica la realizacion de la actividad x;.
=

definida como yjz{

Introduciendo la condicién x; <My,, j=1...,n,siendo M una constante, cota superior
de x;, cuyo valor dependera del problema, se distingue entre no realizar la actividad y

realizarla al menos infinitesimalmente. El valor de la constante M debe ser el menor

posible ya que esto es computacionalmente beneficioso.

El problema lineal entero se formula como sigue

min > f,(x,) =2 (k;y;+¢p%)
-1

IS
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111.1.11. Modelado de restricciones con variables binarias

Supongamos que necesitamos considerar en un problema la condicion de que si se
produce el producto A también se debe producir el producto B. La condicion de

produccion de un producto j la representamos por la restriccion x; >1. Entonces, la
implicacion es
Xo 21— X% 21
Esta condicion no se puede introducir directamente en un problema lineal porque hace
que la estructura del problema (el que se considere o no una restriccion mas x; >1)

depende de que se cumpla otra (x, >1) y esto solo se conoce una vez que se ha

determinado la solucion éptima. Un problema de optimizacion no se puede redefinir
enddgenamente, es decir, en funcién de los propios valores que toman las variables del

problema.

En este apartado se van a modelar en un problema de optimizacion algunas
condiciones especiales (las restricciones logicas entre ellas) que requieren el uso de

variables binarias para detectar o forzar el cumplimiento de restricciones.

111.1.11.1. Modelado de disyunciones
Disyunciones

Las disyunciones implican una pareja de restricciones donde una (cualquiera de las
dos) debe satisfacerse, mientras que la otra no es necesario que se cumpla. Debe cumplirse

una al menos pero no necesariamente las dos.
f(x)<06 g(x)<0
Supongamos el ejemplo de esta disyuncion
3x,+2x,-18<0 06 x +4x,-16<0

Veamos cOmo estas restricciones se pueden incorporar en un problema de

programacion matematica.

=S : Universidad
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Afadir una constante de valor elevado M a una restriccion es equivalente a eliminar

(relajar) dicha restriccion.

3%, +2x,-18<0 6 3X, +2X,-18<M
X, +4X,-16<M X, +4x,-16<0

Se define la variable binaria auxiliar y que selecciona la ecuacion correspondiente,

1 serelaja la ecuacion 1 . _ _
= . ., . Luego las restricciones disyuntivas se modelan en un
0 se relaja la ecuacion 2

problema de optimizacién como

3%, + 2%, —18 < My
X, +4X, =16 <M (1-vy)

Si y =1 se relaja la restriccion 1y se obliga a cumplir la 2, y viceversa para y =0.
Algunas implicaciones son un caso semejante a las restricciones disyuntivas
f(x)>0—->9g(x)<0
es equivalente a
f(x)<006 g(x)<0
yaque P — Q esequivalentea (No P)06 Q.
Cumplir k de N ecuaciones
Se tiene un conjunto de N ecuaciones de las cuales se han de satisfacer al menos k ,

siendo k < N . Las disyunciones son un caso particular de éste para k=1y N =2. Sea

el conjunto de N ecuaciones

f,(X,...,x,)<0
f,(x,...,%,)<0
fy(X,.., %) <0

anadiendo una constante M y una variable binaria y, para cada ecuacion tenemos

; Universidad
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(%0 %) < My,
f,(%,....%,) <My,
fy (X,-., X,) < My,

donde ademas se impone la condicion de seleccionar solamente k ecuaciones.

N

D>y, =N-k y; €{0,1} i=1...,N

i=1

Seleccionar entre N valores

Sea una funcion con mdltiples posibles valores y se desea elegir uno de ellos.

O X) =9
dN

La manera de modelarlo es introduciendo una variable binaria auxiliar y, por cada

valor y la condicion de eleccion Unica

(%) =D Ay

y e{01 i=1..,N

111.1.11.2. Modelado de implicaciones légicas

Las variables binarias se utilizan para indicar que el cumplimiento de una restriccion

implica el cumplimiento de otra.

Implicaciones sencillas

Retomemos el ejemplo de la restriccion que aparecia en el problema de coste fijo

X<Mo

4 Complutense 31
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

siendo M una cota superior positivade x (por ejemplo, 10°), m<x<M vy & lavariable
binaria. Por claridad en la explicacion en este apartado se utiliza la letra griega o para

denominar a la variable binaria auxiliar.

Si 0 =1 la restriccién no obliga a nada ya que x <M se cumple por definicion. Si

0 =0 entonces x<0. Luego esta restriccion permite modelar la implicacion
0=0—->x<0 (si =0 entonces se cumple que x<0)
Por otra parte, si x>0 entonces 6 =1. Si x<0 la restriccién no obliga a nada.
Xx>0—>0=1(si x>0 entonces se cumple que 6 =1)

Ambas son implicaciones equivalentes puesto que P —Q es equivalente a
No Q — No P. Luego, la restriccion lineal x<MJ nos permite representar dichas

implicaciones en un problema lineal.
De forma analoga veamos la restriccion x> mo

siendo m una cota inferior negativa de x (por ejemplo, —10%), m<x<M y & lavariable

binaria.

Si 6 =1 la restriccion no obliga a nada ya que x>m se cumple por definicién. Si

0 =0 entonces x>0. Luego esta restriccion permite modelar la implicacion
0=0—->x2>0 (si =0 entonces se cumple que x>0)
Por otra parte, si x <0 entonces 6 =1. Si x>0 la restriccion no obliga a nada.
X<0—>0=1(si x<0 entonces se cumple que 6 =1)

Nuevamente ambas son implicaciones equivalentes puesto que P — Q es equivalente

aNoQ—>NoP.

En resumen, hasta ahora hemos visto la representacion en un problema lineal de las

siguientes implicaciones

0=0->x<0
X<Mo
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0=0->x2=0

X>mo
x<0—>§=1}

A continuacion, vamos a generalizar la representacion de implicaciones para

cualquier tipo de restriccion genérica.
Implicaciones de una restriccion <
La implicacion

5=1— Zajxj <b
i

es equivalente a

D ax; <b+M(1-0)
]

siendo M una cota superior de la restriccion para cualquier valor de cualquier x;,
zj a;x; —b <M . Efectivamente de manera directa se deduce que si 6 =1 se impone la

restriccion original y si 6 =0 no implica nada (se relaja la restriccion original).

Anélogamente al caso anterior esta restriccion también representa la implicacion
Y ax;>b—>5=0
j
La implicacion
Y ax<b—-s=1
j
se puede transformar en § =0 — Zjajxj >b obienen §=0— Zjajxj >b+e quees
equivalente a
Zajxj >b+e+(Mm-¢)d
J

siendo m una cota inferior de la restriccion para cualquier valor de cualquier x;,

Zjajxj—me.
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Implicaciones de una restriccion >

De manera simétrica se pueden representar las implicaciones con restricciones de tipo

mayor o igual.
La implicacion
§=1->ax >b
i
es equivalente a

D ax; =b+m(1-5)
j

siendo m una cota inferior de la restriccion para cualquier valor de cualquier x;,
Zjajxj —b>m. Efectivamente de manera directa se deduce que si 6 =1 se impone la

restriccion original y si 6 =0 no implica nada (se relaja la restriccion original).

Anélogamente al caso anterior esta restriccion también representa la implicacion
Y ax;<b—>5=0
i
La implicacion
Yaxzh—>s=1
i

se puede transformar en 5=O—>Zjajxj <b obienen 5=0—>Zjajxj <b-¢& quees

equivalente a

Zajxj <b-eg+(M+&)d
J

siendo M una cota superior de la restriccion para cualquier valor de cualquier x;,

D> ax,—b<M.
j 1l
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Implicaciones de una restriccion =

Para deducir las implicaciones de restricciones igualdad se transforman en ecuaciones

de tipo mayor o igual y menor o igual simultdneamente.
La implicacion

5=1— Zajxj =b
i

es equivalente a
§=1->>Yax <b
i
5=1->ax; >b
i
Luego se representa por las ecuaciones

Y a;x; <b+M(1-7)
j

Zajxj >b+m(l-9)
J

Claramente si 6 =1 se cumplen ambas restricciones y si 6 =0 ambas se relajan.

La implicacion

Zajxj =bh—>s5=1
i

es una combinacion de los casos anteriores simultaneamente
Zajxj <b—>d'=1
j

yademas 6'=1y8"=1—->06=1
>ax;2b—>d"=1
i

que se modela con las restricciones
!/
Zajxj >b+e+(M-g)S
J

Zajxj <b-—e+(M+¢&)s"
J

y la restriccion adicional que indica el cumplimiento de ambas: 6'+6"—0 <1
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Implicaciones dobles

Las implicaciones dobles se desdoblan en implicaciones unidireccionales

§=1¢ > a,x; <b esequivalente a
j

§=1->>ax <b
i

Zajxj <b—>65=1
i

La siguiente tabla presenta todas las implicaciones légicas y su formulacion lineal:

5:1—>Zajxj <b

J

Zajxj <b+M(@1-95)
J

Zajxj <b—>o6=1
i

> ax zb+e+(m-e)s
i

5:1—>Zajxj >b
i

D> ax; =b+m(1-5)
i

Dax;zh—s=1
j

Zajxj <b-e+(M+¢)s
J

5:1—>Zajxj =b
i

D ax; <b+M(1-9)
j

Zajxj >pb+m(l-90)
J

Zajxj =bh—>s5=1
i

Zajxj >b+e+(Mm—-¢g)d’
J

Zajxj <b-g+(M+&)d"
J

0'+0"-0<1

5:1<—>Zajxj <b
i

D a;x; <b+M(1-7)
j

Zajxj >b+e+(M-¢)d
J

5:1<—>Zajxj >b
i

> a;x; >b+m(-5)
]

Zajxj <b-g+(M+¢)d
J

S=1 Zajxj =b
,-

D ax; <b+M(1-5)
i

D a;x; >b+m(l-5)
i

Z:ajxj >b+e+(M-¢)o’
i

Zajxj <b-¢+(M +¢)d"
J

0'+0"-0<1
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donde M y m son la menor constante superior y la mayor constante inferior de la

restriccion que cumplen Zjajxj -b<M vy Zjajxj —b>m para cualquier valor de

cualquier x;. & es una constante de valor muy pequefo, que en el caso de restricciones

con todas las variables binarias seréd siempre 1.

111.1.11.3. Modelado de proposiciones condicionales y/o compuestas

Hasta ahora se han modelado disyunciones entre restricciones o implicaciones del tipo
si 0 =1 entonces se debe verificar tal restriccion o viceversa, si se verifica esta restriccion
entonces 6 =1, o la doble implicacion. Se puede necesitar el modelado de proposiciones
condicionales y/o compuestas mas complejas que las simples implicaciones o
disyunciones anteriores. Por ejemplo, si se fabrica el producto A o B (0 ambos) entonces
debe fabricarse también al menos uno de los productos C, D o E. Este tipo de restricciones

también se modela con la ayuda de variables binarias.

Antes de entrar en el modelado de estas restricciones conviene recordar algunas
operaciones logicas que pueden utilizarse para transformar las proposiciones en otras

cuyo modelado pueda resultar mas sencillo. Aqui se muestra una tabla de equivalencias.

P>Q noPoQ

P->QyR) (P->Qy(P—-R)

P—>(QoR) P->Qo(P—->R)

PyQ)—R (P>R)o(Q—>R)

(PoQ)—>R P->R)Y(@Q—>R)

no (PoQ) noPynoQ

no(PyQ) noPonoQ

Existen algunas proposiciones condicionales y/o compuestas que se transforman de

manera sencilla en restricciones, mediante el uso de variables binarias. Si denominamos
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1 si se cumple la restriccion i
0 si no se cumple

X, al cumplimiento de la restriccion i y ¢, :{ a la variable

binaria auxiliar indicadora de su cumplimiento, esta tabla se puede interpretar facilmente.

X,0X, |8+68,>1

X,y X, |8=1,6-=1

La primera fila dice que se debe cumplir la restriccién 1 o la 2 (o ambas), luego
efectivamente al menos una de las dos variables 6, y ¢, debe tomar valor 1y la forma de
expresarlo con una ecuacion lineal es o, + 6, >1. Ademas tiene que haber una restriccion
que diga que si se satisface larestriccion i entonces &, =1, x, >0 — &, =1. Esa condicion

ha surgido ya para el problema de coste fijo y su modelado como restriccion lineal es

X, <Mo¢;. Ya se ha visto en el apartado anterior la manera generalizada de obtener las
restricciones lineales asociadas a las implicaciones de cumplimiento de una restriccion de
cualquier tipo y su variable binaria asociada.

Volviendo al ejemplo anterior. Si X, representa la fabricacion del producto i (por

ejemplo, controlado mediante el consumo de energia en una maquina por encima de un
ciertoumbral) y ¢, lavariable binaria de cumplimiento de dicha condicion de fabricacion,
la implicacion logica

(X, 0Xg)—> (X, 0X, 0X;)
se puede representar como

Op+05 21206, +0,+06¢ 21

Para poder modelar estas implicaciones légicas, por complejas que sean, de manera

automatica la implicacion se separa dos bloques
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O, +0y21>0=1
0=1>06.+0,+0g 21
donde o es la variable binaria auxiliar indicadora del cumplimiento de la primera
restriccion.
Aplicando este procedimiento al ejemplo anterior, la implicacion

0,+0z21—>d=1equivalea 6,+; <29

yaque e=1y M=1y

0=1->05.+0,+0 21 equivalea 6.+, +5; 20

siendo m=-1.
Luego las restricciones lineales a introducir en el problema de optimizacion son

O, +05 <20
O0c+0p+0: 20

Alternativamente, la implicacion original (X, 0 X;) —> (X, 0 X, 0 X;)
se podia haber transformado en [ X, — (X; 0 X, 0X)] y [X; = (Xc 0 X, 0X,)]

y el conjunto de restricciones resultantes habria sido

0,—-0<0
05 —0<0
O0c+0p+0: 20

que también es equivalente a

Oc +0p +0g 20,
Oc +0, +0; 205

Para esta implicacion se han encontrado tres formulaciones matematicamente

equivalentes.
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Veamos a continuacion un ejemplo donde aparecen este tipo de implicaciones. Un

entrenador de baloncesto tiene 9 jugadores, a los que ha evaluado de 1 a 3 de acuerdo con

su manejo de pelota, tiro, rebote y defensa, segun se indica en la tabla adjunta.

Jugador | Posiciones Manejo de pelota | Tiro | Rebote | Defensa
1 Pivot 2 1 3 3
Base

Pivot, Alero

Alero, Base

Pivot, Alero

Alero, Base

Pivot, Alero

0 N o 01 B~ (W DN
N W W (kNN W
= IN P w W
w NN W DN

Pivot
9 Alero 3 3 1
El equipo titular de 5 jugadores debe tener la méxima capacidad defensiva y satisfacer

W N (P WD RPN

las siguientes condiciones:

40

Por los menos dos jugadores deben estar en disposicion de actuar de pivot, al menos

dos de alero y por lo menos uno de base.

Su nivel medio, tanto en el manejo de pelota como de tiro y rebote, debe ser no inferior
az2.

Si juega el jugador 3, entonces el jugador 6 no puede estar en pista.

Si el jugador 1 esta en el equipo titular, también debera estar el 4 6 el 5, pero en este
caso no los dos a la vez. Si el jugador 1 no esta en el equipo titular, 4 y 5 pueden

hacerlo, si interesa.
El jugador 8 0 el 9, pero no los dos a la vez, deben formar parte del equipo.
Formular un programa lineal que facilite la seleccién del equipo titular.

En primer lugar se definen las variables de decision que se van a utilizar. Estas son

. - 1 sise incluye el jugador j en el equipo 1 g
o en otro caso J=5
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1 siseincluye el jugador j en posicion k
Xjkz{ ye el Jenp 1=1...,9, k=p,ab

0 en otro caso

Estas Gltimas variables definidas solo para los jugadores con capacidad para jugar en

varias posiciones.
Maximizacion de la capacidad defensiva
max 3X, + 2X, + 2X; + X, + 2X; +3X, + X; + 2%, + 3X,
Seleccion de cinco jugadores
X X, + X+ X, + X+ X+ X, + X + X =9
Seleccion de numero minimo de jugadores en cada posicién

X+ X+ X5, + X7, %5 22
Xgg + Xy + Xgg + Xgp + Xg, +Xg =2
X, + Xgp + Xg, 21

Niveles medios minimos

2X, +3X, + 2X; + X, + X +3Xs +3X, +2X; + 3%, 210
X, +3X, +3%; +3X, +3X; + X + 2X; + Xg + 3%, =10
3X, + X, +2X; +3X, + Xg + 2%, + 2X, +3X; + X, =10

Incompatibilidad entre dos jugadores
X;=1—> X, =0 equivalea x,<00x,<0

que, como disyuncion, se modela con las restricciones

X3 <Yy
X <1- Y1

0 bien, modelando directamente la implicacién, con la restriccion siguiente

Xs+ X <1
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X3 <Yy

es mas fuerte (mejor) que la de
X < 1- Y1

La formulacion con las dos ecuaciones {

una unica ecuacion x, +x, <1, porque la region factible del problema relajado es menor

para el primer caso que para el segundo. En el apartado 1.6.5.2 se explican algunas

técnicas de reformulacion de problemas MIP para conseguir soluciones mas fuertes.

Afinidad entre jugadores
X, 21— X, +X =1 esequivalentea x, <00 (X, + X <1yXx, +x >1)

que, como disyuncion, se modela con las restricciones

X <Y,
X, +%—-1<(1-Y,)
X, + % —-1>2-1(1-vy,)

0 bien, modelando directamente la implicacion, con la restriccion siguiente

{X4+X5£2—Xl
X, + X > X

Al menos un jugador de entre varios
Xg + %5 =1
Relacion de coherencia entre variables binarias

Xgp + Xz =X =0
Xpa T Xgp =%, =0
Xsp + X5 =% =0
Xgq + X — X5 =0
X7p+ X =%, =0

X, Y; €{0,1}

La solucion resulta ser x, =x, =X, =X, =X, =1 y el resto 0 y la defensa total del

equipo es 11.
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111.1.11.4. Modelado de productos con variables binarias

Las variables binarias también se pueden utilizar para eliminar algunos productos de
variables que convertirian el problema en no lineal pero que con esta transformacion

resulta un problema lineal entero mixto, mas facil de resolver.

En la siguiente tabla se muestran algunas conversiones posibles. La primera columna
indica los productos de variables que se desea modelar. En la siguiente la equivalencia
para obtener las restricciones que se introducen en el problema de programacion lineal,

expresadas en la tercera columna.

00,=0 [6,=0005,=0 0,+0,<1
5, €{0,1} 5, €{0,1}
0,0, Reemplazar 6,6, por &, | 0, <9,

5, €{01} | 6=1¢0,=1y5,=1 | 6,56,
0,+0, <1+,

é}e{O,l}

X0 Reemplazar xo pory | y>0

x>0 6=0—->y=0 y<M§

sef01 d=1->y=X ~X+y<0
X-y+Mo <M
X<M

111.1.12. Una aplicacion: Modelo de asignacién de grupos

térmicos

El problema de la asignacién de grupos térmicos de produccion de electricidad
consiste en la decision de qué grupos térmicos hay que acoplar en cada hora del dia (o

semana) de manera que:

e Se minimicen los costes variables de generacion (incluyendo costes de combustible y

costes de arranque y parada)
e Se suministre la demanda en cada hora

e Se mantenga un cierto nivel de reserva rodante

Iy
f

N
. iﬁ%@ﬁé\ﬂ Universidad

08/01/2019 Wﬁ?ﬁw Complutense 43

"-,}'l
4 Maaid
1 F W s



111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

e Se respeten los pardmetros de funcionamiento de los grupos térmicos (minimos

técnicos, potencia nominal, rampas de subida y bajada)

Datos

D, demanda térmica en la hora h [MW]

R coeficiente de reserva rodante con respecto a la demanda [p.u.]

a, término lineal del coste de combustible del grupo térmico t [E/MWHh]
b, término fijo del coste de combustible del grupo térmico t [€/h]

ca, coste de arranque del grupo térmico t [€]

cp, coste de parada del grupo térmico t [€]

P potencia maxima del grupo térmico t [MW]

P, potencia minima del grupo térmico t [MW]

rs, rampa de subida del grupo térmico t [MW/h]

rb, rampa de bajada del grupo térmico t [MW/h]

Variables

P, potencia producida por el grupo térmico t en la hora h [MW]
A, acoplamiento del grupo térmico t en la hora h [0,1]
AR, arranque del grupo térmico t en la hora h [0,1]

PR,, parada del grupo térmico ten la hora h [0,1]

.
mmZZ(a[ P, +b A, +ca AR, +cpPR,)

H
h=1 t=1
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(RA.-R)=RD, H

PA <P < ﬁil\n 2HT

Aht - Ah—lt = ARht - PRht (H-DT
P, —P i 18, H-DT
P —P:< I’bt (H-DT

P, >0 A,,AR,,PR, {01}

$TITLE ASIGNACION HORARIA DE GRUPOS TERMICOS

SETS

T grupos térmicos /GALICIA, CATALUNA, MADRID, VALENCIA, EXTREMAD, ANDALUCI, CASTLEON/
H hora h /hl1 * h5/

SCALAR

r porcentaje de reserva rodante sobre la demanda [p.u.] 70.2/

PARAMETERS

d(h) demanda cada hora [MW]

/h1l 1000 , h2 1400 , h3 2400 , h4 2000 , h5 1000/
pmax(t) pot maxima de cada térmico [MW]

/GALICIA 400, CATALUNA 500, MADRID 700, VALENCIA 400, EXTREMAD 300, ANDALUCI 800, CASTLEON
800/

pmin(t) pot minima de cada térmico [MW]

/GALICIA 100, CATALUNA 150, MADRID 150, VALENCIA 50, EXTREMAD 50, ANDALUCI 400, CASTLEON
200 /

rs(t) rampa de subida [MW por hora]

/GALICIA 200, CATALUNA 300, MADRID 500, VALENCIA 300, EXTREMAD 100, ANDALUCI 500, CASTLEON
400/

rb(t) rampa de bajada [MW por hora]

/GALICIA 300, CATALUNA 300, MADRID 200, VALENCIA 100, EXTREMAD 100, ANDALUCI 500, CASTLEON
400/

c(t) coste lineal de produccién [€ por MWh]

/GALICIA 4, CATALUNA 4, MADRID 4, VALENCIA 4, EXTREMAD 3, ANDALUCI 2, CASTLEON 7/

b(t) coste fijo de produccion [€]

/GALICIA 50, CATALUNA 30, MADRID 30, VALENCIA 25, EXTREMAD 30, ANDALUCI 80, CASTLEON 70/
ca(t) coste de arranque

/GALICIA 10, CATALUNA 20, MADRID 10, VALENCIA 15, EXTREMAD 20, ANDALUCI 10, CASTLEON 15/
cp(t) coste de parada

/GALICIA 5, CATALUNA 10, MADRID 5, VALENCIA 10, EXTREMAD 5, ANDALUCI 15, CASTLEON 10/

If;\c\ —
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

VARIABLES

CT coste variable total del sistema [M€]

A(t,h) acoplamiento del grupo t a las h horas [0-1]
AR(t,h) arranque del grupo t a las h horas [0-1]
PR(t,h) parada del grupo t a las h horas [0-1]

P(t,h) generacién producida por el grupo t a las h horas [MW]

BINARY VARIABLE A,AR,PR
POSITIVE VARIABLE P

EQUATIONS

COSTE costes variables de generacién-funcién objetivo [£€]

DEMANDA(h) abastecimiento de la demanda [MW]

RESERVA(h) reserva rodante del sistema [MW]

COTASUP(t,h) cota superior de produccién del grupo t [MW]

COTAINF(t,h) cota inferior de produccién del grupo t [MW]

RAMPASUB(t,h) limitacion de rampa de subida del grupo t [MW]

RAMPABAJ(t,h) limitacién de rampa de bajada del grupo t [MW]

LOGICA(t,h) relacién légica entre variables de acoplamiento arranque y parada ;
COSTE .. CT =E= SUM[L(T,H), c(t)*P(t,h)+b(t)*A(t,h)+ca(t)*AR(t,h)+cp(t)*PR(t,h)] ;
DEMANDA(h) .. SUM[T, P(t,h)] =E= d(h) ;

RESERVA(h) .. SUM[T, ACt,h)*pmax(t)-P(t,h)] =G= d(h)*r;

COTASUP(t,h) .. P(t,h) =L= pmax(t)*A(t,h);

COTAINF(t,h) .. P(t,h) =G= pmin(t)*A(t,h);

RAMPASUB(t,h) .. P(t,h)-P(t,h-1) =L= rs(t);

RAMPABAJ(t,h) .. P(t,h-1)-P(t,h) =L= rb(t);

LOGICA(t,h) .. A(t,h)-A(t,h-1) =E= AR(t,h)-PR(t,h);

MODEL ASIGNA /COSTE,DEMANDA,RESERVA,COTASUP,COTAINF,RAMPASUB,RAMPABAJ,LOGICA/ ;

P_UP(t,h) = pmax(t)

OPTION OPTCR = 0
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|SOLVE ASIGNA USING MIP MINIMIZING CT

111.1.13. Problemas de produccion con elasticidad en los

precios y/o costes

En algunos problemas de produccion se puede suponer que hay una ganancia unitaria
fija asociada a cada producto, con lo que la funcion objetivo de beneficio que se obtiene
es lineal. Sin embargo, en otros problemas ciertos factores introducen no linealidades en
la funcidn objetivo. Por ejemplo, un gran fabricante puede encontrar precios elasticos
mediante los cuales la cantidad que se puede vender de un producto va en relacion inversa

con el precio que se cobra. La curva precio-demanda, p(x), que representa el precio

unitario que se necesita para poder vender x unidades, seria una funcion no lineal

decreciente, nunca inferior al coste unitario de produccion c.

Asi el margen de contribucion de la empresa (ingreso bruto menos coste de

produccion, beneficio neto, EBITDA) vendria determinado por
P(x) = xp(x) —cx

Si, ademas, la empresa tiene una funcién semejante para cada uno de los n productos

que puede fabricar la funcion objetivo global seria una suma de funciones no lineales.

F00 =2 P,00 = [P, ()¢,

Otra razon por la que pueden surgir no linealidades en la funcion objetivo es a causa
de los costes de produccidn, ya que éstos pueden variar con el nivel de produccion. Por
ejemplo, el coste puede decrecer cuando aumenta el nivel de produccidn gracias al efecto
de una curva de aprendizaje (mayor eficiencia con mas experiencia) 0 aumentar por

necesidad de tiempos extra o instalaciones mas costosas.

Las restricciones también se pueden ver afectadas por estos tipos de no linealidades.
Una que surge inmediatamente es la restriccién de presupuesto, si existe, cuando los
costes de produccion varian como se ha descrito anteriormente. También seran funciones
no lineales las asociadas a los recursos, siempre que el uso de un determinado recurso no

sea proporcional a los niveles derjo\s respectivos productos.
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111.1.14. Problema de transporte con descuentos por volumen

El problema de transporte que se ha considerado hasta el momento supone que el
coste por unidad enviada de un origen a un destino dados es fijo, independientemente de
la cantidad mandada. Sin embargo, una situacion muy habitual es que se disponga de
descuentos por cantidad para volimenes grandes, con lo que la funcion de coste unitaria
seria una funcion no lineal con pendiente no creciente. Una alternativa es aproximar esta

funcion no lineal por una poligonal.

Asi pues, el coste de embarcar x unidades viene dado por una funcion poligonal,
C(x), continua, con pendiente en cada tramo igual al coste unitario de transporte. En
consecuencia, si cada combinacion de origen y destino tiene una funcion semejante, la
funcién objetivo seria

FO)= Zm:Zn:Cij (%;)

i=1 j=1

Al ser una funcion poligonal concava en un problema de minimizacion se modelara
introduciendo variables binarias de seleccion del segmento de la poligonal, y

formulandolo como un problema lineal entero.

Sin embargo, hay que distinguir dos casos al hacer la formulacion, segun el descuento
se aplique a todas las unidades si la cantidad supera un valor, o s6lo a las que superan ese

valor.

En el caso de que el descuento sélo se aplique a las cantidades que superan un valor,
por ejemplo k, de modo que las k primeras siempre tienen un coste unitario ¢ y las que
sobrepasen a k, tengan un descuento siendo su coste unitario c-a, obsérvese que la funcién

es continua:
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El modelo para representar esta funcion, siendo X la variable pasa por dividir esta
variable en dos, una hasta el valor k y otra para el exceso, obligando a que la segunda no
sea distinta de cero mientras la otra no llegue al valor k:

min cX,+(c—-a)X,
X=X, +X,
ok <X, <k
0<X,<cotasd
o€ {0,1}

En el caso, de aplicarse el descuento a todas las unidades la funcién es discontinua:

—

Y el modelo, aun siendo también una descomposicion en dos variables, es distinto,
pues seran variables que no puedan ser distintas de cero a la vez:

min cX,+(c-a)X,
X=X +X,
0< X, <ko
k(1-90) < X, <cota (1-9)
56{0,1}

111.1.15. Seleccion de una cartera de inversiones

Actualmente, cuando se plantea la seleccion de una cartera de inversiones, los
inversores se preocupan tanto por el rendimiento esperado como por el riesgo asociado a
su inversion y para obtener un modelo que permita determinar una cartera que, con ciertas

suposiciones, combine de forma Optima estos factores se utiliza la programacion no lineal.

Supongamos que se estan considerando n tipos de acciones para incluirlas en la

cartera; las variables de decision x;, j=1,...,n representan el numero de acciones j que
se van aincluir. Sean y; y o; lamediay la varianza del rendimiento sobre cada accion

detipo j,endonde o esunamedida del riesgo de estas acciones. Sea o;; la covarianza
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del rendimiento sobre una accion de cada tipo i y j. Entonces, el valor esperado R(x) y

la varianza V (x) del rendimiento total de la cartera son

RO =1,
j=1

V()= oyx%X,

i=1 j=1
con lo que la funcion objetivo del modelo resultante es
f(x) =R(x)— BV (x)
donde B se denomina factor de aversion al riesgo, ya que cuanto mayor sea mayor
importancia (negativa) se le da en la funcion objetivo a la variabilidad (la volatilidad del
rendimiento no es mas que su desviacion estandar) de la inversion final.

Como restriccién se incluye la restriccion del presupuesto y la no negatividad de las

variables (P, representa el coste de cada accion de tipo j y B es el presupuesto):

Zn:ijj <B
j=1

X >0 j=1..,n

111.1.16. Problemas de sistemas de energia eléctrica

Un problema no lineal de sistemas de energia eléctrica muy caracteristico es el flujo
de cargas 6ptimo en corriente alterna AC. Se trata de minimizar los costes variables de
operacion de los grupos de generacién sujeto al conjunto de restricciones de lared y a las
restricciones de seguridad preventiva y/o correctiva. En este caso, tanto la funcion
objetivo como las restricciones son no lineales. La funcién objetivo porque los costes de
generacion se suelen considerar cuadraticos en funcién de la produccion. Las
restricciones porque tanto la potencia activa como la reactiva son funciones no lineales

del modulo y argumento de las tensiones en los nudos.
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111.3. Biblioteca de problemas

PROBLEMA: DISTRIBUCION DE GASOLEO

Una empresa de distribucidn de gasoleo dispone de tres depositos D1, D2 y D3 donde
guarda el gasoleo y desde los que abastece a cuatro estaciones de servicio, E1, E2, E3 y
E4. En la tabla se muestra la capacidad maxima de almacenamiento de cada depdsito, la
demanda maxima de cada punto de venta y las capacidades maximas de transporte en las

posibles rutas entre depositos y estaciones de servicio.

El | E2 | E3 | E4 | Céapacidad

D1 80 | - | 70 | - 150
D2 _ 60 | 90 | 85 300
D3 40 | 60 | - | 50 250

Demanda | 130 | 200 | 150 | 250

Ademas, cada unidad que se envie a las gasolineras le supone un beneficio de 7 u.m. y

los envios se llevan a cabo en camiones cuya capacidad es de 20 unidades cada uno, con

un coste estimado por camion en cada una de las rutas de:

Costes (u.m.) | E1 E2 E3 E4
D1 100 - 125 -
- 100 | 125 | 100

D2
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D3 75 | 100 - 125

Formular y resolver un problema para determinar el plan de rutas éptimo que

maximice el beneficio de la empresa.

PROBLEMA: CONDUCTORES DE METRO

La Compafiia Metropolitana de Transporte (CMT) explota el metro de la ciudad y
planifica la asignacién de turnos de su personal de operacion. El convenio laboral exige
que cada conductor disponga de dos dias libres consecutivos por semana. La demanda de
conductores para operar los trenes varia dependiendo del dia, siendo, de lunes a domingo,
de 18, 16, 15, 16, 19, 14 y 12 conductores respectivamente. El coste de personal varia a
lo largo de la semana. Para un dia cualquiera de lunes a viernes el coste es de 50 € por
dia, los sabados se pagan a 75 y los domingos a 90. Ademas se puede recurrir a la
contratacion parcial de hasta 3 personas que trabajarian los viernes, sabados y domingos
por un coste de 200 €. Determinar el esquema optimo de turnos de trabajo de dichos

conductores.

PROBLEMA: PRODUCCION

Una empresa puede fabricar 4 productos diferentes utilizando en su elaboracion 5
tipos de materias primas. Las unidades requeridas de cada materia prima por cada unidad
de cada producto se recogen en la tabla siguiente, asi como el precio de venta de cada
producto y la disponibilidad de cada materia prima:

M1 | M2 | M3 | M4 | M5 | Precio venta

P1 1 1 1 15
P2 1 1 1 20
P3 1 1 1 15
P4 1 1 10
Disponible | 200 | 150 | 150 | 200 | 100
@@ Universidad
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El precio unitario de cada materia prima es de 2, 3, 4, 5 y 5, respectivamente, pero
hay un coste adicional por hacer un pedido de cada materia prima, independiente de la
cantidad que se pida, de 20, 25, 20, 25, 25 unidades, respectivamente. Determinar el plan

de produccion éptimo para maximizar los beneficios de la empresa.

PROBLEMA: AYUDA EN EMERGENCIAS

Tienen que transportarse sacos con alimentos mediante tres tipos de aviones Al, A2,
A3, desde un aeropuerto y arrojarse en las aldeas V1, V2, V3, V4, V5, afectadas por
inundaciones. La cantidad de alimentos (en unidades adecuadas) que cada avién puede
transportar a cada aldea en cada viaje, se da en la siguiente tabla. EI nimero de viajes que
puede hacer cada avion se da en la tltima columna y el nimero maximo de aviones que
puede recibir diariamente cada aldea en la Gltima fila. Encontrar el nimero de viajes que
debera hacer cada avién a cada aldea de forma que se maximice la cantidad de alimento

distribuido por dia.

V1 |V2|V3 | V4|V5
Al 10 8|6 9 12 50
A2 5 | 3|84 10 9
A3 7 1916 10 4 60
100/ 80 | 70 1 40 | 20

PROBLEMA: CONSTRUCCION DE ALMACENES

Una compafiia planea construir varios almacenes para guardar un cierto producto.
Estos almacenes surtirdn a dos grandes clientes con las unidades demandadas
mensualmente apuntadas en la ultima fila de la tabla. Se pueden construir hasta tres
almacenes, que se tienen como candidatos, con capacidades expresadas en la ultima
columna. Usando el coste estimado de construccion de los almacenes, su vida util y el
valor del dinero en el tiempo, los costes de construccion por mes para los tres almacenes
se han estimado en 8000, 12000 y 7000. A continuacion se dan los costes de transporte
por unidad desde los tres almacenes candidatos a los clientes.
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Cliente 1 | Cliente 2 | Capacidad
Almacén1| 1.50 2.00 4000
Almacén2| 2.00 1.50 5000
Almacén 3| 2.50 2.25 6000
Demanda 3000 5000

Determinar qué almacenes se deben construir y cdmo se ha de satisfacer la demanda

de los clientes.

PROBLEMA: TRANSPORTE DE ELECTRODOMESTICOS

Una compafiia tiene dos fabricas, una en Alicante y otra en Huelva. Las dos fabricas

producen frigorificos y lavadoras. Las capacidades de produccion de estos articulos en

Alicante son de 5000 y 7000, respectivamente, y en Huelva de 8000 y 4000. La compafiia

entrega estos productos a tres grandes clientes en las ciudades de Barcelona, A Corufia 'y

Valencia, siendo las demandas:

DTGB (o Barcelona | A Coruiia | Valencia
Frigorificos 4000 5000 4000
Lavadoras 3000 3000 4000

Los articulos se transportan por ferrocarril. En la tabla siguiente se muestran los costes

unitarios de transporte y las limitaciones para enviar cualquiera de los dos productos de

cada fabrica a cada cliente:

Barcelona | A Corufia | Valencia
Alicante Coste unitario 6
Maximo unidades 6000 3000 7500
Huelva Coste unitario 10 15
Maximo unidades 3000 9000 3000
@5 Universidad
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Se desea minimizar el coste total de transporte.

PROBLEMA: LOGISTICA

Una empresa tiene dos factorias, F1 y F2, con las que abastece a tres almacenes de
distribucion, D1, D2 y D3, de dos articulos, A1y A2.

Los costes de transporte de una unidad de cualquiera de los dos articulos desde cada
factoria a cada almacén se dan en la tabla izquierda, en tanto que los precios de venta

unitarios de cada articulo en cada almacén se dan en la tabla derecha.

Coste Tr | D1 | D2 | D3 Precio | D1 | D2 | D3
F1 4 | 71|65 Al 17|20 18
F2 6 | 5|7 A2 |19|17 |21

El tiempo, expresado en minutos, que se tarda en fabricar una unidad de cada articulo
en cada una de las factorias se refleja en la tabla izquierda, en tanto que los costes unitarios

de fabricacion de cada articulo en cada factoria aparecen en la tabla derecha.

Tiempo | Al | A2 Coste Fb | Al A2
F1 6 |75 F1 8 6
F2 10| 5 F2 510

La capacidad de produccion de la factoria 1 es de 260 horas y la de la factoria 2 de
240 horas.

Las demandas minimas de cada uno de los articulos que en cada almacén deben ser

satisfechas son expresadas en la tabla siguiente.

D1 | D2 | D3

Al | 600 | 800 | 500

A2 | 700 | 500 | 1200

Por ultimo y por cuestiones de tipo técnico y de politica de empresa, nunca se pueden

producir en cualquiera de las factorias mas de 500 unidades de un articulo que de otro.
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Se trata de elaborar un modelo que proporcione el mejor programa de produccion y

distribucion para maximizar el beneficio neto.

¢Se modifica la solucion si el tiempo de ejecucion de A2 en F1 se reduce en medio

minuto?

PROBLEMA: GESTION DE AUTOBUSES

En una ciudad se intenta disminuir la contaminacion reduciendo la circulacion
interurbana. Un primer estudio busca determinar el minimo nimero de autobuses que
satisfagan las necesidades de transporte. Después de recoger la informacién se observa
gue este numero varia segun la hora del dia, pero se puede considerar constante en

intervalos sucesivos de cuatro horas:

00:00 a.m.-4:00 am. | 4 12:00 m. — 4:00 p.m. 7
4:00 a.m. — 8:00 a.m. 8 4:00 p.m.-8:00 p.m. | 12
8:00 a.m. —12:00 m. 10 8:00 p.m.-00:00a.m. | 4

Los turnos de autobuses funcionan durante ocho horas seguidas y pueden comenzar
al principio de cualquiera de los seis periodos descritos anteriormente. Ademas, si en el
turno que comienza a las 8:00 p.m. hay estrictamente mas de 4 autobuses, en el siguiente
ha de haber también estrictamente mas de 4. Plantear un problema de programacion lineal
entera para determinar el minimo ndmero de autobuses diario que satisface las

necesidades anteriores.

PROBLEMA: ADQUISICION DE CAMIONES

Una compaiiia de transportes tiene 10 camiones con capacidad 40000 kg y 5 camiones
de 30000 kg. Los camiones grandes tienen un coste variable de combustible de 0.30 €/km

y los pequerios de 0.25 €/km.
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En una semana la empresa debe transportar 400000 kg en un recorrido de 800 km. La
posibilidad de otros compromisos recomienda que por cada dos camiones pequerios

mantenidos en reserva debe quedarse por 1o menos uno de los grandes.

¢Cual es el numero optimo de camiones de ambas clases que deben movilizarse para

ese transporte y teniendo en cuenta las restricciones?

PROBLEMA: PLANIFICACION DEL METRO

En una determinada ciudad se va a construir la red del metro. La empresa encargada
ha de decidir qué lineas construir y para ello tiene varias opciones. Existen 10 puntos
claves por los que ha de pasar la red y se ha visto que son 8 las posibles lineas a construir.
Las lineas posibles, los puntos clave por los que pasaria cada una y su coste estimado de

construccioén en unidades apropiadas, son:

Puntos clave | Coste
L1 P1 P2 P3P4 4

L2 | P1P3P5P7
L3 P2 P3 P4 P6
L4 | P5P7P9P10
L5 P2 P7 P8

L6 | P1P4P5P10
L7 P3 P8 P9

L8 P2 P6 P10 3
Ademas, por el punto P2 han de pasar al menos dos lineas; y, si los puntos P3y P7 no

w |~ W (DS

guedan conectados por una linea directa, entonces debe existir un transbordo en P8 de
modo que pase una linea que una este punto con el P3 y otra con el P7. Plantear como un
problema de programacion lineal entera el problema de decidir qué lineas construir de la
forma mas econdmica con estas restricciones teniendo en cuenta que por cada punto clave

debe pasar al menos una linea.

PROBLEMA: OFICINA DE CORREOS
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Una oficina de correos necesita distinto nimero de empleados de jornada completa
para cada dia de la semana, tal como se da en la tabla adjunta. Las reglas sindicales
sefialan que cada empleado de jornada completa tiene que trabajar durante cinco dias
consecutivos y, a continuacion, descansar dos dias. Por ejemplo, un empleado que trabaje
de lunes a viernes tiene que descansar sabado y domingo. La oficina de correos quiere
cumplir con sus requerimientos diarios y utilizar s6lo empleados de jornada completa.
Formular mediante programacion matematica un modelo que pueda utilizar la oficina de

correos para minimizar el namero de empleados de jornada completa a contratar.

Empleados
Lunes 17
Martes 13
Miércoles 15
Jueves 19
Viernes 14
Sébado 16
Domingo 11

PROBLEMA: ABASTECIMIENTO

Una empresa abastecedora de agua tiene que llevar agua de un punto s a un punto t
y para realizar la conexidn entre ambos puntos ha de pasar por unos puntos intermedios.
Cada conexion entre un par de puntos tiene un coste estimado de construccion y, una vez
construida, un coste unitario de envio de cada litro y una capacidad por hora que se

recogen en la siguiente tabla:

Conexién Coste Coste envio | Capacidad
construccion I/min I/min
s-1 100000 40 100
s—2 200000 50 200
1-3 80000 60 50
1-t 100000 70 30
2-3 200000 40 20
@% Universidad
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2—t

200000

70

100

i

150000

60

60

Plantear un problema de programacion matematica si se quieren enviar 180 litros por
minuto de la forma mas econdémica posible, teniendo en cuenta que si se construye la

conexién de s a2 hade hacerselade2a't.

PROBLEMA: ADQUISICION DE MAQUINAS TROQUELADORAS

Una compafiia tiene tres tipos de maquinas troqueladoras de diferente velocidad y

precision:
Velocidad Precision Coste
(piezas/hora) (%) (€/hora)
Tipo 1 20 99 2.00
Tipo 2 15 95 1.75
Tipo 3 10 99 1.50

Cada dia (8 horas) se deben procesar por lo menos 3500 piezas y hay disponibles 8
maquinas del tipo 1, 10 del tipo 2 y 20 del tipo 3.

Si cada pieza errénea le cuesta a la compafiia 1 céntimo. ;Cuantas maquinas de cada

tipo se deben utilizar para minimizar los costes?

PROBLEMA: SECUENCIACION DE TRABAJOS EN UNA MAQUINA

Dados unos trabajos que realizar, una duracion de éstos y una fecha de entrega
prevista, plantear un problema de programacion lineal entera para encontrar la secuencia
gue minimiza el retraso o demora media con que los trabajos son entregados, con los

siguientes datos:

Tarea T1|T2|T3| T4

Tiempo de proceso 9 12| 7 |14

Fecha de entrega 1511923 31
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

PROBLEMA: PRODUCCION Il

En una empresa familiar se producen dos tipos de productos, 1 y 2, procesando
materia prima. Se pueden comprar hasta 90 kg de materia prima a un coste de 10 €/kg. Se
puede usar 1 kg de materia prima para producir 1 kg de producto 1 o para producir 1/2 kg
del producto 2. Usar 1 kg de materia prima para producir el producto 1 requiere 2 horas
de mano de obra. Usar 1 kg de materia prima para procesar el producto 2 requiere 3 horas
de mano de obra. Se dispone de 300 horas de mano de obra a 3 €/hora. Se pueden vender
a lo sumo 40 kg del producto 2. El producto 1 se vende a 29 €/kg y el producto 2 a 69
€/ko.

Ademas existe una limitacion inferior y superior en caso de que se produzca alguna
cantidad de cada articulo. Es decir, si se produce algo del producto 1 ha de ser mas de 15
y menos de 30 kg vy si se produce algo del producto 2 ha de ser mas de 10 y menos de 20
kg. Plantear el problema y obtener la solucién optima.

PROBLEMA: PRODUCCION E INVENTARIO

Una empresa desea planear su politica de produccién/inventario para los meses de
agosto, septiembre, octubre y noviembre. La demanda estimada del producto para esos
meses es de 500, 600, 800 y 1000 unidades, respectivamente. En la actualidad, la
capacidad de produccion mensual es de 600 unidades con un coste de 2500 €. La
administracion ha decidido instalar un nuevo sistema de produccién con capacidad
mensual de 1100 unidades a un coste por unidad de 3000 €. Sin embargo, el nuevo sistema
no puede ser instalado hasta noviembre. Supongase que el inventario inicial es de 250
unidades y que, durante cualquier mes dado, se pueden almacenar a lo sumo 400 unidades.
Si el coste mensual por unidad por mantener en inventario es de 300 €, minimizar el coste
total de produccion e inventario. Suponer que se debe satisfacer la demanda y que se

requiere tener 100 unidades en inventario al final de noviembre.
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En una mision pacifica de las Naciones Unidas se dispone de 5 aviadores para formar
las tripulaciones de dos aviones biplaza. Estos aviadores son de distintas nacionalidades:
Espafiol, Frances, Italiano, Griego y Portugués. Como en toda cuestion diplomatica las
relaciones internacionales son de gran peso, cada una de las distintas composiciones de

las tripulaciones conlleva un beneficio, siendo éstos:

Francés | Italiano | Griego | Portugués
Espariol 2 5 4 3
Francés 4 4 2
Italiano 5 4
Griego 3

Por otra parte, estas mismas relaciones internacionales hacen que si una tripulacion
esta formada por el aviador espafiol y el italiano la otra ha de estar formada por el aviador
francés y el griego. Formular el problema de programacion lineal entera.

PROBLEMA: MEZCLA DE CRUDO

La empresa Sunco Oil produce dos tipos de gasolina (1 y 2), cada una de ellas
mezclando dos tipos de crudo (1 y 2). Los precios de venta de cada barril de gasolina son
7000 y 6000 €, respectivamente. Por su parte, los precios de compra de los dos tipos de
crudo son de 4500 y 3500 € por barril, respectivamente. Se pueden comprar hasta 5000
barriles de cada crudo diarios. Los dos tipos de gasolina difieren en su indice de octano y
en su contenido en azufre. La mezcla del petréleo crudo que se utiliza para obtener la
gasolina 1 ha de tener un indice de octano promedio de al menos 10 y a lo sumo un 1 %
de azufre. La mezcla que se obtiene para la gasolina 2 ha de tener un indice promedio de
octano de por lo menos 8 y a lo sumo un 2 % de azufre. Los indices de octano y el
contenido en azufre de los dos tipos de crudo son:

Crel Octano | Azufre
1 12 0.5
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2 6 2.0

La transformacion de un barril de petréleo en un barril de gasolina cuesta 400 € y la

refineria de Sunco puede producir diariamente hasta 9000 barriles de gasolina.

Los clientes de Sunco actualmente demandan 3000 barriles de la gasolina 1 y 2000
de la gasolina 2. Sin embargo, Sunco tiene la posibilidad de estimular la demanda
mediante la publicidad, de modo que cada euro invertido en la publicidad de cada tipo de
gasolina, aumenta la demanda diaria de ese tipo de gasolina en 0.1 barriles (si por ejemplo
gasta 1000 € en publicidad de la gasolina 1 aumenta la demanda de gasolina 1 en 100
barriles). Formular un problema de programacién lineal que permita a Sunco maximizar

sus ganancias diarias.

PROBLEMA: PRODUCCION VI

Una planta de produccion dispone de m maquinas para llevar a cabo su produccion.
La demanda semanal del producto es conocida para las siguientes n semanas, dem;
siendo j cada una de las semanas, y ha de ser satisfecha. Cada una de las maquinas i
puede estar arrancada y produciendo durante cada semana o no, pero si lo esta tiene un
coste fijo por estar arrancada de cf, €, siendo su produccion maxima pm.. Ademas, el
coste unitario de produccion con cada una de las maquinas es variable con las semanas,
siendo cv; € por unidad de producto, y el coste de almacenamiento de una semana a otra
estd estimado en calm € por unidad de producto. Por otra parte, arrancar una maquina
para acoplarla una semana si no lo estaba la anterior tiene un coste de arranque carr,. Se
supone que todas las maquinas inicialmente estan arrancadas (no hay coste de arranque

para la primera semana).

a) Plantear un modelo lineal para optimizar la planificacion de la produccién siendo

el horizonte de planificacion las n semanas.

b) Sobre la formulacién anterior supdngase ahora que cuando una maquina para, ha

de hacerlo al menos dos semanas consecutivas por razones técnicas, ¢cémo se
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PROBLEMA: TRANSPORTE POR FERROCARRIL

Una empresa de transporte opera en una linea ferroviaria con un determinado material
rodante que puede transportar un volumen maximo V y un peso maximo P de
mercancias, transportando distintas mercancias de otras empresas. Para un determinado
dia dispone de distintas solicitudes de mercancias, de modo que de cada mercancia i

conoce la cantidad maxima a transportar mx;, el volumen v, y peso p, unitarios, el pago

que el propietario de la mercancia esta dispuesto a pagar a la empresa por cada unidad

transportada, b,, y el coste que estima la empresa por cada unidad a transportar, c,. La

empresa de transporte desea tener un modelo que le permita elegir cada dia las cantidades
de las mercancias que le proporcionen mayor beneficio a partir de estos datos diarios.

A su vez, puede variar la capacidad del material rodante, tanto en volumen o peso, de
modo que desea saber en cuanto puede valorar cada unidad extra de volumen y de peso
de la que puede disponer, para saber cuanto puede estar dispuesto a pagar por un aumento
de éstos.

Por otra parte, a los propietarios de las mercancias que no son transportadas, puede y
debe informarles de la cantidad en la que deberian aumentar su oferta para que su

mercancia fuera transportada (en detrimento de otras).

a) Presentar un modelo lineal para este problema, suponiendo que las cantidades se
pueden fraccionar. ¢Qué elementos del modelo darias como resultado para responder

a las distintas preguntas planteadas?

b) Supongase ahora que la oferta conlleva un descuento por volumen de modo que la

cantidad que un propietario paga por cada unidad es de la forma a —g,X;, donde x

es la cantidad transportada. Plantear el nuevo modelo.

c) Sobre el planteamiento del apartado a), supdngase que lo que hay es una capacidad

de volumen y peso por vagon, vV y P,y que hay que decidir ademas de cuanto
transportar, cuantos vagones hay que enganchar, existiendo un coste unitario por

vagon utilizado, cvag . Plantear el nuevo modelo.
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PrROBLEMA: EDICION DE CDs

Una compaiiia discografica estd pensando en editar una coleccion de grandes éxitos
de uno de sus cantantes mas famosos. Todas sus canciones han sido agrupadas en doce
lotes. Cada lote ocupa tiene un cierto tamafio expresado en MB y tiene asociado un indice
de marketing (relacionado con su demanda esperada).

Lote | Tamafio | Indice marketing
1 350 15
2 300 32
3 160 20
4 310 25
5 260 35
6 250 10
7 400 40
8 100 34
9 520 24
10 170 16
11 300 36
12 360 26

Los lotes van a ser grabados en una serie de CDs, cada uno con una capacidad maxima
de 700 MB. Ademas, para que el CD funcione en el mercado, se estima que debe tener
un indice de marketing superior a 45. Por otro lado, y dado el contenido de sus canciones,
los lotes 1, 2 y 3 se han de grabar en CDs distintos. El objetivo de la compafiia es
maximizar el nimero de CDs editados, utilizando todos los lotes de canciones y sin editar

mas de una vez el mismo lote.

PROBLEMA: VUELOS CHARTER

Una compafiia aérea tiene una flota de 15 aeronaves: 5 de cada uno de tres tipos A, B

y C, cuyas respectivas capacidades para el transporte de viajeros son de 80, 68 y 55

personas. Una agencia de viajes le @gita resu Heﬁto para trasladar a 372 personas. La
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compafiia analiza sus costes, que dependen del nimero de aviones de cada tipo que quiera
utilizar para transportar a esas personas, datos que se dan en la siguiente tabla en miles

de euros

Tipo| 12 3|45
A |11/20/30/40|50
B | 9|17|24 /34145
C | 8/15/21/26/|31

Ademas la compafiia aérea incurre en un coste fijo adicional de 6 k€ por cada tipo de

aviones que utilice.

Proponer un modelo de programacion lineal entera cuyo objetivo sea determinar la
composicion optima de la flotilla de aviones que va a realizar el transporte para minimizar

los costes de la operacion.

PROBLEMA: PROVEEDORES

Tres almacenes deben abastecer a cuatro mercados de cierto nimero de unidades de
un producto. Los costes unitarios de transporte (en €), las existencias en los almacenes y
las necesidades de los mercados se dan en la tabla siguiente.

M1 | M2| M3 | M4 | Existencias en almacenes

Al 61719 5 220
A2 7101 9 | 6 350
A3 5 8] 715 270

Demandas en mercados | 80 | 90 | 100|135

Cuando un almacén abastece a un mercado ha de firmar un contrato para establecerse

como proveedor del mercado, de modo que ha de pagar una cantidad por el unico hecho

de ser proveedor, establecida en 100 €. La demanda de los mercados ha de ser satisfecha.

1. Establecer un programa lineal entero que permita obtener el plan de

abastecimiento més econémico.

2. Sobre el planteamiento anterior, si de un almacén cualquiera se envia a todos los

mercados un total de menos de 100 unidades, sus costes unitarios de la tabla
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anterior se incrementan en 2 €, es decir, el coste unitario de la tabla es para todas
las unidades enviadas desde un almacén a un mercado si la cantidad total que el
almacén envia es mayor o igual que 100. Establecer un programa lineal entero que

permita obtener el plan de abastecimiento mas econémico.

PROBLEMA: COMPOSICION DE PIENSO

Un pequefio ganadero alimenta sus reses con una mezcla de dos piensos compuestos,
P1y P2, que él mismo elabora, y en los que es posible encontrar tres nutrientes N1, N2 y
N3, de acuerdo con lo reflejado en la tabla, donde se da el contenido, en gramos, de cada

nutriente por kilo de pienso compuesto.

N1 | N2 | N3 | Aditivos

P1|100 /300|400 200

P2|200|250|300| 250

Los costes de fabricacion de un kilo de cada pienso son de 0.3 € para P1 y de 0.36 €

para P2. Las necesidades diarias de una res respecto a los nutrientes considerados son:
e NI1: entre 250 y 300 gramos, con una cantidad optima de 250 gramos

e N2:entre 325 y 460 gramos, con una cantidad 6ptima de 400 gramos

e N3: entre 450 y 600 gramos, con un 6ptimo de 500 gramos.

La desviacion, en mas o en menos, de la cantidad de nutrientes proporcionados a una
res respecto al valor 6ptimo antes indicado requiere un tratamiento compensatorio, con
costes de 0.01 € por gramo, en el caso de N1, 0.005 € por gramo en el caso de N2 y de
0.008 € por gramo en el caso de N3.

1. Plantear un modelo de programacion lineal para determinar qué cantidad de cada

pienso hay que proporcionar a cada res para minimizar el coste de alimentacion

2. Ademas, si la cantidad utilizada de P1 fuera estrictamente mayor que el doble de
la de P2 el coste de P1 se incrementaria en 0.05 €/kg. Modificar el modelo anterior

afadiendo este supuesto y sin.gue deje de ser lineal.
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PROBLEMA: EXPLOTACIONES GANADERAS

En dos explotaciones ganaderas G1 y G2 se crian vacas Yy cerdos, con los cuales se

intenta satisfacer las demandas de tres mataderos industriales M1, M2 y M3.

Las disponibilidades y demandas actuales de vacas y cerdos en explotaciones y
mercados, asi como los costes de transporte unitarios entre ellos, en €, se resumen en las

siguientes tablas.

Vacas Cerdos
M1 | M2 | M3 | Disponibilidad | | M1 | M2 | M3 | Disponibilidad
Gl 2512120 25 6 | 7|8 130
G2 27 119 | 25 32 8 6 |7 100
Demanda | 17 | 6 | 22 45 1 85 | 76

En cada explotacion hay 6 vehiculos especialmente adaptados para el transporte de
vacas y 8 para el de cerdos. Un vehiculo para vacas tiene una capacidad en volumen de
100 unidades y uno para cerdos tiene una capacidad de 80 unidades de volumen. Con
independencia de la explotacién ganadera y del matadero entre los que puedan hacer un
viaje, el uso de un camion para vacas tiene un coste fijo de 200 €, ademas del coste
directamente asociado a las vacas transportadas. Por lo que hace a los camiones para

cerdos, dicho coste fijo es de 165 €.
Una vaca ocupa 12 unidades de volumen y un cerdo 3.

1. Elaborar un modelo de programacion lineal entera que satisfaga las demandas de los

mataderos con un coste de transporte minimo.

2. Supongase ahora que también es posible, si conviene, transportar cerdos en un camion
para vacas, aungue ello supone ciertas adaptaciones que incrementan el coste unitario
de transporte de los cerdos en 2 €. De la misma forma, es posible transportar vacas en
los vehiculos para cerdos, con un coste unitario adicional de 10 €. Suponinedo que en
un camion pueden ir vacas o cerdos simultaneamente, elaborar un modelo de
programacion lineal entera que satisfaga las demandas de los mataderos con un coste
de transporte minimo.
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PROBLEMA: CORTE DE BOBINAS

La empresa EIVISSA se dedica a la fabricacion de bobinas madre de plastico con un

ancho de 6000 mm. Sus clientes son empresas de envasado cuyos pedidos son bobinas

hija de anchos inferiores, tal como aparecen en la siguiente tabla:

Pedido | Anchura [mm] | Fecha de entrega [horas]
1 1500 6
2 1200 10
3 800
4 750
5 915
6 315 10
7 1450
8 650 4
9 725
10 1800 12

Se trata de plantear un modelo de optimizacion para determinar los cortes a realizar

en las bobinas madre para satisfacer los pedidos de bobinas hija con estas posibles

diferentes funciones objetivo alternativas:

1. Plantear el modelo de optimizacion completo para minimizar el numero total de

bobinas madre necesitadas

2. Minimizar la suma del desperdicio lateral sobrante de todas las bobinas

3. Minimizar la suma de los retrasos de cada pedido con respecto a las fechas de entrega

teniendo en cuenta que el corte de una bobina madre en bobinas hija dura 6 horas y

gue sélo se dispone de una maquina de corte de bobinas madre por lo que el corte de

cada bobina se hace consecutivamente

PROBLEMA EMPRESA DISTRIBUIDORA

@@ Universidad

4 Complutense

68 M Madrid

g

08/01/2019



PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

Una empresa distribuidora tiene dos almacenes centrales en las ciudades C1 y C2
desde los que abastece a tres centros de distribucion situados en D1, D2 y D3. Desde estos

centros de distribucion se aprovisionan a cuatro mercados M1, M2, M3y M4,

Sean e Yy e, las existencias en los almacenes centrales y d,, d,, d, y d, las
demandas de los mercados. El coste de transporte unitario desde el almacén central i al
centro de distribucion j es c; y el de transportar una unidad desde el centro de

distribucion j al mercado k es w, . Cada unidad del articulo tiene un peso p.

1. Elaborar un modelo de programacién lineal que permita satisfacer las demandas de

los mercados al menor coste.

2. ¢Como se modifica dicho modelo si M1 no puede ser aprovisionado simultaneamente
desde D1y D2?

3. ¢Qué modificacion adicional hay que introducir cuando el coste unitario de transporte
entre un centro de distribuciéon y un mercado cualesquiera de todas las unidades que

excedan de un minimo m, y solo de ellas, se reduce en una cantidad h?

4. ¢Qué nueva modificacion experimenta el modelo si las unidades se transportan en

camiones que pueden transportar un peso maximo P, tal que P no es multiplo de p

? El coste de cada camidn es independiente del trayecto realizado y asciende a la

cantidad C . Este coste se afiade al coste unitario de transporte de las unidades.

111.4. Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA DISTRIBUCION DE GASOLEO
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X; © cantidad enviada de deposito i a estacion

Y; : camiones usados de deposito i a estacion j

max Y (7X; —¢;Y; )
¥
sa. Y X;<cap, Vi
j
Z X; <dem, Vj
X; <capac; Vi, j
X,<20Y,  Vi,j  X,,Y,20Y,eZ

ijr i

Objetivo: 825

El E2 E3 E4 El
Cantidades Camiones

D1 80 0 60 0 D1 4

D2 0O 60 80 80 D2
D3 40 60 0 40 D3 2

RESULTADO DEL PROBLEMA CONDUCTORES DE METRO

X, : nimero de conductores que empiezan su turno el dia i
T. : conductores que trabajan el dia i
Y : namero de personas contratadas a tiempo parcial

min ) cT, +200Y

sa. T,= Y X,=nec Vi#56,7

j#i+Li+2
T = Z X;+Y >nec, Vi=56,7
jEI+Li+2
Y <3
X, T.,Y >0
L M X J % S
38 2 2 4 3 3

CosTE: 6730

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION
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X. . unidades producidas de producto Pi

M. - 1  sipide materia prima j
7710 si no pide materia prima j

max Y pv,X; - > a,c; X, =Y f,M,
i ij j
sa. Y. a;X; <disp;M; V]

X, 20,M, e{0,1}

Beneficio 1435
P1 50|
P2 100
P3 o
P4 150

RESULTADO DEL PROBLEMA AYUDA EN EMERGENCIAS

max > a;X;

LN

D x; <a Vi
j

2% <V V]

X; >0

El avion Al hace 50 viajes a la aldea V1, el avion A2 hace 40 a la aldea V3 'y 20 a la
V5, y el avion A3 hace 50 a la aldea V2 y 40 a la V4. La cantidad total de alimentos
repartidos es 1870.

RESULTADO DEL PROBLEMA CONSTRUCCION DE ALMACENES

min > v, x; + > fy,

Xieri Ivj i

DX ey, Vi
j

2% =d; v

x; 20,y €{0,1}
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unidades al cliente 2 y del almacén 3 4000 unidades al cliente 2.

RESULTADO DEL PROBLEMA TRANSPORTE DE ELECTRODOMESTICOS

min > ¢, X

Xijk i,j,k

> Xy < Vik
i

> X =by  Vik
D X Sty Vi
k

X =0

Frigorificos | Barcelona | A Corufia | Valencia
Alicante 1500 0 3500
Huelva 2500 5000 500
Lavadoras | Barcelona | A Corufia | Valencia
Alicante 3000 0 4000

Huelva 0 3000 0

El coste total de transporte es de 176000 u.m.

RESULTADO DEL PROBLEMA LOGISTICA

max Z ij Xijk - z fikxijk - Z Cij Xijk
ik i gk i ik i ik

Dty X <h Vi
j.k

> X 2by ik

J2

—500< )" X, — D %;, <500 Vi
j j

Xij 2 0
Al D1 D2 D3
F1 600 0 500
F2 AL | 840 0
= &«3&“ Universidad
4 Complutense

% Madrid

I
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Al D1 D2 D3
F1 0 0 1200
F2 700 500 0

El beneficio neto es de 29000.

RESULTADO DEL PROBLEMA GESTION DE AUTOBUSES

MIN X, + X, + X3 + X, + X + Xg
X + X =4

X, +X, =8

X, + X, 210

X;+ X, =7

X, + X 212

X + X, >4

Xs + X <4+125

X, +Xg 250

Xi EZ+,5€{0,1}

El nUmero minimo de autobuses es de 26.

RESULTADO DEL PROBLEMA ADQUISICION DE CAMIONES

min(0.30x+0.25y)800
x <10

y<5

40x+30y > 400
2(10-x)>5-y
X,yeZ"

RESULTADO DEL PROBLEMA PLANIFICACION DEL METRO

4 Complutense 73
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MiN4x, +4X, +4X; +4X, + 3%, + 4% +3X, + 3%,

X + X, + X 21

X, + Xy 4+ X + Xg =2

X+ X, + X+ X%, =1

X + X+ X% 21

X, + X, + X, 21

Xy + X 21

X, + X, +X% =1

X +X, 21

X, +X, 21

X, + X+ % =1
X, +0 21

Xs +X, =26 20

X, €{0,1)

}omm{&+&22—2@

RESULTADO DEL PROBLEMA OFICINA DE CORREOS

;
min )" x,
i=1
X, + X, + X + X + X, 217
X, + X, + Xs + X5 + X, 213
X, + X, 4+ X, + Xs + X, 215
X, + X, + X + X, + X, 219
X, + X, + X5 + X, + X >14
X, + X5 + X, + X + X >16
Xy + X, + X + X + X, 213
X eZ"

RESULTADO DEL PROBLEMA ABASTECIMIENTO

@Lﬁ Universidad
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min 40X, + 50X, + 60x,, + 70X, +40X,, + 70X,, + 60X, +
+100000y,, +200000y,, +80000y,, +
+10000y,, +200000y,, +200000y,, +150000Y.,,
Xy + X, =180
Xs1 = X3 T Xy
Xsp = Xp3 + Xy
X3+ Xpz = Xy
Xy + X, + X5, =180

sl - 100 ysl

X, <200y,

13 - 5Oyl3
Xlt < 30 ylt

23 - 20 y23

Xy <100Y,,

3t - 60 y3t

th = ysZ
Xij 2 01 yij € {0'1} V|, J

Se eligen las conexiones (s-1), (s-2), (1-3), (1-t), (2-t) y (3-t) y pasa un flujo de 80,
100, 50, 30, 100 y 50 respectivamente. El coste total es 853300.

RESULTADO DEL PROBLEMA ADQUISICION DE MAQUINAS TROQUELADORAS

min(2x+1.75y+1.5z2+0.01-20x + 0.01-15y + 0.01-102)8
20-8x+15-82+10-8z > 3500

X<8

y <10

z2<20

X, Y, 2eZ"

RESULTADO DEL PROBLEMA SECUENCIACION DE TRABAJOS EN UNA MAQUINA

Sea d; al tiempo de proceso del trabajo j y r; a la fecha de entrega del trabajo j.

@% Universidad
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Definimos las variables del problema como

Xij

_ |1 sieltrabajo j se hace en la posicion i
o en otro caso

La funcion objetivo sera la minimizacion de la demora media min Zz p, sujeto a:
i

Cada trabajo se hace unavez » x; =1 V]

- En cada posicion s6lo un trabajo ZXU =1 Vi
i

- Para cada posicidn i se acaba un trabajo en ella con fecha de entrega Zj rX; -

- Por otra parte, el trabajo j que acaba en esa posicion acaba en el instante

Zjdjzkgi X - Las variables n; y p;, cuentan si acaba antes de tiempo
(adelantado) o después (retrasado). Por eso p;, que es la demora, es la que aparece

en la funcion objetivo > d, > x,+n—p =D rx, Vi
j j

k<i
- n,p 20 xe{01]
RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION 11

max 2900y, + 6900y, —600y, —1800y, —1000y, — 2000y,
y, +2y,<90

2y, +6y, <300

y, <40

15u, <y, <30u,

10u, <y, <20u,

¥, Y, =0,u;,u, ={0,1}

@@ Universidad
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max >’ Py, =D tX —C> X,
k k k
> % <X
k
>t x <t
k

Yo =%, VK
Uy, =Y Sukyk’Vk
Xe» Vi 20,u, ={0,1}, vk

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION E INVENTARIO

min Z(Cii +c'p;)

i+ —di =iy,
P <P

i <1

i, =250,i; =100
P, 20

RESULTADO DEL PROBLEMA MISION PACIFICA

MaX 2Xy + 93Xy + 4%y +3Xy, +4Xg + 44Xy + 2%, +9X, +4X, +3X,
Xep  Xgi + Xgg +Xgp <1

X +Xg + Xy +Xg, <1

Xg + Xg + X + %, <1

Xeg T Xy + Xig +Xgp <1

Xep + Xgp + X + Xy <1

Xet F Xei F Xeg + Xgp + X + X + Xgp + Xy + X + Xy =2

X < Xgg

Xet + Xeir Xog s Xep s X Xgg s X0 Xig» Xip» Xgp € {0, 1}

RESULTADO DEL PROBLEMA MEZCLA DE CRUDO

@% Universidad
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max 7000(x,; + X,;) +6000(X,, + X,,) -4500(x,, + X;,) -3500(X,; + X,,)
'400(X11 T Xy + Xy + Xzz) Vi Y
X,; + X, <5000

X, + X,, <5000

Xyy + X, + %1 + Xy, <9000

12X, +6Xy, 210(x;; +X,)

12)(12 + 6X22 = 8(X12 + X22)

0.5%, +2X,) < X, + Xy,

05X12 + 2)(22 - 2()(12 + X22)

X, + X5, =3000+ 0.1y,

X, + X,, =2000+0.1y,

Xll’ X12’ X21’ X22’ yl’ y2 2 0

RESULTADO DEL PROBLEMA PRODUCCION VI

i74j

mmZ{calmAl +Z(cv P, +cf A +carrArr, )}
ZP +Al,_ =dem, +Al; Vj (Al,=0)
<pm4; Vi, |
a) A ij—Parij_ﬂ,”.—ﬂ,”.f1 Vi, Vj>2
ﬂﬁo:l
P, Al, >0, 4 {01}
Arr, €{0,1} 6 Arr,>0

] —

b) AyatAya—Ay <1 Vi2<j<n-1

ij+1 ij

0 bien Ay + Ay, <2-2Par; Vil<j<n-1

RESULTADO DEL PROBLEMA TRANSPORTE POR FERROCARRIL
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maxz=Z(bi—ci)xi
Zvixi S\I/

i p,X <P
Olgxismxi Vi

Se deben dar las cantidades de las mercancias a transportar, el valor de la variable
dual de la primera restriccion para dar el valor de cada unidad de volumen, el valor de la
variable dual de la segunda restriccién para dar el valor de cada unidad de peso, y a cada
propietario del que no se transporte nada el coste reducido de su variable correspondiente

que seria en lo que tendria que aumentar su oferta para ser incluida.
maxz = Z(ai —0iX _Ci)xi
Zvixi <V
> px <P
i

0<x, <mx Vi

b)

maxz=) (b —c)x,—cvag)_y,
¥ j
Zvixij <Vy, V]
c) z P X; < F_)yj V]
DX <mx Vi

i

x; 20, y, {01}
0 bien
maxz:Z(bi—ci)xi —cvag-y
Zvixi S\I/_y
i p.x <Py

0<x, <mx, Vi

yelZ®
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RESULTADO DEL PROBLEMA EDICION DE CDs
maxEj: Y,
D ox; =1 Vi
i
Ztamixij <700y, Vj
iindiixij > 45y, Vj
xl1j +X,;+%; <1 Vj
X, Y; €{0,1}
RESULTADO DEL PROBLEMA VUELOS CHARTER
min ) C,x; + > _6Y, min > C,x; +6)_X;
i,j i i, i,j
> CARY j-x;2D >.CARP> j-x; =D
i j 0 bien i ]
DX <y, Vi D% <1 Vi
j j
X Y, €{0,1} x; €{0,1}
RESULTADO DEL PROBLEMA PROVEEDORES
min 3" (c; X; +ccont,Y; )
i
> X;<a Vi
i
1L Y X;=d; vj

X; <MY, Vi, j(M cota suf. grande, por ejemplo, M = max(d; ) =135)
X;20,Y; €{0,1}

@@ Universidad
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min " (c; X; +(c; + penal;) X;; +ccont,Y; )
ivj
> X <a Vi
j
2. Xy =d; Vi
)&ij <MY, Vi, j(M cota suf. grande, por ejemplo, M = max(d;) =135)

2. Xy =Xy +X; Vi j
injzki(l—zi) Vi
J

Xy <mZy Vi, ]

ij =i
X <m;(L-2;) Vi, j(m; cotasuf. grande, por ejemplo, d;)
Xy, Xy, Xy 20,Y,,Z, €{0,1}

i i N = T

RESULTADO DEL PROBLEMA COMPOSICION DE PIENSO
min > ¢ X;+>_p;(D; +E))
i j
ZainiZminj Vj
a) iainiSman V]
iaijxi+Dj—Ej:optj vj
ii,Dj,Ejzo
b) Dos modelos alternativos:
min > ¢ X; +Extra+ ) p;(D; +E;)
i j
ZainiZminj Vj
iaijxismaxj vj
Zﬁ:aijxi+Dj—Ej=optj vij

X,—2X,<Ms
Extra>0.05X, - M (1- )
X, D,,E, Extra>0 &e{0,1}
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min ¢, X, +¢,X, +(c, +0.05) X, + > p,(D; +E;)
j

ZainiZminj Vj

ZainiSmaxj Vj

ZainiJrDj—Ej:optj Vj

X, =X, +X;'

X,—2X,<M§

X, <M(1-5)

X <M§

X, X;, X;,D,,E; >0 &§e{0,1}

RESULTADO DEL PROBLEMA EXPLOTACIONES GANADERAS
a) i explotaciones ganaderas, granjas (G1y G2)

j mataderos (M1, M2 y M3)

k tipo de animal (vaca y cerdo)

N, numero de vehiculos para transportar animales tipo k en explotacion i
DISP, disponibilidad de animales k en las explotaciones ganaderas i
DEM demanda en cada matadero j de cada animal k

COSTE;;, coste unitario de transporte de explotaciones ganaderas i a mataderos ]

para cada animal k

CAR, capacidad de cada tipo de vehiculo k
FIJO, coste fijo de uso del camion para transportar animales tipo k
VOL, volumen unitario de cada tipo de animal k

Transformar un dato: ANIM, =| CAR, /VOL, |: nimero animales que caben en un

camion de tipo k
P @@ Universidad

4 Complutense
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Podrian ser dos problemas separados de transporte (nada los liga)

Variables:

X animales tipo k transportados entre la explotacion i y el matadero j

z; vehiculos para animales tipo k usados entre explotacion i y matadero j

min Z[Z(COSTEUKXHK +F1JO, z, )j
k

i
> X, <DISP,  Vik
i
injk >DEM, Vj.k
>z <N Vik
i

X < ANIM, z;, Vi, j,k Cuasicorrecto :VOL, x, <CARz, Vi, |,k
Xir Ziy €L
b)
i explotaciones ganaderas, granjas (G1 y G2)
j mataderos (M1, M2 y M3)
k tipo de animal (vaca y cerdo)
n vehiculo

N, numero de vehiculos para transportar animales tipo k en explotacion i
DISR, disponibilidad de animales k en las explotaciones ganaderas i

DEM,, demanda en cada matadero j de cada animal k

COSTE;;, coste unitario de transporte de explotacion ganadera i a matadero j para

cada animal k

CAP, capacidad de cada tipo de vehiculo k

FI1JO, coste fijo de uso del camion para transportar animales tipo k

Iy
f

N
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111 FORMULACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

VOL, volumen unitario de cada tipo de animal k
INCCOSTE, incremento de coste unitario de transporte para cada animal k

Variables

xﬁﬂ cantidad de animales de tipo k transportados entre la explotacion ganadera i y

el matadero j transportados en el vehiculo nimero n del tipo k
yiﬁ[(” cantidad de animales de tipo k transportados entre la explotacion ganadera i y

el matadero j transportados en el vehiculo nimero n del tipo k' (en este caso k y k'

son diferentes)

vi?k uso o no del vehiculo n disefiado para el transporte del animal k para transportar

animales entre la explotacion ganadera i y el matadero j

min )" (COSTE;, xi{ + (COSTE;, + INCCOSTE, )y, + FIJOv" )
knij

VOL, Xt +VOL, yir. < CARV,"  Vknij
2. (X + Y5 ) > DEM,, - ik
Z(Xil;E + yil;l;n) <DISP, Vik
nj
> ovi" <1 Vikn
]
Xier Vi € Z',vi" €{0,1}

) |J

La solucion 6ptima con una tolerancia relativa del 3 % tiene un coste de 4943 €.

Vehiculos Vehiculos
de vacas de cerdos
M1 M2 M3 M1 M2 M3
Gl (8,0)| |(0,23)| (0,26) |(0,24)
(8,0)| [(1,22)
(6,0)
G2 /(8,00 (6,7) (0,26) |(0,26)
(8,0) (0,26) |(0,26)
Kh@ Universidad
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RESULTADO DEL PROBLEMA CORTE DE BOBINAS

Definimos i como el indice de cada pedido o bobina hija, | es el nimero total de

pedidos, j como el indice de las bobinas madre, J es el nimero maximo de bobinas

madre posibles (una cota superior es el nimero de pedidos). A es la anchura de cada

pedido, F, es la fecha de entrega de cada pedido y A es la anchura de la bobina madre.

Definimos las variables

_ |1 sielpedido i se obtiene de la bobina madre j
"1 0 enotrocaso

J. , D, el desperdicio de la bobina j.

|1 sise usalabobina madre j
1 0 enotrocaso

La funcion objetivo de minimizacion del nimero total de bobinas se expresa como
J
min Z;Yj
J:

J
e Satisfaccion de cada pedido i: ZXijzl Vi

j=1
I f—

e Los pedidos de una bobina no pueden exceder su ancho: >’ AX;<AY, Vj
i=1

La funcion objetivo de minimizacion del desperdicio de las bobinas madre se expresa

como
J
min ) D,
j=1
e El desperdicio se calcula cambiando la restriccion anterior

I ry -
D> AX;+D; =AY, V]

i=1

= '.ﬁé\ﬂ Universidad
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La funcion objetivo de minimizacién del retraso en la fecha de entrega se expresa

|
como min ) RT,

i=1
siendo AD, y RT,; el adelanto o retraso en la fecha de entrega del pedido i

e El retraso en la fecha de entrega de cada pedido se calcula en esta ecuacién

J J
D 6jX;+AD, —RT,=F Vi obien ) 6jX,~RT,<F Vi

j=L =1

RESULTADO DEL PROBLEMA EMPRESA DISTRIBUIDORA
1. Variables

X;; - nimero de unidades enviadas de i a j
Y; : numero de unidades enviadas de j a k

min ZCUX +ZWJKYJK

ZXU <g Vi

Zvjk =d, Vk

]

inj :ZYJk

XYy 20 XY, €Z??

1 le provee distribuidor 1

2. Nueva variable: Z = .
0 e provee distribuidor 2

Anadir al modelo las restricciones:

Y, <MZ

Y,,<M(1-2)
Z 6{0,1}

@L‘“ Universidad

4 Complutense
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3. Entiendo por el enunciado que las m primeras siempre cuestan lo mismo y las

gue se pasen son las que tienen descuento (no todas una vez se pasan).

Nuevas variables
N, , P, :excesoy defecto sobre el valor m
1 siN,>0
*710 siP, >0

Modificar funcién objetivo afiadiendo el término —» hN,,
ik

Afiadir las restricciones:
Y, =m+N, -P, Vijk
N, <Ms, VijKk
P, <M(-0,) Vjk

(Estas dos ultimas son necesarias pues si no pueden ser distintas de 0 ambas a la
vez, para un mismo valor de Y y lograr menor coste).

Pl . . . .
4. Sea cap = {— numero de articulos que caben en un camion. Sean las variables:

T, numero de camiones enviados de i a j

S T; - nimero de camiones enviados de j a k

Modificar la funcion objetivo afiadiendo el término +C [ZTij +> Sjk]
ij jk

Anadir las restricciones:

X; <capT, Vi, j

ij —

Y, <capS; Vij,k

@@% Universidad
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IV. Codificacion de problemas de optimizacion

IVV.1. Lenguajes de modelado

IV.1.1. Lenguajes de modelado

Las principales alternativas actuales para el desarrollo de modelos de optimizacion

suelen ser, Sharda (1995):

Lenguajes de programacién de proposito general (C, C++, Java, Visual Basic,

FORTRAN 90) que llaman a una biblioteca de optimizacion

Tienen sentido cuando el tiempo de solucidn es critico o el modelo es ejecutado con
mucha frecuencia o cuando se necesitan interfaces a medida para la entrada de datos
o salida de resultados o cuando el modelo tiene que ser integrado en otra aplicacion o
se necesitan algoritmos de optimizacion especificos. Ademéas permiten la
implantacion del modelo en un entorno software o hardware especial. Como
contrapartida requiere un tiempo de desarrollo muy elevado y, sobre todo, presenta

una gran dificultad y consumo de recursos para el mantenimiento del codigo.

Actualmente existen bibliotecas de componentes orientados a objetos (clases C++)
dedicadas exclusivamente a optimizacion, por ejemplo, Concert de ILOG, LINDO
APl de LINDO Systems, OptiMax 2000 de Maximal Software, FLOPC++ de
Universidade de Aveiro. Cabe también mencionar la iniciativa de desarrollo de

software abierto para investigacion operativa denominada Computational

Infrastructure for Operations Research (COIN-OR) (www.coin-or.org).

Lenguajes o entornos de calculo numérico o simbdlico (hojas de calculo, lenguajes
para célculo numérico intensivo, como MATLAB, 0 para célculo simbélico, como

Maple o Mathematica, etc.)

£
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Los optimizadores de las hojas de calculo, por ser aplicaciones muy comunes y
conocidas, pueden ser un vehiculo eficaz de difusién de un modelo entre cierto tipo
de usuarios y facilitan el manejo de datos que se encuentren ya en dicho formato
[Ragsdale, 1998]. Como ventajas especificas se pueden mencionar: su facilidad de
uso, su integracion total con la hoja de calculo, la familiaridad con el entorno que
facilita la explicacion del modelo y de sus resultados, asi como la facilidad de
presentacion de resultados en graficos. Sin embargo, no inducen una buena practica
de programacion, presentan la dificultad de su desarrollo, verificacion, validacion,
actualizacién, documentacion y, en general, el mantenimiento del modelo y no
permiten modelar problemas complejos o de gran tamafo [Gass, 1995]. Frontline

Systems (www.solver.com) ha desarrollado optimizadotes para Microsoft Excel.

Los lenguajes de calculo numérico o simbdlico no son especificos de problemas de
optimizacion pero facilitan la manipulacién numérica o simbolica de matrices y

vectores. También disponen de funciones de optimizacion.

Todas estas alternativas pueden ser utilizadas para desarrollo rapido de un prototipo
0 una demostracion ya que presentan capacidades de presentacion grafica que pueden
ser aprovechadas. Son dificilmente utilizables cuando se plantean problemas de

optimizacion de tamafio medio o superior.
Lenguajes algebraicos de modelado

Son las alternativas mas complejas y potentes por su capacidad de indexacion de las
variables y ecuaciones, permiten cambiar sin dificultad las dimensiones del modelo,
de forma natural separan datos de resultados. Desde el punto de vista del modelador
permiten la deteccion de errores de consistencia en la definicion y verificacion del
modelo. Desde el punto de vista del usuario simplifican drasticamente su
mantenimiento. Entre los lenguajes de modelado mas conocidos se pueden

mencionar: GAMS (www.gams.com), AMPL (www.ampl.com) de origen

estadounidense y MPL (www.maximalsoftware.com) y AIMMS (www.aimms.com)

y XPRESS-MP (www.dashoptimization.com) de origen europeo, por citar algunos.

De algunos de ellos se pueden descargar versiones de estudiante desde sus paginas

web. GAMS es el méas antiguo,ﬂti[o con el conjunto de usuarios mas amplio, quiza
o L
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por eso con algunas limitaciones en sus capacidades de modelado. AMPL es més
nuevo, muy potente para el modelado pero con un conjunto reducido de usuarios.
MPL es otro lenguaje de modelado robusto, cuya version de estudiante acompaia al
libro [Hillier y Lieberman, 2002].

Existe una herramienta integrada denominada OPLStudio (www.ilog.com), en la que

se dispone de un lenguaje de modelado (OPL) y varios optimizadores dependiendo
del modelo propuesto. Estd especialmente desarrollada para problemas de
programacion (scheduling) y planificacion, aunque admite también cualquier modelo
de optimizacion lineal y lineal entera mixta. Es una herramienta integrada ya que
ademas del lenguaje de modelado, incluye sus propios optimizadores, Scheduler,
Solver, CPLEX:, estando los dos primeros basados en la programacion de

restriccioness y el Gltimo en programacion matematica.

GAMS es el lenguaje mas ampliamente difundido comercialmente con su propia lista

de discusion de usuarios (gams-l@listserv.gmd.de) mientras que AMPL se esta

potenciando mucho en las universidades estadounidenses. Existe un proyecto

denominado NEOS Server for Optimization (www-neos.mcs.anl.gov/neos/server-

solver-types.html) para el calculo distribuido que permite el envio de problemas de

optimizacion escritos en AMPL o GAMS a traves de internet y éstos son resueltos
por optimizadores especificos para el tipo de problema enviado en servidores de la

red devolviendo los resultados de la optimizacion.

Existen libros especificos que describen sus caracteristicas y que sirven como guias
de usuario tanto para el lenguaje GAMS [Brooke, 1998], [McCarl, 1998], para
AMPL, [Fourer, 2000], o para OPL [Van Hentenryck, 1999]. Incluso en Espafria se ha
publicado un libro de optimizacion que se apoya en GAMS para la presentacion de
ejemplos [Mocholi, 1996]. Los campos de aplicacion de estos lenguajes son tan

4 CPLEX es problablemente el mejor optimizador existente para problemas LP y MIP.

5 Se denomina programacion de restricciones a un tipo de programacion légica donde el dominio de

las variables viene definido por relaciones ldgicas y por restricciones.
o
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amplios como los de la optimizacion propiamente dicha. Abarcan desde la micro y
macroeconomia, a la economia de la energia, a la planificacion energética o eléctrica,
a la ingenieria quimica o forestal, a la planificacion del desarrollo econémico o del
comercio internacional, a la cobertura de riesgos financieros, a problemas de
transporte y comunicaciones, a organizacion de la produccion o fabricacion o a la
planificacion de grandes proyectos. En el caso de la programacién de restricciones
ésta aparece especialmente en problemas combinatorios para modelar restricciones

I6gicas.

IV.1.2. Lenguajes algebraicos de modelado

Los lenguajes algebraicos son lenguajes de alto nivel que han sido disefiados

especificamente para el desarrollo e implantacion de modelos de optimizacion de forma

mas directa para los programadores y mas inteligible para los usuarios. En consecuencia,

el campo de actuacion y utilidad de los modelos de optimizacion se ha ampliado

tremendamente al utilizar estos lenguajes. Entre sus caracteristicas y ventajas principales

destacan las siguientes:

92

Proporcionan una formulacion sencilla de modelos grandes y complejos
Facilitan sobremanera el desarrollo de prototipos

Mejoran sustancialmente la productividad de los modeladores al permitir dedicar mas
tiempo al disefio, ejecucion del modelo y andlisis de los resultados y menos a la

codificacién del mismo

Estructuran los buenos habitos de modelado al exigir una representacion concisa y
exacta de los parametros/variables y sus relaciones

Recogen simultaneamente la estructura del modelo y su documentacion

Separan de manera natural los datos de la estructura del modelo y ésta de los

algoritmos de solucion
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e La formulacion del problema es independiente del tamafio. Permiten el uso de la

estructura del modelo para diferentes casoss

e Los optimizadores pueden ser intercambiados sin dificultad, se pueden probar nuevos
optimizadores, nuevos métodos o nuevas versiones. Por ejemplo, en el lenguaje
GAMS se encuentran entre otros disponibles los optimizadores CPLEX, OSL, XAy
XPRESS para problemas LP y MIP, MINOS y CONOPT para problemas NLP,
DICOPT para problemas MINLP y MILES y PATH para problemas MCP.

e Permiten la realizacion de cambios en el modelo de manera sencilla 'y segura, es decir,

se puede afrontar un refinamiento continuo en la formulacion del problema

e Cualquier tipo de problemas de programacion lineal, no lineal, flujos en redes o0 mixta

complementaria resulta muy fécil implantar su formulacion

e Permiten la implantacion de algoritmos avanzados, que incluyan varias llamadas al
optimizador o procedimientos especificos para el problema (como por ejemplo los
métodos de descomposicion)

e Permiten la portabilidad de los modelos entre plataformas y sistemas operativos
Como desventajas principales se pueden mencionar las siguientes:

¢ No son adecuados para la resolucion de problemas de pequefio tamafio por parte de

usuarios esporadicos por lo que supone el aprendizaje de un nuevo lenguaje

e No pueden utilizarse para la resolucion directa de problemas gigantescos cuya
formulacién completa incluso no se puede realizar (por ejemplo, a partir de 1 millon

de restricciones y/o variables)

e En la ejecucion se incluye un tiempo de creacién del modelo y de interfaz con el
optimizador que ralentiza la obtencion de la solucion, por lo tanto no es recomendable

cuando el tiempo de ejecucion es un factor critico.

¢ Una manera habitual de desarrollar es utilizar una maqueta (caso ejemplo) para la depuracion y

verificacion del modelo y una vez comprobada su validez utilizar el caso real a ser resuelto.
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1V CODIFICACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Las tendencias o caracteristicas mas actuales en el desarrollo de lenguajes algebraicos

se mueven hacia:

e Interfaces de entrada y salida de datos més estrechamente relacionadas con bases de

datos u hojas de calculo

e El desarrollo de interfaces gréficas que faciliten al usuario la formulacion visual y el

entendimiento de problemas de optimizacion

e Interfaz con lenguajes de propdsito general para la incorporacion de funciones

externas definidas por el usuario dentro de la optimizacion

e El avance en las capacidades de resolucion directa de problemas estocasticos (con
adicion de caracteristicas especificas en el propio lenguaje y uso de algoritmos de

descomposicion en el optimizador) o problemas no lineales complejos

e La posibilidad de ocultar el codigo fuente produciendo versiones ejecutables para

usuarios finales

e Laseleccion automatica del método y optimizador
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1VV.2. Casos de estudio con Excel

El Excel es una herramienta muy utilizada en gestién, aunque probablemente no sea
la idonea para problemas de optimizacién. A pesar de todo, y dado lo extendido que esta
su uso, se muestran ejemplos para desarrollar con Excel, con el Complemento SOLVER.
En Internet, se pueden encontrar complementos que mejoran fundamentalmente la
escritura del modelo, pero no se distribuyen de forma gratuita con Excel, por lo que no se

van a utilizar.

La implementacion de un modelo en Excel se va a mostrar con un ejemplo.
IV.2.1. Caso Ejemplo

Un empresario ha de producir un compuesto basado en un determinado componente
basico. Este componente puede ir en una cantidad variable entre el 50 y el 100% del total
de la composicién. Por otra parte del componente bésico hay dos calidades, una calidad
superior que cuesta 200€/unidad y otra que cuesta 100€. EI mercado le obliga a que al
menos un 20% ha de ser del componente de calidad superior. EI empresario se plantea
maximizar la calidad y minimizar el coste. Plantear un modelo para este problema (con

los dos objetivos, aunque se traten por separado) e implementarlo en Excel.

El siguiente modelo de optimizacidn sirve para determinar el espacio de soluciones,

donde X representa la calidad superior del componente e Y la calidad inferior:

X >20
X +Y <100
X +Y >50
X,Y >0

Iy
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IV CODIFICACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Por otra parte, los dos atributos planteados y su direccion de optimizacion, serian:

Calidad: max X
Coste:  min 200X +100Y

A continuacién se muestra como formular este modelo de programacion lineal en

Excel. El archivo original se adjunta con el documento (Ejemplo 1 _Modelo.xIs)

Microsoft Excel - Ejemplo 1_Modelo

E_“l archivo  Edicidn  Wer  Insertar  Eormato  Hetramienkas Datos  Weptana 2 PDF de Adobe -8 X
ST ! i W Wt I W | 5 | [#A B § | ¥4 Responder con cambios... Terminar revisidn... |
| Arial -0 - N&k s ESEEH B € S-A- BiTTEE
049 - B
A | B8 [ ¢ [ o | E [ F [ & |F

1 X Y

2

3 |Calidad X 0

4 |Coste 2004+100Y 0

5

6 |Restricciones

7 |Minimo 20% 1 20

8 |suma <=100 0 100

9 |suma >=30 ] a0

10

11

12

13

14

14

16

17

18

19

20

1 «
M 4 » W]\Hojal {Hoja2 / Hoja3 / < >
Listo HUIM

El proceso para crearlo es el siguiente. En un archivo vacio de Excel, marcar dos
celdas contiguas que contendran los valores de las dos variables. En el ejemplo de la
imagen, estas celdas se han marcado en amarillo para resaltarlas, y son las celda A2 y B2,
para X e Y, respectivamente. Inicialmente estan vacias pero contendran la solucion del

modelo a resolver. Todas las celdas de fondo verde son meramente informativas.

A continuacion, para cada objetivo, marcar una celda que contendra la férmula de ese
objetivo como funcién de las variables. Por ejemplo, para el criterio Calidad, cuya
expresion es la cantidad del componente 1, en el ejemplo se ha seleccionado la celda C3

donde se ha escrito , ya que es la celda donde esta el valor de X. Para el criterio
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Coste, se ha introducido la expresion en la celda C4, = 200*A2+100*B2. Las celdas con

las expresiones de los objetivos vienen resaltadas en rosa.

Para introducir cada una de las restricciones, se selecciona una celda con la expresion
del lado izquierdo de la restriccion, y otra con el lado derecho de la restriccion. Por
ejemplo, para indicar que del componente 1 ha de haber al menos un 20%, en la celda B7
se ha introducido [=AZ2; y en la celda C7, se ha introducido [20]. Para indicar que la suma
de ambos componentes ha de ser a lo sumo el 100%, en la celda B8 se ha introducido
EA2+B2] y en la celda C8 [100] . Por dltimo, para que la suma sea de al menos el 50%, se
ha introducido en la celda B9 FA2+B2 y la celda C9 [100] . Todas estas celdas estan con

fondo naranja.

Con esto se han introducido los datos del modelo que se montara y resolvera con el
complemento Solver. Este complemento viene por defecto en Excel, pero no siempre esta
activado. Si al ir al menu de Herramientas, no apareciera, haga click sobre Complementos,
y en la pantalla que se abrird, active la linea que pone Solver. Para montar el modelo,
vaya al menu Herramientas y haga click sobre Solver. Aparecera una pantalla como la

siguiente, titulada Parametros de Solver, pero vacia.

Parametros de Solver EI
Celda objetivo: $C43
Walor de la celda objetiva:

(%) Méximao O Minima () Yalores de: |0
Cambiando las celdas
susa o
Sujetas a las siguientes restricciones:
s =48
i848 <= $C4a ==
$BF3 = g9 [ Carmbiar. .. ] [ Restablecer todo ]
[ Elirinar ] [ Avuda ]

Donde pone Celda Objetivo, marque la celda donde esta la expresién del objetivo que
desea optimizar. En la imagen esta C3 (por defecto Solver lo pone con dolares entre

medias), que es que se va a optimizar la Calidad, cuya expresion pusimos en esa celda.
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Donde pone Valor de la celda objetivo, puede marcar Maximo si desea maximizar ese
atributo, Minimo si desea minimizar, y otra opcion no relevante para nuestro propasito.

En este caso, siendo Maximizar la Calidad el criterio, marcamos Maximo.

Después pregunta acerca de las celdas que contienen el valor de las variables. En ese

cuadro debe marcar las celdas donde estan las variables, en nuestro caso A2 y B2.

En cuanto a las restricciones, pulse Agregar para ir afladiéndolas. Observara que se

abre una ventana como la que sigue:

Agregar restriccion

Referencia de la celda: Restriccion:

=
<=

[ Aceptar ] [ Cancela=_ Agreqar ] [ Avuda ]

int
bin

Donde pone Referencia de la celda, deber marcar la celda con la expresion del lado
izquierdo de la restriccion. Donde pone Restriccidn, la celda que recoge el lado derecho
de la restriccion. Y en medio, da a elegir entre 5 opciones: <= para restricciones de menor
o0 igual, = para restricciones de igualdad, >= para restricciones de mayor o igual, int para
que las variables marcadas en el lado izquierdo tengan que ser variables que s6lo toman
valores enteros, y bin para indicar que las variables marcadas en el lado izquierdo sélo

puedan tomar valores 0o 1.

En el ejemplo, la primera restriccion (de la componente 1 ha de haber al menos un
20%) la hemos contemplado en las celdas B7 y C7, y es una restriccion de mayor o igual

con lo que debemos escribir:

Agregar, restriccian

Referencia de la celda: Restriccion:
$E47 ne | |$047
[ Acepkar ] [ Cancelar ] [ Aagregar ] [ Avuda ]

Y asi sucesivamente, pulsando el boton de Agregar para ir afiadiendo restricciones,
con B8 <= C8, y B9 >= C9. Pulsando el boton Aceptar volvemos a la pantalla de
Parametros de Solver donde vere@& las Lriestricdchones afiadidas. Siempre se pueden
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Agregar nuevas restricciones, Eliminar alguna ya creada, o Modificar alguna de ellas.

Para nuestro ejemplo, tendriamos la siguiente pantalla de Parametros.

Parametros de Solver E|
Celda objetivo: | %]
Yalor de I3 celda objetiva:

@ Maximo O wMinime O valoresde: |0
Cambiando las celdas

st

Opciones, ..

Sujetas a las siguientes reskricciones:

fog7 = 54

4643 <= 348 aareg

$B59 == 440 [ Carnbiar. .. ] [ Restablecer toda ]

[ Elirninar ] [ Avuda ]

Todavia, para terminar de montar el modelo, debemos pulsar en el boton Opciones,

en el que se abrird la siguiente pantalla:

Opciones de Solver §|
Tiempo: sequndos [ Aceptar ]
Ikeraciones: 100 [ Cancelar ]
Precisidn: 0,000001
R ! [ Cargar modela, . ]
Tolerancia: 0,0001 %,

= ! ? [ isuardar modela, .. ]
Convergencia:  |[0,0001 [ T ]
Adoptar modelo lineal [] Usar escala automatica
Asumir no negativos [ ] Mostrar resultado de iteraciones
Estimacion Derivadas Hallar por
"EJ' Lineal '@' Progresivas '@' Mewkon
) Cuadrética () Centrales () Gradiente conjugada

Como norma general, son parametros bastante técnicos, pero hay dos que es necesario
tocar, y alguno gque es conveniente. Los que son necesarios es marcar Adoptar modelo
lineal, y Asumir no negativos (especialmente éste ultimo, ya que es donde indicamos que
las variables s6lo pueden tomar valores positivos). También es recomendable reducir
algunos de los nimeros que aparecen por defecto (los de Precision, Tolerancia y

Convergencia), pero no se puede llegar a poner 0 que seria lo ideal. Pulsar Aceptar para
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tener todo el modelo y volver a la pantalla de Parametros de Solver, donde pulsando
Resolver, resolvera el modelo dando los resultados en las celdas indicadas, después de
emitir un mensaje en que dice: Solver ha hallado una solucion. Se han satisfecho todas
las restricciones y condiciones. Y pregunta si se quiere utilizar la solucion de Solver, a lo

que se debe decir Aceptar.

E_I] Archivo  Edicion  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Ventana ? PDF de Adobe -8 X

HRRREN RS AR E e It P I MR | | [ By (J | ¥¢Respander con cambios... Terminar revisidn... _'
i i LN & s === g g € %8 .08 E?E?I&-Avai'@@ﬁ
1 - 3
A | B C D | E | F | G [ H | e
L1 X Y 3
| 2 | 100 0
| 3 |Calidad * 100
| 4 |Coste 200%£+100Y 20000
=
| 6 |Restricciones
| 7_|Minimo 20% 100 20
| 8 |suma <=100 100 100
| 9 |suma >=50 100 50
|10 |
[11] :
12 Resultados de Solver E'
13
14 | Salver ha hallado una solucion. Se han satisfecha todas |as restricciones v
5 | condiciones.
—— Informes
16
? Resp_un_a_stas
I Sensibilidad
% () Restaurar valores originales Limites
% [ Aceptar ] [ Cancelar ] [ Guardar escenario. .. ] [ Avuda
| 22|
| 23 |
| 24 | B
| 25 |
25
= v
4 4 » H[\Hojal/{Hoja2 { Haojas / |« | 3l
Liska MNUM

La cantidad de componente 1 (variable X), es 100 (celda A2), y del componente 2
(variable Y), es 0 (celda B2). La calidad obtenida es 100 (celda C3), que es la maxima
posible, y el coste para esa solucidn es 20000 (celda C4).

Este modelo creado aparecera siempre que se pulse Solver, y se puede modificar el
objetivo simplemente marcando la otra celda objetivo (C4) en el primer parametro de

Solver, cambiando a Minimo para minimizar el coste, y pulsando Resolver.
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id] Archivo  Edicion  ¥er Insertar Formato  Herramientss Datos  Veptana 2 EDF de Adobe
1] _~.¢| 7 | @ | ﬂ ! 5 W W I Woro WL | | [ =y @J\ ¥# Responder con cambios... Terminar revision... [

i drial

<0 S|NKS|IES=EHEo%m€l B ES O A Fism

C1 -

A |

©

b [ E |

F

G [ H

(=1

ra

o

s

m

o

-1

(=3

w

[}
o

(SIS ]
oh|h | & 0| rd =

Listo

20
Calidad K

Coste 200%4+100Y

Restricciones
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En este caso, la solucion es 20% del componente 1, y 30 del componente 2.

Obteniendo una calidad de 20, y un coste de 7000.

El archivo Excel que incluye las soluciones de los casos de estudio es Ejemplos

MO MIM.xls

I\VV.2.2. Caso 1: Distribucion de gasoleo

Una empresa de distribucién de gasoleo dispone de tres depositos D1, D2 y D3 donde

guarda el gasoleo y desde los que abastece a cuatro estaciones de servicio, E1, E2, E3 y

E4. En la tabla se muestra la capacidad méaxima de almacenamiento de cada deposito, la

demanda maxima de cada punto de venta y las capacidades maximas de transporte en las

posibles rutas entre depositos y estaciones de servicio.

El E2 E3 E4 | Capacidad
D1 80 — 70 - 150
D2 - 60 90 85 300
D3 40 60 — 50 250
Demanda | 130 | 200 | 150 | 250
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Ademas, cada unidad que se envie a las gasolineras le supone un beneficio de 7 u.m. y
los envios se llevan a cabo en camiones cuya capacidad es de 20 unidades cada uno, con

un coste estimado por camion en cada una de las rutas de:

Costes (u.m.) | E1 E2 E3 E4
D1 100 — 125 -
D2 - 100 | 125 | 100
D3 75 | 100 - 125

Formular y resolver un problema para determinar el plan de rutas Optimo que

maximice el beneficio de la empresa.
SOLUCION:

X;; : cantidad enviada de deposito i a estacion

Y; : camiones usados de deposito i a estacion j
max Y (7X; —¢,Y;)
i
sa. Y X, <cap, Vi
i
Z X; <dem; V]

X; <capac; Vi, j

X, <20Y, Vi, j  X,.Y,20Y, €Z

ijr i

Objetivo: 825

Cantidades El E2 E3 E4 Camiones E1 E2 E3 E4

D1 80 0 60 0 D1 4 0 3 0
D2 0 60 80 80 D2 0 3 4 4
D3 40 60 0 40 D3 2 3 0 2

1VV.2.3. Caso 2: Conductores de metro

La Compafiia Metropolitana de Transporte (CMT) explota el metro de la ciudad y
planifica la asignacién de turnos de su personal de operacion. El convenio laboral exige

gue cada conductor disponga de domgg Iib[ﬁlsivggﬁgscutivos por semana. La demanda de
AY e

s
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conductores para operar los trenes varia dependiendo del dia, siendo, de lunes a domingo,
de 18, 16, 15, 16, 19, 14 y 12 conductores respectivamente. El coste de personal varia a
lo largo de la semana. Para un dia cualquiera de lunes a viernes el coste es de 50 € por

dia, los sabados se pagan a 75 y los domingos a 90.

Ademas se puede recurrir a la contratacion parcial de hasta 3 personas que trabajarian
los viernes, sabados y domingos por un coste de 200 €. Determinar el esquema 6ptimo de

turnos de trabajo de dichos conductores.

SOLUCION:
X, : nimero de conductores que empiezan su turno el dia i
T, : conductores que trabajan el dia i
Y : namero de personas contratadas a tiempo parcial
min > cT, +200Y
sa. T,= > X,=nec Vi#567
j#i-1,i-2
T.= > X,+Y=>nec Vi=5067
ji-1i-2
Y <3
X, T,Y>0
CosTE: 6730
L M X J v S D Extra
8 2 2 4 3 3 0 0

IVV.2.4. Caso 3: Produccion

Una empresa puede fabricar 4 productos diferentes utilizando en su elaboracion 5
tipos de materias primas. Las unidades requeridas de cada materia prima por cada unidad
de cada producto se recogen en la tabla siguiente, asi como el precio de venta de cada

producto y la disponibilidad de cada materia prima:
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M1 | M2 M3 | M4 | M5 | Precio venta
P1 1 1 1 15
P2 1 1 1 20
P3 1 1 1 15
P4 1 1 10
Disponible | 200 | 150 | 150 | 200 | 100

El precio unitario de cada materia prima es de 2, 3, 4, 5 y 5, respectivamente, pero

hay un coste adicional por hacer un pedido de cada materia prima, independiente de la

cantidad que se pida, de 20, 25, 20, 25, 25 unidades, respectivamente. Determinar el plan

de produccion éptimo para maximizar los beneficios de la empresa.

SOLUCION:

104

[1 sipide materia prima j
7710 si no pide materia prima j

X. : unidades producidas de producto Pi

max Y pv,X; - > a,c,; X, = > f,M,
i i,j j

s.a. Zaijxisdisijj Vj

X, 20,M, e{0,1}
Beneficio 1435
P1 50
P2 100
P3 0
P4 150
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

1VV.3. Modelado en GAMS

En este apartado se presentan varios ejemplos sencillos que permiten mostrar algunas
de las caracteristicas del lenguaje GAMS. Sin embargo, el manual de usuario contiene un

capitulo tutorial y la referencia de todas las caracteristicas del lenguaje.
IVV.3.1. Ejemplo de transporte

Veamos a continuacién un caso tipico de un problema de optimizacion lineal clasico
y cOmo este problema se codifica en el lenguaje GAMS. En el apartado de modelado en
programacion lineal entera mixta se presenta formalmente este problema y sus

caracteristicas. Sean i fabricas de envasado y ;7 mercados de consumo. Cada fabricatiene
una capacidad maxima de produccion de a, cajas y cada mercado demanda una cantidad
b, de cajas (se supone que la capacidad de produccion total de las fabricas es superior a

la demanda total para que el problema sea factible). El coste de transporte entre cada

fabrica i y cada mercado j por cada caja es c;. Se desea satisfacer la demanda de cada

mercado al minimo coste. Las variables de decision del problema seran las cajas

transportadas entre cada fabrica i y cada mercado j, z,. Las ecuaciones que deben

satisfacerse son:

Limite de capacidad mé&xima de produccion de cada fabrica

>z, < a, para cada fabrica i
J
Satisfaccion de la demanda de cada mercado

me > b, para cada mercado j

La funcion objetivo sera la minimizacion de los costes totales de transporte

g g Ty
i

=S : Universidad
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1V CODIFICACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Esta es la forma algebraica de representacion de este problema de optimizacion. La
codificacion en lenguaje GAMS aparece a continuacion.

$TITLE MODELO DE TRANSPORTE

SETS
1 fabricas de envasado / VIGO, ALGECIRAS /
J mercados de consumo / MADRID, BARCELONA, VALENCIA /

PARAMETERS
A(i) capacidad de produccién de la fabrica i [cajas]
/ VIGO 350
ALGECIRAS 700 /
B(jJ) demanda del mercado j [cajas]
/ MADRID 400
BARCELONA 450
VALENCIA 150 /
TABLE C(i,j) coste unitario transporte entre i y j [miles de euros por caja]
MADRID BARCELONA VALENCIA

VIGO 0.06 0.12 0.09
ALGECIRAS 0.05 0.15 0.11
VARIABLES

X(i,J) cajas transportadas entre fabrica i y mercado j [cajas]

CT coste de transporte [miles de euros]

POSITIVE VARIABLE X

EQUATIONS
COSTE coste total de transporte [miles de euros]
CAPACIDAD(1) capacidad maxima de cada féabrica i [cajas]

DEMANDA(J) satisfaccion demanda de cada mercado j [cajas] ;

COSTE .. CT =E= SUML(i.j). C(Ci.J) * X(i.i)] ;

CAPACIDAD(i) .. SUMLj, X(i.i)] =L= AGi) ;

DEMANDA(J) ..  SUM[i, X(i.j)] =6= BG) ;

MODEL TRANSPORTE / COSTE, CAPACIDAD, DEMANDA /

SOLVE TRANSPORTE USING LP MINIMIZING_CT

(@5 Universidad
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Se ha puesto especial cuidado en presentar de forma clara, concisa y limpia el cédigo.

El contenido de este codigo resulta practicamente autoexplicativo. El resultado de la

ejecucion del modelo de transporte se presenta a continuacion.

Compilation

COMPILATION TIME

Equation Listing

= 0.000 SECONDS 0.7 Mb WIN-19-115

SOLVE TRANSPORTE USING LP FROM LINE 39

---- COSTE =E= coste total de transporte [miles de euros]

COSTE.. - 0.06*X(VIGO,MADRID) - 0.12*X(VIGO,BARCELONA) - 0.09*X(VIGO,VALENCIA)

- 0.05*X(ALGECIRAS ,MADRID) - 0.15*X(ALGECIRAS,BARCELONA)

- 0.11*X(ALGECIRAS,VALENCIA) + CT =E= 0 ; (LHS = 0)

---- CAPACIDAD =L=

CAPACIDAD(VIGO) .- -
:0)

capacidad maxima de cada fabrica i [cajas]

X(VIGO,MADRID) + X(VIGO,BARCELONA) + X(VIGO,VALENCIA) =L= 350 ; (LHS

CAPACIDAD(ALGECIRAS).. X(ALGECIRAS,MADRID) + X(ALGECIRAS,BARCELONA)

+ X(ALGECIRAS,VALENCIA) =L= 700 ; (LHS = 0)

---- DEMANDA =G=

DEMANDA(MADRID) . .

satisfaccion demanda de cada mercado j [cajas]

X(VIGO,MADRID) + X(ALGECIRAS,MADRID) =G= 400;(LHS = O, INFES= 400 ***)

DEMANDA(BARCELONA) . . X(VIGO,BARCELONA) + X(ALGECIRAS,BARCELONA) =G= 450 ; (LHS = 0, INFES
= 450 ***)
DEMANDA(VALENCIA) .. X(VIGO,VALENCIA) + X(ALGECIRAS,VALENCIA) =G= 150; (LHS = O,
INFES=150***)
Column Listing SOLVE TRANSPORTE USING LP FROM LINE 39
---- X cajas transportadas entre fabrica i y mercado j [cajas]
X(V1GO,MADRID)

(.LO, .L, .UP = 0, 0, +INF)

@% Universidad
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-0.06 COSTE

1 CAPACIDAD(VIGO)
1 DEMANDA(MADRID)
X(VIGO,BARCELONA)

(.LO, .L, .UP = 0, 0, +INF)
-0.12  COSTE

1 CAPACIDAD(VIGO)
1 DEMANDA(BARCELONA)
X(VIGO,VALENCIA)

(.LO, .L, .UP = 0, 0, +INF)
-0.09  COSTE
1 CAPACIDAD(VIGO)
1 DEMANDA(VALENCIA)

REMAINING 3 ENTRIES SKIPPED

--—— CT coste de transporte [miles de euros]

CT

(.LO, .L, .UP = -INF, 0, +INF)

1 COSTE

Model Statistics SOLVE TRANSPORTE USING LP FROM LINE 39
MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 3 SINGLE EQUATIONS 6
BLOCKS OF VARIABLES 2 SINGLE VARIABLES
NON ZERO ELEMENTS 19
GENERATION TIME = 0.140 SECONDS 1.4 Mb WIN-19-115
EXECUTION TIME = 0.140 SECONDS 1.4 Mb WIN-19-115
SOLVE SUMMARY
MODEL  TRANSPORTE OBJECTIVE CT
TYPE LP DIRECTION MINIMIZE
SOLVER CPLEX FROM LINE 39
**** SOLVER STATUS 1 NORMAL COMPLETION
**** MODEL STATUS 1 OPTIMAL
**** OBJECTIVE VALUE 93.5000

4 Complutense
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RESOURCE USAGE, LIMIT 0.401 1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 5 10000

GAMS/Cplex May 18, 2000 WIN.CP.CP 19.3 016.014.038.WAT For Cplex 6.6
Cplex 6.6.1, GAMS Link 16, Using a GAMS/Cplex demo license installed at runtime.

Optimal solution found.

Objective : 93.500000

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL

---- EQU COSTE - - - 1.000

COSTE coste total de transporte [miles de euros]

---- EQU CAPACIDAD capacidad maxima de cada fabrica i [cajas]
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL

VIGO -INF 350.000 350.000 -0.030

ALGECIRAS -INF 650.000 700.000

---- EQU DEMANDA satisfaccion demanda de cada mercado j [cajas]

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
MADRID 400.000  400.000 +INF 0.050
BARCELONA  450.000  450.000 +INF 0.150
VALENCIA 150.000  150.000 +INF 0.110

---—- VAR X cajas transportadas entre fabrica i y mercado j [cajas]

LOWER LEVEL UPPER  MARGINAL
VIGO .MADRID . R +INF 0.040
VIGO .BARCELONA ) 350.000 +INF
VIGO _VALENCIA i ) +INF 0.010
ALGECIRAS .MADRID R 400.000 +INF
ALGECIRAS.BARCELONA R 100.000 +INF
ALGECIRAS.VALENCIA ) 150.000 +INF
LOWER kﬁyEL UPPER MARGINAL
o K‘Qﬁ% Universidad
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--—— VAR CT -INF 93.500 +INF

CT coste de transporte [miles de euros]

**** REPORT SUMMARY : 0 NONOPT

O INFEASIBLE

0O UNBOUNDED

EXECUTION TIME = 0.030 SECONDS 0.7 Mb WIN-19-115

**** FILE SUMMARY

INPUT D:\TR.GMS
OUTPUT D:\TR.LST

I1VV.3.2. Ejemplo de planificacion de la produccion

A continuacion se presenta un ejemplo de planificacién de la produccién de una
fabrica de papel. Se dispone de varias maquinas para producir diferentes tipos de papel.
Se trata de determinar cuales son las cantidades 6ptimas a producir de cada tipo de papel
en cada maquina para maximizar el beneficio. La demanda de cada tipo de papel se
considera fija y conocida y existen limitaciones en el tiempo de produccion disponible en

cada maquina.

$TITLE Planificacion de la produccién de una papelera

* la papelera puede producir cuatro tipos diferentes de papel en tres maquinas
* distintas. Dada una demanda fija se trata de determinar la produccién que

* maximiza los beneficios mensuales

SETS
M maquinas / maquinal * maquina3 /

P tipos de papel 7/ prensa, folio, imprenta, reciclado /

TABLE TASAPROD(p,m) tasa de produccién (t por h)

maquinal maquina2 maquina3

prensa 53 52 49

folio 51 49 44

imprenta 52 45 47

reciclado 42 44 @E‘ 40 Universidad
g%\ Complutense
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TABLE COSTEPROD(p,m) coste de produccién (€ por t)

maquinal maquina2 maquina3

prensa 76 75 73
folio 82 80 78
imprenta 96 95 92
reciclado 72 71 70

TABLE DATDEM(p,*) demanda y precio de venta

demanda  precio

* (t por mes)(€ por t)
prensa 30000 7
folio 20000 81
imprenta 12000 99
reciclado 8000 105

PARAMETER TIEMPOMAQ(m) tiempo disponible al mes de cada maquina (h)
/ maquinal 672
maquina2 600
maquina3 480 /

VARIABLES
PRODUCC(p,m) produccién de cada tipo papel en cada maquina (t por mes)
BENEFICIO beneficio (€ por mes)

POSITIVE VARIABLE PRODUCC

EQUATIONS
CAPACMAQ(m) capacidad de cada maquina (h por mes)
DEMANDAP(p) demanda de cada tipo de papel (t por mes)
BENEF beneficio (€ por mes) ;

CAPACMAQ(m) .. SUM[p, PRODUCC(p,m)/TASAPROD(p,m)] =L= TIEMPOMAQ(m) ;

DEMANDAP(p) .. SUM[m, PRODUCC(p.,m)] =E= DATDEM(p, demanda’) ;

BENEF .. BENEFICIO =E= SUM[p, DATDEM(p,”demanda’)*DATDEM(p, precio”)]

- SUM[(p.m), COSTEPROD(p,m)*PRODUCC(p,m)] ;

MODEL PAPELERA 7/ ALL /
SOLVE PAPELERA USING LP MAXIMIZING BENEFICIO
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I1VV.3.3. Ejemplo de secuenciacion de érdenes de trabajo

Dada una maquina y 5 trabajos que hay que realizar en ella, en cualquier orden, se
dispone del tiempo de ejecucién de cada trabajo

TR1 | TR2 | TR3 | TR4 | TR5

15 13 12 14 16

y del tiempo de ajuste de la maquina para pasar de ejecutar el trabajo i (fila) a ejecutar el

trabajo j (columna)

TR1 | TR2 | TR3 | TR4 | TR5

TR1 2 5 1 6
TR2 3 4 2 5
TR3 4 2 3 4
TR4 5 3 6 5

TR5 4 4 4 3

Resolver el problema de determinar cual es el menor tiempo posible para completar
los 5 trabajos y cdmo hacerlo. Se considera un ciclo de trabajo cerrado, que se repite y

vuelve a comenzar.

$TITLE Secuenciacion de Ordenes de trabajo

* La segunda formulacién evita subciclos de parejas de trabajos

SETS

1 trabajos que se van a ejecutar / TR1 * TR5 /

ALIAS (i.J)

TABLE C(i,j) tiempo de ajuste para pasar del trabajo i al trabajo j
TR1 TR2 TR3 TR4 TR5

TR1 2 5 1 6
TR2 3 4 2 5
TR3 4 2 3 4
TR4 5 3 6 %
Universidad
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TR5 4 4 4 3

VARIABLES
X(i,J) paso del trabajo i al trabajo j

TT tiempo total en completar los trabajos

BINARY VARIABLE X

EQUATIONS
TIEMPO tiempo total de trabajo
ANTERIOR(i) de cada trabajo se parte una vez
POSTERIOR(J) a cada trabajo se llega una vez
PAREJAS(i,j) suma de los trabajos por parejas ;

TIEMPO .. TT =E= SUM[(i,j) $(NOT SAMEAS(i,§)), C(i,i)*X(i.i] ;
ANTERIOR(i) .. SUM[J $(NOT SAMEAS(i.j)). X(i.j)] =E= 1 ;
POSTERIOR(j) .. SUM[i $(NOT SAMEAS(i.j)). X(i.j)] =E= 1 ;

PAREJAS(i,j) $(ORD(i) < ORD(J)) -- X(i,j) + X(,i) =L=1 ;

MODEL AJUSTE1l / TIEMPO, ANTERIOR, POSTERIOR /
MODEL AJUSTE2 / TIEMPO, ANTERIOR, POSTERIOR, PAREJAS /

SOLVE AJUSTE1 USING MIP MINIMIZING TT

* numero de restricciones de parejas son C(5,2)=10

SOLVE AJUSTE2 USING MIP MINIMIZING TT

1VV.3.4. Ejemplo del viajante de comercio

Veamos tres posibles formulaciones del problema del viajante de comercio escritas
en GAMS. La primera formulacién es la denominada de Miller, Tucker y Zemlin

Tij 5y i

lej =11V

oz, =1 Vi (1.15)
J

u; — u; + [card (i) — 1]z, < card(i) —2 Vi, j
z, € {0,1},u, > 0
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y las dos ultimas a las presentadas previamente en la seccion 1.3.2 de formulacion de

problemas de optimizacion lineal entera.

$TITLE Problema del viajante de comercio
SETS
1 Ciudades

K Etapas

ALIAS(1,J,R,S)

PARAMETER

COSTE(i,]J) Coste de ir de la ciudad 1 a la ciudad j [£]
VARIABLE

FOBJ Funcién objetivo [€]

BINARY VARIABLES
X1(i,}) Indica si se viaja de la ciudad 1 a la ciudad j

X2(i,j,k) Indica si se viaja de la ciudad 1 a la ciudad j en la etapa k

POSITIVE VARIABLE

u(n) Etapa en que se visita una cierta ciudad

EQUATIONS

E_FOBJ1 Funcioén objetivo

E_ORIGEN1(1) Cada ciudad es origen una sola vez
E_DESTINO1(j) Cada ciudad es destino una sola vez
E_SUBCICLO1(i,j) Restricciones para eliminar subciclos
E_SUBCICLO2(i,j) Restricciones para eliminar subciclos de orden 2

E_SUBCICLO3(i,j,r) Restricciones para eliminar subciclos de orden 3

E_SUBCICLO4(i,j,r,s) Restricciones para eliminar subciclos de orden 4

E_FOBJ2 Funcién objetivo

E_ORIGEN2(1) Cada ciudad es origen una sola vez
E_DESTINO2(j) Cada ciudad es destino una sola vez
E_ETAPA(K) En cada etapa se hace s6lo un recorrido

E_ORIG_DEST(j,k) La ciudad destino en k es origen en k+l ;

E_FOBJ1 .. FOBJ =E= SUML(i,j) $(NOT SAMEAS(i,j)), COSTE(i,j) * X1(i,i)1;

E_ORIGENL(i) .. SUMLj $(NOT SAMEAS(i,.j)), X1(i.j)] =E= 1;

f .
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E_DESTINO1(§) .. SUM[i $(NOT SAMEAS(i,j)), X1(i,j)] =E= 1;

E_SUBCICLOL(i,j) $(ORD(i) > 1 AND ORD(J) > 1 AND NOT SAMEAS(i.j)) .-
UCi) - U@G) + [CARD(i) - 11 * X1(i.j) =L= CARD(i) - 2;

E_SUBCICLO2(i,j) $(NOT SAMEAS(i,j)) -. X1(i,j) + X1(,i) =L= 1;

E_SUBCICLO3(i,j.r) $(NOT SAMEAS(i.j) AND NOT SAMEAS(j.r) AND NOT SAMEAS(r,i)) ..
X1(i,j) + X1(,r) + X1(r,i) =L= 2;

E_SUBCICLO4(i,j.r,s) $(NOT SAMEAS(i,j) AND NOT SAMEAS(J.r) AND NOT SAMEAS(r,i) AND
NOT SAMEAS(r,s) AND NOT SAMEAS(s,i) AND NOT SAMEAS(s.]J)) --
X1(i,j) + X21(@@,r) + X1(r,s) + Xi1(s,i) =L= 3;

E_FOBJ2 .. FOBJ =E= SUM[(i,j,k) $(NOT SAMEAS(i,j)), COSTE(i,j) * X2(i,j.k)1;
E_ORIGEN2(i) .. SUML@i.k) $(NOT SAMEAS(i,j)). X2(i,j,k)] =E= 1;
E_DESTINO2(J) .. SUML(i,k) $(NOT SAMEAS(i,j)), X2(i,j,k)] =E= 1;
E_ETAPA(K) .. SUML(i,j) $(NOT SAMEAS(i,j)), X2(i.j,k)] =E= 1;

E_ORIG_DEST(j.K) .. SUM[i $(NOT SAMEAS(i.j)). X2(i.j.k)] =E=
SUMLr $(NOT SAMEAS(J,r)), X2(,r.k ++ 1)];

MODEL TSP1 / E_FOBJ1, E_ORIGEN1, E_DESTINO1, E_SUBCICLO1 /

MODEL TSP1B / E_FOBJ1, E_ORIGEN1, E_DESTINO1, E_SUBCICLO2, E_SUBCICLO3, E_SUBCICLO4 /

MODEL TSP2 / E_FOBJ2, E_ORIGEN2, E_DESTINO2, E_ETAPA, E_ORIG_DEST /

* Caso ejemplo: Schrage (1997) p. 319
* Esta informacién se podria introducir mediante ficheros de texto

* utilizando la instruccién $INCLUDE nombrefichero
SETS
1 Ciudades

/ Atl, Chi, Cin, Hou, LA, Mon, NY, Phi, Pit, StL, SD, SF /

K Etapas 7/ 1 * 12 /

I'r’-:;\\.‘\l -,
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TABLE COSTE(i,j) Coste de ir de la ciudad i a la ciudad j [€]
Atl Chi Cin Hou LA Mon NY Phi Pit StL SD SF

Atl 0 702 454 842 2396 1196 864 772 714 554 2363 5679
Chi 702 O 324 1093 2136 764 845 764 459 294 2184 2187
Cin 454 324 O 1137 2180 798 664 572 284 338 2228 2463
Hou 842 1093 1137 O 1616 1857 1706 1614 1421 799 1521 2021
LA 2396 2136 2180 1616 O 2900 2844 2752 2464 1842 095 405
Mon 1196 764 798 1857 2900 O 396 424 514 1058 2948 2951
NY 864 845 664 1706 2844 39 O 92 386 1002 2892 3032
Phi 772 764 572 1614 2752 424 92 0 305 910 2800 2951
Pit 714 459 284 1421 2464 514 38 305 O 622 2512 2646
StL 554 294 338 799 1842 1058 1002 910 622 O 1890 2125
SD 2363 2184 2228 1521 95 2948 2892 2800 2512 1890 O 500

SF 2679 2187 2463 2021 405 2951 3032 2951 2646 2125 500 0

COSTE(i.j) = COSTE(i.j) 7/ 1e3 ;

U.UP(i) = CARD(i) ;

OPTION OPTCR = 0

* Orden de ejecucioén

SOLVE TSP1 USING MIP MINIMIZING FOBJ
DISPLAY X1.L, U.L

SOLVE TSP1B USING MIP MINIMIZING FOBJ
DISPLAY X1.L

SOLVE TSP2 USING MIP MINIMIZING FOBJ
DISPLAY X2.L

IVV.3.5. Ejemplo de asignacion de grupos térmicos

El problema de la asignacién de grupos térmicos de produccion de electricidad
consiste en la decision de qué grupos térmicos hay que acoplar en cada hora del dia (o

semana) de manera que:

- Seminimicen los costes variables de generacion (incluyendo costes de combustible

y costes de arranque y parada)

@Lﬁ Universidad

4 Complutense
W»"" Madrid 08/01,/2019
i3

116




PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

- Se suministre la demanda en cada hora

- Se mantenga un cierto nivel de reserva rodante

- Se respeten los parametros de funcionamiento de los grupos térmicos (minimos

técnicos, potencia nominal, rampas de subida y bajada)

Datos

D, demanda térmica en la hora h [MW]

R coeficiente de reserva rodante con respecto a la demanda [p.u.]

a, termino lineal del coste de combustible del grupo térmico t [€/MWh]
b, termino fijo del coste de combustible del grupo térmico t [€/h]
ca, coste de arranque del grupo térmico t [€]

cp, coste de parada del grupo térmico t [€]
P, potencia méaxima del grupo térmico t [MW]
P, potencia minima del grupo térmico t [MW]

rampa de subida del grupo térmico t [MW/h]

rs,

rb

t

rampa de bajada del grupo térmico t [MW/h]

Variables

P, potencia producida por el grupo térmico t en la hora h [MW]
A,, acoplamiento del grupo térmico t en la hora h [0,1]

AR,, arranque del grupo térmico t en la hora h [0,1]

PR,, parada del grupo térmico ten la hora h [0,1]

H T
min Z(atpht + 0,4, + ca, AR, + CptPRht)

h=1 t=1

=~y 24
: lﬁ\ N Universidad
08/01/2019 %‘ﬁ; Complutense
.'.F'I .
m J E Madrid

[

117



1V CODIFICACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

T
Z Pht = Dh H

t=1

T [e—

Z(‘PI‘,AIM‘, - Ph,z‘,) = R‘Dh H

t=1
PA, <P, <PA, 2HT

Ah,t - Ah,—lt = ARh,f, - PRhf, (H - 1)T
Pht - thlt S Tst (H - ]‘)T
thlt - Pht < Tbt (H - 1)T
Pht >0 Ah,f,’ARthRh,t S {071}

$TITLE ASIGNACION HORARIA DE GRUPOS TERMICOS

SETS

T grupos térmicos /GALICIA, CATALUNA, MADRID, VALENCIA,
EXTREMAD, ANDALUCI, CASTLEON/

H hora h /hl1 * h5/

SCALAR

r porcentaje de reserva rodante sobre la demanda [p.u.] 70.2/

PARAMETERS

d(h) demanda cada hora [MW]

/h1l 1000 , h2 1400 , h3 2400 , h4 2000 , h5 1000/

pmax(t) pot maxima de cada térmico [MW]

/GALICIA 400, CATALUNA 500, MADRID 700, VALENCIA 400,
EXTREMAD 300, ANDALUCI 800, CASTLEON 800/

pmin(t) pot minima de cada térmico [MW]

/GALICIA 100, CATALUNA 150, MADRID 150, VALENCIA 50,
EXTREMAD 50, ANDALUCI 400, CASTLEON 200 /

rs(t) rampa de subida [MW por hora]

/GALICIA 200, CATALUNA 300, MADRID 500, VALENCIA 300,
EXTREMAD 100, ANDALUCI 500, CASTLEON 400/

rb(t) rampa de bajada [MW por hora]

/GALICIA 300, CATALUNA 300, MADRID 200, VALENCIA 100,
EXTREMAD 100, ANDALUCI 500, CASTLEON 400/

c(t) coste lineal de produccién [€ por MWh]

/GALICIA 4, CATALUNA 4, MADRID 4, VALENCIA 4,
EXTREMAD 3, ANDALUCI 2, CASTLEON 7ﬁ:ﬁjﬁ
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b(t) coste fijo de produccion [€]
/GALICIA 50, CATALUNA 30, MADRID 30, VALENCIA 25,

EXTREMAD 30,

ANDALUCI 80, CASTLEON 70/

ca(t) coste de arranque
/GALICIA 10, CATALUNA 20, MADRID 10, VALENCIA 15,

EXTREMAD 20,

ANDALUCI 10, CASTLEON 15/

cp(t) coste de parada
/GALICIA 5, CATALUNA 10, MADRID 5, VALENCIA 10,
EXTREMAD 5, ANDALUCI 15, CASTLEON 10/

VARIABLES

CT coste

variable total del sistema [M€]

A(t,h) acoplamiento del grupo t a las h horas [0-1]

AR(t,h) arranque del grupo t a las h horas [0-1]

PR(t,h) parada

del grupo t a las h horas [0-1]

P(t,h) generacion producida por el grupo t a las h horas [MW]

BINARY VARIABLE A,AR,PR
POSITIVE VARIABLE P

EQUATIONS
COSTE
DEMANDA(h)
RESERVA(h)
COTASUP(t,h)
COTAINF(t,h)
RAMPASUB(t, h)
RAMPABAJ(t, h)
LOGICA(t,h)

COSTE .. CT =E= SUM[(T,H), c(E)*P(t,h)+b(t)*A(t,h)+ca(t)*AR(t,h)+cp(t)*PR(t,h)]

costes variables de generacién-funcién objetivo [£€]
abastecimiento de la demanda [MW]

reserva rodante del sistema [MW]

cota superior de producciéon del grupo t [MW]

cota inferior de produccién del grupo t [MW]
limitacion de rampa de subida del grupo t [MW]

limitacion de rampa de bajada del grupo t [MW]

relacion logica entre variables de acoplamiento arranque y parada ;

DEMANDACh) .. SUM[T, P(t,h)] =E= d(h) :
RESERVA(h) .. SUM[T, A(t,h)*pmax(t)-P(t,h)] =6= d(h)*r;
COTASUP(E,h) .. P(t,h) =L= pmax(t)*A(t,h);
COTAINF(t,h) .. P(t,h) =G= pmin(t)*A(t,h);
RAMPASUB(t,h) .. P(t,h)-P(t,h-1) =L= rs(t);
RAMPABAJ(t,h) .. P(t,h-1)-P(t,h) zh= rb(t);
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LOGICA(t,h) .. A(t,h)-A(t,h-1) =E= AR(t,h)-PR(t,h);

MODEL ASIGNA /COSTE,DEMANDA,RESERVA,COTASUP,COTAINF,RAMPASUB,RAMPABAJ,LOGICA/ ;

P_UP(t,h) = pmax(t)

OPTION OPTCR = 0

SOLVE ASIGNA USING MIP MINIMIZING CT

I1VV.3.6. Ejemplo de flujo de cargas optimo

Veamos a continuacion la formulacion de un ejemplo de sistemas de energia eléctrica.
En particular, se trata de un flujo de cargas Optimo en corriente continua con y sin
pérdidas 6hmicas que se formula como un problema de optimizacion lineal y no lineal
dependiendo de la consideracién o no de las pérdidas. Este ejemplo ilustra alguna
caracteristica muy interesante del GAMS como son los conjuntos dinamicos y su uso para
restringir las variables y ecuaciones del problema. Aunque no se entienda el significado
fisico del problema por carecer de los conocimientos adecuados en sistemas de energia

eléctrica su formulacién en GAMS se puede seguir sin dificultad.

La estructura general de un modelo de optimizacion escrito en GAMS se presenta en

la tabla 1.2. Esta estructura es la que se ha empleado en este caso ejemplo.

indices y parametros Todos los indices y parametros del modelo se
declaran al comienzo del mismo. Se inicializaran a sus

valores por omision aquellos que sea necesario.

Variables Definicion de las variables segun sean positivas,

libres, binarias, etc.

Ecuaciones Declaracion y definicion de las restricciones. Se
controlara con cuidado las condiciones de validez u

ocurrencia de las mismas.

Modelo Declaracion de ecuaciones que componen el modelo.
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Inclusion y manipulacion de | Los datos de entrada se introducen desde ficheros
datos de entrada independientes, después se realizan los calculos de
parametros auxiliares dependientes de los datos de

entrada.

Acotamiento e inicializacion | Acotamiento de las variables a sus cotas fisicas e

de variables inicializacion cuando tenga sentido.

Resolucidn del problema de

optimizacion

Presentacion de resultados Presentacion de los resultados elaborados a partir de

la solucion del problema de optimizacion.

Tabla 1.2 Estructura de un modelo de optimizacién en GAMS.

Se trata de minimizar los costes variables de operacion en un intervalo horario unitario
compuestos por los costes variables de los grupos térmicos, los costes de oportunidad de
los grupos hidraulicos cuando producen por encima de su potencia programada y el coste

variable de la potencia no suministrada.

i v,GTR, + i v,GHE, + i v, PNS,
t=1

h=1 n=1

siendo datos v, el coste variable unitario de generacion del grupo térmico ¢, v, el coste
de oportunidad unitario de la hidraulica de emergencia » y v, el coste variable unitario
de la potencia no suministrada en el nudo » . Las variables son: GTR, potencia producida
por el grupo térmico ¢, GHE, potencia hidraulica de emergencia del grupo hidraulico A
y PNS, potencia no suministrada en el nudo n. 7", H y N son todos los grupos

térmicos, hidraulicos y nudos del sistema respectivamente.
Las restricciones que condicionan este problema se muestran a continuacion.

La primera ley de Kirchhoff que establece el balance entre generacion y demanda en

cada nudo:
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> GTR, +> (GHP, + GHE,) + PNS, + 21: F. - EJ: F_,=D,
j=1

ten hen i=1

siendo ¢t € n, h € n los grupos térmicos e hidraulicos localizados en el nudo n, GHP,

es la variable potencia hidraulica programada del grupo hidraulico h, F;_; es la variable

flujo de potencia que va del nudo ¢ al nudo j y D, corresponde al dato de la demanda

de potencia en el nudo n .

La segunda ley de Kirchhoff nos dice que el flujo por una linea es proporcional a la

diferencia de los angulos de tension de sus nudos extremos:

X, P

g i =0, -0,
B

donde se conocen X, ; es la reactancia de la linea que une los nudos iy j y S, esla

potencia base del sistemay 6, es la variable de angulo de tension del nudo .

Algunas variables del problema estan acotadas entre ciertos valores. La potencia
térmica producida de cada grupo ¢ se encuentra entre su valor minimo GTR, y maximo
GTR, .

GTR, < GTR, < GTR,

La potencia hidraulica programada de cada grupo ~ puede tomar como valor maximo

GHP, , valor dado por un programa de coordinacion hidrotérmica de jerarquia superior.

0 < GHP, < GHP,

La potencia hidraulica de emergencia de cada grupo h puede alcanzar como maximo

el valor (GHMh — GHP,L>, es decir, la potencia maxima del grupo menos su potencia

programada.

0 < GHE, < (GHM, — GHE,)

La potencia no suministrada como mucho sera la demanda del nudo.

< PNS, <D,
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El flujo por la linea esta acotado en valor absoluto por F,_

~F_<F_,<F_,

11—

Ademas de la formulacion anterior, se presenta otra donde se eliminan las variables
de flujo y se sustituyen por la expresion de la segunda ley de Kirchhoff en funcion de los
angulos. La ecuacion de balance entre generacion y demanda tiene ahora esta formulacién

> GTR, +) (GHP, + GHE,) + PNS, +

ten hen

}:W-—Qﬁ?/XHn }:w-—ew /X,., =D,

i=1 j=1

y las cotas de las variables de flujo se transforman ahora en restricciones

6,—0, <F_

’LH]

91’ _ej > _F;_Hﬂ

En la primera formulacion se tienen mas variables pero menos restricciones: que en
la segunda y el nimero total de elementos no nulos de la matriz de restricciones sera

menor.

En el codigo escrito en GAMS se afade, ademas, una formulacién del flujo de cargas
Optimo en corriente continua con pérdidas 6hmicas. Las pérdidas 6hmicas de una linea
se modelan con una expresion no lineal en funcion del coseno de la diferencia angular.

Esto convierte el problema de optimizacién en no lineal.

’]’;H.
L = QSB W[l — COS(Qi — 0])]

i—j

siendo r._, . laresistencia de la linea que une los nudos i y ;.

ZH]

7 Las cotas en las variables no cuentan como restricciones desde el punto de vista del tiempo de calculo,

ya que los algoritmos de optimizacidn las tratan de forma especifica.
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Estas se incluyen como dos cargas adicionales iguales en los extremos de la linea. La

primera ley de Kirchhoff tiene ahora esta expresion
J

ZGTRt + Z(GH‘P/L + GHEh) + PNSH, + iﬂ—ﬁb - ZEL—’j = Dn + Ln
i=1 j=1

ten hen j=

siendo L, las pérdidas en el nudo n

I J
L=\>L.,+> L ;|/2
i=1 j=1

$TITLE Flujo de cargas en corriente continua con y sin pérdidas

SETS
ND nudos
GR generadores
TR(gr) generadores térmicos
HD(gr) generadores hidraulicos

NDGR(nd,gr) localizacién de generadores en nudos
LN(nd,nd) Iineas

CN caracteristicas nudos / dem, cpns /
CG caracteristicas generadores / coste, pmin, pmax, cshd, hdrpro, hdrmax /

CL caracteristicas lineas / r, x, flmax /

ALIAS (nd, ni, nf) ;

SCALARS
SBASE potencia base [GW] / 0.1/
OPCPRD opcién de modelado de las pérdidas (no 0 si 1) /7 0 /

* definicidon de la estructura de datos sin incluir explicitamente éstos

PARAMETERS
DATNUD(nd,cn) datos de los nudos
DATGEN(gr,cg) datos de los generadores
DATLIN(nd,nd,cl) datos de las lineas

* planteamiento matematico del problema

VARIABLES

COSTE funcidén objetivo

/A [M€]
A=, Universidad
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TT(nd) angulo de tension en el nudo [rad]
FL(ni,nf) Flujo de potencia [Gw]

POSITIVE VARIABLES

GTR(gr) generacion térmica [Gw]
GHP(gr) generacion hidraulica programada [Gw]
GHE(gr) generacion hidraulica de emergencia [cw]
PNS(nd) potencia no suministrada [cwj

PRDAS(nd) pérdidas de las lineas conectadas al nudo [GW]

EQUATIONS
FO costes de generaciéon y de indisponibilidad [M€]
KR1F(nd) primera ley de Kirchhoff para cada nudo en funcién de flujos
KR1A(nd) primera ley de Kirchhoff para cada nudo en funcién de angulos

FLI(ni,nf) Flujo en funcién de angulos de tensioén
FLIP(ni,nf) diferencia angular maxima en cada linea en un sentido
FLIN(ni,nF) diferencia angular maxima en cada linea en otro sentido

EPRDAS(nd) pérdidas de las lineas conectadas al nudo ;

FO .. COSTE =E= SUM[tr, DATGEN(tr,"coste") * GTR(tr)]
+ SUM[hd, DATGEN(hd,"cshd®) * GHE(hd)]
+ SUM[nd, DATNUD(nd, "cpns®) * PNS(nd)]

KR1F(nd) ..

SUM[NDGR(nd, tr), GTR(tr)] + SUM[NDGR(nd,hd), GHP(hd) + GHE(hd)]
+ SUM[LN(ni,nd), FL(ni,nd)] - SUM[LN(nd,nf), FL(nd,nf)]
+ PNS(nd) =E= DATNUD(nd, "dem™) + PRDAS(nd) $OPCPRD ;

KR1A(nd) ..

SUM[NDGR(nd, tr), GTR(tr)]

SUM[NDGR(nd,hd), GHP(hd) + GHE(hd)]

SUM[LN(ni,nd), (TT(ni) - TT(nd)) 7 DATLIN(ni,nd,"x")] * SBASE
SUM[LN(nd,nf), (TT(nd) - TT(nF)) / DATLIN(nd,nF,"x")] * SBASE
PNS(nd) =E= DATNUD(nd,"dem®) + PRDAS(nd) $OPCPRD ;

+

+

+

FLI(LN(ni,nF)) .. FL(ni,nF) * DATLIN(ni,nf,"x") / SBASE =E= TT(ni) - TT(nF) ;

FLIP(LN(ni ,nF)) ..
TT(ni) - TT(nF) =L=  DATLIN(ni,nf,"Flmax") * DATLIN(ni,nF,"x") / SBASE ;

FLIN(LN(ni ,nF)) ..
TT(ni) - TT(nF) =G= - DATLIN(ni.nf, Flmax*) * DATLIN(ni,nf,*x") / SBASE ;
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EPRDAS(nd) .. PRDAS(nd) =E=
SBASE * SUM[LN(ni,nd), (1-cos(TT(ni) - TT(nd)))*
DATLIN(ni ,nd, "r=)/(DATLIN(ni ,nd, "r=)**2+DATLIN(ni ,nd, "x")**2)]
+ SBASE * SUM[LN(nd,nf), (1-cos(TT(nd) - TT(nF)))*
DATLIN(nd,nf, "r*)/(DATLIN(nd,nf, "r*)**2+DATLIN(nd,nf, "x"*)**2)] ;

MODEL FC / FO, KR1F, FLJ / ;

MODEL FCA / FO, KR1A, FLJP, FLIN / ;

* FC y FCA son dos formulaciones alternativas.

* Para este caso de estudio la segunda es menos costosa computacionalmente (un 10 %).

MODEL FCP / FO, KR1F, FLJ, EPRDAS / ;

* caso de estudio

*** esta parte iria en ficheros independientes y se introduciria con $include

SETS
ND nudos / nudo-1 * nudo-9 /
GR generadores / genr-1 * genr-9, genh-1 * genh-4 /

NDGR(nd,gr) localizacién de generadores en nudos
/
nudo-1 . genr-1
nudo-1 . genr-2
nudo-1 . genr-3
nudo-2 . genr-4
nudo-2 . genr-5
nudo-2 . genr-6
nudo-3 . genr-7
nudo-3 . genr-8
nudo-3 . genr-9
nudo-1 . genh-1
nudo-3 . genh-2
nudo-6 . genh-3
nudo-8 . genh-4
/
TABLE DATNUD(nd,cn) datos de los nudos
dem cpns
* MW €/kWh
nudo-1 1 1500
nudo-2 240 1500
nudo-3 40 1500
nudo-4 160 1500
nudo-5 240 1500
nudo-6 80 1500
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nudo-7 100 1500
nudo-8 15 1500
nudo-9 100 1500
TABLE DATGEN(gr,cg) datos de los generadores

coste pmin pmax cshd hdrpro hdrmax

* €/MWh MW MW €/kWh MW MW
genr-1 65 0 75
genr-2 70 30 125
genr-3 75 10 100
genr-4 59 10 100
genr-5 67 0 50
genr-6 74 0 50
genr-7 61 10 100
genr-8 76 0 50
genr-9 80 0 50
genh-1 10 300 300
genh-2 10 150 160
genh-3 10 120 150
genh-4 10 90 100
TABLE DATLIN(ni,nf,cl) datos de las lineas
r X Flmax
* p-u. p-u. MW
nudo-1 . nudo-2 0.0777 0.2913 500
nudo-1 . nudo-4 0.0544 0.2041 500
nudo-2 . nudo-3 0.0424 0.1695 500
nudo-2 . nudo-4 0.1 0.4 500
nudo-2 . nudo-5 0.05 0.2 500
nudo-2 . nudo-6 0.1 0.4 500
nudo-3 . nudo-5 0.0248 0.099 500
nudo-3 . nudo-8 0.1 0.4 500
nudo-4 . nudo-6 0.15 0.6 500
nudo-5 . nudo-6 0.05 0.2 500
nudo-5 . nudo-8 0.1 0.4 500
nudo-6 . nudo-7 0.15 0.6 500
nudo-6 . nudo-9 0.05 0.2 500
nudo-7 . nudo-9 0.05 0.2 500 ;

*** hasta aqui son ficheros independientes

* activacion de generadores térmicos hidraulicos y lineas

TR(gr) $DATGEN(gr, "pmax™) = YES ;
HD(gr) $DATGEN(gr, "hdrpro*)
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LN(ni,nF) $DATLIN(ni,nf,"x") = YES ;

* escalacion de datos de potencia a GW

DATNUD(nd, "dem*) = DATNUD(nd, "dem*) / 1e3 ;
DATGEN(tr, "pmin®) = DATGEN(tr, "pmin®) / l1le3 ;
DATGEN(tr, "pmax®) = DATGEN(tr, "pmax") / le3 ;

DATGEN(hd, "hdrpro®) = DATGEN(hd, "*hdrpro®) 7/ 1e3 ;
DATGEN(hd, "hdrmax®) = DATGEN(hd, "hdrmax®) 7/ 1e3 ;
DATLIN(In, "flmax®) = DATLIN(In,"flImax®) / 1le3 ;

* acotamiento de las variables (cotas fisicas)

GTR.LO(tr) = DATGEN(tr,"pmin®) ;
GTR.UP(tr) = DATGEN(tr, "pmax®) ;
GHP.UP(hd) = DATGEN(hd, "*hdrpro®) ;

GHE.UP(hd) = DATGEN(hd, "hdrmax") - DATGEN(hd, "hdrpro®) ;

PNS.UP(nd) = DATNUD(nd, "dem®) ;
FL.LO(In) = - DATLIN(In,*fImax®) ;
FL.UP(In) = DATLIN(In, "flmax®) ;

* cotas algoritmicas de los angulos

- 1.5 ;
1.5 ;

TT.LO(nd)
TT.UP(nd)

* nudo de referencia

TT.FX(nd) $(ORD(nd) EQ 1) = O ;

* opcidn sin pérdidas

OPCPRD = 0 ;

* flujo de cargas con variables de flujo

SOLVE FC USING LP MINIMIZING COSTE ;

* control sobre aprovechamiento de base previa
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OPTION BRATIO =1 ;

* flujo de cargas con variables de angulos de tensién

SOLVE FCA USING LP MINIMIZING COSTE ;

* opcién con pérdidas

OPCPRD =1 ;

* flujo de cargas con variables de flujo

SOLVE FCP USING NLP MINIMIZING COSTE ;

IVV.4. Elementos de estilo de programacion

“En los ultimos afios se ha reconocido la programacion de computadores como una
disciplina cuyo dominio es basico y crucial para el éxito de muchos proyectos de
ingenieria” Niklaus Wirth (1976).

IV.4.1. Generales

La programacién no es un castigo divino para los humanos, es ciencia y arte. Es
ciencia en la medida que se pueden implantar modelos matematicos complejos y que el
pensamiento, la disciplina, la rigurosidad y la experimentacion acompafian este
desarrollo. El resultado es arte por la belleza, elegancia, sensacion que puede transmitir

un modelo y la profesionalidad de su creador.

Una forma de aprender a escribir con estilo y estructura ordenada es mediante la
lectura de ejemplos ilustrativos o de cddigo ajeno. Una manera de programar es por
refinamiento gradual de los detalles. Es importante recordar que en el desarrollo de una

aplicacion el diablo se esconde en los detalles.

La potencia y concision de los modelos escritos en un lenguaje de modelado hacen
que el propio codigo forme parte de la documentacion. De hecho la reutilizacion de
modelos fue una de las causas que dieron origen a los lenguajes de modelado. La etapa

de disefio del modelo cobra gran importancia para permitir posteriores ampliaciones. Por
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esta razdon es importante el estilo en la programacion, que incide en la calidad y
mantenibilidads del codigo desarrollado. Piénsese que el tiempo dedicado a
mantenimiento y ampliacion de un modelo es muy superior al inicial de desarrollo. El
desarrollo y la depuracion del modelo se debe hacer con una maqueta (caso ejemplo

sencillo) para finalmente utilizar un problema real.

He aqui algunas recomendaciones para la escritura de un modelo que inciden en la

calidad del desarrollo:
MODULARIDAD

Estructurar el modelo en diversos médulos con diferentes propdsitos. Por ejemplo, la
inclusion de los datos’ y la escritura de resultados deben separarse en diferentes ficheros
que son convenientemente insertados mediante la instruccion $include en el mddulo

principal, que contiene la formulacion del problema de optimizacion.

Utilizacion de las entidades (parametros, escalares, etc.) con el mismo proposito y
significado en las diferentes partes del codigo. Es decir, mantener la definicion y uso de

cada parametro y escalar en todo el codigo para evitar la confusion del lector.

Comprobacidn de la pertenencia de un subconjunto a un conjunto de forma explicita
en su definicidn, es decir, evitar el uso de indices comodin en vectores y matrices. Esta

es una manera de validar y evitar errores en la introduccién de los datos.
ESCRIBIR CODIGO PARA FACILITAR SU LECTURA

Estas otras recomendaciones estan orientadas al cuidado exquisito de la estética. Es
el primer paso en el desarrollo profesional de un modelo. Son fundamentales, aunque
aparentemente carecen de importancia para el desarrollador, pero se hacen
imprescindibles para su mantenimiento y ampliacion. El codigo debe ser limpio y claro

para que pueda ser mantenido.

¢ Se entiende por mantenibilidad la reutilizacién, reparacion o modificacién de un modelo.

? Se recomienda la introduccién de los datos tal como son recogidos y entendidos por el usuario y se
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Mantener una coherencia en las reglas de escritura, de manera que se observe una
norma sistematica en todo el cddigo. Por ejemplo, endentacion en las instrucciones
repetitivas, sangria de tres espacios cada vez que se realiza una instruccién tipo LOOP,
IF. Las palabras reservadas del lenguaje van en mayusculas (LOOP, IF, THEN, ELSE, SET,
SCALAR, PARAMETER, TABLE, etc.). La coma del final de instruccion va separada por
un blanco. El signo de igualdad en las asignaciones se separa por espacios en blanco a

ambos lados.
Establecer paralelismos o réplicas entre instrucciones consecutivas semejantes.

Las lineas de cddigo deben tener una longitud aproximada de 100 columnas, no
sobrepasando nunca las 110. Romper la instruccion en cuantas lineas sea necesario para

cumplir esta recomendacion.

Los comentarios deben ser suficientemente ilustrativos del contenido y estar bien

localizados. Deben ayudar a documentar la naturaleza y origen de los datos
Se deben utilizar nombres largos y descriptivos para las entidades del modelo.

Los nombres y los indices de los parametros, variables y ecuaciones han de ser
acronimos que representen su significado. Se recomienda una longitud de hasta 10
caracteres para los primeros y de hasta 2 para los segundos. Los comentarios explicativos
pueden hacerse de hasta 80 caracteres.

Las definiciones de las entidades del modelo deben llevar las dimensiones fisicas del

problema.

Hacer un uso sistematico de mayusculas y minudsculas con algun criterio predefinido,
que debe ser coherente y mantenerse a lo largo de todo el programa. Por ejemplo, los
nombres de los parametros, variables y ecuaciones van en mayusculas. Los nombres de

sus indices van en minusculas.
REFORMULACION MANUAL DEL PROBLEMA

Un primer estadio en la formulacion de un problema esta en la eleccién de la propia
formulacién. A veces se pueden utilizar formulaciones semejantes con coste

computacional muy diferente. Por ejemplo, para la representacion de las pérdidas en un
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1V CODIFICACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

circuito eléctrico se puede utilizar una funcién no lineal o una poligonal aproximada.

Habitualmente la formulacion poligonal convexa requiere mucho menos tiempo.

Diferentes formulaciones matematicamente equivalentes de un mismo problema de
optimizacion pueden requerir tiempos de optimizacion muy distintos. Esta afirmacion es
especialmente relevante en problemas de programacion lineal entera mixta y
programacion no lineal. Por esta razén, siempre es conveniente un ejercicio continuo de
experimentacion y reformulacion de los problemas.

Veamos estas tres formulaciones de un problema NLP

n mn

min ) > q,7,7,

i=1 j=i+1

n

E T; = 1
j=1

n
Yo =
J=1

n n
min E Z; E qijxj
i=1

j=i+1

La ventaja de la formulacion segunda con respecto a la primera es inmediata. La

formulacion 1 requiere para evaluar la funcion objetivo aproximadamente Qn%

multiplicaciones. En la formulacién 2 se necesitan n+n% aproximadamente. La
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PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

tercera formulacion tiene esencialmente las mismas multiplicaciones pero aparecen en

restricciones lineales. EI nimero de restricciones aumenta sustancialmente pero todas son

lineales y los métodos de manipulacion de restricciones lineales son extremadamente

eficientes. La formulacion 3 resulta ser la mas eficiente.

De hecho, algunos optimizadores realizan una etapa previa de preproceso* del

problema antes de su resolucion (parametro de control presolve en el CPLEX). Como

ejemplo, el impacto en el tamafio de dos problemas LP debido al preproceso realizado

por el optimizador CPLEX 6.0 se muestra en la tabla 1.3.

Caso1 Caso 2
Restricc.|Variables Elementos Restricc. Variables Elementos
Sin preproceso | 19047 | 27262 | 81215 | 48971 | 63935 | 187059
Con preproceso, 15744 | 21982 51079 | 40794 | 56133 | 135361
Decremento 17% 19% 37% 17% 12% 28%

Tabla 1.3 Reduccidn de tamafios con la opcién de preproceso.

En la formulacién del problema la opcion profile muestra el tiempo y memoria

consumidos y el nimero de asignaciones realizadas o restricciones creadas.

Entre las principales consideraciones para mejorar la formulacion de un problema de

optimizacion se pueden citar:

e Calculo analitico del numero de restricciones y variables

Este es una ayuda para ser consciente del tamafio esperable del problema y ver su
dependencia en funcion de los elementos basicos que lo componen. El nimero real
de restricciones para un caso concreto se muestra con la opcién profile. Puede ser
utilizado para detectar errores en la formulacion. Por ejemplo, por excesivo nimero
haber

convenientemente con conjuntos dindmicos.

de ecuaciones al puesto dimensiones superfluas no controladas

1 E| desarrollo de las técnicas de preproceso y reformulacién han originado avances muy importantes

en la resolucion de problemas MIP.
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1V CODIFICACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Es conveniente también conocer la estructura de la matriz de restricciones, es decir,
los bloques que la componen. Existe alguna utilidad, citada en el siguiente apartado,

que lo permite hacer.
¢ No crear variables ni ecuaciones superfluas.

Hay que tener cuidado con lo que se entiende por superfluas porque algunas
condiciones redundantes pueden realmente llevar a obtener un modelo mas fuerte en
el contexto de programacion entera. Sin embargo, el conocimiento de la naturaleza
del problema permite introducir condiciones logicas (mediante el uso del operador $)
que eliminan algunas de ellas en la escritura de las ecuaciones o de las variables. Por
ejemplo, en el caso de una red se suprimen variables o ecuaciones asociadas a lineas
entre nudos no conectados entre si. Aunque los optimizadores pueden detectar algunas
de estas ecuaciones/variables superfluas, es mas eficiente evitarlo mediante

condiciones expresas.

La opcidén solprint=on o la utilidad gamschk puede ayudar en la deteccion de las
variables o ecuaciones superfluas (porque toman valor 0 o conocido bajo toda

circunstancia en la solucion).

e Reduccién del nimero de restricciones y/o elementos de la matriz aun a costa de

aumentar el niUmero de variables.

Una manera de reducir el nimero de ecuaciones o de variables es introduciendo
expresamente el conocimiento que se tiene del problema real (casos particulares que
pueden aparecer y sus implicaciones). Es mas conveniente hacerlo manualmente a

dejar que lo intente el preproceso del optimizador.

Se puede hacer mediante sustitucion, definicion de nuevas variables, reformulacion
en general se debe intentar reducir el nimero de restricciones y/o de elementos de la

matriz.

Como norma general para la formulacion de problemas lineales es conveniente saber
que el tiempo necesario para su solucion por el método simplex depende
aproximadamente del cubo del ndmero de restricciones, no siendo demasiado

influyente el nimero de variaples. En el método de punto interior el tiempo de
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ejecucion depende principalmente del nimero de elementos (densidad) de la matriz

de restricciones.

e Escalacion tanto de variables como de coeficientes y valores de restricciones a nimeros

alrededor de 1

Esto mejora el comportamiento numérico en la resolucién del problema y reduce el
tiempo de ejecucion. La escalacion resulta muy conveniente en problemas LP de gran
tamafio pero es imprescindible en problemas NLP. Implicitamente los valores por
omision de los parametros de control de los optimizadores estan fijados suponiendo
que el problema esta bien escalado alrededor de 1. Con una escalacion razonable
puede haber como mucho 6 6rdenes de magnitud de diferencia (por ejemplo,
coeficientes de las variables entre 0.001 y 1000). La utilidad gamschk es una
herramienta muy Util para observar los intervalos de variacion de los coeficientes de
las variables en las restricciones y de las costas de éstas para detectar potenciales

problemas de escalado.

La escalacion se puede hacer manualmente —expresando las variables, parametros y
ecuaciones en unidades naturales con sentido fisico para el problema— o
automaticamente  mediante las opciones disponibles en el lenguaje
(nombre_maodelo.scaleopt=1) o0 en el optimizador (scale). La escalacién manual requiere
mas cuidado y control pero es preferible porque conserva la naturaleza fisica del
problema dentro del codigo y es igual de efectiva que la automatica.

En cualquier caso hay que tener cuidado al realizar el escalado, especialmente en
problemas no lineales, donde pueden existir efectos no lineales que invaliden la nueva

formulacion.
e Acotamiento de las variables.

Las cotas en las variables no cuentan como restricciones desde el punto de vista del
tiempo de célculo, ya que los algoritmos de optimizacion las tratan de forma
especifica. Las cotas pueden tener sentido fisico (y, por tanto, forman parte de la

naturaleza del problema) o ser algoritmicas (es decir, cotas superfluas que nunca

7

deben ser activas en la solucion éptima pero que reducen el tiempo de optimizacion).

n
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1V CODIFICACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

El preproceso generalmente incluye procedimientos para el fortalecimiento de las
cotas de las variables (reduccidn de las cotas superiores y aumento de las inferiores).

TRATAMIENTO EXPLICITO DE CONJUNTOS ORDENADOS SOSN

Los conjuntos ordenados (Special Ordered Sets SOS) son conjuntos de variables que

cumplen las siguientes condiciones:

Como mucho n elementos del conjunto toman valores diferentes de 0. El resto de

elementos ha de ser 0

Si hay n elementos que son diferentes de 0 deben ser contiguos

Los conjuntos ordenados tienen un tratamiento especial en la optimizacion, por lo que

su definicion puede mejorar mucho el tiempo requerido para la resolucion.
SELECCION DEL OPTIMIZADOR Y TIPO ALGORITMO DE OPTIMIZACION

Un lenguaje de modelado permite utilizar diferentes optimizadores para la resolucién
de un mismo problema de optimizacion. Esta caracteristica representa una gran ventaja
por la flexibilidad que aporta en la seleccion del optimizador mas adecuado a las

caracteristicas del problema.

En Internet (www-c.mcs.anl.gov/otc/quide/fag/linear-programming.html) y en la

revista OR/MS Today, Fourer (2003), se pueden encontrar opiniones y revisiones del
software disponible para la resolucion de problemas de optimizacién de todo tipo. Entre
los optimizadores a los que se ha tenido acceso destacan CPLEX y OSL para LP, MINOS
y CONOPT para NLP y MILES y PATH para MCP.

El mejor método para un problema concreto depende de las caracteristicas del
problema, de los detalles de implantacion del método simplex o del punto interior y del
ordenador utilizado. Por esta razon los paquetes comerciales de LP importantes incluyen
métodos de punto interior (habitualmente primal-dual predictivo-correctivo), métodos
simplex (en su version primal y dual) y de resolucion de flujos de redes (simplex de red).
Se debe utilizar el método de optimizacion (punto interior o barrera, simplex primal o

simplex dual) mas adecuado al tipo,o\tamaﬁo del problema.
f o
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Como recomendacién general, para problemas de tamafio medio (hasta
aproximadamente de 10000 x 10000) el método més adecuado es el simplex y para
problemas de gran tamafio (desde 10000 x 10000 hasta 100000 x 100000) el mejor
método es el de punto interior (especialmente en problemas degenerados). Para problemas
de tamario superior se requiere el uso de técnicas de optimizacion especificas (como, por
ejemplo, las de descomposicion entre otras [Ramos, 1996]). La seleccion de un método u
otro se debe realizar principalmente en funcion del tamarfio del problema. [Bixby, 2000]
es un articulo préactico reciente donde se presentan algunas comparaciones entre métodos

de solucion del optimizador CPLEX tanto para problemas lineales como enteros mixtos.

El método simplex también resulta adecuado en la realizacion de analisis de
sensibilidad, es decir, cuando se trata de resolver problemas similares disponiendo de una
solucion proxima y una base previa, como sucede en el método de ramificacion y

acotamiento para resolver problemas lineales enteros.

A continuacidn se presenta la tabla 1.4 de comparacion entre varios optimizadores y
métodos de optimizacion. En la tabla 1.5 se muestra la diferencia de funcionamiento entre

las opciones de preproceso de dos optimizadores.

Caso 1l Caso 2
Tiempo | Indice | lter. | Tiempo | Indice | lter.
Punto interior 41.8 1.0 32 237.3 1.0 35
CPLEX 6.0 |Simplex dual 99.8 1.4 12692, 1812.6 6.6| 48695
Simplex primal 156.2 3.7/ 21622| 12175 5.1] 50280
MINOS 5.3 | Simplex primal 1863.6 44.6| 23927 - - -
Punto interior 163.9 3.9| 10798 774.4 3.3] 19524
OSL 2.1 Simplex primal 530.9 12.7| 12685| 7426.6 31.3] 62019
Tabla 1.4 Comparacion entre diferentes optimizadores en problemas LP.
Caso 1 Caso 2
Restricc. | Variables | Elementos | Restricc. | Variables | Elementos
Sin prep 19047 27847 82295 49715 64679 189477
Prep CPLEX -148% | -193% | -36,2% | -17,9% | -132% | -28,6%
Prep OSL -4,9% 0,0% -2,4% | —15,6% 0,0% -9,1%

Tabla 1.5 Comparacion entre diferentes preprocesos.

Las diferencias en tiempo de resolucion que pueden encontrarse entre métodos de
optimizacion o entre implantaciones de un mismo método llegan a ser significativas (de
hasta 45 veces para una comparacion entre CPLEX 6.0 utilizando un método de punto
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1V CODIFICACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

interior y MINOS 5.3 utilizando el método simplex para un problema de 19000
restricciones, 28000 variables y 82000 elementos no nulos). Para un mismo método de

optimizacion se han encontrado diferencias de hasta 3 veces entre implantaciones.
UTILIZACION DE ULTIMAS VERSIONES

En general, las Gltimas versiones aportan mejoras de tiempo o funcionalidad con

respecto a versiones previas.

En particular, una caracteristica muy atractiva de los lenguajes de modelado es la
posibilidad de actualizar la version del optimizador o cambiar de optimizador sin
necesidad de realizar modificaciones en el codigo del modelo. Ser consciente de ello y
aprovecharlo forma parte de un uso avanzado del lenguaje.

AJUSTE DE PARAMETROS DE CONTROL DEL OPTIMIZADOR

Habitualmente los parametros de control de un optimizador toman unos valores por
omision generalmente adecuados para un problema estdndar de optimizacion. Sin
embargo, cuando se trata de problemas dificiles, como pueden ser los LP de muy gran
tamafo o los NLP o MIP, son convenientes pruebas especificas de ajuste con algunos
parametros. En particular, algunos relacionados con la eficiencia y estabilidad numérica

del algoritmo.

Los pardmetros son propios de cada optimizador y también pueden serlo de cada
método de optimizacion. Por mencionar algunos que pueden ser importantes en MINOS
(linesearch tolerance, penalty, major iterations, minor iterations, factorization frequency) y en

CPLEX (epopt, eprhs, epmrk).

Como consejo para evitar errores o confusiones es conveniente la creacion de los
ficheros de parametros de control del optimizador dentro del codigo en lugar de editarlos

manualmente.
USO DE SOLUCIONES INICIALES Y/O BASES PREVIAS

El uso de puntos iniciales es particularmente importante en el caso de problemas no

lineales, donde se debe ejecutar un problema lineal cuya solucion resulte cercana a la

previsible solucién del problema no lineal.

Fs
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Cuando se trata de ejecuciones sucesivas es conveniente, desde el punto de vista de
calculo, aprovechar en el algoritmo del simplex las bases de soluciones previas del mismo
problema u otro similar que haya sido resuelto previamente. La base contiene la
informacidn relativa a las variables primales y duales del problema. El aprovechamiento
se controla con la opcion bratio que marca un criterio de aceptacion o rechazo de la

misma.

Como ejemplo del impacto en el tiempo de optimizacion del aprovechamiento de la
base, un problema LP de 8000 restricciones, 10000 variables y 30000 elementos requiere

10.3, 4.4, 4.7 y 2.6 segundos en sucesivas resoluciones.

A pesar de ello esta ventaja puede no ser suficiente para ciertos tamafios como para
superar al método de punto interior. Por ejemplo, aproximadamente a partir de 20000
restricciones por 20000 variables el método de punto interior resulta mas competitivo que

el simplex aun comenzando éste con una base previa de un problema anterior.
DETECCION DE INFACTIBILIDADES

Un metodo muy sencillo aunque laborioso y que puede producir problemas de
consistencia y de dimensiones, es introducir variables de holgura en cada restriccion y

penalizarlas en la funcidn objetivo. Este procedimiento hace las restricciones elasticas.

Alternativamente algunos optimizadores tienen un parametro que detecta el ndcleo
menor de restricciones infactibles de un problema (parametro Irreducible Infeasible
Subsets iis) y, por consiguiente, ayudan a localizar su posible causa. Una vez conocidas
el desarrollador debe modificar o eliminar alguna del conjunto para que el problema se
haga factible. Un articulo reciente de John W. Chinneck sobre algoritmos para encontrar

este conjunto minimo es [Guieu, 1999]
ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Proporciona informacion adicional sobre la solucién de un problema de optimizacion

lineal.

Algunos optimizadores permiten realizar directamente un analisis de sensibilidad a

cambios en los coeficientes de la funcidn objetivo que no producen una alteracion de la
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base Optima o a cotas de las restricciones que no producen pérdida de factibilidad
(parametros objrng, rhsrng).

IV.4.2. Especificos de GAMS

Existe un informe técnico que incluye un conjunto general de recomendaciones para

el desarrollo y la reparacion de modelos escritos en GAMS, [McCarl, 1998].
USO AVANZADO PARA OPTIMIZACION

En este apartado se desarrollan algunas consideraciones que permiten la implantacion
avanzada de modelos escritos en GAMS. Estas recomendaciones recogen la experiencia
practica adquirida en afios de uso del lenguaje GAMS, principalmente en modelos de
optimizacion lineal y estocastica, de ahi el valor que tienen a la hora de implantar

problemas de optimizacion de gran tamario.

Una implantacion ingenua (de novato, “no profesional”) de un problema de
optimizacion puede llevar aparejado un consumo excesivo de recursos computacionales.
Los mas relevantes son el tiempo de ejecucion y/o la memoria. El tiempo de ejecucion de
un modelo es especialmente critico en aplicaciones de muy gran tamafio (e.g., a partir de
100000 restricciones por 100000 variables en el caso lineal) o, sobre todo, en el caso de
resolucion iterativa de numerosos (e.g., mas de 100) problemas de optimizacion de
mediano tamafio (como sucede en los métodos de descomposicion o en la simulacion de
Monte Carlo). Los requisitos de memoria pueden ser limitativos en el caso de problemas
de muy gran tamafo. Algunas de las acciones que permiten reducir tiempo también

disminuyen los requerimientos de memoria.

Los métodos de descomposicion no son mas que técnicas matematicas que permiten
resolver problemas gigantescos (por ejemplo, de mas de 1 millon de restricciones y
variables) con una estructura especial, que ni siquiera se pueden formular explicitamente,
mediante la solucion iterativa de problemas de menor tamafio. Como ejemplo se puede
mencionar el caso de un problema de coordinacion hidrotérmica en un sistema eléctrico
cuya resolucién se efectia mediante descomposicién anidada estocastica, ver Jacobs
(1995).
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Los valores numéricos que se aportan para contrastar el impacto de algunas
recomendaciones deben tomarse como indicaciones relativas de las mejoras esperables
nunca como seguros. Piénsese que cualquier mejora esta asociada a un tipo de problemas,

no necesariamente es generalizable para todos.

El tiempo de ejecucion de un modelo escrito en GAMS se puede descomponer en
estos tres tipos principales::

e tiempo de creacion
formulacién del problema de optimizaciéon especifico, es decir, creacion de las

variables y de las restricciones.
e tiempo de interfaz
escritura del problema de optimizacion en disco para su lectura por el optimizador y
viceversa.
e tiempo de optimizacion
resolucion del problema de optimizacion por parte del optimizador.

Ademas de éstos hay que afiadir el tiempo de compilacion del modelo. Sin embargo,
este tiempo se da Unicamente una vez al comienzo y habitualmente es despreciable frente

al resto.

El valor e importancia de cada uno de estos tiempos se puede conocer con las opciones
stepsum, que resume el consumo de tiempo entre llamadas al optimizador, y profile, que
informa sobre el consumo de tiempo y memoria en cada instruccion del codigo. Antes de
iniciar las acciones de mejora es necesario realizar un analisis de los consumos de tiempo

del modelo y de como se reparten.

La relacion entre ellos depende de las diversas caracteristicas del problema: tamarfio
y estructura de la matriz de restricciones, numero de optimizaciones, variacion de los
pardmetros en sucesivas optimizaciones, como mas importantes. Las direcciones de

mejora que se presentan a continuacion tienen una orientacién o bien informatica o bien

1 Esta clasificacion del tiempo de ejecucién de un modelo en tres componentes es relevante para los
modelos escritos en GAMS. Quiza con otros lenguajes de modelado alguno de estos tiempos puede ser

despreciable.
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matematica, aunque indudablemente en el tiempo de ejecucion resultante influyen ambas.
Las primeras estan basadas en el uso del lenguaje GAMS. Las segundas modifican el
problema o su resolucion. La efectividad de cada mejora dependeréa de las caracteristicas
del problema de optimizacién. Se sugieren algunos criterios heuristicos que permiten
utilizarlas adaptandose al caso concreto tal como se menciona posteriormente. Estos han
de tomarse con cautela. En ningin momento se les quiere dar a estos criterios mas que un

valor indicativo, ajeno a cualquier tipo de generalizacion.
USO DE UN DISCO VIRTUAL

El tiempo de interfaz se debe a la escritura de los ficheros de comunicacion con el
optimizador. El tiempo del proceso de escritura depende del hardware del equipo
utilizado, en particular, del manejo y tamafio de la memoria caché= y del tiempo de
escritura en el disco. A su vez, el disco puede ser local (localizado en la maquina que
ejecuta el modelo) o remoto (conectado a través de una red de area local).

La minimizacion del tiempo de interfaz exige un conocimiento detallado de los
recursos de hardware utilizables. Por ejemplo, uso de discos locales en lugar de remotos,
tamanos elevados memorias caché, etc. En cualquier caso, una solucién sencilla en un PC
es la creacién y uso de discos virtuales localizados en memoria RAM (utilidad
RAMDISK), siempre mas rapida que los discos magneticos. Un tamafio de 16 MB de

disco RAM es suficiente para estos casos de estudio.

La reduccidn en tiempo esperable depende de la relacion entre el tiempo de acceso al
disco frente al acceso a la RAM. Por ejemplo, para el anterior PC se ha obtenido una

reduccidon en tiempo de un 20 % del tiempo de interfaz.

CAMBIOS EN INSTRUCCIONES DE ASIGNACION

2 En GAMS la comunicacion entre el lenguaje y los optimizadores se hace mediante ficheros. En otros

lenguajes esta relacion se establece a través de variables localizadas en la memoria principal.

13 |_.a memoria caché mantiene una copia de la Gltima informacion leida o escrita en disco, de manera

que pueden evitarse accesos a disco cuyo HEmpo de acceso es superior.
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GAMS es un lenguaje “peligroso” desde el punto de vista de consumo de tiempo por

su naturaleza intrinseca, ser muy compacto y de alto nivel. Es relativamente facil escribir

instrucciones sencillas que involucren entidades con multiples dimensiones que

consuman un tiempo y/o memoria elevada. La opcidn profile permite conocer el consumo

de tiempo y memoria y el nimero de asignaciones realizadas en cada instruccion.
Como recomendaciones especificas para no desperdiciar tiempo:

El orden de colocacidon de los indices/dimensiones debe ser consistente para todos los

parametros, ecuaciones y variables.

Se debe pensar desde el punto de vista de una ordenacion natural de todos los indices
para el conjunto del problema. Esta ordenacion influye tambien en la formulacion de

las ecuaciones.

El orden de colocacion de los indices en las instrucciones reiterativas (sumatorios,
productorios, bucles) debe ser el mismo que en los parametros, variables o ecuaciones

que se estén manipulando.

Se debe hacer un uso extensivo de la exclusion mediante condiciones en asignaciones
(uso del operador $) controladas preferentemente mediante conjuntos dinamicos (mejor
que con valores de parametros), es decir, activar solo las variables y restricciones
necesarias. En el ejemplo del flujo de cargas obsérvese que se consideran solo las lineas

eléctricas que existen y no cualquier posible conexion.

TAMANOS MAXIMOS ALCANZADOS

Como referencia final una indicacién sobre el tamafio de los problemas que se estan

resolviendo y a los que se ha llegado aplicando estas recomendaciones. Se han podido

resolver sin dificultad problemas de 150000 restricciones por 227000 variables con

566000 elementos no nulos en la matriz de restricciones en 300 segundos en un PC con

procesador Pentium Il Mobile a 1 GHz.

ALGUNAS INSTRUCCIONES ADICIONALES

=, Universidad

= i T,
08/01/2019 Wﬁg Complutense
|JI'I.'l

(B Madrid

143
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A continuacién se presenta una miscelanea de instrucciones de GAMS que no estan
suficientemente documentadas en el manual de usuario o se han utilizado con otra

perspectiva.
Maxima supresion de informacion de salida

La supresion de la informacion de salida en el nombre_fichero.lst se consigue con las

siguientes opciones.
$OFFSYMLIST, OFFSYMXREF, OFFUELLIST, OFFUELXREF
OPTION LIMROW=0, LIMCOL=0, SOLPRINT=0OFF, SYSOUT=0OFF
nombre_modelo.SOLPRINT=2;

y escribiendo en la invocacion de GAMS
gams nombre_modelo.gms suppress 1

Ademas, también se puede suprimir la informacion en pantalla que produce el
optimizador con los consiguientes parametros (por ejemplo, para CPLEX simdisplay 0

bardisplay 0 y mipdisplay 0).
gams nombre_modelo.gms 11 0 lo 0
Presentacion de informacion por pantalla

Las siguientes instrucciones permiten la definicion de la pantalla para posteriormente
escribir informacion en ella. En el uso real hay que tener en cuenta posibles buffers que

hacen que esta informacion no se muestre inmediatamente.

$SET CONSOLA

$IF %system.filesys% == UNIX $SET CONSOLA /dev/tty
$IF %system.filesys% == MS95 $SET CONSOLA CON

$IF %system.filesys% == MSNT $SET CONSOLA CON
$IF “%consola%.” == “.” ABORT *“Fichero no reconocido” ;

FILE PANTALLA /'%consola%’/ ;
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Opciones SAVE y RESTART.

Permiten la segregacion de una parte de codigo para su depuracion evitando su

ejecucion completa.

Tambien permiten la creacién y distribucién de una version ejecutable, es decir,
aquélla donde el usuario final no tiene acceso a la definicion del problema de
optimizacion. Para ello el codigo se separa en dos partes. La primera contiene las
declaraciones y definiciones de variables y ecuaciones y la segunda la inclusion de

ficheros de datos y resolucion del problema.

Esta opcion también puede utilizarse para paralelizar bucles:. La parte comun se
genera con la instruccién SAVE en el procesador principal. Después, la parte paralelizada
(cada ciclo del bucle) se ejecuta con un RESTART en cada procesador independiente y
asincronamente. Una vez terminadas todas las ejecuciones se integran los resultados

obtenidos.

Recorrido inverso de un indice
La siguiente instruccion permite recorrer el parametro PP en sentido inverso
PP(i+[card(i)-2*ord(i)+1])

empezando por card(i), card(i)-1, .... 2, 1.

Eliminacion de las variables fijas

Se trata de aquellas variables cuyas cotas inferior y superior coinciden y el mismo
lenguaje las convierte en parametros, de manera que no son consideradas como tal por el

optimizador. Por consiguiente, no se puede obtener informacién dual sobre ellas.
nombre_modelo.HOLDFIXED =1 ;
Otras caracteristicas no documentadas en el manual

SAMEAS(elemento_de_setl.elemento_de_set2)

WEI T hadesarrollado una utilidad que permite la ejecucion asincrona de scripts de UNIX que pueden

ser utilizados para la paralelizacion de aplicaciones en GAMS.
e e
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Funcién que devuelve verdadero si las cadenas de caracteres de los nombres de los

elementos de set son iguales o falso en caso contrario.
DIAG(elemento_de_setl.elemento_de_set2)
Devuelve 1 en el caso de igualdad y 0 en caso contrario.
$CALL
Llamada externa que se ejecuta en el momento de la compilacion.
SEXECUTE

Llamada externa a una aplicacién que devuelve el control a GAMS cuando ésta

finaliza.
option SOLSLACK =1

Presenta el valor de las variables de holgura de las restricciones en lugar del valor de

la restriccion como tal.
Utilidades complementarias

Existen algunas aplicaciones conectadas con GAMS que afiaden funcionalidad,
facilitan la interfaz con el lenguaje o la presentacion de resultados. Las nueve primeras se

apoyan en la instruccion $libinclude. Entre ellas cabe citar:
Aplicaciones de analisis, depuracién y mejora de modelos
gams-f

Permite definir funciones que posteriormente son sustituidas mediante un preproceso

en las definiciones de parametros o ecuaciones.
gamschk

Aplicacion que permite examinar empiricamente modelos escritos en GAMS para

detectar posibles errores.
gamsbas

Aplicacion que permite guardar la informacion relativa a la base que posteriormente

puede ser utilizada para modelos subsiguientes.

146 08/01/2019




PROGRAMACION MATEMATICA: MODELOS DE OPTIMIZACION

Exportacion del modelo a otros sistemas

GAMS permite la exportacion del problema de optimizacion en formato MPS o LP
que pueden ser leidos por numerosos optimizadores. En el fichero MPS se define la matriz
de restricciones del problema, vista por columnas, y las cotas de las variables. Los
nombres de las restricciones y de las variables estan limitados a 8 caracteres y el formato
de los datos es fijo por columnas. En el fichero LP se define el problema de forma mas
natural al poner directamente las expresiones de las ecuaciones pero utilizando nombres

de las variables no indexados.
Interfaz con una hoja de calculo
ssimport.gms
Lee datos de una hoja de célculo durante la compilacion.
ssdump.gms
Escribe datos y etiquetas en una hoja de calculo. Admite tamarfios dinamicos.
ssexport.gms
Escribe datos en una hoja de célculo. Los intervalos de escritura son fijos.
Interfaz de presentacion de resultados

Algunas de estas utilidades se pueden usar para realizar interfaces mas sencillas con
bases de datos.

gams2tbl.gms

Facilita la escritura automaética de informes en forma de tablas.

gams2txt.gms

Escribe en un fichero los valores de parametros, variables, ecuaciones o sets.
gams2prm.gms

Escribe en un fichero la declaracion y valores de parametros, variables. ecuaciones o
sets.

gams2zip.gms
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Escribe en un fichero comprimido la declaracion y valores de parametros, variables,

ecuaciones o sets.

zip2gams.gms

Recupera de un fichero comprimido la declaracion y valores de pardmetros, variables,
ecuaciones o sets.

gnuplot.gms

Permite la creacion de graficos con GNUPLOT que representen valores de

parametros.
Interfaz con MATLAB
matout.gms y gams.dll

Permite el uso desde MATLAB de las capacidades de optimizacion que proporciona

GAMS vy la facilidad de visualizacion de MATLAB de los resultados de una optimizacion.
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