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METODOS DE DECISION

I.1 Introducciéon a la teoria de la decision

En la vida real, y tanto en el &mbito profesional como el personal, nos vemos
enfrentados a multitud de situaciones en las que tenemos que decidir entre
varias alternativas. La propia optimizacién no es mds que una forma de tomar
una decisién entre unas alternativas factibles.

Asi, en su dimensién mads bdsica, un proceso de toma de decisiéon puede
entenderse como la eleccién de lo “mejor” entre lo “posible”. Ahora bien, segin
se defina qué es lo mejor y qué es lo posible nos enfrentaremos a distintas
situaciones de decisién.

La optimizacién cldsica tiene como caracteristica general que lo mejor, el
objetivo, es unico y estd claramente determinado (excepto en optimizacién
multiobjetivo) y que lo posible, las soluciones factibles, no vienen expresadas
explicitamente sino en forma de restricciones y sin incertidumbre (excepto en
optimizacién estocéstica, que no es precisamente clasica)

Pero ademés de estos contextos de decisiéon de optimizacién clésica, existen
otros que configuran lo que se suele denominar en términos amplios la teoria de
la decision. Tres grandes bloques son los que se suelen abordar en este anélisis:

a) La teoria de la decision con incertidumbre o riesgo, en la que se analiza
la toma de decisiones con aleatoriedad o incertidumbre en los resultados,
de modo que las consecuencias de una decisién no estdn determinadas de
antemano, sino que estan sujetas al azar.

b) La decision multicriterio, en la que si bien dada una decisién sus
consecuencias estdn perfectamente determinadas, lo que no estd definido
tan claramente es qué es lo mejor, existiendo varios objetivos en conflicto.

c) La teoria de juegos, en la que las consecuencias de una decisién no
dependen tnicamente de la decision adoptada, sino, también de la que
elijan otros jugadores. En este contexto, los problemas de decisién con
aleatoriedad del bloque anterior suelen ser denominados juegos frente a la
naturaleza.

A continuacién, se presenta una introduccién a estos tres enfoques de

decision.
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I.2 Teoria de la decisiéon con incertidumbre o riesgo

Una de las situaciones que mds dificultad lleva a la hora de tomar una
decisién es aquella en la que las consecuencias de las decisiones no pueden ser
controladas, sino que estdn sujetas a la aleatoriedad; esta aleatoriedad puede
provenir, tanto porque el proceso pueda estar gobernado por el azar, como por
una falta de informacién que nos impida determinar con exactitud cudles son
esas consecuencias.

El contexto en que nos encontramos por lo tanto, es aquél en que el decisor
ha de tomar una decisién ante una situacién con diversos estados gobernados
por el azar.

Los elementos que intervienen en un proceso de decisién de estas
caracteristicas son

e F= LE,.,E : conjunto de estados de la naturaleza o posibles
escenarios.
e A= A,.. A :conjunto de posibles alternativas o decisiones

e X, : consecuencia de tomar la decision A y se dé el estado E,

En ocasiones también intervienen las probabilidades a la hora de tomar una
decision:

e p,: probabilidad de que se dé el estado E;; este valor en muchas

ocasiones no es conocido.

Si estas probabilidades son conocidas (o han sido estimadas) antes de tomar
la decisién, se dice que es un proceso de decision bajo riesgo, mientras que si son
desconocidas se habla de decision bajo incertidumbre.

Con estos elementos, cuando el proceso se define en una sola etapa, es decir,
hay una tnica decisién que tomar en un momento dado, y los conjuntos de
estados y alternativas son finitos, para facilitar la comprensién de la situacién,
se representa el problema mediante una tabla de decision:

A beee
A | X Ky oo
Zr-z," “)z;z-l“ :r- X-n; -—i nm

A la matriz central formada por las consecuencias, se le suele denominar
matriz de pagos o consecuencias, tomada esta denominaciéon més del contexto
de la teorfa de juegos que de la decisién clasica.
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1.2 TEORIA DE LA DECISION CON INCERTIDUMBRE O RIESGO

I.2.1 Criterios para valorar las posibles decisiones

La mayor dificultad en este contexto es cémo valorar una decisién o

alternativa para poder compararla con otras. Asi se presentan distintos criterios

para valorar las alternativas y, segin sea el criterio adoptado, decidir cuél es la

decisién 6ptima.

Los criterios se clasifican segin utilicen las probabilidades de los distintos

estados o no. Los primeros estd claro que sélo pueden ser utilizados cuando estas

probabilidades son conocidas, mientras que los segundos pueden ser aplicados en

cualquier caso.

Criterios utilizando las probabilidades de los estados de la naturaleza.

Criterio del valor esperado:

Este criterio supone seleccionar aquella alternativa cuyo pago esperado o
medio sea mejor (si los pagos son beneficios la de mayor beneficio
esperado y si son costes la de menor coste esperado).

Este criterio es el mas comin cuando las probabilidades son conocidas,
pero no tiene por qué ser el mas apropiado. Obsérvese que si el proceso de
decision se repite muchas veces en idénticas condiciones las leyes de los
grandes niimeros aseguran que en el limite el pago medio es la esperanza.
Asi pues este criterio es apropiado cuando el proceso se va a repetir
muchas veces, pero puede no serlo cuando se presenta una situacién
lnica, en la que el proceso no va a ser repetido.

Criterio de lo mds probable

Este criterio supone elegir la alternativa con mejor valor para el estado
mads probable, es decir, visto cudl es el estado méds probable elegir la
alternativa con mejor valor en ese estado.

Este criterio se suele utilizar mas cuando el proceso de decisiéon no es
iterativo, es decir, se lleva a cabo una tnica vez.

Criterio del escenario medio

En ocasiones, cuando el espacio de estados es numérico, también es
posible establecer un escenario medio y buscar aquella alternativa 6ptima
para este escenario. Tiene sentido hacerlo sobre todo con distribuciones
continuas (espacio de estados infinito). Si las consecuencias son
proporcionales al estado, este criterio es equivalente al del valor esperado.
No es un criterio muy aconsejable, pues, el escenario medio puede distar
mucho de los escenarios reales, aunque en ocasiones se utilice para
simplificar el procedimiento.

Criterio del valor en riesgo VaR (value at risk)

Este criterio es especialmente ttil cuando el conjunto de estados de la
naturaleza es continuo o al menos tiene un nimero de posibles escenarios
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muy elevado. Se basa en que normalmente el decidor siente aversién por
el riesgo, mientras que para cantidades que superan un umbral las
diferencias no le importan tanto. El VaR es un percentil de la
distribucién de la funcién de utilidad. Asi si se trata del rendimiento de
una inversion el VaR seria el percentil « , de modo que el (100—a) % de
las veces se espera superar ese valor, con lo que se elegird la opcién que
tenga un VaR mayor (al revés si fueran costes). Habitualmente en
finanzas se maneja el VaR como del 5%, y en ocasiones del 10%. Este
criterio no suele usarse solo sino en compania del criterio del valor
esperado, entrando entonces en el mundo de la decisién multicriterio.

Criterios sin utilizar las probabilidades de los estados de la naturaleza
Estos criterios se utilizan cuando las probabilidades son desconocidas o

ignoradas:

24/11/2014

Criterio de Wald o minimax-maximin o pesimista

Para cada alternativa se supone que va a pasar lo peor, y elige aquella
alternativa que dé mejor valor. De esta forma se asegura que en el peor
de los casos se obtenga lo mejor posible, que corresponde a una visién
pesimista de lo que puede ocurrir. En el caso de que los pagos sean costes
esta filosoffa supone elegir el minimo de los mdaximos denomindndose
minimax, mientras que si son ganancias serd el mdximo de los minimos,
denomindndose maximin.

Criterio optimista

Es el criterio justamente opuesto al anterior, para cada alternativa se
supone que pasard lo mejor, y se elige la que dé mejor valor. Este criterio
apenas es utilizado ya que no tiene en cuenta en ningin momento los
riesgos que se corren al tomar una decisién.

Criterio de Hurwicz

Este criterio combina las actitudes pesimista y optimista, valorando cada
alternativa con una ponderacién entre lo mejor y lo peor posible. Esta
ponderacion se hace multiplicando lo mejor por un factor « entre 0 y 1,
denominado indice de optimismo, y lo peor por 1—«a, sumando ambas
cantidades. Se elegird la alternativa que mejor valor dé. Este criterio
presenta la dificultad de estimar el valor del indice de optimismo del
decisor, de modo que habitualmente se obtiene la solucién para todos los
posibles valores de este indice y se intenta situar al decisor en alguno de
los intervalos resultantes del indice de optimismo.

Criterio de Savage o costes de oportunidad

Este criterio toma en consideracién el coste de oportunidad o penalizacién
o arrepentimiento por no prever correctamente el estado de la naturaleza.
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1.2 TEORIA DE LA DECISION CON INCERTIDUMBRE O RIESGO

Estos costes de oportunidad se evalian para cada alternativa y cada
estado, haciendo la diferencia entre lo mejor de ese estado y lo que
proporciona esa alternativa para ese estado, construyendo la llamada
matriz de penalizaciones o costes de oportunidad. Sobre esta matriz se
aplican los criterios anteriores, pudiendo aplicarse el del coste esperado, o,
lo que es méas habitual, el criterio minimax conociéndose entonces
también como criterio de minimizar el mdximo arrepentimiento.
Vamos a ver un ejemplo para clarificar todos estos conceptos. Supéngase que
en la demanda prevista para el mes siguiente de un determinado producto es 1,
2, 3 0 4, con probabilidades 0.1, 0.3, 0.4, y 0.2, respectivamente. Si un producto
que es fabricado un mes se vende ese mismo mes el precio de venta serd de 6500
euros, mientras que si ha de venderse el mes siguiente serd de 4000. Los costes
unitarios de produccién son de 5000 euros.
Con estos datos se forma la matriz de decisién:

E =1 E, =2 E, =3 E, =4

p, = 0.1 p, = 0.3 p, =0.4 p, = 0.2
A =1 1500 1500 1500 1500
A = 500 3000 3000 3000
A =3 -500 2000 4500 4500
A =4 -1500 1000 3500 6000

Las distintas alternativas seleccionadas para los distintos criterios seran:

o (riterio de la ganancia esperada.

Las esperanzas de ganancia son las siguientes: para A 1500, para A, 2750,
para A, 3250 y para A, 2750. Con lo que la decisién 6ptima es producir 3
articulos.

o (riterio de lo mds probable

El estado mds probable es E,, y para este estado la mejor alternativa es
pedir 3 articulos.

o (riterio del escenario medio

El escenario medio resulta ser : 1x0.1+ 2x0.3 4+ 3x0.4 + 4x0.2 = 2.7, c6mo se
ve no corresponde a ninguno de los estados ya que no es entero. Los
beneficios serfan para A, 1500, para A, 3000, para A, 3750 y para A, 2750,
que como se ve no coinciden con los valores de la ganancia esperada. La
alternativa elegida serfa A, .

o ('riterio de Wald.

Los minimos para cada decisiéon son 1500, 500, -500 y —1500,
respectivamente, luego, la alternativa preferida serfa producir 1 articulo.

o (riterio optimista.

En este caso los maximos son 1500, 3000, 4500, -1500, y por lo tanto, se
elegirfa producir 4 articulos.
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o (riterio de Hurwicz

En este caso, para cada alternativa tenemos: A 1500, A, 3000« +500(1-«),
A, 4500-500(1-«r) y A, 6000-1500(1-cv). Si «<0.4, la alternativa serfa
producir 1 articulo, mientras que si es superior seria producir 4 articulos.

e (riterio de Savage

El primer paso es construir la matriz de penalizaciones o costes de
oportunidad. La matriz la formamos por columnas, obteniendo el maximo de
la columna y restdndole a este valor el pago de cada alternativa. Asi la
matriz obtenida es:

0 1500 3000 4500
1000 0 1500 3000
2000 1000 0 1500
3000 2000 1000 0

Ahora aplicamos el criterio minimax, para minimizar la mé&dxima
penalizacién, obteniendo que los maximos son 4500, 3000, 2000 y 3000, por lo
que la alternativa serfa producir 3 articulos.

I.2.2 Valor esperado de la informacién perfecta (VEIP)

La idea en esta seccién es que podria modificarse el conocimiento que se
tiene acerca de los estados de la naturaleza. Esa modificacién puede conllevar un
coste y la pregunta es, jqué valor tiene disponer de esa informacién? ;cudnto
estamos dispuestos a pagar por ella? Hay que tener en cuenta que con mayor
informacién la ganancia esperada serd mayor.

Asi, se define la ganancia esperada con informacion perfecta a la esperanza
de la ganancia tomando para cada estado la mejor opcién. Para el ejemplo de la
seccién anterior serfa 0.1-1500 + 0.3 - 3000 + 0.4 - 4500 + 0.2 - 6000 = 4050 .

Por otro lado, se estima la ganancia esperada con incertidumbre, es decir, la
ganancia esperada con la decisién que se haya tomado con alguno de los
criterios anteriores. Asf, si la decisién seleccionada es la A, la ganancia
esperada es 3250.

Por dltimo se define el valor esperado de la informacién perfecta, denotado
por VEIP, a la diferencia entre ambas ganancias, es decir, la diferencia entre la
ganancia esperada con informaciéon perfecta y la esperada con incertidumbre.
Para el ejemplo serfa VEIP= 4050 — 3250 = 800.

Obsérvese que es equivalente a utilizar el criterio de Savage con la minima
penalizacién esperada.
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1.2 TEORIA DE LA DECISION CON INCERTIDUMBRE O RIESGO

1.2.3 Procesos decisién polietdpicos: Arboles de decisién

Otra situacién muy habitual en un proceso de decisién es que no sea un
proceso estdtico, sino dindmico, es decir, que sea un proceso secuencial de
decision-azar, donde secuencialmente se van tomando decisiones y va actuando
el azar condicionando las decisiones posteriores. Esta situacién es absolutamente
andloga a la de la programacién estocastica, y en particular, a la de la
programacién dindmica estocédstica.

Para representan la aleatoriedad por etapas se suele utilizar los denominados
drboles de escenarios. Sin embargo, para nuestro contexto no es suficiente
representar la aleatoriedad, ya que las decisiones tomadas en el proceso
condicionan lo que puede o no darse posteriormente, representdndose en un
drbol de decision la secuencia de aleatoriedad y decisiones que conforman el
proceso. Esta representacién es apropiada cuando tanto el espacio de estados
como el de las decisiones es discreto.

Para representar graficamente en un drbol de decisién el proceso se utilizan
los siguientes elementos y notacion:

e Vértice de azar: son vértices que representan puntos en los que la
naturaleza elige un estado. De estos vértices salen tantos arcos como
estados de la naturaleza posibles hay en ese punto, y se representan
mediante un circulo.

e Vértice de decision: son vértices que representan puntos en los que hay
que tomar una decisién. De ellos salen tantos arcos como alternativas
posibles hay en ese punto, y se representan mediante un cuadrado.

e Vértice inicial o raiz: es la raiz del drbol, de donde salen tantos arcos
como decisiones iniciales hay, ya que en un proceso de estas
caracteristicas lo primero es tomar una decision.

e Vértice terminal u hoja: son los vértices finales de una rama que es
sucesién de estados y decisiones. Se les asigna el coste o beneficio (segin
sea la funcién objetivo a evaluar) del camino seguido para llegar a él, y se
representan por un tridngulo.

El arbol se construye de la raiz a las hojas, mostrando el proceso secuencial
que es seguido. Una vez acabado se valora de las hojas a la rafz de la siguiente
forma:

e Nodos de azar: se valoran con alguno de los criterios mostrados para
valorar decisiones, en general, suele ser el del valor medio, pero, no tiene
por qué ser asi.

e Nodos de decisién: se valoran eligiendo la mejor decisién segin el criterio
considerado. Las decisiones no seleccionadas se consideran rechazadas y
con ello todos los caminos que salgan de ese arco.
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Veamos el siguiente ejemplo. Un vendedor ambulante ha de decidir en el mes
de Enero si va a acudir a una feria que se celebra en el mes de septiembre,
porque en el caso en que sea que si tendrda que pagar 40.000 euros de licencia
para poder montar su puesto en la feria. Un mes antes de la feria se conocen las
previsiones meteoroldgicas para el mes de septiembre, de modo que si estas son
de mal tiempo el vendedor sabe que lo mé&s rentable es no ir a la feria. Por
experiencias de anos anteriores sabe que el 30% de las veces estas previsiones
son de mal tiempo. En el caso de que sean buenas las previsiones, el vendedor
decidird ir a la feria y hacer el pedido de productos a vender. Puede hacer dos
tipos de pedido: un pedido grande de 900 unidades, con un precio unitario de
compra de 100 euros y un precio de venta de 300 euros, o un pedido pequeno de
600 unidades que comprard a 125 euros y venderd a 350. Una vez en la feria,
este vendedor estima que la demanda puede ser de tres tipos: demanda alta de
900 unidades, media de 600 unidades, y baja de 300 unidades, con
probabilidades 0.3, 0.5 y 0.2, respectivamente. Sin embargo, se da la
circunstancia de que si la demanda es mayor que la cantidad de productos que
ha llevado el precio de venta se verd reducido en 50, en concepto de
penalizacién.

Este problema es claramente un proceso secuencial de decisiones y
aleatoriedad que puede ser representado grificamente mediante el siguiente
arbol de decision:

D.Alta 03... 140.000
A2 N »"\.50.000
P. Grande DMedla 05
D.Baja 0'2 ", 40,000
. D2
Buen tiempo 4
o7 D.Alta0'3....-" 65.000

TN N 5.000
P. Pequefio :; D:Media 0’5 P
permiSO/V o
D.Baja02 ™/ \:10.000
Mal ti
D1 al tiempo ﬁ -40.000

0'3
No permiso\ﬁ 0

La valoracion de los nodos se hace como sigue:

e Nodo A2: habrd que valorarlo segin alguno de los criterios vistos, por
ejemplo si utilizamos el del valor medio se valorard con 59.000, si fuera el
de Wald con —40.000. En cualquier caso hay que definir uno de ellos para
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1.2 TEORIA DE LA DECISION CON INCERTIDUMBRE O RIESGO

todos los nodos, asi que lo desarrollaremos segin el criterio del valor
medio.

e Nodo A’2: puesto que se ha decidido hacerlo segin el criterio del valor
medio, serd 65.000.

e Nodo D2: al ser un nodo de decisién se valora con el mejor valor de los
nodos conectados a él, es decir, el mejor de A2 y A’2, con 65.000

e Nodo Al: es un nodo de azar, luego se valora por el criterio adoptado con
la media del nodo 45.500.

e FEl otro nodo es un nodo terminal valorado con 0.

e Nodo D1: es un nodo de decisién en el que se elige entre 45.500 y 0, con
lo que resulta valorado 3n 45.500. Ademds es el nodo inicial, con lo que
ya se ha valorado todo el drbol.

Asi la politica éptima resulta ser pedir el permiso en Enero, y si hace buen
tiempo ir con pedido pequeno. Esta politica éptima nos da una ganancia
esperada de 45.500 euros.

En bastantes situaciones es posible incorporar informacién al &arbol de
decision de manera parcial. Para llevar a cabo esta incorporacién ha de
utilizarse el andlisis bayesiano. Este andlisis modifica las probabilidades de los
escenarios en funcién de la nueva informacién de que se dispone.

El andlisis bayesiano se fundamenta en los dos resultados de probabilidad
mads utilizados en el cdlculo de probabilidades condicionadas: el teorema de
Bayes y el teorema de la probabilidad total.

El teorema de la probabilidad total permite calcular la probabilidad de un
suceso a partir de las probabilidades de este suceso condicionadas a otros
sucesos que formen un sistema completo, es decir, cuya unién sea todo el espacio
muestral y sean disjuntos. Asi si B,,..,B, son tales que UB = y

n

B.NB, =9 Vi= j, para cualquier suceso (no necesariamente sobre el mismo

espacio) se tiene
P(4)= P(A/B) P(B)

Por otra parte el teorema de Bayes establece la probabilidad de un suceso A
condicionada a la ocurrencia de otro suceso, cuando la informacién de la que se
dispone es del condicionado inverso:

P(4)
Supdngase que en el ejemplo anterior, el vendedor dado la suma tan alta que

estd en juego busca desesperadamente alguien que pueda darle informacion
adicional en Enero acerca de lo que va a ocurrir con el clima en septiembre. Al
fin encuentra a un experto meteorélogo que le dice que él puede hacer una
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prediccién por 10.000 euros de nada, y que ya lo ha hecho méds veces con los
siguientes resultados:

- cuando hizo bueno acert6 3 de cada 5 veces

- cuando hizo malo acert6 2 de cada 5 veces.

Al vendedor entonces se le presenta una decisién previa a decidir si va a
pedir el permiso que es si consultar al experto. Asi ahora el nodo inicial es otro
del que salen dos arcos, uno que es consultar al experto y otro que es no hacerlo.
En el caso de que no le consulte todo se mantiene igual exactamente que antes,
con lo que el nodo que sale de ahi ya estarfa valorado: 45.500. Quedaria por
valorar el otro nodo, pero hay que tener en cuenta que tras la consulta viene un
nodo de azar acerca del resultado de la consulta, y que ademds segin sea este
resultado modifica las posteriores probabilidades de ocurrencia de buen tiempo y
mal tiempo (todo ello fidndonos de lo que dice el experto, claro estd).

Asi, primero necesitamos obtener las probabilidades de lo que dird el

experto.
Empecemos por recopilar y denotar la informacién disponible. Llamaremos B al
suceso hace buen tiempo en septiembre y M al suceso hace mal tiempo.
Llamaremos DB al suceso el experto dice que va a hacer buen tiempo, y DM
al suceso el experto dice que va a hacer mal tiempo.

La informacién de la que disponfamos ya es P(B)=0.7 y P(M)=0.3. Por
otra parte, ahora nos dicen P(DB/B)=3/5=0.6 y P(DM/M)=2/5=04,
de los que se deducen por complementariedad, P(DM/B)=1-3/5=04 y
P(DB/M)=1-2/5=0.6. De estos datos, aplicando el teorema de la
probabilidad total podemos obtener directamente la probabilidad de que el
experto diga que hard bueno o que diga que harda malo:

P(DB) = P(DB/B)P(B) + P(DB/ M)P(M) = 0.6 x0.7 +0.6 x0.3 = 0.6
P(DM)= P(DM /| B)P(B) + P(DM | M)P(M) = 0.4 x0.7 +0.4 x0.3 = 0.4
Este 1ltimo valor podia haberse obtenido directamente por complementariedad.

Estas seran las probabilidades de los arcos que salen del nodo del experto,
pero segin sea una u otra afectard a las probabilidades que habrd que poner en
los arcos posteriores cuando se llegue al nodo de la prevision meteorolégica de
septiembre, ya que las probabilidades han de ser probabilidades condicionadas a
los valores que la aleatoriedad haya tomado previamente. Asi en los arcos
posteriores al que dice que el experto dice que hard bueno, las probabilidades
que hay que situar son P(B/DB) y P(M/DB), mientras que en las que
derivan del estado dice el experto que hard malo serdn condicionadas al suceso
DM . Por lo tanto, hay que calcular estas probabilidades condicionadas ya que
no las tenemos y para ello se utiliza el teorema de Bayes:

}%B/DB):}%DB/Bﬂ%B):Oﬁx07::

0.7
P(DB) 0.6

24/11/2014 13



1.2 TEORIA DE LA DECISION CON INCERTIDUMBRE O RIESGO

P(DB/M)P(M) _ 0.6x0.3 _

P(M /DB) = 105 X 0.3
P(B/ DM) = P(D}A;[(I/DJI?})P(B) _ 0.40>'<40.7 —on
P(M / DM) = P(DJ\; (/D]\]/Q;P(M) _ 0.40>'<40.3 03

Estas probabilidades son las que habria que poner entonces en las ramas
correspondientes y valorar de nuevo toda esta parte del drbol. Sin embargo, en
este caso no es necesario, ya que resulta evidente que las probabilidades de que
haga buen o mal tiempo no se ven afectadas por lo que diga el experto, de modo
que éste no es mds que un embaucador que pretende enganar al vendedor y
aprovecharse de su buena fe. Suerte que nuestro vendedor sabe de cédlculo de
probabilidades y de teorfa de la decision.

I.2.4 Utilidad: concepto y funciones de utilidad

Por tltimo, dentro de esta introduccién a la teoria de la decisién vamos a
hablar de un concepto muy utilizado en este contexto, la utilidad.

En lo que hemos visto siempre hemos supuesto que las alternativas tienen
pagos cuantificables, sin embargo, no siempre es cierto. Valoraciones de tipo
calidad, prestigio, etc. no son valores numéricos. Por otra parte, aunque los
pagos sean numéricos el valor que nosotros damos a una cantidad, que es
personal, no siempre es proporcional a ella. Obsérvese que para una persona
determinada y en un contexto determinado, no es lo mismo ganar de repente un
milléon de euros teniendo un capital de 10 euros, que disponiendo ya de 100
millones de euros ganar ese millén. O visto de forma negativa, no es lo mismo
perder un millén cuando no tienes nada, que perderlo cuando tienes 100
millones.

Para reflejar esta valoracién de los pagos, no por el pago en si, sino por el
valor que tiene éste para el decisor, se utiliza la wutilidad, que es una valoracion
personal de una cantidad que no varfa proporcional al importe de esa cantidad.

La utilidad se plasma en la funcion de utilidad que es una funcién que
resume la importancia que esa persona asocia a diferentes cantidades. Se trata
de un indice o escala personal del decisor, y por lo tanto, diferente para cada
persona que lo plantee, que ha de ser no decreciente (a mayor importe, mayor
utilidad).

La formalizaciéon de lo que ha de cumplir una funcién para poder ser una
funcién de utilidad, se hace axiomdticamente. No hay una tnica forma de
establecer los axiomas que ha de cumplir una funcién de utilidad. A
continuacién, se presenta la axiomética planteada por Von Neumann y
Morgenstern cuando introdujeron este concepto. Para ello definiremos lo que son
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las loterfas y la relacién de equivalencia entre ellas, para poder definir la
relacién de preferencia que ha de reflejar una funcién de utilidad.

Una loterfa viene dada por un conjunto de valores posibles de ganancia y
unas probabilidades. Formalmente se describe como (p,,7;...;p,,7,), donde p,
denota la probabilidad de obtener una ganancia r,. Por ejemplo, dada una

loteria que gréficamente seria
500

3/4 0
se denotaria por (1/4, 500; 3/4, 0).

Se define la relacién L,pL, si la loterfa L, es preferida a la loterfa L,, y la
relaciéon de equivalencia LiL, si la loterfa I, es indiferente a la loterfa L,, es
decir, son equivalentes.

Dadas estas definiciones, podemos definir formalmente la utilidad de una
cantidad r, en funcién de una loterfa y que denotaremos por u(r;) como el valor
g, tal que es equivalente recibir con seguridad la cantidad r,, que serfa la loteria
(1,1;) a la loterfa en que se recibe con probabilidad ¢, el valor mas favorable de
la loterfa de referencia y con probabilidad 1—g¢, el resultado menos favorable.

La funcién de utilidad serfa la funcién que especifica todos los pagos de la

loterfa, y la utilidad esperada de una loterfa serfa Z pu(r). Asi pues, las

alternativas de un problema de decisiéon se pueden ver Clomo loterfas, ya que se
tienen unos pagos con ciertas probabilidades cuando es decisién bajo riesgo.

Dadas estas definiciones, se pueden mostrar los axiomas que Von Neumann y
Morgestern establecieron para que una relacién de preferencia/indiferencia
pueda definir una funcién de utilidad.

Axiomas de Von Neumann y Morgestern

Ax ioma 1: De ordenaciéon completa

Dados n, y 7,12 se cumple: npr, o n,pr, o nir,. Ademds esta ordenacién ha

de cumplir la propiedad de transitividad (7,pn, y npr, implica que rpr; ).

Ax ioma 2: De continuidad

Si npr, y npr, entonces existe c tal que (1,7)i(c, ;1 —c,13)

Ax ioma 3: De independencia

Si nir, entonces Ve € (0,1) son indiferentes (¢,1;1—c¢,1y) v (¢,1m31 —¢y1y)

Ax ioma 4: De probabilidad desigual

Si npr, entonces (¢,1;1—¢,1)p(c' 131 —c'ym) sic> ¢

Ax ioma 5: De probabilidad desigual

Dada una loterfa compuesta existe una equivalente simple. Por ejemplo, son
equivalentes las siguientes dos loterfas:
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0.3 10 10

0.15

0.7

o -5 0.85 -5

La funcién de utilidad aunque no vaya entre 0 y 1 puede ser transformada a
este rango. Sea wu(z) una funcién de utilidad, y sea v(z) =au(xz)+b (a>0).
Entonces:

e [,pL, usando wu(zx) siy sélo si L,pL, usando v(x)

e [,iL, usando u(z) siy sélo si L;iL, usando v(x)

De modo que si la funcién de utilidad de un individuo no va entre 0 y 1, se
puede transformar a este rango utilizando la funcién de utilidad
z — min(u(z))

v(z) = . .
max(u(z)) — min(u(z))

Por 1ltimo, restaria saber como estimar la funcién de utilidad de un
individuo. Para ello, se propone ir comparando loterfas, de modo que en unas se
obtenga un valor seguro y en otras ciertos valores con determinadas
probabilidades, o viceversa. Por ejemplo, se parte de w(min(z))=0 1y
uw(max(z)) =1. A continuacién, para saber qué valor tendra utilidad %, se pide
que el individuo diga cudl es la cantidad en que para él es indiferente recibir esa
cantidad con seguridad frente a jugar una loterfa en que puede obtener el
méaximo con probabilidad % y el minimo con probabilidad también Y% (es decir,
serfa la loterfa (1/2 max(z);1/2,min(z))). A continuacién, hacer lo mismo con
el de % (pero utilizando en la loterfa de comparacién en lugar de el méximo el
valor obtenido antes de utilidad '), con el de %,... y asi sucesivamente, hasta
describir la funcién de utilidad.

Una funcién de utilidad de un individuo ha de representar la conducta ante
el riesgo de este individuo. Para ello, se define el equivalente de certeza de una
loteria (CE(L)) como el valor en que es indiferente ese valor seguro a la loteria
L, y ventaja de riesgo (RP(L)) a la diferencia entre el valor esperado de la
loteria y su equivalente de certeza, es decir, E[L] — CE(L). Segtn sea el signo de
este valor supondra que hay preferencia por el riesgo o por el contrario aversion
al riesgo. Mds concretamente, se puede resumir en los siguientes tres tipos de
actitud ante el riesgo:

e Contrario a los riesgos o aversién al riesgo: RP(L) > 0 (la funcién de
utilidad seria céncava)

e Neutral frente a riesgos: RP(L) = 0 (la funcién de utilidad serfa una linea
recta)

e Preferencia por el riesgo: RP(L) < 0 (la funcién de utilidad seria convexa)
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Una gréfica de una posible funcién de utilidad es la que se tiene a
continuacién. Las zonas concavas (en la gréfica las extremas) suponen zonas de
aversiéon al riesgo ya que dados dos puntos la cuerda que los une, que
representarfa la neutralidad queda por debajo, lo que supone valorar més la
cantidad que su propio valor. Sin embargo las zonas convexas representan
preferencia por el riesgo yva que valoran por debajo las cantidades.

Utilidad

Valor real

Es muy habitual aplicar todos los conceptos de decisién vistos previamente
con utilidades m&ds que con las cantidades reales para reflejar claramente el

caracter del decisor.
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1.3 Decision multicriterio

I.3.1 Introduccién: conceptos basicos

Se puede decir que un problema general de decisién consiste en elegir lo
mejor entre lo posible. Esta definicién, como ya se ha visto, implica definir qué
es lo mejor y qué es lo posible.

Respecto a lo posible, se trata de establecer las alternativas o puntos
factibles existentes. El conjunto puede ser discreto o continuo. En general, se
considera discreto y se aplica la metodologia apropiada cuando es factible
enumerar y tratar explicitamente cada uno de las alternativas posibles. En el
caso continuo o caso discreto donde no viene explicitamente definido el conjunto
de alternativas es cuando se habla de conjunto o regién factible. Este conjunto o
regién factible, a su vez, puede venir definido de forma rigida mediante
restricciones o de forma més flexible mediante lo que se conoce como niveles de
aspiracion.

Respecto a lo mejor, se puede definir segiin un tnico criterio o segin varios
criterios. Los problemas de decisién con un tnico criterio y conjunto factible
continuo (entendiendo por éste la extensién a conjuntos discretos no definidos
explicitamente) son bdsicamente problemas de optimizaciéon “clésica’: lineal,
entera o no lineal. Si ademds incluyen aleatoriedad, estarfamos ante un
problema de optimizacién estocdstica. Si el conjunto factible es discreto, sélo
tiene sentido plantearse el problema en el caso de que haya aleatoriedad, siendo
entonces un problema de los conocidos como problemas cldsicos de decisién' y
visto en la seccién anterior.

En el caso en que haya varios criterios, si la regién factible es continua, se
puede resolver el problema mediante métodos denominados de optimizacion
multiobjetivo o mediante métodos satisfacientes (programacion por metas). Si lo
posible viene definido por un conjunto discreto de alternativas (pudiendo incluso
no ser numérico el valor de los criterios), existen métodos multicriterio discretos
para resolver el problema.

De forma general un problema de decisién multicriterio vendria formulado de
la siguiente forma:

1 No tiene sentido sin aleatoriedad, ya que si el conjunto estd definido
explicitamente y no hay aleatoriedad, basta una exploracién de las alternativas

para ver cudl es la mejor.
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opt 2(x) = (2,(7),....,2,(x))
z€eF

donde F es el espacio de decisiones o soluciones (si es continuo, se denomina
region factible, F C R").

Al conjunto z(F) se le denomina espacio de objetivos o resultados (en el caso
de que sean criterios numéricos z(F') C R”).

A continuacién se exponen algunos conceptos bdsicos de la decision
multicriterio:

Atributo: “valor” observado (medido) de una decisién independientemente
del decisor. Los atributos suelen ser competetidores o contradictorios entre si.
Objetivo: direccion de mejora de un atributo. Esta direcciéon serd de
maximizacién o minimizacién en el caso de atributos numéricos y en el caso
de atributos no numeéricos vendra dado por un sistema de preferencias (por
ejemplo, si el problema fuera la seleccion de un automévil, el color seria un
atributo no numérico y se estableceria un sistema de preferencias sobre este
atributo).

Nivel de aspiracion: es un nivel aceptable de logro para un atributo.

Meta: es la combinaciéon de un atributo con su nivel de aspiracién.

Criterio: son los atributos, objetivos o metas relevantes en un problema de
decisién.

Dadas estas definiciones previas, lo primero que se necesita en un problema
de decisién multicriterio es dar un concepto de solucién. El concepto de solucion
utilizado habitualmente es el concepto de éptimo de Pareto. Este concepto estd
basado en el criterio de optimalidad paretiana, enunciado por Pareto en 1896:

“Una alternativa es eficiente (o Pareto dptima) si toda alternativa que
proporcione una mejora en un atributo produce un empeoramiento en al menos
otro de los atributos.”

De esta definicion, se deriva la de alternativa dominada o no eficiente, como
una alternativa para la que existe otra alternativa con todos los atributos
mejores.

Asi se define el conjunto eficiente o de Pareto o también llamada frontera de
Pareto (por su representacion en el caso continuo como parte de la frontera del
espacio de objetivos o resultados) para atributos numéricos con objetivos de
maximizacién como

e= r€F:P1' € F/z2(x)) > 2.(x) Vk v 2(2") > z,(z) para al menos un ¢t € 1,...,p

Un ejemplo grafico para dos atributos podria ser el siguiente:
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Espacio de objetivos

mm  Conjunto eficiente o de Pareto

max(z,, 2, )

mm  Alternativas dominadas

Sin embargo, en la mayoria de las situaciones, el fin 1iltimo es dar una tnica
solucién, no un conjunto de posibles soluciones. Se denomina solucion de mejor
compromiso a la solucién del conjunto eficiente que es seleccionada por el
decisor.

A continuacién, vamos a ver diferentes métodos usados en decisién
multicriterio continua. Bésicamente hay dos enfoques dentro de estos métodos:
los métodos de optimizacién multiobjetivo y los métodos satisfacientes o
programacién por metas.

1.3.2 Métodos de optimizaciéon multiobjetivo

Estos métodos buscan optimizar los objetivos satisfaciendo unas restricciones
rigidas que determinan la regién factible. El planteamiento del problema seria

max z = (2,(),....,2,(x))

zeF

donde z;(z) es la funcién matemdtica que describe el atributo i-ésimo, z C R"
es el vector de variables de decisién y F es el conjunto de restricciones que
definen las posibles soluciones.

Dentro de los métodos de optimizacion multiobjetivo existen métodos para
generar el conjunto eficiente en su totalidad y métodos para dar una solucién
compromiso.

Antes de ver estas técnicas se van a presentar dos conceptos que seran de
gran utilidad para comprender e interpretar el problema planteado: la matriz de
pagos y las tasas de intercambio.

La matriz de pagos (pay-off matrix ) es una matriz donde se representan por
filas el valor 6ptimo de un objetivo sin considerar el resto de objetivos
(resolviendo el problema independientemente), y los valores que resultarian para
los demds objetivos con esa solucion. Esta matriz representa el grado de
conflicto que hay entre los objetivos propuestos.
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Por ejemplo, supéngase un problema en que hay que determinar la
composiciéon de una mezcla a partir de unas ciertas componentes bdsicas.
Supéngase que se desea que el coste unitario de la mezcla sea minimo pero que
la calidad sea méxima, medida ésta como una funcién de las componentes. Se
tendrian entonces dos objetivos contrapuestos: minimizar el coste y maximizar
la calidad. La matriz de pagos seria de la forma
Coste | Calidad

Coste my, m,

Calidad My, My,

donde m;, es el minimo coste que se puede lograr con las restricciones
impuestas en el problema y m,, es la calidad para la composicién que da el
minimo coste; en la siguiente fila serfa al revés, es decir, m,, serfa la méxima
calidad que se puede lograr de la mezcla, y m,, serfa el coste de esa mezcla. Asi,
si el espacio de objetivos fuera el siguiente, donde el conjunto eficiente estd

marcado en negrita,

3500

2000

Coste

1000

2 Calidad 9 11

la matriz de pagos serfa

Coste | Calidad
Coste 1000 2
Calidad | 3500 11

Por otra parte, las tasas de intercambio (trade-offs o costes de oportunidad)
entre los atributos representan lo que se estd dispuesto a empeorar de un
objetivo por mejorar en una unidad otro objetivo. Serfan las pendientes de los
segmentos que forman el conjunto eficiente. Asi, en el segmento A’B’ la tasa de

2000 —1
intercambio entre el coste y la calidad serd T, = w =142.86, es
decir, en ese segmento cada unidad més de calidad “cuesta” 142.86 unidades.
500 — 2
Andlogamente, para el segmento B’C’ la tasa serd T, = 3011—9000 = 750.

Es decir, cada unidad méas de calidad “cuesta” 750 unidades monetarias.
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1.3.2.1 Técnicas generadoras del conjunto eficiente

Son técnicas de cardcter mecdnico, en las que no se incluyen las preferencias
del decisor. El fin para el que estdn disenadas es la obtenciéon de todo el
conjunto eficiente, en general, tras aplicar métodos de programacién
paramétrica.

Método de las ponderaciones [Zadeh, 1963]

Este método consiste en multiplicar cada objetivo por un peso o factor no
negativo y agregarlos en una unica funcién. Variando los pesos se puede obtener
todo el conjunto eficiente, resolviendo los distintos problemas planteados
mediante programacién paramétrica.

) ,

max Z Nz (z)
=1

rEF L p(N)

A>0

Uno de los resultados en que se fundamenta este método dice que si A, >0
Vi, entonces cualquier solucién éptima del problema P()\) es eficiente. El
reciproco es cierto s6lo bajo ciertas condiciones (por ejemplo, si todas las
funciones objetivo y las restricciones son lineales).

En cualquier caso, hay que tener en cuenta que para aplicar este método (y
no sélo éste) es conveniente haber normalizado previamente los criterios (para
que no influya la diferencia de unidades de los criterios).

Método de las e-restricciones [Marglin, 1967]

Consiste en optimizar uno de los objetivos e incorporar el resto como
restricciones paramétricas, resolviendo el problema resultante mediante
programacion paramétrica (variando los términos de la derecha se obtiene todo
el conjunto eficiente).

max z,(z)
reF P(e)
z(x)>e, k=1L..,0-11+1..p
El fundamento de este procedimiento se recoge en los dos resultados
siguientes:

Teorema: Si la solucién del problema P(e) es tinica, entonces es una solucién
eficiente.
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Teorema: Si z es eficiente, VI Je, tales que 2" es solucién 6ptima de P(e).

Meétodo simplex multiobjetivo [Zeleny, 1973]

Este método sélo es aplicable para objetivos y restricciones lineales. Se trata
de una extensién del método simplex que evaliia en cada iteracién la eficiencia
de las soluciones bésicas obtenidas (puntos extremos), obteniendo asi todos los
puntos extremos eficientes. El conjunto eficiente serdn todas las combinaciones
lineales convexas de puntos extremos eficientes que sean adyacentes.

1.3.2.2 Programacién compromiso

En la programaciéon compromiso el fin iltimo es seleccionar un punto del
conjunto eficiente y, para ello, naturalmente, ha de incluir las preferencias del
decisor. Las técnicas que se presentan fueron desarrolladas inicialmente en los
trabajos de Yu(1973) y Zeleny (1973, 1974).

Se define el punto o alternativa ideal, como un punto del espacio de objetivos
que recoge los valores 6ptimos de los objetivos individualmente tratados y se
denota por z" :(z:,...,z:,...,z;), siendo z,* :r?gxzi(x), denomindndose este
valor individual punto ancla.

Se define la solucion dptima o mejor solucion compromiso, como la solucién
eficiente mds préxima al punto ideal (axioma de [Zeleny, 1973]).

La cuestiéon ahora es definir una distancia que ha de ser minimizada sobre el
conjunto eficiente. Para ello se define el grado de proximidad del objetivo i-

*

ésimo normalizado como d,(x) = ‘*—‘(), siendo z., el antiideal del objetivo,
2, — 2
es decir, el peor valor posible para el objetivo sobre el conjunto eficiente.

Estos grados de proximidad son agregados para definir una métrica:

iwﬁ[z:*— z,;<x>]”

i=1 R T Ry

1/x

min L, =

donde el conjunto de los pesos w; suponen una ponderacién preferencial de los
criterios (ponderacién subjetiva dada por el decisor, este sistema de ponderacién
se puede intentar obtener del decisor por varios métodos descritos en la
literatura, como son el método de ordenacién, el método de Saaty, ...).

Para los distintos valores de 7 se obtienen diferentes métricas. Asi m = co,
denota la distancia de Tchebychev o lo que es lo mismo minimizar la maxima
distancia (asi se obtiene una solucién equilibrada, en que todos los grados de
proximidad individuales estan acotados, siendo a su vez un problema lineal).

Para el caso m =1, se trata de una agregacién lineal de distancias
ponderadas, que también mantiene el cardcter lineal del problema.
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En general, para diferentes valores de 7 se obtiene diferente solucién, de aht
que se haya definido el conjunto compromiso, como el conjunto de soluciones
que se obtienen al variar 7. Para el caso de dos objetivos, es usual dar el
conjunto definido por el segmento L,L_ (es decir, el segmento que une las
soluciones obtenidas con las dos métricas comentadas anteriormente), ya que
bajo ciertas condiciones es cierto que el conjunto compromiso coincide con este
segmento.

1.3.3 Métodos satisfacientes: programacién por metas

Los métodos satisfacientes se basan en la denominada légica satisfaciente
enunciada por Simon en 1955:

“en los contextos actuales de decisién (informacién incompleta, recursos
limitados, conflictos de intereses, ...) el decisor m&ds que optimizar unas
funciones objetivo intenta que una serie de metas se aproximen lo més posible a
unos niveles de aspiracion prefijados.”

De ahi que se desarrollara, basiandose en esta filosoffa, la denominada
programacion por metas ([Charnes y Cooper, 1961], [Lee, 1972] e [Ignizio,
1976]).

La idea de este método es que si un atributo tiene por expresién matemdtica
z(z) y para este atributo se tiene un nivel de aspiracion, es decir, un nivel
aceptable de logro para un atributo, Z;, entonces una restriccion meta serfa una
restriccion de la forma z,(z) > ..

Sin embargo, dado que son niveles de aspiracién, una restriccién meta, en
general, no puede ser incluida como una restricciéon rigida en el problema, ya
que soluciones que no logren ese nivel de aspiraciéon también son soluciones
admisibles. Asi, una restriccion meta se formula utilizando wvariables de
desviacion: z(x)+n, —p, = z,. De estas variables, una de ellas es una variable
no deseada: si la meta es “al menos” un valor, la variable no deseada serd n,,y
si es del tipo “a lo sumo”, la variable de desviacién no deseada serd p;.

Asi el problema a resolver, suponiendo que todos los objetivos fueran de tipo
maximizar seria:

z€F Nrestricciones meta

p
min E n,
=1

Este procedimiento se puede aplicar también a las restricciones del problema
para relajarlas, admitiendo soluciones “cercanas” a la regién factible (el mismo
concepto se ha aplicado en légica difusa para resolver problemas de
programacion lineal).

La programaciéon por metas aplicada en la realidad muestra que se estdn
obteniendo valiosos resultados, siendo una de las técnicas de decisién
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multicriterio que estd proporcionando mejores resultados. Sin embargo, no esté
exenta de detractores que critican aparentes debilidades del modelo que se
presentardn més adelante.

Algunas variantes de este método se han desarrollado con gran éxito y se
exponen a continuacién.

1.3.3.1 Variantes de la programacién por metas

Programacion por metas ponderadas

y4
min Z (a;n; + B;p;)
=1

z(x)+mn —p, =2 i=1L..,p

reF
n,>0,p >0 1=1...,p

La idea bdsica es ponderar las variables de desviacion, ya que pueden tener
diferente relevancia las metas o diferentes unidades si no han sido previamente
normalizados los criterios.

Los distintos criterios, en general, vendrdan dados en distintas unidades, asi
que la funcién objetivo estaria agregando valores de distintas unidades. Una
primera medida, muy deseable, es ponderar las desviaciones dividiendo por el
nivel de aspiracién, con lo que serian desviaciones porcentuales que no tienen
unidades y que corrigen el efecto de las distintas magnitudes de éstas.

Por otra parte, si s6lo se ponderan dividiendo por el nivel de aspiracion,
implicitamente lo que se estd haciendo es dar una misma importancia a todos
los criterios. Si no es ése el caso, se deben multiplicar por pesos que muestren la
relevancia dada por el decisor a cada meta.

Programacion por metas MINIMAX o Tchebychev

En este caso se busca una solucién “equilibrada”, de modo que ninguna de
las metas se desvie en exceso de su nivel de aspiracion. Para ello se minimiza la
mdaxima distancia a este nivel, es decir, el problema se plantearia en estos
términos

min d

zeF
n,>0,p, >0 i=1..p
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Programacion por metas lexicograficas

Este procedimiento establece niveles de prioridad en las metas y resuelve
secuencialmente el problema para cada nivel de prioridad, manteniendo los
valores previamente obtenidos para metas con mayor nivel de prioridad. Asi, si
en un problema se formulan k& metas es posible que se consideren agrupadas en
h (< k) niveles de prioridad. Por ejemplo, si el problema incluye 6 metas, que

denominaremos ¢,(n,p),i =1,...,6, agrupadas en 3 niveles de prioridad de la

forma las mds importantes las dos primeras, después la tercera, y por ultimo las
3 1ltimas, el problema se representa como

Lez min a = [g,(n,p) + g,(n, ), 95(n, ), 9,(n p) + g5(n, p) + gg(n, p)]

Para resolver el problema, se resolveria primero con las dos primeras metas.
Obtenidos los valores de las variables de desviacién no deseadas para éstas, se
fijan y se resuelve el problema para la tercera meta (segundo nivel de
prioridad). Una vez resuelto, se fija el valor de la variable no deseada también
para esta meta, y se resuelve el tercer nivel incluyendo las tres iltimas metas.

1.3.3.2 Temas criticos en programaciéon por metas

A pesar de que la programacion por metas resulta un potente instrumento de
gran aplicabilidad e indudable éxito en la realidad, diferentes autores han
apuntado algunas aparentes debilidades de los modelos de metas. Estas
consideraciones han llevado a denominar temas criticos en programacion por
metas a anomalfas aparentemente causadas por debilidades légicas de la
programaciéon por metas, aunque en realidad se deben al uso insatisfactorio del
enfoque. La mayoria se presentan en las metas lexicograficas. Algunas de ellas se
exponen a continuacion.

1. Posible equivalencia de soluciones entre modelos de programacion por
metas y modelos de optimizacion de un solo criterio.
Es cierto, que, por ejemplo, en las metas lexicograficas si se fijan unos
niveles muy pesimistas en los primeros niveles (ficiles de alcanzar) y muy
optimistas en los tltimos (dificiles de alcanzar), al resolverlo para los
primeros niveles se obtendrd un valor 0 de las desviaciones, y puede llegar
un momento en que para una meta no haya 6ptimos alternativos y, por
lo tanto, fijar el valor de su desviacién es ya dar una solucién haciendo
redundantes las metas de prioridades méds bajas; de este modo, seria
equivalente a fijar las metas de los niveles anteriores en su nivel de
aspiracion y optimizar la meta para la que no hay 6ptimos alternativos.
Sin embargo, esta equivalencia se da por un mal planteamiento de los
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niveles de aspiracién. La equivalencia puede darse también en metas
ponderadas, por ejemplo, si se plantean unos niveles de aspiracién muy
pesimistas para las metas, excepto para una en que resulte muy
optimista, practicamente inalcanzable. En tal caso, es cierto que el
problema puede ser equivalente a optimizar ese atributo incluyendo las
demds metas como restricciones. En cualquier caso, estos problemas se
derivan de la formulacién del modelo y no a debilidades légicas de la
metodologia.

Conclusiones equivocadas por agregar metas lexicogrdficas en una funcion
objetivo

Cuando se plantea un modelo de programacién por metas lexicogréficas,
suele haber una tendencia (casi natural) a intentar plantear un modelo
equivalente que se resuelva en una sola iteracién, sin tener que resolver
un problema para cada nivel de prioridad. Asi es comun ver que se
plantea una funcién objetivo como en el procedimiento de metas
ponderadas donde se multiplica cada variable de desviacién por un peso
asignado a su nivel de prioridad (asi para el primer nivel el peso es
mucho mayor que para el segundo, etc.). En general, este planteamiento,
ademds de ser légicamente incorrecto, puede llevar a obtener soluciones
que difieran mucho de las que se obtendrian con el modelo lexicogréfico,
y por lo tanto, si se intenta razonar sobre ellas como si fueran soluciones
del modelo lexicogréfico, a conclusiones claramente incorrectas.

Problemas derivados de la omision de una variable de desviacion

Otros de los problemas que han surgido en la aplicacién, o mejor dicho,
en la incorrecta aplicacién de la programacién por metas, han sido los
derivados por no incluir una variable de desviacién. En ocasiones, se ha
prescindido de la variable de desviacién que no es considerada, por
ejemplo, si se desea que un atributo sea superior a un nivel de aspiracién,
la variable no deseada es la de holgura al nivel de aspiracién, n, sin
embargo de la otra variable, la de exceso p, no se considera en el
objetivo. Obsérvese que prescindir de ella implica que el atributo no
pueda tomar valores superiores al nivel de aspiracién, sélo inferiores (no
deseados) o igual, lo que restringe el espacio de soluciones, eliminando del
espacio de objetivos toda la regién en que el atributo sea superior. Por lo
tanto, la variable de desviacion que no es la no deseada, también debe
aparecer en el modelo o formular la meta como una desigualdad y no una
igualdad. Ante el riesgo que puede presentar esta iltima formulacién, se
aconseja mantener ambas variables con la formulacién 1égica clédsica de
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las metas, ademds de que, en general, no incluirlas no conlleva una
mejora computacional (los métodos de resolucién suelen anadir una
variable en las desigualdades como primera medida).

4. Problemas derivados de la inclusion de metas con dos lados
mnecesariamente
Las metas con dos lados no deseados son menos habituales que las de un
solo lado, ya que es raro que un decisor desee el logro exacto de una meta
mas que superar, o no hacerlo, un determinado nivel. Incluir entre las no
deseadas una desviaciéon que no lo es, puede llevar a obtener soluciones
subéptimas. Es claro, que hay que tener un especial cuidado en identificar
cuédles son las variables de desviacién no deseadas.

5. Incompatibilidad entre ordenaciones lexicogrificas y la existencia de una
funcion de utilidad
Una de las criticas mé&s fuertes al modelo lexicogrédfico ha sido su
incompatibilidad con wuna funcién de utilidad del decisor. Esta
incompatibilidad demostrada, que aqui no se niega, se deriva de la
incompatibilidad con uno de los axiomas que se atribuye a una funcién de
utilidad. Los axiomas que se supone que deben ser cumplidos por una
funcién de utilidad son comparabilidad, reflexividad, transitividad y
continuidad. De ellos, el que resulta incompatible con las ordenaciones
lexicogréficas es el de la continuidad. Segiin este axioma, los conjuntos de
nivel de la funcién de utilidad son superficies continuas, es decir, dada
una combinaciéon de dos elecciones posibles de un decisor, siempre se
podré reducir la cantidad de una eleccién encontrando un incremento de
la otra eleccién que compense exactamente la reduccién. Es facil
comprobar que en las metas lexicogrdficas los conjuntos de nivel o
superficies de indiferencia estdn formadas por un tnico punto (ver estos
conjuntos como interseccién del conjunto mejor y el peor respecto a un
punto), por lo tanto, no es posible obtener el mismo valor con dos puntos
distintos, lo que supone que no se cumple el axioma. Sin embargo, la
continuidad de las preferencias dista mucho de ser un hecho, ni tan
siquiera una hipétesis corroborada de forma empirica. Es tan s6lo una
hipétesis necesaria para axiomatizar la teorfa neocldsica del consumo y
asegurar la existencia de un equilibrio competitivo. Es méds, hay
situaciones en las que suponer valido este axioma puede ser un disparate;
por ejemplo, supéngase un problema de planificacién forestal donde se
tienen en cuenta varios criterios, por ejemplo, uno econémico que fuera la
produccién de madera y otro que fuera un indice que mida el riesgo de
colapso ecolégico del bosque. En este caso el supuesto de continuidad
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dirfa que siempre existe un incremento en el volumen de madera
producida que compense un incremento del riesgo de colapso del bosque,
por alto que éste sea, lo que puede ser un auténtico disparate. Es obvio,
que en este caso y en otros muchos, las preferencias no son continuas y
por lo tanto no existe una funcién de utilidad para representarlas. Es
decir, no es absolutamente necesario aceptar la continuidad de las
preferencias para poder representar el problema de decisién.

Posible ineficiencia paretiana de la solucion obtenida por metas, y forma
de resolverlo

La programacion por metas no estd pensada para obtener soluciones
eficientes sino para obtener soluciones satisfacientes. En este sentido, es
posible que la solucién de un modelo de programaciéon por metas no sea
eficiente. Para ello, lo que tiene que pasar es que haya O6ptimos
alternativos del problema de metas ponderadas o del tltimo nivel de
metas lexicograficos (esta condicién es necesaria aunque no es suficiente).
Para algunos autores es un gran inconveniente, pero no ha de olvidarse
que el objetivo de la programacién por metas, como ya se ha dicho, no es
obtener soluciones eficientes sino satisfacientes. Para comprobar si una
solucién obtenida mediante programacién por metas es eficiente, se fijan
los valores de las variables de desviacién no deseadas obtenidos, y se
maximizan las variables opuestas; si la solucién no cambia, es que la
solucion es eficiente, mientras que si varfa, la nueva solucién serd una
solucién eficiente con los mismos valores de las variables no deseadas.
Existe un test propuesto por Hannan (1980) que permite a partir de una
solucién obtenida por metas, obtener todas las soluciones eficientes que
tienen el mismo valor de las variables de desviacién no deseadas. Este
test consiste en aplicar la técnicas multiobjetivo a un problema que sea el
original pero incluyendo los valores de las variables de desviacién (tanto
las deseadas como las no deseadas) obtenidas previamente mediante
programacién por metas. Asf si una meta es que z, sea al menos 5, y al
resolverlo por metas se ha obtenido n, =0,p, =1, se formularfa una
restriccién para el test de Hannan que fuera:

,>5—n, +p =5—-0+1=6. Graficamente, si Z es el punto obtenido
por programaciéon por metas, toda la zona rayada son puntos mejores, y
71 y 72 serfan puntos eficientes mejores que Z y todas las combinaciones
lineales convexas de ellos también:
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fl

De aqui se deriva un procedimiento para resolver modelos de

programacién por metas si se desea que ademds la solucién sea eficiente:

1. Resolver el modelo de metas inicial. Si no hay éptimos alternativos la
solucién es eficiente, en otro caso ir al paso 2.

2. Si se desea una unica solucién eficiente ir a 3, si se desea explorar un
conjunto de soluciones eficientes ir a 4.

3. Maximizar la suma de las variables desviacionales opuestas sin
empeorar los valores alcanzados. La solucién serd eficiente

4. Transformar el modelo de metas en uno multiobjetivo con el
procedimiento de Hannan para obtener todos los puntos eficientes del
correspondiente modelo de metas.

7. El concepto de meta redundante y repercusion en las metas lexicograficas
El concepto de metas redundante puede surgir tanto en metas ponderadas
como en lexicograficas, aunque con distinto sentido. Asi en metas
ponderadas puede surgir porque se plantee una meta inalcanzable y las
demads de modo pesimista, con lo que el problema puede desviarse hacia la
meta inalcanzable olvidando las demds. Sin embargo, donde es més
relevante y claro este concepto es en las metas lexicogréficas, ya que si en
un determinado nivel de prioridad se llega a un tnico éptimo, todas las
metas incluidas en niveles inferiores son un mero ornamento, ya que no
pueden variar la solucién. Se define como meta redundante aquella cuya
omisién no influye en el resultado. La existencia de metas redundantes
puede darse principalmente por tres causas:

1. Una excesiva priorizacién de las metas, es decir, una agrupacién en un
nimero excesivamente elevado de niveles de prioridad

2. Ser excesivamente optimista, fijando los niveles de aspiracién muy
préximos al ideal del atributo.

3. Incluir muchas metas con dos lados, obligando a la minimizacién de
ambas variables de desviacion.

Cuando se da la redundancia es interesante saber en qué nivel de

prioridad se ha dado, y si parece oportuno, replantear el problema. El
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replanteamiento puede hacerse redefiniendo los niveles de aspiracién de
las metas anteriores o viendo si se han incluido metas de dos lados
innecesariamente, o agrupando en distintos niveles (por ejemplo, se puede
plantear un 1ltimo nivel con la iltima meta no redundante ponderada
para darle mds importancia y las restantes metas, las que resultaron
redundantes, con ponderacién menor).

1.3.4 Métodos de decision multicriterio discretos

Estos métodos se aplican cuando el conjunto de alternativas que se considera
es discreto y es factible enumerar y tratar explicitamente cada uno de las
alternativas posibles.

Existen distintos métodos para abordar estos problemas. En esta
introduccién se van a mostrar dos de ellos, aunque no son los tnicos: el método
ELECTRE y los procesos analiticos jerarquizados (AHP).

I1.3.4.1 Procesos analiticos jerarquizados (método AHP)

Este método fue introducido por Saaty en 1977, y tuvo un gran impacto
tedrico y aplicado. Este método considera el problema dividido en 3 mniveles o
jerarquias:

Nivel 1: Propdsito del problema

Nivel 2: Criterios

Nivel 3: Alternativas

Por ejemplo, si el problema es elegir el trazado de una carretera con tres
posibles alternativas A, B, C, evaluadas por su coste, impacto medioambiental y
tiempo de ejecucién, los tres niveles serfan:

Nivel 1: trazado de una carretera

Nivel 2: Coste, Impacto medioambiental, tiempo ejecuciéon

Nivel 3: A, B, C

Una vez conceptualizada la estructura jerarquica del problema, se establece
una fuerte interacciéon con el decisor en cada uno de los niveles para que emita
su juicio de valor o preferencias. Esto supone hacer comparaciones por parejas
de criterios y alternativas:

e Nivel 2:

La interaccién con el decisor consiste en comparar por parejas los criterios.

El procedimiento es el que se describié de Saaty en el punto 1 del método

Electre: construye una matriz de comparaciéon de criterios asignando un 1 si

ambos son de la misma importancia, un 3 si hay una moderada importancia
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de un criterio respecto a otro, un 7 si hay una demostrada importancia y un
9 si hay extrema importancia. Con ello se forma una matriz cuadrada a; que
valora la importancia del criterio ¢ respecto al j. Si la importancia de un
criterio respecto a otro es a,, a la inversa serd 1/a,. Obtenida esta matriz,
se busca un vector de pesos para los criterios que sea solucién del sistema
W

2

A
j . . . . .
que sumen 1 para evitar la solucién trivial de todos los pesos iguales a 0.

Lamentablemente, ese sistema no suele tener soluciéon dadas las normales

o lo que es lo mismo, W, —a,W, =0 con la condicién anadida de

inconsistencias del decisor y hay que buscar los que mds se aproximen, por
ejemplo mediante la programacién por metas.

En el ejemplo del trazado de la autopista, supéngase que el centro decisor ha
emitido sus juicios de valor obteniendo la siguiente matriz de comparaciones

Coste ‘Impacto Medioambiental | Tiempo ejecucién
Coste 1 2 5
Impacto Medioambiental | 1/2 1 3
Tiempo ejecucién 1/5 1/3 1

A partir de esta matriz se buscan los pesos preferenciales de los criterios
resolviendo el siguiente problema donde se han introducido las variables de
desviacién para resolverlo:

3
min ) (n, +p,)
=1

w, —2w, +n, —p, =0
w, —dw, +n, —p, =0
w, — 3wy +ny —py, =0
w, +w, +w, =1
La solucién obtenida es (w,,w,,w,) = (.588,.294,.118), siendo las variables de
desviaciones n, = p, =p, =n, = p, =0, n, = 0.06.
e Nivel 3:
La interaccién con el decisor en este nivel supone que el decisor emita sus
juicios de valor cuando se comparan las alternativas por parejas para un
determinado criterio. De esta forma se obtiene una tabla de
comparaciones de alternativas para cada criterio. Estas comparaciones se
valoran igual que en el caso anterior. Supongamos que para el ejemplo, se

han obtenido las siguientes tres tablas:
| |A BC| | |[A B C]|] | |ABGC
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A 1 6 3 |.]A|1 1/9 1/5|.|A|1 % %
B |1/6 1 % B|9 1 2 B|l2 1 %
cC |1/3 2 1 Cl|b5 ¥ 1 cl4 2 1

Coste Imp. Medioamb. Tiempo ejecuc.

De nuevo se plantean sendos problemas de programacién por metas para
obtener unos pesos consistentes con las preferencias del decisor. En la
tabla siguiente, se recogen estos pesos de las alternativas con cada
criterio, donde se han puesto también en los criterios los pesos obtenidos
en el nivel anterior:

Criterios| Coste Impacto Tiempo
medioambiental | ejecucién
Alternativas 0.588 0.294 0.118
A 0.667 0.069 0.143
B 0.111 0.621 0.286
C 0.222 0.310 0.571

Por 1ltimo, se obtienen los pesos globales de las alternativas para ambos
niveles jerdrquicos mediante una agregacién multiplicativa, es decir, para cada
alternativa se suman los productos de los pesos de ésta por el peso del criterio
correspondiente. Asi, para la alternativa A se obtendria
0.667x0.588+0.069x0.294+0.143x0.118=0.429. De esta forma se obtienen los
pesos globales 0.429 para A, 0.282 para B y 0.289 para C. De este modo se
obtiene una ordenacién de las alternativas, resultando la A la preferida.

1.3.4.2 Método Electre

El Método Electre fue desarrollado por Benayoun, Roy y Sussman, en 1966.
El método, bédsicamente, pretende reducir el tamano del conjunto de soluciones
eficientes, realizando una particién del conjunto eficiente en alternativas maés
favorables (nicleo) y menos favorables. Esta particién se lleva a cabo mediante
una relacion de sobreclasificacion entre las alternativas. Una relacién de
sobreclasificacion se basa en la siguiente relacién entre alternativas:

Una alternativa E; sobreclasifica (outranks) a otra E, si para los atributos
considerados el enunciado "la alternativa E, es al menos tan buena como la
alternativa E," es valido.

Esa definicion de “al menos tan buena” en el método Electre se define a
partir de la concordancia y discordancia entre alternativas:
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. La concordancia de una alternativa E; y otra E, cuantifica hasta qué punto

en un nimero alto de atributos E, es preferida a E,.

. La discordancia cuantifica hasta qué punto no hay atributo en que E, es

mucho mejor que E;

Para que una alternativa sobreclasifique a otra y forme parte del nicleo, ha
de superar un umbral minimo de concordancia (¢ )y no superar otro umbral de
discordancia (d ).

Obsérvese que la sobreclasificacién es distinta de la dominancia, en el sentido
paretiano. Por otra parte, se trata de una relacién que no tiene la propiedad de
la transitividad, es decir, una alternativa puede sobreclasificar a otra y ésta a
una tercera, y sin embargo, la primera no sobreclasificar a la tercera. Esta falta
de transitividad se presenta como una ventaja ya que las razones por las que un
centro decisor puede preferir la primera alternativa a la segunda y las que llevan
a preferir la segunda a la tercera pueden ser muy diferentes y no llevar a que la
primera sea preferida a la tercera.

El método Electre puede recogerse en el siguiente algoritmo.

Algoritmo Electre

1.- Formar la matriz decisional (E;,A,), es decir, una matriz donde las filas son
las posibles elecciones y las columnas los atributos, siendo el “valor” de un
elemento de la matriz el valor de ese atributo para esa eleccién.

Dar un wector de pesos preferencial de los atributos W, es decir, dar un
vector que ordene la importancia de los criterios. La forma méds sencilla de
obtenerlo es pedirle al decisor que clasifique los criterios por orden de
importancia, de modo que si hay n criterios, al mas importante le asigne el
valor 1 y al menos importante el valor n; a continuacién, con el fin de que
la suma de los pesos sea 1 se le asigna al criterio en posicién j-ésima el peso

1/,

W, == o el peso W, = —
> > (n—r+1)

i=1. L=l . . . . . .
que no tiene en cuenta la diferencia de importancia entre criterios, es decir,

n—@+1

. El problema de este método es

cuanto mds importante es uno que el siguientes. Para evitarlo Saaty propone
otro método que consiste en comparar los criterios por parejas, de modo que
se asigne un 1 si ambos son de la misma importancia, un 3 si hay una
moderada importancia de un criterio respecto a otro, un 7 si hay una
demostrada importancia y un 9 si hay extrema importancia. Con ello se
forma una matriz cuadrada a; que valora la importancia del criterio ¢
respecto al j. Si la importancia de un criterio respecto a otro es a,;, a la
inversa serd 1/a,;. Obtenida esta matriz, se busca un vector de pesos para
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g

N . . W
los criterios que sea solucién del sistema = a,;. Lamentablemente, ese

sistema no suele tener solucién dadas las normales inconsistencias del decisor
y hay que buscar los que més se aproximen.

Aunque no puede hablarse de cudl es el mejor método para estimar pesos
preferenciales, siempre que la situacién lo permita parecen tener méds solidez
los métodos propuestos por Saaty que los anteriores.

Célculo de la matriz de indices de concordancia, c(i,k):

c(i,k) = suma de los pesos de los atributos en que E; es mejor que E,

(en caso de empate en un atributo se suma la mitad del peso)

Normalizacion de la matriz decisional: consiste en normalizar los criterios
para evitar el posible efecto de trabajar con distintas unidades. Hay varios
métodos para la normalizacion: dividir los valores por el mejor que haya en
ese criterio, o dividir por el rango o recorrido del criterio, o restar al mejor
valor del criterio el de esa alternativa y dividir después por el rango (con
este procedimiento los valores quedan entre 0 y 1, siendo 0 el mejor y 1 el
peor).

Célculo de la matriz de decision normalizada y ponderada: Multiplicar cada
columna (atributo) de la matriz de decisiéon por el peso preferencial
correspondiente a ese atributo.

Célculo de la matriz de indices de discordancia, d(i,k):

d(i,k) = diferencia mayor entre los criterios en que E, es dominada por E,
dividida entre la diferencia mayor en valor absoluto entre los valores de un
criterio cualquiera.

Fijar un umbral minimo de concordancia, ¢, y un umbral méaximo de
discordancia, d .

Calcular la matriz de dominancia concordante: poner un 1 si el indice de
concordancia es mayor que el umbral, un 0 si no.

Calcular la matriz de dominancia discordante: poner un 1 si el indice de
discordancia es menor que el umbral, un 0 si no.

Calcular la matriz de dominancia agregada: multiplicar términos homdlogos
de las matrices de dominancia concordante y discordante. Asi si un elemento
de esa matriz es 1 es porque la alternativa de esa fila es mejor que la de la
columna en un nimero de importante de criterios y no es claramente peor en
ningtn criterio. Si hay un 0 es que o bien no es mejor en un nimero
importante de criterios o es claramente peor en algtin criterio o ambas.

- Obtener el nicleo: se eliminan las alternativas que estdn sobreclasificadas

por alguna otra, es decir, las que tienen al menos un 1 en su columna en la
matriz de dominancia agregada. Si se representa en un grafo en los nodos las
alternativas y en los arcos las sobreclasificaciones (el origen es la alternativa
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que sobreclasifica a otra que es el destino), el nicleo serd tnico si este grafo
no tiene circuitos.

Obsérvese que segin se fijen los umbrales de concordancia y discordancia el
resultado sera distinto.

Por ejemplo, sea el problema es elegir el trazado de una carretera con cinco
posibles alternativas A, B, C, D y E, evaluadas por su coste, impacto
medioambiental y tiempo de ejecucion, arrojando los siguientes valores:

Coste(cien millones€) Medioambiental (u. mds alto peor) Tiempo ejec(a.)
A 1 8 1
B 2 6 2
C 2.5 7 1.5
D 3 4 2
E 4 2 2.5

El proceso serfa el siguiente:

1.- Formar la matriz decisional (matriz anterior), y dar un vector de pesos
preferencial de los atributos W: mediante el método descrito por Saaty y
utilizando programaciéon por metas, una posible tabla de comparaciones seria

Coste ‘Impacto Medioambiental | Tiempo ejecucién
Coste 1 2 5
Impacto Medioambiental | 1/2 1 3
Tiempo ejecucién 1/5 1/3 1

A partir de esta matriz se buscan los pesos preferenciales de los criterios
resolviendo el siguiente problema donde se han introducido las variables de
desviacién para resolverlo:

3
min 3 (n, + p)

=1

w, — 2w, +n, —p, =0
w, —owy; +n, —p, =0
wy, — 3wy, +n; —p, =0

w, +w, +w, =1
La solucién obtenida es (w,,w,,w,) = (.588,.294,.118), siendo las variables de

desviaciones n, = p, =p, =n, = p, =0, n, = 0.06.
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2.- Célculo de la matriz de indices de concordancia, c(i,k):
c(i,k) = suma de los pesos de los atributos en que E; es mejor que E,
(en caso de empate en un atributo se suma la mitad del peso)

A B C D FE

A — 71 .71 7171
B 29 — 88 .65 .71
¢ 29 12 — 71 .71
D 29 3 29 - .71

E 29 29 .29 29 —

3.- Normalizacion de la matriz decisional: se selecciona que el rango sea 0 a 1,y
que 0 sea siempre el peor valor.

4.- Célculo de la matriz de decision normalizada y ponderada: Multiplicar cada
columna (atributo) de la matriz de decision por el peso preferencial
correspondiente a ese atributo.

C. E. L
A 0 29 0
B 19 .19 .08
c 29 24 .04
D .39 .10 .08
E 59 0 .12

5.- Célculo de la matriz de indices de discordancia, d(i,k):
d(i,k) = diferencia mayor entre los criterios en que E, es dominada por E,
dividida entre la diferencia mayor en valor absoluto entre los valores de un
criterio.

A B C D F

A — 016 .08 .33 .5
B 33 — .07 .16 .33
¢ b5 16 — .25 .42
D 66 33 .16 — .16
E

1 66 5 33 -—

6.- Fijar un umbral minimo de concordancia, ¢ =0.7, y un umbral maximo de
discordancia, d = 0.2.

7.- Calcular la matriz de dominancia concordante: poner un 1 si el indice de
concordancia es mayor que el umbral, un 0 si no.
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A B C D FE
A -1 1 1 1
B 0 - 1 0 1
¢ 00 — 1 1
D 0 0 0 — 1
E 0 0 0 0 —

8.- Calcular la matriz de dominancia discordante: poner un 1 si el indice de
discordancia es menor que el umbral, un 0 si no.

A B C D FE
A -1 1 0 0
B 0 -1 1 0
¢ 01 — 0 0
D 0 0 1 — 1
E 0 0 0 0 -

9.- Calcular la matriz de dominancia agregada: multiplicar términos homélogos
de las matrices de dominancia concordante y discordante.

A B C D F
A -1 1 0 0
B 0 -1 0 0
¢ 00 — 0 0
D 0 0 0 — 1
E 0 0 0 0 -

10.- Obtener el nicleo: es unico y estd formado por las alternativas A y D.
Seguin el grafo:
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I.4 Teoria de juegos o juegos de estrategia

La primera publicacion que ha habido acerca de teorfa de juegos es la
publicacién Von Neumann, Morgenstenn (1944) “Theory of games and economic
behaviour”. No es casualidad ni la fecha ni el titulo ya que las dos situaciones
de conflicto més claras que puede haber cuando varios decisores han de tomar
sus respectivas decisiones, son las guerras y la economfia.

Esto es asi porque una situaciéon en la que el proceso de decisién se plantea
como una situaciéon de teoria de juegos, es una situacién de conflicto en la que
existe una mayor o menor oposicién en los intereses de los decisores (jugadores)
y la consecucién de los mismos no depende en exclusiva de las decisiones propias
y si acaso del azar, sino que al mismo tiempo dependen de las decisiones que los
demds tomen en la bisqueda de sus propios intereses.

Los elementos que intervienen en un juego son, ademds de los jugadores, los
siguientes:

o Las estrategias de los jugadores: para cada jugador se tiene el conjunto de
estrategias

o Los pagos de los jugadores: cada jugador tiene una funcién que determina el
pago que recibe el jugador cuando cada uno de ellos adopta una de sus
posibles estrategias. A diferencia de lo que ocurre en la teorfa de la decision,
aqui siempre se presupone y se habla suponiendo que los pagos son
ganancias.

Vamos a ver la formulacion de un juego con dos jugadores con estos
elementos, conocida como forma normal de un juego:

e X : conjunto de estrategias de J,

Y : conjunto de estrategias de J,

e Pagos o utilidades de los pares de estrategias para los jugadores:
M :XxY —-R

(z,y) — M,(z,y)
M,: XxY >R

(z,y) — M,(z,y)
Cuando el juego es de dos jugadores y los conjuntos de estrategias son finitos
es posible representar ambas funciones mediante una bimatriz denominada

funcién de pagos (pagos que recibe) del jugador J,

funcién de pagos (pagos que recibe) del jugador J,

bimatriz de pagos, de modo que las filas representan las estrategias del primer
jugador y las columnas las del segundo:
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an,bn e a’ln,bln

a.b

5,1

a, 1,bm1

m a'"l/ll, mn

siendo a; el pago que recibe el primer jugador si ¢l opta por su estrategia i-

ésima y el segundo jugador por la j-ésima, y b, el pago que recibe el segundo

jugador si eligen ambos esas mismas estrategias.

I.4.1 Clasificacion de los juegos

Los juegos pueden clasificarse atendiendo a distintos criterios:

42

Por el nimero de jugadores: Los juegos pueden ser bipersonales o N-
personales. No es trivial la diferencia, ya que hay determinadas opciones
que pueden darse en los juegos con méas de dos jugadores que no pueden
darse sélo con dos, como las coaliciones.

Por el nimero de estrategias de los jugadores: pueden ser juegos finitos si
los conjuntos de estrategias son finitos o infinitos.

Por su evolucion en el tiempo: pueden ser juegos estdticos o dindmicos,
entendiéndose por juego dindmico aquél en el que en el transcurso del
juego existe una ganancia de informacién por parte de algin jugador.

Por la relacion de intercambio informacion entre jugadores: los juegos
pueden ser cooperativos, que quiere decir que los jugadores intercambian
informacién y pueden colaborar, no que tengan intereses comunes, o
juegos no cooperativos.

Por la wvariacion de “riqueza” del conjunto de jugadores: pueden ser
juegos de suma no constante, que quiere decir que en el propio juego se
genera o pierde riqueza del conjunto, o de suma constante, que supone
que hay una cantidad que repartir y el problema es cémo se hard ese
reparto. Un caso particular de este tltimo tipo de juegos son los juegos de
suma nula, en los que la riqueza del conjunto es cero, y por tanto toda la
ganancia de un jugador es pérdida del otro.

Por la cantidad de informacion de que disponen los jugadores: pueden ser
juegos con informacién completa, es decir, la funcién de ganancias de
cada jugador es conocida por todos los jugadores, o juegos con
informacién incompleta, en cuyo caso un jugador al menos no conoce las
ganancias de otro jugador. Por ejemplo, en una subasta cuando un
jugador no sabe lo que el otro estd dispuesto a pagar por el bien
subastado

Por la cantidad de informacion que adquieren durante el juego: en juegos
dindmicos o repetidos, se dice que el juego es de informacién perfecta si
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en cada momento el jugador que tiene que decidir conoce la historia
completa de todas las decisiones tomadas hasta ese momento. En otro
caso, se dice que es un juego con informacién imperfecta.

A continuacién, vamos a ver algunos ejemplos para ilustrar estos conceptos:

Ejemplo 1: Un juego dindmico, bipersonal, finito, no cooperativo, con

informacién completa pero imperfecta.

Este juego se plantea por pasos:

1) J, escribe un nimero z € 1,2 en un papel sin que nadie lo vea

2) El azar elige (mediante un procedimiento que se asegura que es aleatorio
y con tal distribucién) un nimero y € 1,2 con probabilidades % y Y%,
respectivamente.

3) J, elige un nimero z € 1,2,3 conociendo y pero no z

4) Se tienen los pagos h(z,y,2) y hy(x,y,2)

Este tipo de juegos por etapas se suele representar mediante un arbol o lo

que se llama forma extensiva de un juego, que es la forma mas habitual

de representar un juego dindmico.

2
z

 \

3 1 3 1 3 1
2 \\\ /// 2 \\\ /// 2 \\\
| | |
Este juego es dindmico porque hay una ganancia de informacién, si el
segundo jugador no conociera el resultado del azar, seguirfa siendo estético
aunque pueda parecer lo contrario. En este juego obsérvese que dada la
informacién que tiene el segundo jugador, por ejemplo y=1 y z=1, él no puede
saber si se encuentra en el primer nodo de la izquierda o en el séptimo. A estos

conjuntos que son indistinguibles para un jugador se les denomina conjuntos de
informacion.

Ejemplo 2: Juego finito, estético, bipersonal, no cooperat., suma constante y

con informacién completa

Supdéngase una batalla en la que existen dos posiciones en juego, la A y la B.
El jugador 1 defiende ambas posiciones con 3 divisiones, mientras que el jugador
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2 ataca con 5 divisiones. En caso de igualdad de divisiones en alguna de las
posiciones, gana la posicién el jugador que defiende. Las estrategias de los
jugadores es el nimero de divisiones que envia cada uno a cada posicién, y los
pagos serdn el nimero de posiciones ganadas. Asi la bimatriz de pagos puede
plantearse como sigue:

0,5) (L,4) (2,3) (3,2) (4,1) (5,0)
0,3) ((L,1) (0,2) (1L, (1,1 (1,1 Q1)
(L,2) (L) (L1 (0,2) (1,1) (1,1) (1,1
2,1) (L) 1Ly @1y (0,2) (1,1 (1,71
(3,0) ((L1) (L1) (1,1 (1,1) (0,2) (1,1)

Ejemplo 3: Dilema del prisionero. Juego bipersonal, no cooperativo, estédtico
y con informacién completa.

Dos delincuentes que han cometido un delito conjuntamente son detenidos e
incomunicados. Si ambos se delatan cumplirdn los dos una condena de 5 anos; si
uno delata al otro, pero el companero no lo hace, el delatado cumplird 20 anos y
el delator nada; si ninguno se delata, cumplirén 1 ano cada uno.

La bimatriz de pagos en este caso, y cambiando el signo para que se desee
maximizar estos pagos serfa la siguiente:

J,
D ND
J, D ((—5,-5) (0,—20)
ND | (-20,0) (1,1)]

Este problema es uno de los més relevantes de la teorfa de juegos, ya que la
situacion puede aplicarse en muy diversos contextos, en particular es
especialmente aplicable en economia y empresa, y ha dado lugar a una gran
cantidad de estudios que ademds permiten ver claramente la diferencia entre
juegos cooperativos y no cooperativos, como se verd a continuacion.

1.4.2 Juegos no cooperativos, con informacién completa y estaticos.

I.4.2.1 Concepto de solucién

Una vez planteado un problema de teoria de juegos, lo primero que hay que
hacer es definir el concepto de solucién. Estd claro que se entenderd por solucién
un par de estrategias que optimicen los pagos de cada jugador. Si existiera un
par cuyos pagos fueran los mejores posibles tanto para un jugador como para
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otro evidentemente esta serfa la solucién, pero, es que en tal caso no habria
conflicto.

El concepto de solucién dependerd del tipo de juego con el que se trabaje, y
mas concretamente, de si hay cooperaciéon o no. En cualquier caso, habra de ser
un concepto que represente el comportamiento racional de los jugadores.

Para el caso no cooperativo, este concepto es el de estrategias en equilibrio o
punto de equilibrio o punto de silla debido a Nash. Para el caso de dos jugadores
(es inmediato extrapolarlo al caso N-personal) (z',y") es un par de estrategias

Ml(x*ﬂy*) > M1(x>y*) Veze X

en equilibrio si y sélo si .. i ; es decir, es un par de
My(z,y)=M(x,y) VyeVY

estrategias para el cudl ningin jugador estd interesado en cambiar de estrategia
unilateralmente.

Por ejemplo, en el caso del dilema del prisionero, el tinico par de estrategias
que hay en equilibrio es el par (D,D), es decir, que ambos se delatan. Es la
solucién no sélo porque matemdticamente sea el tnico par que cumple las
condiciones, sino que por el propio razonamiento es la solucién a la que llegarfan
movidos tnicamente por su propio interés. Veamos este razonamiento
analizando por parte de los jugadores las posibilidades que tienen. El jugador 1
observa que puede no delatar a su companero, y si hace eso el jugador 2
buscando su propio interés lo que le conviene es delatar al jugador 1. Entonces
el jugador 1 observa que si el otro le va a delatar, a ¢l le conviene delatar al
jugador 2. Este mismo razonamiento es vélido para el jugador 2 ya que es un
juego cuyos pagos son simétricos.

Sin embargo, es evidente que este problema tiene una solucién que
proporciona mejores pagos para ambos jugadores, que es la solucién (ND,ND),
es decir, que no se delatan, pero es una solucién que no estd en equilibrio porque
cualquiera de ellos observa que si el otro mantiene esa estrategia a él le va mejor
cambiar. Para poder optar al par de estrategias de no delatarse tendrian que
llegar a algin acuerdo, es decir, intercambiar informacién, lo que haria del juego
un juego cooperativo. En estos juegos, los cooperativos, el concepto de solucién
pasa por las coaliciones, de modo que una coalicién se reparte el beneficio
conjunto obtenido, pudiendo incluso llegar a alguna solucién del tipo (ND,D) o
viceversa, si ello favorece a ambos (obviamente para el dilema del prisionero en
el contexto planteado no serfa una alternativa, pero si si son consecuencias de
tipo econémico):. La cooperacién permite llegar a una solucién que sea eficiente

> La gran diferencia de la cooperacién es que permite que la solucién sea una
solucién éptima en el sentido de Pareto.
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en el sentido de Pareto, es decir, no dominada, lo cudl no puede ser asegurado
en el caso en que no haya cooperacion.

El concepto de solucién de las estrategias en equilibrio no siempre da
solucién a un juego no cooperativo. Fundamentalmente, la dificultad viene de
que pueden existir méds de un par de estrategias en equilibrio. Asf si sélo existe
un par de estrategias en equilibrio o existen mds de uno pero con los mismos
pagos, la solucién existe (esa tnica o cualquiera de las que tengan esos mismos
pagos). Sin embargo, si existe mds de un par en equilibrio y los pagos son
diferentes, no existe solucién del juego en esas condiciones. Veamos un ejemplo
sin solucién que también se considera un cldsico dentro de la teorfa de juegos, y
planteado con las mismas estrategias con las que surgié (hoy en dia
probablemente son otras las m&s comunes). El juego es denominado la batalla
de los sexos: un matrimonio desea salir una noche juntos; él quiere ir al boxeo y
ella al ballet; hay un conflicto pues sobre todo desean ir juntos, asi que plantean
las utilidades para ellos de las posibles combinaciones formando la siguiente
matriz de pagos

Muger

Bozeo Ballet

Hombre Boxeo (2,1) (0,0)
Ballet  |(0,0) (L,2)

Es claro que en este planteamiento hay dos pares de estrategias en equilibrio
que son (Bozeo, Boxeo) y (Ballet, Ballet), pero cuyos pagos (2,1) y (1,2) son
diferentes, luego el problema matemdticamente no tiene solucién. En esa
situacion para resolver el juego, se puede llegar a un acuerdo si el juego se repite
varias veces, lo cudl exige la cooperacién, o puede tener solucién si aparece un
lider, con lo que la solucién serfa aquel par de estrategias en equilibrio que
proporcione mejor pago al lider.

Otro juego para el que no existe solucién en este sentido es, por ejemplo, el
juego de pares y nones. Para este juego la bimatriz de pagos serfa:

P N
P ((1,-1) (=11
N |(-11) (L,-1)
para el que resulta inmediato comprobar que no existe ningin par de estrategias
en equilibrio.

Una posibilidad ante juegos de este tipo es ampliar el concepto de solucion,

definiendo lo que se denominan estrategias mixtas en un juego.

Una estrategia mizta x para J, es una distribucién de probabilidad sobre
sus estrategias originales, denominadas puras, es decir, es x = (z,..,7,,) tal que
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0<z, vy le =1. Asf el elemento z; se interpreta como la probabilidad de
i=1

que J, elija su i-ésima estrategia.
Andlogamente, una estrategia mixta y para J, es una distribucién de
probabilidad sobre sus estrategias puras, es decir, es y=(y,,..,y,) tal que

0<y, vy Zy]. =1. Asf el elemento y; se interpreta como la probabilidad de
j=1
que J, elija su j-ésima estrategia.

Obsérvese que las estrategias puras no son més que un caso particular de las
estrategias mixtas, el caso degenerado (probabilidad 1 para una de las
estrategias y 0 para el resto).

En cualquier juego en el que a cada jugador le convenga adivinar la jugada
del otro y que el otro no adivine la suya, no existe ningin equilibrio de Nash
como el considerado anteriormente, porque el juego incluye necesariamente un
elemento de incertidumbre sobre lo que hardn los jugadores (por ejemplo, el
juego de pares y nones, el péker, etc).

Dado este nuevo concepto de estrategia hay que establecer el pago asociado
a un par de estrategias de estas caracteristicas, siendo éste el pago esperado.
Dado un par de estrategias mixtas (z,y), el pago esperado por J, para este par

m n m n

de estrategias es E,, =,y = Zz%xiyj y para J, serfa E,, z,y = ZZbU:L’Z,y].

i=1 j=1 i=1 j=1
Para el siguiente ejemplo es inmediato ver que no existe un par de

estrategias puras en equilibrio,

(2,—2) (4,—4) (3,-3)

(7,—=7) (2,—2) (5,—5)
y sean el par de estrategias mixtas =z =(1/4,3/4) e y=(1/52/52/5). El
pago esperado del primer jugador para este par de estrategias serd

By oy — ol g12 12 08182 82
45 45 45 45 45 45

y para el segundo jugador serd su opuesto

Con este nuevo concepto de estrategias y de pago esperado, se redefine el
concepto de solucién, de modo que z e y son estrategias en equilibrio de Nash
u dptimas para J, y J,, si

v(z'y)=E, [x*,y*] >FE, [x, y*] = (r,y) VzeXxX

vy ) =E,|z .y | > B,z y|=u@"y) VyeY
es decir, ningin jugador estd interesado en cambiar unilateralmente de
estrategia.
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Obsérvese que se le ha dado el nombre de estrategias 6ptimas ademds del de
estrategias en equilibrio; esto se debe al siguiente resultado enunciado por Nash
en 1950:

Teorema (Nash, 1950): En todo juego con un nimero finito de jugadores y cada
uno con un nimero finito de estrategias, existe al menos un equilibrio de Nash,
que posiblemente incluye estrategias mixtas.

El equilibrio de Nash en estrategias mixtas se interpreta més que en
términos de elegir aleatoriamente una estrategia siguiendo estas probabilidades,
como una representacion de la incertidumbre del jugador 7 respecto a la decisién
del jugador j sobre la estrategia (pura) que va a seguir. Es una conjetura sobre
lo que hard el otro jugador con la informacién de que se dispone (es posible que
el otro jugador actie luego basandose en algin criterio no conocido).

Por 1ltimo, en esta seccién vamos a hablar de un tipo de estrategias que por
su naturaleza nunca formardn parte de un equilibrio de Nash: las estrategias
dominadas.

Se dice que una estrategia pura es una estrategia dominada si existe una
combinacion lineal convexa de las otras estrategias (una estrategia mixta) que
proporciona mejores pagos. Asi a efectos de bisqueda de la solucién las
estrategias dominadas pueden eliminarse.

Veamos en el ejemplo una secuencia de eliminacién de estrategias
dominadas:

(27 _2) (_ 17 1) (07 0)
(3,—3) (4,—4) (5,—5)| en esta matriz la primera estrategia de J, estd

(27_2) (57_5) (27_2)
ominada pues la segunda fila (o la tercera) proporciona mejores pagos al
jugador, luego a efectos de solucién podemos eliminarla siendo la matriz de

(3,—-3) (4,—4) (5,—5)
(2,—2) (5,—5) (2,—-2)|
estrategias segunda y tercera del jugador 2 estdn dominadas por la primera
(3,—3)
(2,-2)

iltima estrategia del jugador 1 estd dominada por la anterior, con lo que

pagos resultante la siguiente En esta matriz las

luego también pueden descartarse resultando la matriz

], y aqui la

después de haber eliminado las estrategias dominadas nos quedamos sélo con la
matriz (3,—3) correspondiente a la segunda estrategia de J, y a la primera de
J,, que es la solucién del juego. De forma esquemdtica el proceso ha sido el
siguiente
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(27 _2) (_ 17 1) (07 0) — D l l
(37 _3) (47 _4> (57 _5) - (37 _3) (47 _4) (57 _5) — (3’ _3) (3, —3)
(2,—2) (5,—5) (2,—2) (2,—2) (5,—5) (2,—2) (2,—2) -

A modo de observacién, comentar que no siempre es posible obtener la
solucién mediante la eliminacién de estrategias dominadas, es un procedimiento
para reducir las dimensiones del problema mas que para resolver el problema.

Por otra parte, como se ha comentado, el procedimiento de resoluciéon que se
ha visto tampoco asegura que pueda encontrar siempre solucién, pues ésta
puede no existir, como en el juego de pares y nones. Sin embargo, se puede
asegurar que si la eliminacién iterativa de estrategias dominadas elimina todas
las estrategias excepto un par, este para constituye el tinico equilibrio de Nash
en el juego. Alternativamente, también se puede asegurar que si un par de
estrategias forman un equilibrio de Nash sobreviven a la eliminacién iterativa de
estrategias dominadas.

1.4.2.2 Un caso particular: Juegos de suma constante o juegos matriciales

Los juegos de suma constante son juegos en los que intervienen dos
jugadores y no existe ganancia de riqueza en el proceso, es decir, existe una
cantidad que ha de ser repartida entre ambos jugadores. Si el juego es de suma
nula quiere decir, ademds, que la cantidad a repartir es cero, esto es, que lo que
gane un jugador lo paga directamente el otro jugador.

Es evidente que en este tipo de juegos todo lo que gane un jugador es
pérdida del otro, por lo que por su propia naturaleza son juegos no cooperativos.
De este tipo es el segundo ejemplo visto, el ejemplo acerca de una batalla.

En lo que sigue se hablard fundamentalmente de juegos de suma nula a no
ser que se especifique lo contrario, pero todo lo que se presenta es aplicable para
cualquier caso de suma constante.

En un juego de suma nula hay que tener en cuenta que la matriz de los
pagos de un jugador es la opuesta a la del otro jugador. Asi si la matriz de
pagos del jugador 1 es M, = M, entonces la matriz de pagos del jugador 2 serd
M, =—M (si la suma no es nula sino que es ¢, la matriz del segundo jugador
serd C — M , donde C' es una matriz con todos los elementos iguales a c). Por lo
tanto, para describir un juego de suma nula basta con dar una de las matrices,
de ahi que también reciban el nombre de juegos matriciales. Por convenio,
siempre se considerard que se da la matriz del primer jugador, ya que los
papeles de los jugadores son absolutamente intercambiables.

La formulacién general de un juego de suma nula G serd G = (X,Y,M),
donde X es el conjunto de estrategias del jugador 1, Y es el conjunto de
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M:XxY —-R

estrategias del jugador 2, y
(z,y) — M(z,y)

es la matriz de pagos del

jugador 1.

En los juegos de suma nula cada jugador debe esperar lo peor del otro (lo
mejor para el otro jugador), con lo que la forma de buscar estrategias en
equilibrio para este problema es mediante el criterio pesimista, que serd un
criterio maxi-min para el jugador 1 (para cada estrategia propia, fila de la
matriz, busca el minimo y selecciona la que dé mayor valor minimo) y un
criterio mini-max para el jugador 2 (para cada estrategia propia, columna de la
matriz, busca el méximo ya que es lo peor para él, y selecciona la que dé el
minimo de esos valores). Si los valores obtenidos por la estrategia maximin del
primer jugador y la minimax del segundo coinciden, el par de estrategias estd en
equilibrio, y a ese valor coincidente se le llama wvalor del juego, que es el pago
que recibird el primer jugador con ese par de estrategias.

Como ejemplo sea la siguiente matriz de pagos de un juego de suma nula,
donde al final de cada fila se ha escrito el minimo de ella, y al final de cada
columna el médximo. Es decir, si el jugador J, elige su primera estrategia, debe
esperar lo peor del jugador J,, es decir, J, elegird su segunda estrategia
proporcionando al primer jugador un pago de —1. Y asf sucesivamente.

JQ

2 —1 0| -1
3 4 5| 3
"2 5 2| 2

Obtenidos los minimos de la filas, evidentemente J, elige su segunda
estrategia que es la que le da mayor pago (3), y andlogamente, J, elige su
primera estrategia que es la que da menor pago a J, y por lo tanto mayor para
s mismo. Como ambos valores coinciden existe solucién que es el par de
estrategias (2,1) y el valor del juego es v = 3, es decir, el primer jugador recibe
3 unidades y el segundo —3.

Un andlisis previo de las estrategias de los jugadores puede reducir las
posibles estrategias en equilibrio, mediante la eliminacién iterativa de estrategias
dominadas, tal y como se vio en la seccién anterior. Se dice que una estrategia
es una estrategia dominada si existe una combinacién lineal convexa de las otras
estrategias que proporciona mejores pagos. Asi a efectos de bisqueda de la
solucién las estrategias dominadas pueden eliminarse. De forma esquemédtica, se
podria haber llegado a la solucién siguiendo el siguiente proceso:
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2 —1 0|- pomi. + |
3 4 5 — (3 4 5 (3
2 5 2 2 5 2 2

— D.

En general, si existe un par de estrategias puras en equilibrio con este
procedimiento se puede llegar a la solucién, pero no siempre existe ese par. Asi
pues, se suele utilizar fundamentalmente para reducir dimensiones antes de
buscar estrategias mixtas, una vez que se ha visto que no hay estrategias puras
en equilibrio.

1.4.2.2.1 Las estrategias mixtas en un juego de suma nula

Como ya se coment6 en el caso general, una estrategia mizta = para J, es
una distribucién de probabilidad sobre sus estrategias originales, denominadas
puras, es decir, es z = (z,,..,z,) tal que 0<z, y Y z, =1. Asf el elemento

=1
r, se interpreta como la probabilidad de que J, elija su i-ésima estrategia.

Andlogamente, una estrategia mixta y para J, es una distribucién de

probabilidad sobre sus estrategias puras, es decir, es y=(y,,..,y,) tal que

0<y, vy Zyj =1. Asf el elemento y; se interpreta como la probabilidad de
j=1
que J, elija su j-ésima estrategia.

Dado un par de estrategias mixtas (z,y), el pago esperado por J, para este

m n

par de estrategias es F x,y = szﬁi?/‘j-
i=1 j=1
Con este nuevo concepto de estrategias y de pago esperado, en el caso de

juegos de suman nula, se dice que = e y son estrategias dptimas para Jy Jy,
si E[z,y*] < E[I*,y*] < E[x*,y] Vre X,VyeY, siendo v= E[:z:*,y*] el valor
del juego.

Para poder resolver un juego de suma nula, queda tnicamente dar un
procedimiento para poder obtener esas estrategias 6ptimas. Ese procedimiento
no es mas que la programacion lineal, es decir, formular el problema mediante
programacién lineal.

Vamos a deducir cudl serfa el problema de programacién lineal que
plantearfia el primer jugador.

Suponga que J, elige una estrategia mixta z = (z,,...,,,)", y denotemos a las
columnas de la matriz M por my,...,m, .

Si J, elige su estrategia j-ésima, el pago esperado del jugador J, serfa

m

b —
m;x = g M, .
i=1
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Como J, debe esperar lo peor de su contrario, debe esperar que J, elija
aquella estrategia que minimice ese valor esperado y con ello el valor del juego,

. . . t
es decir, se tendrd que v = min mr .
j=l..n .

Por otra parte, para J, el problema que se le plantea es como maximizar ese

valor, o sea, su problema es max v/ v = min m;x .
j=L..n

Sin embargo, este problema asi planteado no es un problema de
programacién lineal, pero puede plantearse de forma equivalente mediante la
formulacién siguiente que ya sf es de programacion lineal:

max v

ixizl

i=

t .
sa. v<mgx j=1L..n

Anédlogamente, planteamos el problema para el jugador J,, de modo que si
m,'

y=(Y,--9,),y | { | representan las filas de la matriz M , el problema de
m !

m

programacion lineal del jugador J, es el siguiente
min  w

sa. w>m'y 1=1...m

Zyy =1
j=1

Yps--sy, =0

Matricialmente, estos dos problemas se plantean como:

max v ) min  w

sa. M'z>wv sa. My<w
lz=1 | Iy ly = T2
x>0 y>0

Es inmediato comprobar que ambos problemas son problemas duales (a
excepcion de un cambio de signo en las variables), y por las propiedades de la

52 24/11/2014



METODOS DE DECISION

dualidad, se tiene que v = w?. Al ser problemas duales, basta con resolver uno
de ellos y obtener la solucién del otro a partir de las variables duales.

Asi pues, el procedimiento a seguir para resolver un juego de suma nula debe
ser el siguiente:

1. Buscar estrategias puras en equilibrio con las estrategias minimax y

maximin. Si existe solucién, terminar.

2. Buscar estrategias mixtas Optimas planteando el problema de
programacién lineal de uno de los jugadores, y dar como solucién la
solucién de este problema para ese jugador y la solucién del dual para el
otro.

Obsérvese que en cualquier momento del proceso se puede reducir las
dimensiones del problema eliminando estrategias dominadas. Por su sencillez, no
se suele hacer antes del primer paso, pero si es necesario plantear el problema de
programacion lineal en un paso previo se suelen eliminar para que el problema
sea de dimensiones menores.

Para ilustrar el procedimiento resolvamos el siguiente problema:

2 4 3
7 2 5

1) Es claro que no hay estrategias puras en equilibrio, ya que para el jugador 1
los minimos son 2 y 2, y para el jugador 2 los médximos son 7, 4, y 5. Como
no coinciden méximo de (2,2) y minimo de (7,4,5), no hay estrategias puras
en equilibrio.

2) Formulamos uno de los problemas de programacion lineal, o el del jugador 1

max v

sa. 2z +Tzy, >
4o, +2x, > v
3z, + 9z, > v
T+, =1
Z,,%, >0

o bien, el del jugador 2

s La primera vez en la historia que se plante6 el problema dual en
programacioén lineal fue en el contexto de la teorfa de juegos, como el problema
del otro jugador. Posteriormente, se derivé de la programacién no lineal,
obteniendo las propiedades que tiene el problema dual.

24/11/2014 53



1./ TEORIA DE JUEGOS O JUEGOS DE ESTRATEGIA

min  w

sa. 2y, +4y, +3y; <w
Ty, +2y, + 5y, <w
Bty ty; =1

Y, Yoy Yy = 0

Si por ejemplo resolvemos este tltimo problema, la solucién 6ptima obtenida
es y, =2/7,9,=5/79,=0, siendo w=v=24/7, y las variables duales son
(=5/7,—2/7), de donde se deduce que la estrategia 6ptima del primer jugador
es t, =5/7 x,=2/T7.

1.4.2.3 Aplicaciones de juegos no cooperativos, con informaciéon completa y
estaticos

1.4.2.3.1 Modelo de duopolio de Cournot (1838)

El planteamiento de este juego es el de dos empresas que compiten en un
mercado por un cierto producto homogéneo, es decir, el producto final no se
diferencia por cudl de las dos empresas sea la productora. El precio del producto
es eldstico, de modo que cambia con la oferta total del articulo (a mayor oferta,
menor precio). Cada empresa tiene a su vez un coste de produccién del articulo.
Por tltimo, las empresas no pueden cooperar, es decir, no se puede considerar
que puedan pactar la cantidad a producir cada una de ellas, y el proceso se
realiza sélo una vez.

En esta situacién es claro que la estrategia de cada una de las empresas es la
cantidad a producir. Para ver un ejemplo concreto, supéngase que ¢, es la
cantidad que produce la empresa i, ) =g¢q, +¢, es la oferta total del articulo,

a—0Q @Q<a
0 Q>a
coste de producciéon es el mismo para ambas empresas y es proporcional a la

que la elasticidad del precio se formula como P(Q) = , v que el

cantidad producida (no hay costes fijos) siendo constante el marginal, es decir,
C(¢,) =cq;, con c<a.

Para este planteamiento, el espacio de estrategias de cada empresa es
X, =[0,00) ya que ¢, > 0. Por otra parte, las funciones de pagos son de la
forma ,(q;,q,) = ¢,[P(¢; +¢,) —c|=qla— (¢, +¢;) —c], donde i denota a la
propia empresa de la que expresamos su margen de contribucién, y j a la otra
empresa.

Para encontrar el punto de equilibrio, se han de resolver los dos problemas

max Wi(qi,q;) = max gla— (¢, + q:) —¢|, donde la estrategia del otro jugador ha
q;= q; =
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de ser considerada como un pardmetro. Derivando e igualando a 0 para obtener
. . or.(q,,q. . | .
el maximo, se obtiene % =a—2¢ —q —c=0=¢q = E(a —q; —c), que
q;
resolviendo el sistema de ecuaciones con las dos ecuaciones obtenidas (una para

cada empresa) da como punto de equilibrio ¢ =q, = ©7 % La cantidad total
2 2 2
producida seria @) = g(a —¢) y el precio P(Q)=a — g(a —¢) = a '; c

Obsérvese que si las empresas pudieran cooperar y actuar como un

monopolio, la cantidad de monopolio se obtiene de
a—c
, que es una

_ __ sA gL * _
max m(Q) = max Qla — Q — ¢], cuya solucién 6ptima es @ 5

cantidad menor que la obtenida en el duopolio, y por lo tanto, resulta en un

a—c a+c
2 2

? Porque este valor no estd en equilibrio, es decir,

precio mayor, que seria P(Q)=a — . Por qué las empresas no

a—=cC

optan por producir

cualquiera de ellas prefiere moverse de ese valor y obtener un poco méds de
beneficio. Es decir, para que las empresas siguiesen esta politica tiene que existir
un pacto explicito entre ellas de cooperar para no desviarse, sin embargo, la
solucién de equilibrio obtenida antes, es el punto en el que a ninguna empresa le
interesa aumentar su produccién dada la bajada de precio que supondria.

Es importante apreciar el sentido de esta comparacién, ya que existen leyes
antimonopolio, y en gran parte de los mercados existen tribunales de la
competencia que vigilan que las estrategias seleccionadas por los jugadores
apunten a la solucién del duopolio (u oligopolios cuando son més de dos pero no
demasiadas) y no a la del monopolio, que supondrian pactos ilegales entre
empresas.

1.4.2.3.2 Modelo de duopolio de Bertrand (1883)

En este caso el planteamiento es muy similar al anterior, pero se supone que
las empresas producen articulos diferenciados, y pueden elegir el precio al que
los venden. Lo que es eldstico en este planteamiento es la demanda, de modo
que la demanda de un producto sea menor cudanto mayor sea el precio de éste y
menor sea el del otro producto, es decir, pueda haber una sustitucién en algin
sentido de un producto por otro.

Para ilustrar lo que ocurre en este caso, sea la demanda del producto ¢ de la
forma ¢,(p,,p;) = a—p, +bp,, donde b denota hasta qué punto una empresa es
sustituta de la otra. Supdéngase que el coste de produccién es proporcional a la
cantidad producida (no costes fijos), constante y el mismo para ambas
empresas, c¢. El espacio de estrategias en este caso es de nuevo X, =[0,00), ya
que los precios han de ser mayores o iguales que 0. En este caso, si consideramos
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como funciones de pagos los mérgenes de contribucién, tenemos
(9, p;) = 4,(p:p)p, —c]=(a—p, +bp)(p,—¢), y por lo tanto, para
encontrar el punto de equilibrio habrd que resolver los problemas

max m(p,,p;) = max (a—p, +bp,)(p, —c). Derivando en cada uno de ellos
piZ pi=

respecto a la variable que puede controlar, e igualando a 0, se tiene

w:_pi +ec+a—p +bp, =0=p, :§(a—|—bpj +¢); y resolviendo el
p;
sistema formado por estas dos ecuaciones, el resultado final para el punto de

equilibrio resulta ser p, = p, = ;L—ng

1.4.2.3.3 Arbitraje de oferta final. Modelo de Farber (1980)

(b<2).

Este modelo fue desarrollado para una situacién de negociacién salarial. Esta
situaciéon se plantea como que existe una oferta de salario por parte de la
empresa y otra por parte del sindicato. Para llegar a una solucién, resulta
habitual nombrar a un arbitro, aunque las reglas del arbitraje pueden variar, de
modo que en el sistema convencional el drbitro elige cualquier valor, mientras
que en un arbitraje de oferta final como el que aqui se plantea el drbitro ha de
elegir una de las dos ofertas.

Se puede suponer que el drbitro, si estd bien elegido, tendrd un valor que
serfa el deseado por él, pero que es desconocido tanto por la empresa como por
el sindicato, y que de las dos ofertas elegird aquella que sea mds cercana a ese
valor. Por otra parte, aunque el valor deseado por el arbitro sea desconocido,
supondremos que es conocida para ambas partes la distribucién de probabilidad
de ese valor.

Para concretar, sea w, la oferta de la empresa, w, la oferta del sindicato
(obviamente, serd w, <w,), y z el valor deseado por el &rbitro, que tiene
funcién de densidad f(x) y de distribuciéon F(z).

En estas condiciones, la probabilidad de que la oferta de la empresa sea
w, + W, w, + w,
e T ) = e

w, + W,

elegida es P(w, sea elegida) = P(z < ), v la de que lo sea

la oferta del sindicato P(w, sea elegida)=1-F(

).

Asi pues, el problema que se plantea la empresa es determinar su oferta para

minimizar el salario esperado, es decir, minw, F (%) + w, [1 —F (%)] ,

mientras que el sindicato quiere maximizarlo, es decir, su objetivo es
* *
« o, W, + W w, +w
max w, F(———= —< = e)]

w,

)+ w, [I—F ( . Derivando e igualando a 0 en ambos

w: + w: w: + w:
— ) = f(———=
2 2

problemas, se obtienen las ecuaciones (w, —w,)= f(

)
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(] — ) 1

que el punto medio entre ambas ofertas ha de ser la mediana de la distribucion,

*

es decir, F(*™)=1/2, y la distancia entre las dos ofertas

* *
we + ws

*

). Resolviendo este sistema, se llega a

w, —w, =1/ f(*3"). Por ejemplo, si la distribucién del valor deseado por el

arbitro fuera una normal de media p y desviacién tipica o, dado que la media

y mediana coinciden por Ser SHnetrlca, Se tiene T =u y

% = 270’ | de donde se obtendria w, = p —~27w0” y w, = p + 270" .
1.4.2.3.4 Los ejidos

Al menos desde Hume (1739) fil6sofos politicos y economistas han observado
que si los ciudadanos responden exclusivamente a incentivos privados, habra un
déficit en la provision de bienes piblicos y los recursos comunes estardn
sobreutilizados. Veamos un ejemplo teérico pero que viene a ilustrar esta idea.

Sea una aldea de N habitantes, que se dedican al cuidado de cabras y
comparten un ejido en el que pastan sus cabras. Sea g, el nimero de cabras que

posee el i-ésimo habitante, siendo el total de cabras G = Z g;. Sea c el coste

i
de comprar y cuidar una cabra, independiente del nimero de cabras que se
posean, y sea v(G) el valor unitario de una cabra cuando hay G cabras en el
ejido. Esta funcién de valor ha de cumplir ciertas condiciones; una es que hay

un nimero méaximo de cabras que pueden pastar en el ejido, G, _, de modo que

a partir de él la funcién de valor serd 0; otra condicién es que cudntas mas
cabras haya, menor serd el valor unitario de éstas pues las condiciones
empeoran, de modo que para G <G, serd v'(G)<O0; y, por ultimo, el
decrecimiento del valor serd més acentuado cuanto mayor sea el nimero de
cabras, es decir, si hay pocas cabras anadir una no hace que disminuya mucho el
valor, pero cuando ya hay muchas y estd a punto de saturarse ese efecto serd
mas fuerte; para expresar este comportamiento se pedird v"(G) < 0.

Supéngase que los habitantes deciden simultdneamente cudntas cabras tener.
El espacio de estrategias de cada habitante serd X, =[0,00), o también valdria,
X, =1[0,G,,,). La ganancia de cada habitante por tener g, cabras cuando las
que tienen los demds suman g¢g,=g¢ +..+g ,+g., +...+g,, serd
g:u(g, +9g ,)—cg,, de modo que el problema que se plantea cada habitante si

. . . 2z *
responde a incentivos personales exclusivamente, serd max gv(g; +9.;)—cg;-
9iZ

Derivando e igualando a cero para obtener las condiciones de primer orden, se
tiene (g, +g )+ gv'(g, +9g.)—c=0. Si se suman todas estas condiciones
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sustituyendo previamente g, por gl , v se divide por N , se obtiene la expresién
* ]_ * * * *
U(G)—FFGU'(G)—c:O,dondeG =Yg .

Ahora calcilese cudl seria el 6ptimo social, es decir, el nimero éptimo de
cabras total que maximiza el beneficio global. El problema que habria que
resolver es max Gu(G) — cG. La condicién de primer orden que ha de cumplir el

>

6ptimo G se obtiene derivando e igualando a cero, v(G™)+ G V(G ) —c=0.
Comparando con la condicién anterior, se tiene que G > G , y por lo tanto,
que actuando en comin el nimero de cabras serfa menor, con mayor valor de
cada una de ellas y un uso mads racional del bien piblico, que no cree déficit y
que lo aproveche mejor.

La demostracién de que G > G, se puede hacer por reduccién al absurdo.
Supéngase que G <G . Entonces v(G)>wv(G") por ser decreciente, y
0>2'(G")>v"(G") por tener segunda derivada negativa. Ademds se tendria

*

que N < @". Tomando el término de la izquierda de la primera expresién y

sustituyendo se tiene la cadena de desigualdades
0= () + %G*v'(G*) o> 0@ + %G*v'(G*) o> u@) + %G**v‘(G**) iy

con lo que queda demostrado el absurdo de la hipétesis inicial.

1.4.3 Juegos no cooperativos, con informacién completa y dindmicos

Este tipo de juegos responde al planteamiento de un juego en el que no se
considera cooperacién entre los jugadores (no hay posibilidad de acuerdos entre
los jugadores, bien porque no sea posible obtener mediante acuerdos nada mejor
que actuando individualmente o bien porque esté prohibido hacerlo), la
informacién es completa, es decir, las funciones de pagos de los jugadores son
conocidas por todos, y es dindmico, es decir, hay ganancia de informacién, o lo
que es lo mismo, existe al menos un jugador que al decidir tiene més
informacién que si tuviera que decidir al principio del juego, y por lo tanto, su
decisién vendrd condicionada por el resultado de esa informacién previa. El
concepto de racionalidad de los jugadores resulta tan importante o mds que en
juego estdtico en este tipo de juegos, ya que, como veremos, el concepto de
solucién difiere en cierto sentido del concepto en juegos estdticos, pasando por
considerar o no las amenazas no crefbles.

Antes de ver cudl es el concepto de solucién en este tipo de juegos, vamos a
ver una representacién de los juegos alternativa a la forma normal: la forma
extensiva. Lo primero que hay que tener en cuenta es que cualquier juego se
puede expresar en forma normal o en forma extensiva.

Al representar la forma normal de un juego, hay que precisar:
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1) Los jugadores
2) Las estrategias posibles de cada jugador, donde se entiende por estrategia
un plan de accién completo
3) La ganancia recibida por cada jugador para cualquier combinacién
posible de jugadas
Sin embargo, los elementos que se han de precisar cuando se describe un
juego en forma extensiva siguen otra secuencia:
1) Los jugadores
2) A) Cudndo tiene que jugar cada jugador
B) Lo que cada jugador puede hacer cuando tiene oportunidad de jugar
C) Lo que el jugador sabe cuando tiene oportunidad de jugar
3) La ganancia recibida por cada jugador para cualquier combinacién posible
de jugadas
Esta forma extensiva, se puede representar en forma de &rbol, si bien, la
representacion de lo que sabe cada jugador para verlo en forma de &rbol
requiere de un concepto més, que veremos con posterioridad. En general, para
juegos dindmicos, resulta mucho mds apropiada la representacién en forma
extensiva que la representacién en forma normal. Veamos un ejemplo. Sea un
juego en que el jugador 1 elige una de las acciones del conjunto {I,D}. A
continuacion, el jugador 2 una vez que ha observado lo que ha elegido el jugador
1, elige entre una de 3 acciones {1,2,3}. Los pagos que se tienen se reflejan en la
siguiente tabla, donde las filas representan las estrategias del jugador 1 y las
columnas las del jugador 2, y los pagos, primero del jugador 1 y luego del
jugador 2:

I (3,1 (1,2)
D|((2,1) (0,0) (1,0)

1 0 0

Si este mismo juego se quiere representar en forma normal, hay que tener en

cuenta que una estrategia del jugador 2 ha de ser un plan de acciéon completo, es
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decir, ha de incluir la respuesta a las dos opciones del jugador 1. De esta forma
la bimatriz serfa:

(L,1) (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3) (3,1) (3,2) (3,3

G [GH 161 (3,2 [(1.2) [(12) [(0,0) [(0,0) (0,0

1
D 21) 00) [@0) @1 [00) [(Lo) |1 [0,0) [(1,0)

El concepto que falta para que el &rbol represente el juego es la
representaciéon de la informacién disponible cuando a un jugador le toca jugar.
Se define como conjunto de informacion a un conjunto de nodos de decision de
un jugador que satisface las siguientes condiciones:

e Al jugador le corresponde jugar en cada nodo del conjunto

e (Cuando en el transcurso del juego el jugador llega a un nodo del

conjunto, el jugador al que le toca no sabe a qué nodo del conjunto ha
llegado.

Generalmente, los conjuntos de informacién se representan uniendo mediante
lineas discontinuas los nodos de un mismo conjunto. En el ejemplo anterior,
dado que cuando juega el jugador 1 sélo hay un nodo, ése es su inico conjunto
de informacién. Para el jugador 2, dado que conoce la eleccién del jugador 1 hay
dos conjuntos de informacién diferenciados que son sus dos nodos de juego. Si el
juego no fuera dindmico, y por tanto no hubiera ganancia de informacion, la
representacion extensiva serfa la misma, pero el jugador 2 no sabria en qué nodo
estd, de modo que el arbol serfa:

UL(X,Y), U2(XY)
Para el ejemplo 1 de la secciéon 1.4.1, ene | que un jugador escribe en un

papel I o D, a continuacién actia el azar con dos posibles opciones, A o B, y
después juega el jugador 2 eligiendo un elemento del conjunto {1,2,3},
conociendo el resultado del azar pero no la estrategia del jugador 1, la forma
extensiva o drbol serfa:
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UI(X,Y,Z), U2(X,Y,Z)
A partir de estas definiciones, se define el concepto de informacién perfecta.

Un juego es de informacion perfecta si en cada jugada el jugador conoce toda la
historia del juego hasta ese momento. En términos de conjuntos de informacién,
y suponiendo informacién completa, un juego es de informacién perfecta si cada
conjunto de informacién tiene un tnico elemento. Asi, el ejemplo con que ha
empezado esta secciéon es un ejemplo de informacién perfecta, mientras que si
suponemos que el jugador 2 no conoce la estrategia del jugador 1, serfa de
informacién imperfecta. También el juego que acabamos de ver seria de
informacién imperfecta, pues aunque conoce el resultado del azar no conoce la
estrategia del primer jugador.

1.4.3.1 Concepto de solucién: equilibrio de Nash perfecto en subjuegos

La idea de concepto de solucién en los juegos dindmicos difiere en cierto
modo de la idea vista en el caso estatico. El concepto de solucion es el de
equilibrio de Nash perfecto en subjuegos, pero para ver su definicién, primero
hemos de entender qué es un subjuego.

Un subjuego en un juego representado en forma extensiva es un subconjunto
de nodos con las siguientes propiedades:

a) Empieza en un nodo n que sea un conjunto de informacién con un tnico

elemento, y que no sea el primero del arbol.

b) Incluye a todos los nodos de decisién que siguen a n en el drbol

¢) No interseca a ningin conjunto de informacion, es decir, si un nodo estd

en el subjuego lo estan todos los de su conjunto de informacion.

Un subjuego se puede analizar por si mismo y obtener resultados relevantes
para el juego completo. En el primer ejemplo de esta seccién, existen dos
subjuegos, el que empieza en un nodo de decisién del jugador 2 y el que empieza
en el otro nodo del jugador 2, ya que son de conjuntos de informacién distinta.
Sin embargo, si el jugador 2 no conociera la estrategia elegida por el jugador 1,
no existirian subjuegos, ya que ambos nodos serfan del mismo conjunto de
informacién y deberfan estar en el mismo subjuego, pero el tinico nodo por el
que podria empezar el subjuego serfa el primero, que no es posible por
definicién.
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La siguiente definicién es debida a Selten (1965). Un equilibrio de Nash es
perfecto en subjuegos si las estrategias de los jugadores constituyen un equilibrio
de Nash en cada subjuego. Este serd el concepto de equilibrio manejado para
este tipo de juegos. Ademads se puede asegurar, que si el juego es finito y con
informacién completa, existe al menos un equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos, aunque pueda ser con estrategias mixtas.

La pregunta que surge de forma inmediata es por qué hay que manejar este
concepto de solucién y no el que se vio para juegos estdticos. La respuesta es
que el concepto de equilibrio de Nash nos darfa las estrategias en equilibrio, pero
incluyendo también amenazas no crefbles y respuestas a amenazas no creibles.
Veamos el primer ejemplo que se ha considerado. La bimatriz de pagos ya se ha
mostrado, pero se muestra ahora marcando en negrita las estrategias en

equilibrio:

(1,1)  (1,2) (1,3)  (2,1) (2,2) (2,3) (3,1) (3,2) (3,3)
I 31 |81 (81 [(12) |(12) [(12) [(0,0) [(0,0) (0,0)
D (21) 1(0,0) [(1,0) ](2,1) [(0,0) [(1,0) [(2,1) [(0,0) |(1,0)

Cémo puede observarse, entre estas soluciones hay amenazas no creibles. Los
pares de estrategias {I1,(2,2)}, {I,(2,3)} y {D,(3,1)} no son soluciones reales para
jugadores racionales. Por ejemplo, la estrategia {D,(3,1)} incluye una amenaza
no crefble, ya que viene a decir que si el jugador 1 juega D (que es su estrategia)
le respondera con 1 que es lo légico, pero si juega I le responderd con 3, que
serfa un comportamiento no racional o amenaza no creible (seria ganar 0
pudiendo ganar 2). Ese par de estrategias no son solucién del subjuego que
comienza en el nodo del jugador 2 una vez que el jugador 1 ha elegido D, es
decir, no forman un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.

1.4.3.2 Célculo de la solucién con informacién perfecta y finitas etapas:
induccién hacia atras.

El siguiente paso es, una vez que sabemos qué queremos obtener como
solucién, tener un procedimiento para encontrarla. Un método relativamente
sencillo es el método de induccion hacia atrds. Sea un juego dindmico no
cooperativo con informacién completa. Ademds para poder aplicar la
metodologia que se va a ver, ha de suponerse que el juego es de informacién
perfecta y con finitas etapas. La metodologia serfa:

1) Calcular para el dltimo jugador la funcién de mejor respuesta en cada
nodo de decisién previo, es decir, en cada nodo dar cudl serfa la mejor
respuesta del jugador al que le toca jugar. Si suponemos dos jugadores y
a, la estrategia del jugador 1, y a, la estrategia del jugador 2, definimos
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como funcién de mejor respuesta del jugador 2 a R,(a) =a,, tal que
UQ(G’l?a;) = mBXUQ(aUa’Q)'

2) Repetir este ﬁroceso para los sucesivos nodos hasta el primero, sabiendo la

respuesta en los posteriores, es decir, hasta resolver en el primer nodo
* *
ma?X%(auRz(%)) = u1(a17R2(a1)) .

Si en el ejemplo anterior aplicamos el procedimiento, se tendria:

J1

J2
1 3
VTN
3 1 0
1 2 0

1) R(I)=2 R,(D)=1
2) max u(l,R,(I)),u(D,R,(D) = 1,2 =2 que se alcanza eligiendo D, y la
mejor respuesta del jugador 2 a D es 1.

Hay que observar que el equilibrio perfecto en subjuegos no es lo mismo que
la solucién obtenida mediante induccién hacia atrds. La induccién hacia atrés
proporciona un resultado, no una estrategia en si misma para el segundo
jugador, ya que no es un plan de accién completo. Es decir, el resultado
(a;,R,(a,)) = (D,1) es el resultado de la induccién hacia atrds, mientras que el
equilibrio perfecto en subjuegos ha de incluir la mejor respuesta del jugador 2 a
cualquier estrategia del jugador 1, es decir, serfa (a,,R,(a,)) = (D,(2,1)), o lo que
es lo mismo, en la posicién de la estrategia del segundo jugador ha de ir toda la
funcién de mejor respuesta obtenida en el primer paso de la induccién hacia
atras, de modo que aunque el jugador 1 no actuara racionalmente se tendria la
mejor respuesta a cualquiera de sus estrategias.

1.4.3.3 Aplicaciones con informacién perfecta

I.4.3.3.1 Modelo de duopolio de Stackelberg (1934)

Considérese el mismo planteamiento del modelo de duopolio de Cournot,
pero, de modo que las dos empresas no eligen a la vez sus estrategias, sino una
después de la otra y conociendo la estrategia elegida por la primera. Esta
situacién es muy habitual cuando no son ofertas simultdneas, sino que una
empresa toma de cisiones de expansién, o de inversiéon, o de desarrollo, de modo
que la segunda empresa actia en respuesta a la decisién de la primera. En
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muchos casos, la primera es una empresa lider, y la segunda una empresa con
menos poder de mercado.

Pueden ser méds empresas, pero para concretar el ejemplo, supongamos que
son dos y que sus estrategias son la elecciéon de la cantidad de produccién. El
precio unitario de venta, al igual que en el duopolio de Cournot, se considera

a—0Q @Q<a
0 Q>a
unitario de produccién se considera constante, c¢. El planteamiento en forma

que varia con las cantidades producidas segin P(Q) = , v el coste

extensiva serfa:
1. La empresa 1 elige ¢, > 0
2. La empresa 2 observa ¢, y elige ¢, >0
3. Cada empresa recibe 7,(q,,q,) = ¢[P(q;, +¢;) — ] = ¢,[a — (g, +q,) —]
Resolvamos mediante induccién hacia atrds cudl serfa la solucién de este
juego.
Empresa 2: para una estrategia de la empresa 1 se plantea
max ,(q,,q,) = max ¢la —q, —q, —c]. Que derivando e igualando a 0,

resulta la funcién de mejor respuesta R,(q,) = % (sig <a—c).

Empresa 1: sabiendo la mejor respuesta de la empresa 2 (la sabe puesto que
la informacién es completa, es decir, conoce los costes y beneficios de la otra
empresa y puede razonar igual que ella), el problema que se plantea es

= —q, — — = a6 —c
max 7,(g,, f,(q,)) = maxg,fa —g, — Ry(q)) — ] = maxg, —
solucién (derivando e igualando a cero), es ¢, = g ; c = ¢ = a;C

. . 3
Como puede observarse, la cantidad total producida es —(a —c), que es

, cuya

2
mayor que la cantidad en equilibrio de Cournot (g(a —¢), con lo que el

precio del producto serd menor. Por otra parte, obsérvese que la cantidad
que ha de producir la primera empresa es la de monopolio, mientras que la
segunda es la mitad; es decir, sale mejor parada la empresa que actia
primero. Es curioso observar como disponer de més informacién a la hora de
actuar no implica obtener una solucién mejor, ya que la primera empresa
sabe que cuando actie la segunda tendrd esa informacién. Esta
particularidad hace que sea muy distinto el enfoque desde la teoria de juegos
que desde la teorfa de la decisién clasica, en la que disponer de més
informaciéon siempre lleva a mejorar la posible solucién, mientras que aquf
disponer de mds informacién a la hora de actuar lleva a una peor solucién si
la primera empresa sabe que vas a disponer de ella. La conclusién es que la
empresa que toma la iniciativa, es la que obtiene mayores beneficios.
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1.4.3.3.2 Negociacién secuencial en 2 periodos

Supéngase que dos jugadores, J, y J,, se han de repartir un euro,
negociando secuencialmente durante a lo sumo 3 periodos. Sea r la tasa de

interés por periodo, y por tanto, sea 6 = la tasa de descuento por periodo,

+7r
es decir, 6s es el valor futuro que tendrd una cantidad s, o sea, el valor en el

préximo periodo de esa cantidad actual.
La negociacion se plantea en los siguientes términos:
1. Primer periodo: J, ofrece quedarse una fraccién s, de euro; J, puede
aceptar la oferta o rechazarla.
2. Segundo periodo: J, ofrece que J, se quede una fraccién s, de euro;
J, puede aceptar la oferta o rechazarla.
3. Tercer periodo: J, recibe una fraccién s de euro, y J, recibe 1 —s.
Resolvamos este juego mediante induccién hacia atras:
Periodo 2°: J, aceptard la oferta del otro jugador, s, , siempre que se
cumpla que s, >6s (valor futuro de la ganancia asegurada en el tercer
periodo). J, gana 1—s, si J, acepta, o §(1—s) si no acepta, de modo que si
le ofrece s, =0s ganard 1—0s, mientras que si le ofrece menos ganard
6(1—s), que es peor. Luego la respuesta 6ptima si se llega a esa etapa serd
que J, ofrezca s, = 05 y que J, acepte.
Periodo 1° .J, aceptar4 la oferta de J, de llevarse 1—s, si 1—s > 6(1—s,),
es decir, si s, <1—6(1—s,). Si J, ofrece s, =1—6(1—s,)=1—05(1—6s)
ganard esa cantidad, mientras que si hace una oferta mayor ganard
65, = 60s. Como 1—6(1—06s)=1—06486s > dds, J, ofrecerd
s, =1—6(1— 6s) en el primer periodo, y .J, aceptara.

1.4.3.3.3 Negociacién secuencial en infinitos periodos

Supdngase el mismo planteamiento que el anterior, pero, sin un periodo final,
de modo que no existe una cantidad final s, sino que el juego se repite
indefinidamente hasta que un jugador acepta una oferta del otro jugador.
Supoéngase que el jugador J, juega en las etapas impares, y el jugador J, juega
en las pares.

En este caso no es posible aplicar la induccién hacia atrds ya que no hay una
etapa final. Sin embargo, obsérvese que el juego que comienza en la etapa 3 es el
mismo juego que el que empieza en la etapa 1. Sea s la cantidad, a determinar,
que sera solucién del juego que empieza en la etapa 3. A partir de la resolucién
del juego del ejemplo anterior, se sabe que la solucién es que J, ofrezca
s, =1—6(1—8s). Sin embargo, como el juego que empieza en la etapa 3 es el
mismo que el que empieza en la etapa 1, ambas soluciones han de ser iguales, es
decir, s=1-6(1—-6s)=1—-6+8%; agrupando  términos se  tiene
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1= 1

s = = . Es decir, en la etapa primera, J, ofrecerd s = ——,y J.

1 & 1+t6 . pe b 1 11677
aceptard, recibiendo 1 —s = ——.
1+6

1.4.3.4 Juegos con informacién imperfecta: decisiones simultdneas en una etapa

La informacién imperfecta supone que al menos un jugador cuando tiene que
jugar no conoce todo el desarrollo previo del juego. Un caso claro es cuando un
jugador elige una estrategia, y a continuacion, lo hace el segundo jugador, pero
sin conocer la decisién del primero. Esta situacién se puede modelar de la misma
forma que si los jugadores deciden de forma simultdnea, de modo que la
seleccion de estrategias por parte de los jugadores en esa etapa es como resolver
un juego estdtico. De hecho la forma de resolver este juego es mediante
induccién hacia atrds, pero en las etapas con decisién simultdnea (o asimilables
a tales) resolviendo el juego estdtico asociado.

Por ejemplo, sea el siguiente juego en forma extensiva:

1. J, y J, escogen simultdneamente sus acciones (a,,a,)

2. J, y J, observan (a,,a,) y eligen simultdneamente sus acciones
(a3, a,).

3. Los jugadores reciben las ganancias u,(a,,a,,a,,a,), 1 =1,2,3,4

Para resolver el juego en cada etapa se ha de resolver el juego estético
planteado. Asf se tiene en la induccién hacia atréds la secuencia:

Etapa 2: Encontrar el equilibrio de Nash que da mejor respuesta para los

posibles valores de (a;,a,), que denotaremos por (ay(a,,a,),a,(a,,a,)).

Supongamos que es unico para cada valor de (a,,a,)

Etapa 1: Encontrar el equilibrio de Nash con las funciones de pagos

w(ay,0,,05(0,,0,),0,(0,0,)) vy wy(ay,0504(0,,0,),0,(0,0,)),  obteniendo el

resultado (a,,a,,a,(a,,a,),a,(a,,a,)).

1.4.3.5 Aplicaciones con informacién imperfecta

1.4.3.5.1 Panico bancario

Dos inversores invierten cada uno una cantidad D en un banco a largo
plazo. Se plantean dos posibles fechas para sacar el dinero: una antes del
vencimiento y otra al vencimiento. Segin lo que hagan ambos se encuentran con
los siguientes pagos:

e Si ambos sacan el dinero en la fecha 1 (antes del vencimiento)
recibirdin ambos una cantidad r predeterminada (tal que
D/2<r<D)

e Si uno saca en la fecha 1 y el otro no, el que saca recibe D y el que
no, recibe 2r — D.
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e Sino sacan en la fecha 1, hay a su vez varias opciones:
o Si sacan ambos en la fecha 2 (vencimiento), ambos reciben R,
una cantidad predeterminada, verificando R > D
o Si uno saca y el otro no, el que saca recibe 2R — D y el que no
lo saca recibe D
o Si ninguno lo saca, reciben ambos R
Veamos cudl es la solucién de este juego mediante induccién hacia atras.
Fecha 2: Si se llega a esta etapa, los jugadores juegan un juego estético
cuya forma normal serfia

Sacar No
Sacar R,R 2R-D,D

No D,2R-D R,R
y como puede apreciarse la solucién es que ambos saquen el dinero.

Fecha 1: En la fecha 1 también juegan un juego estdtico cuya forma
normal es

Sacar No
Sacar (r,r) D,2r-D

No 2r-D,D (R,R)

Este juego tiene dos puntos de equilibrio, pero con distintos pagos y uno
mejor para ambos, de modo que el equilibrio serfa que ninguno saque en
la primera fecha y ambos lo hagan en la segunda. Sin embargo, también
estd en equilibrio que ambos saquen el dinero en la primera fecha, es
decir, el pdnico bancario, de modo que si se dan situaciones de entorno un
poco adverso, éste equilibrio serd también solucién del juego. Es lo que
ocurre en muchas situaciones reales, que ain habiendo un equilibrio mejor
para ambos, supone una espera, mientras que también queda en equilibrio
un par de estrategias cuya recompensa es inmediata.

1.4.3.5.2 Aranceles y competencia internacional imperfecta

Supdngase que se analiza el comercio de un producto entre dos paises, y que
el gobierno de cada uno de ellos establece un arancel, ¢, a las importaciones del
producto desde el otro paifs.

Supéngase que en cada pafs ¢ hay una empresa que ha de decidir la
produccién para consumo nacional, h,, y para exportacién, e;. Supéngase que el
precio de venta de un producto en un pais es funcién de la cantidad ofertada
agregada, es decir, supéngase que es de la forma P(Q)=a—Q, =a—h —e,.
Supéngase que el coste marginal o unitario de produccién de ambas empresas es
el mismo, ¢, y que el arancel actiia de forma lineal, es decir, te; .

Las ganancias de las empresas se pueden expresar como
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Tri(tz'?tj?hi?emhj?ej) =la-(h + ej)]hi +[a- (e, + hj)]ei -c(h; +€)- tie;

y la de los gobiernos, donde se incluye un término de utilidad de los
consumidores por el hecho de disponer de una mayor cantidad del articulo, y se
incluye el pago que recibe la empresa nacional como pago que recibe el gobierno,

seria

I/Vi(tz'?tﬁhz‘?ei?hﬂej) = %Q? + Tri(ti?tj?hi?eﬂhj?ej) + tiej
(El término cuadrédtico expresa la utilidad de los consumidores).

Al resolver el juego, se resuelve primero el juego de las empresas, ya que
ellas deciden después de conocer el arancel impuesto por los respectivos
gobiernos. Asi pues, la empresa del pais i ha de maximizar su funcién de pagos,
que se puede separar sin problemas en dos funciones, cada una de ellas de una

de las variables de decisién de la empresa, es decir, se plantea los problemas

r}ggg(hi(a —(h, +¢;) —¢)
magcei(a — (e, + hj*) —c—t,)
€;> ) )

Al derivar e igualar a cero, se obtienen las ecuaciones de primer orden de
ambas empresas, y resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se tienen las
siguientes funciones de mejor respuesta, que son funcién de los aranceles:

« a-c+t, . a-c-2t
hi = —+ L 62 = —]
3 3
Conocida esta funciéon de mejor respuesta, los gobiernos pueden plantear su
juego estdtico, consistente en maximizar la funciéon de pagos:
% 2
1 2(cz—c)—tv2 a,-c+ti2 a-c-2t a-c-2t
max — “ + + L, :
620 2 3 9 3 3

Al establecer las condiciones de primer orden derivando e igualando a cero,

la solucién que se obtiene final para aranceles, producciones nacionales y
exportaciones es:

Obsérvese que con esta solucién, la cantidad agregada en cada pafs es
5(a—c)/9, que es inferior a 2(a —c¢)/3 que serfa la cantidad de un modelo de
Cournot. Precisamente, esta iltima cantidad, la del equilibrio de Cournot, seria
la solucién si las tasas arancelarias fueran cero, que a se vez serfa la solucién si
los  gobiernos resolvieran el problema conjuntamente, cooperando
(g}_}%m(%%) + W,(t,,t,) ). Por otra parte, esta segunda solucién implica que hay
més articulos en el mercado, lo que socialmente es mejor (término cuadratico de
utilidad de los consumidores). De modo que con este ejemplo se puede observar

que los gobiernos tenderan a establecer acuerdos, de modo que se eliminen los
aranceles, una tendencia que se puede constatar en la realidad. Sin embargo,
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hay que ser cautos al analizar este resultado, ya que se ha supuesto que la
capacidad de producciéon de las empresas de ambos pafses asi como sus costes
marginales son iguales, lo cudl es razonable para pafses con una situacién
econdémica semejante pero no cuando hay grandes desequilibrios. El problema 20
se centra en pedir establecer la politica de aranceles cuando hay distintos costes
de produccién.

1.4.3.5.3 Juegos repetidos en T etapas

Sea G un juego de una etapa, y sea G(T') el juego consistente en repetir el
juego G durante T etapas, de modo que en cada etapa los jugadores conocen
los resultados de las etapas anteriores. Considérese una funcién de pagos
aditiva, de modo que el pago al final de las T etapas es la suma de los pagos de
cada etapa. Se pueden demostrar los dos resultados siguientes:

e Si G tiene un tunico equilibrio de Nash, entonces G(7') tiene un dnico
resultado perfecto en subjuegos, consistente en jugar en todas las
etapas el equilibrio de Nash.

e Si G tiene méas de un equilibrio de Nash, entonces pueden existir
resultados perfectos en subjuegos de G(T) tales que para t <T el
resultado no sea jugar un equilibrio de Nash.

A continuacién, se ilustran estos resultados con sendos ejemplos.

El primer ejemplo es un juego de dos jugadores y dos etapas, en el que en
cada etapa ambos jugadores tienen 3 estrategias (A, B, C) y la matriz de pagos

L,1* 50 0,0
del juego de una etapa es | 0,5 4,4 4,0|. El juego de una etapa sélo tiene un
0,0 0,0 3,3
equilibrio de Nash, (A,A), marcado con un asterisco. Analicemos el juego de 2
etapas.
En la segunda etapa, la estrategia de los jugadores serd esa. En la primera,
sabiendo lo que hardn en la segunda, la matriz de pagos acumulados serd
2,2*% 6,1 1,1
1,6 5,5 5,1, cuyo unico punto en equilibrio es (A,A). Asi pues, el tnico
L1 L1 4,4
resultado perfecto en subjuegos es jugar el equilibrio de Nash en ambas etapas.
L,1* 50 0,0
Sea ahora el mismo juego, pero con la matriz de pagos | 0,5 4,4 0,0

0,0 0,0 3,3*
Este juego tiene dos pares de estrategias en equilibrio, (A,A) y (C,C), aunque el
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primer par estd dominado ya que el segundo ofrece mejores pagos. En esta
ocasion, los jugadores pueden plantear otro tipo de estrategia, que incluya
penalizaciones o amenazas. Asi, Isi los jugadores prevén na estrategia que
pueden valorar es que si en la primera etapa las estrategias elegidas por los
jugadores son (B,B), la respuesta en la segunda etapa sea el equilibrio que mas
les favorece, mientras que si es cualquier otra opcién, en la segunda etapa se
llegue al equilibrio que menos les favorece. Con este comportamiento, la matriz
de pagos de la primera etapa, donde se ha incluido la respuesta de la segunda,
2,2*% 6,1 1,1
serfa | 1,6 7,7* 1,1 |, que tiene tres pares de estrategias en equilibrio, pero,
1,1 1,1 4,4%*

hay un par que claramente domina a los otros dos, jugar en la primera etapa
(B,B), y en la segunda (C,C). Esto demuestra que amenazas o promesas creibles
sobre el futuro pueden modificar el comportamiento presente, incluso haciendo
que la solucién del presente no sea un equilibrio de Nash. A pesar de todo, en
este planteamiento hay una amenaza poco creible que es la correspondiente a
llegar en la primera etapa a la solucién (A,A) y volver a hacerlo en la segunda.
Si fuera asi, se podria renegociar para ver la segunda etapa, pudiendo llegar a la
solucién (C,C) en la segunda, aunque en ningtin caso se obtiene mejor resultado
que el dado por (B,B) en la primera y (C,C) en la segunda.

Veamos otro ejemplo de 2 jugadores, en 2 etapas, 5 estrategias (A,B,C,D.E)
para cada uno delos jugadores y funcién de pagos de cada etapa

L1* 50 00 0,0 0,0
0,5 44 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 33* 0,0 0,0
0,0 0,0 00 41/2*% 0,0

0,0 0,0 0,0 0,0 1/2,4*
Como puede observarse, hay 3 pares de estrategias en equilibrio, pero el par

(C,C) domina estrictamente en el sentido de Pareto al par (A,A). Los otros dos
pares son incomparables (estarfan en la frontera de Pareto).
Los jugadores, previendo el castigo o penalizacién, prevén que el resultado de
la segunda etapa sera:
e Sien laetapa 1 juegan (B,B), en la etapa 2 jugar (C,C)
e Sien la etapa 1 juegan (B, no B), en la segunda el jugador 1 castiga a
2 eligiendo D, con lo que 1 también ha de elegir D para maximizar su
beneficio, luego la solucién serd (D,D)
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e Sien la etapa 1 juegan (no B, B), en la segunda el jugador 2 castiga a
1 eligiendo E, con lo que 1 también ha de elegir E para maximizar su
beneficio, luego la solucién serd (E,E)
e Sien la etapa 1 juegan (no B, no B), en la segunda juegan (C,C) (no
hay castigo).
Con esta funcién de respuesta de la segunda etapa, la matriz de pagos
acumulados de la primera queda:

4,4*% 11/24 3,3 33 33
411/2  7,7F 41/2 4,1/2 4,1/2
3,3 1/24 66* 33 33
33 1/24 33 T7,7/2 33

3,3 1/2,4 3,3 3,3 7/2,7
Como puede observarse hay 3 puntos de equilibrio, perd uno que domina

estrictamente a los otros dos, de modo que ésa deberfa ser la solucién: jugar

(B,B) en la primera (que no es un equilibrio de Nash para una etapa), y jugar
después (C,C).

1.4.3.5.4 Juegos repetidos en infinitas etapas: colusién entre duopolistas de
Cournot

Sea G un juego de una etapa, y sea G(oo,0) el juego consistente en repetir
el juego G indefinidamente en el tiempo con una tasa de descuento por etapa
de ¢, de modo que en cada etapa los jugadores conocen los resultados de las
etapas anteriores. Considérese una funcién de pagos aditiva, de modo que el
pago al final de n etapas es la suma de los pagos de cada etapa. Se puede
demostrar que, incluso si G tiene un unico punto de equilibrio de Nash, existen
resultados perfectos en subjuegos que no son jugar ese equilibrio. Obsérvese que
en este planteamiento es necesaria una tasa o factor de descuento, pues si no, la

suma de pagos serfa infinito. El valor presente de una sucesiéon de pagos m, ,_,

aplicando el factor de descuento, serd 27@6“1 .
t=1
Supongamos que el juego de una etapa es del tipo del dilema del prisionero,

L1 50
0,5 4,4

llamada estrategia disparador, que consiste en cooperar durante las etapas hasta

y sea la matriz de pagos . En este tipo de juegos, se considera la

que un jugador deje de cooperar, en que se cambia a jugar el equilibrio de Nash.
Obsérvese que si el jugador 1 juegas esta estrategia, también para el jugador
2 ésta es la mejor estrategia, ya que si J2 cambia en la primera etapa, la

ganancia de J2 serd 5+Z5H :5+%. Ahora, si decide no cambiar la

t>2
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. _ 4 .
ganancia serd Z46t 1= 15 Comparando ambos términos,

t>1
5+1%>%:> 5—46>4=06<1/4, es decir, el factor de descuento
tendria que ser menor que % para que fuera preferible no cooperar (es decir, el
valor hoy de un dinero ganado en la siguiente etapa tendria que ser menor que
la cuarta parte, lo que no parece admisible ni una hipdtesis razonable para los
tipos de interés, etc. que se manejan habitualmente, aunque en casos de mucha
inflacién se hayan dado circunstancias semejantes).

El ejemplo anterior, sirve para introducir los resultados siguientes. En un
juego repetido infinitamente del tipo G(oo,0), cada subjuego que se inicia en la
etapa t+1 es idéntico al original. Por otra parte, se definen ganancias factibles
(x,...,x,) como las combinaciones lineales convexas de las ganancias obtenidas
mediante las estrategias puras de una etapa. Se define ganancia media como la
ganancia constante (igual en todas las etapas, salvo el factor de descuento) que
deberia tenerse en cada etapa para que tuviera el mismo valor presente que una

ganancia dada por una sucesiéon de estrategias. Es decir, dada la sucesién de
la ganancia media ha de ser tal que » V&' =Y 76" Dado

t>1 t>1

pagos m, .,

. . vV . . _
que el primer término es 5 la ganancia media serd V = (1 — 6)2 6

- t>1
Teorema (de Friedman o de tradicién oral o folk)

Sea (e,...,e,) las ganancias en el equilibrio de Nash para el juego G, y sea
z,,...,z, una ganancia factible tal que =z, >e, Vi. Entonces, existe un

equilibrio de Nash perfecto en subjuegos de G(oo0,6) con z,...,z, de ganancia

media.

Este resultado implica que hay una solucién que no es jugar el equilibrio de
Nash, sino otras estrategias. Esto es lo que se llama colusion.

Veamos el planteamiento si en cada etapa se juega un juego como el del
modelo de Cournot. Recuérdese que plantedbamos dos empresas que han de
decidir su nivel de produccién, siendo su coste marginal ¢ constante e igual
para ambas, y el precio de la forma P(Q)=a—Q =a—q —q,. En este caso, el

punto de equilibrio en una etapa es ¢ = ¢, = %, con lo que la cantidad

(@a—¢)
3

2 - .
agregada es () = , v el beneficio de cada empresa es (a—c)’ /9 . Sin
embargo, la cantidad de monopolio, que serfa la que obtendrian si cooperaran ya

. - a—c .
que produce mejores beneficios, era ¢, =g¢q, = ) dado que la cantidad

agregada deberfa ser () = a-c , con un beneficio por empresa de (a —¢)’ /8.
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Si este juego se repitiera infinitas veces, la estrategia disparador serfa jugar
la cantidad de monopolio hasta que una de las empresas incumpla esto, en cuyo
caso cambiar a jugar la cantidad en equilibrio de Cournot.

Si ambas empresas juegan la cantidad de monopolio, el beneficio ya se ha
comentado es (a — )’ /8; si ambas juegan la cantidad de equilibrio de Cournot,
el beneficio por empresa es (a —c¢)’ /9 ; por ultimo, si una juega el de monopolio
y otra el de Cournot, la empresa que no lo juega maximiza sus beneficios
jugando 3(a—c¢)/8 (ya que resolveria el problema de maximizacién
rglggi(a —q;,—(a—c)/4—c¢)g;), de modo que obtendria 9(a —c)* /64 y la que
jujega la cantidad de monopolio recibirfa 3(a —¢)* /32 (que es peor).

Asi pues, ambas empresas jugardan la estrategia disparador si se cumple que

la ganancia con la cantidad de monopolio es mayor que cambiando en la
primera etapa y continuando con el equilibrio de Cournot, es decir, si

(a—c)2/829(@—0)2/64+%(a—0)2/9, lo que es cierto si 6 >9/17, es

1-46

decir, en la mayorfa de las situaciones entrardn en colusién, lo que quiere decir
que cooperardn y que el precio del articulo serd el del monopolio y no el del
equilibrio de Cournot.

1.4.4 Juegos no cooperativos con informacién incompleta o juegos
bayesianos

Estos modelos responden a situaciones en las que la informacion es
incompleta, es decir, en las que al menos un jugador no estd seguro de la
funcién de ganancias del otro jugador. Un ejemplo tipico de aplicaciéon de estos
modelos es las subastas de sobre cerrado, donde los jugadores introducen su
oferta en un sobre cerrado y al fin se abren y se selecciona una de las ofertas. La
peculiaridad es que al menos alguno de los jugadores no sabe con certeza como
otro de los jugadores valora ganar la subasta.

Este tipo de juegos en los que hay informacién privada, suelen ser dindmicos
por naturaleza, ya que las partes informadas tienden a comunicar (informar o
confundir) mientras que las no informadas tienden a buscar informacién. Sin
embargo, en esta seccién sélo se verd una introduccién a este tipo de juegos,
enfocando los conceptos al caso estatico, aunque sean de validez en el dindmico.

Para ver una situacion cldsica de juegos bayesianos, veamos el modelo de
duopolio de Cournot con informacién asimétrica. El planteamiento es el mismo
que el de Cournot, es decir, dos empresas que han de decidir a la vez su nivel de
producciéon de un producto homogéneo, cuyo precio de venta es eldstico con la
demanda, P(Q)=a—Q =a—q, —q,. Los costes unitarios de produccién se
consideran constantes, pero, en esta ocasion, consideremos que el coste de la
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empresa 1 es ¢ y conocido por ambas, pero el de la empresa 2 no es conocido
con certeza por la empresa 1, sino que ésta estima que el coste es ¢, con
probabilidad ¢,y ¢, con probabilidad 1—6, siendo ¢, > ¢;.

Con este planteamiento, es por ambas conocido que el coste de produccién
de la empresa 1 es cq,, mientras que de la empresa 2 lo que la otra empresa
conoce es que el coste es c¢,q, con probabilidad 6, y czq, con probabilidad
1—0. Asi la empresa 1, debe esperar que la empresa 2 resuelva el problema

¢ " () =max (a—¢ " —g) — ¢, ¢ 0 bien ¢, *(cp) =max (a—¢ " ~¢) —¢5 ¢-
La empresa 1, por tanto, para maximizar su beneficio esperado, se planteard el
problema max 0|(a — g, — g,(c,) = c|g, + (1= 0)[(a — g, — 2(c) — cfq;-

Si planteamos las condiciones de primer orden de estos problemas derivando
e igualando a cero, se tienen las ecuaciones

* a—qf—CA * a—Qf—CB
cy)=—"-—= Cp) = —"——=
3 (cy) 9 q,(cp) 9
. Q[G_QQ(CA)_CJ+(1_9)[G_QQ(CB)_C]
q =
2
Al resolver este sistema de ecuaciones la solucién obtenida es
. a—2c,+c 1-0 * a—2c,+c 0
cy ) = + cy—¢C Cp)=—""———=(cy —¢C

a,(cy) 3 6 (cu 5)  4y(cp) 3 6(A 5)

« a—2c+0c,+(1—0)c,

q =

3
Obsérvese que la solucién con costes distintos del equilibrio de Cournot, serfa
.  a—2c +c .
q, = # Comparando lo que la empresa 2 obtiene por mantener su
* - 2
informacién privada, se tiene que ¢,(c,) > %A_I-C mientras que
* a—2c, +c o . .

q,(cy) < ——L—— es decir, si el coste es el més alto, produce mas que lo que

harfa si la informacién fuera prtblica, mientras que si el precio es el mds bajo,
acaba produciendo menos que si lo hace ptiblico. Para la empresa 1 la respuesta
es equivalente a considerar que la informacién es piblica pero con coste de la
otra empresa el coste medio o esperado.

Consideremos ahora como se puede representar en forma normal un juego
bayesiano estdtico. Considérese que la funcién de pagos del jugador ¢ es en
realidad una coleccién de funciones, u,(a,,...,q,;t;), que dependen de ¢, que es el
tipo del jugador i, donde ¢, € T, que es el espacio de tipos del jugador 7.

El jugador i conoce sus ganancias, es decir, su tipo, pero no esta seguro del
tipo de los demds jugadores, que denotaremos por ¢, = (t,....t \,ti ;- 1,)-
Denotemos también por 7, al conjunto de posibles valores de ¢ ,, y por
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p(t ,/t) a la conjetura (probabilidad) sobre el tipo de los otros jugadores
conocido el propio.
La forma normal del juego quedarfa descrita por los siguientes elementos:

e Espacios de acciones, decisiones o estrategias: A,..., 4

e Espacios de tipos: T},...,T)

e Distribuciones de los tipos: p,,...,p,

e Funciones de ganancias: wu,,...,u, definidas para cada tipo, es decir,
son de la forma w(ay,...,a,; 7) El tipo del jugador ¢ (t, € T)) sélo es
conocido por él y determina su funcién de ganancias; las conjeturas
representan la incertidumbre sobre los tipos de los demés jugadores,
conocido el tipo propio. Las ganancias también pueden ser de la forma
u,(ayy..eya,3t,...,t ) si dependen de los tipos de los deméds jugadores.

Asfi el juego queda representado como
G = AT T D P U
Un juego bayesianto estatlco también puede ser representado en forma
extensiva como si fuera un juego dindmico con informacién imperfecta:

1. El azar determina un vector de tipos t=(¢,...,t,) segin las
distribuciones p,,...,p,

2. El azar revela ¢, al jugador 7, pero a ningin otro

@

Los jugadores toman decisiones a, simultdneamente
4. Se reciben las ganancias wu,(ay,...,q,;t,) (que también pueden ser de la
forma w/(ay,...,a,;t,...,t,) si dependen de los tipos de los demds
jugadores).
En ambos casos, las conjeturas p,,...,p, son las distribuciones a priori que el
azar sigue para determinar los tipos. Las conjeturas son las distribuciones a
posteriori, que se determinan a partir de las distribuciones a priori mediante el

teorema de Bayes:

( Ht) p(t )
p(t. /t) = S~ ot

t_ €T

En este contexto, una estrategia para el jugador i, s,(¢,) ha de definir la
accién a, que elegirfa el jugador ¢ para cada tipo ¢, € 7] si el azar determinara
que ése es su tipo.

El concepto de solucién en este tipo de juegos es el de equilibrio bayesiano de
Nash: la estrategia de cada jugador ha de ser una mejor respuesta a las del
resto, es decir, dado el juego G = AT T D D U,
s =(s,...,5,) es un equilibrio bayesiano de Nash (en estrateglas puras) si para

)

cada ¢ y para cada uno de sus tipos ¢, € T, s.(t,) es solucién de

max Z U 81 ?87 1(t )’a’1787+1(ti,+1)7""8n( ) 7( /t)

a;€4; =
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Se puede demostrar que en todo juego bayesiano estdtico finito este
equilibrio existe, aunque tal vez con estrategias mixtas.

Veamos una aplicacién clédsica: subastas de sobre cerrado al primer precio.
Por simplificar, supongamos que hay dos jugadores que van a pujar por un bien
introduciendo en un sobre cerrado sus respectivas pujas. Se llevara el bien el que
presente una puja mas alta, pero, tendrd que pagarla. En caso de empate, se tira
una moneda y el que gane se lleva el bien y paga la puja. Se considera que
ambos jugadores son neutrales al riesgo y que todo se hace de forma piblica.
Ademsds cada jugador tiene una valoracién personal, v,, del bien, conocida por sf
mismo pero desconocida por el otro participante, si bien ambos prevén que la
valoraciéon del bien por el otro participante sigue una distribucién uniforme en
[0,1] (obsérvese que se pone la distribucién uniforme también llamada no
informativa, ya que no da mds probabilidad a ninguna zona del intervalo; si
hubiera alguna informacién acerca de la valoraciéon del bien por el otro jugador
se deberfa poner otra distribucién que represente mejor la incertidumbre con esa
informacién). Ademds cada uno valora con independencia del valor que haya
dado el otro jugador (a un jugador no le informa saber su valoracién para
conocer algo de la valoracién del otro jugador).

Asi pues, el juego se plantea con los siguientes elementos:

e Acciones: pujas de los jugadores, b, > 0. Asi pues los espacios de
acciones son [0,00).

e Tipos: las valoraciones de cada jugador del bien 0 <wv, <1

e Conjeturas: distribuciones uniformes en [0,1]

e (Ganancias: dadas las condiciones del juego serfan las siguientes, donde
el caso de empate se representa por la ganancia esperada:

v, —b, b >0
ui(bubz;%) — |5 b, b, = bj
0 b, <b,

o [Estrategias: dar la accién para cada tipo propio, es decir, serdn de la

forma b,(v,).
El concepto de solucién de equilibrio bayesiano de Nash, hace que las
estrategias en equilibrio b,(v,), hayan de ser solucién del problema de cada

jugador rglggi(vl —0b,)Pr b, >0,(v,) + %(vi —b,)Pr b, =0b,(v;) .

Vamos a simplificar la bisqueda suponiendo que las pujas sean de tipo
lineal, es decir, de la forma b,(v,) = a, + ¢;v, (esta simplificacién no es tal, ya que
se puede demostrar que es la mejor solucién). Dado que ambas distribuciones
son independientes y uniformes en [0,1], se tiene que Pr v, = v, =0,y por lo

tanto, de considerar las pujas funciones lineales de la valoracion, se deduce de
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forma inmediata que Pr b, =b,(v;) =0. De modo que el problema a resolver
queda reducido a H,}f}f((vi —b)Pr b, >a; +c,

Por otra parte, la probabilidad que aparece se puede obtener como

b —a, b, —a,
Pr b >a, +cv, = Pr[’ui <———==——" sib, >a,, 6 cero en otro caso.
i TG . - .

J

b —a,

i J

Por lo tanto el problema resulta rrbl‘%x(q —b,)
i~ C.

Derivando e igualando a cero para obtener las condiciones de primer orden,
b, —a, LY —b _ —2b, +a; + v,

i

se tiene — =0, de donde se deduce que la

¢ ¢ ¢
(v, +a,)/2 siv, >a
solucién es b,(v,) = , . Analicemos el resultado:
a, s1v; < a,
e Si 0<a; <1: entonces la puja no serfa lineal, lo que va en contra de
la hipétesis de partida
e Si a; >1: entonces la puja serfa mayor que la valoracién, lo que serfa
absurdo (pagar por algo mas de lo que se valora)
e Si a; <0: entonces siempre se tiene el primer caso, con lo que la puja
v, +a,

serfa de la forma b,(v,) = 5 ~ . es decir, los valores serfan ¢, =1/2

ya =a;/2.

Como también se tiene el mismo razonamiento para el otro jugador, se tiene
¢;=1/2y a;, =a, /2, de modo que, para que haya solucién, necesariamente ha
de darse a;, =a; =0, con lo que la estrategia éptima para cada jugador es dar
b(v,)=wv,/2. Es decir, cada uno deberfa pujar por la mitad de la valoracién
personal, de modo que se llevard el bien quien mds lo valore, pagando por él la
mitad del valor que le da.

El campo de aplicaciéon de estos juegos es amplio, y los desarrollos asociados
a la bisqueda de equilibrios bayesianos en juegos estaticos y dindmicos también
(especialmente relevante es el principio de revelacion). En particular, las
subastas en que se desconoce al menos en parte la funcién de utilidad de los
demads participantes, son unas de las aplicaciones méas importantes de este tipo
de juegos. Sin embargo, dado el cardcter introductorio de este curso no se van a
presentar estos desarrollos.

1.4.5 Juegos cooperativos: las coaliciones

En muchos casos de competencia hay mas de dos competidores, y ademas la
posibilidad de cooperar entre ellos. En estos juegos la solucién pasa por analizar
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las posibles coaliciones que pueden plantearse. Sin embargo, lo que se
considerard solucién del juego no es fundamentalmente la coalicion que se
planteard, sino el pago que recibird cada uno de los jugadores. Una coalicién es
un subconjunto de jugadores.

I.4.5.1 Caracterizacién de un juego n-personal: la funcién caracteristica.

Sea N = 1,2,...,n el conjunto de jugadores. Un juego de n personas se
especifica con la funcién caracteristica de ese juego:

La funcion caracteristica v de un juego indica para cada subconjunto
S C N la cantidad v(S) que los miembros de S pueden estar seguros de recibir
si actian unidos formando una coalicién, es decir, sin ayuda de ninguno de los
jugadores de fuera de la coalicién.

Para que una funcién sea funcién caracteristica de un juego ha de cumplir la
propiedad de la superaditividad: para todo par de conjuntos A y B tales que
AN B =, es decir, que no tengan jugadores en comtin, ha de cumplirse que
(AU B) > v(A) +v(B). Bésicamente, quiere decir que si los jugadores se
agrupan pueden conseguir al menos lo mismo que sin agrupar, ya que en el peor
de los casos, la coalicién siempre tiene la opcién de actuar por separado,
recibiendo la cantidad v(A) + v(B), luego al menos puede alcanzar ese valor.

Ejemplo 1. Supéngase que un farmacéutico inventa un farmaco nuevo pero
no puede fabricarlo él solo. Puede vender su férmula a la empresa 2 o a la 3. La
empresa afortunada compartird 1 millén de euros con el inventor.

Si el jugador 1 es el inventor, el 2 la empresa 2 y el 3 la empresa 3, la
funcién caracteristica del juego es:

o )=v(l)=v2)=v3)=v23)=0
o( 1,2 ) =0 1,3 )=12( 1,2,3 )= 1000000

Ejemplo 2. Supéngase que el jugador 1 es el propietario de un terreno que
valora en 100000€. El jugador 2 es una promotora que puede urbanizar el
terreno dandole un valor de 200000€ y el jugador 3 otra promotora que puede
urbanizar dando un valor de 300000€. La funcién caracteristica del juego seria

v =v 2 =v 3 =wv 2,3 =0 wo» 1 =100000
v 1,2 =200000 v 1,3 =300000 w» 1,2,3 = 300000

Ejemplo 3. Supongamos que tres tipos de aviones usan un aeropuerto. El
avién de tipo 1 necesita 100 metros de pista, el tipo 2 150 y el tipo 3 400
metros. Supongamos que el coste de mantenimiento de la pista es proporcional a
la longitud de ésta. Como a ese aeropuerto llegan aviones de tipo 3 la longitud
de la pista ha de ser de 400 metros. Supongamos por simplificar que al
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aeropuerto llegan por dia uno de cada uno de esos aviones. El objetivo es decidir
qué parte del coste de mantenimiento corresponde a cada avién. Esta situacién
puede representarse como un juego con la siguiente funcién caracteristica, donde
se anota como ganancia negativa el coste para que se cumpla la propiedad de la

superaditividad,
v =0 v 1 =-100 v 2 =-150 v 3 =-400 v 1,2 =-150
v 1,3 =-400 v 2,3 =-400 v 12,3 =-400

1.4.5.2 Una caracterizacion de las soluciones: las imputaciones

Hay muchos criterios acerca de cémo caracterizar la solucién para juegos con
n personas, es decir, de cémo expresar las soluciones. Una forma de hacerlo, que
serd la que vamos a manejar en esta introduccién, es indicar el pago que recibira
cada jugador con esa solucién. Sin embargo, no cualquier vector de pagos se
considera que puede ser una solucién razonable de un juego. Asi las posibles
soluciones de un juego reciben el nombre de imputaciones y han de cumplir
determinadas condiciones:

Un vector de pagos x = (x,,...,2,) es una imputacion si verifica

v(N) = in (Racionalidad del grupo)
i=1

T, >v 4 Vie N (Racionalidad individual)
La primera ecuacién dice que cualquier vector razonable de pagos ha de dar
a todos los jugadores una cantidad que sea igual a la lograda por la
supercoaliciéon de todos los jugadores juntos. El segundo bloque dice que ha de
dar a cada uno al menos lo que lograria él solo.
Asi para el ejemplo 1 de la secciéon anterior, el del inventor, una imputacion
ha de cumplir

z, + z, + z; = 1000000
>0 x>0 z,>0
Para el ejemplo 2, el del terreno, serfa
z, + z, + z, = 300000
zr, >100000 2, >0 =z, >0
y para el ejemplo 3, el del aeropuerto, serfa
r, +z, +z, = —400
r, >—100 =z, >—150 =z, > —400
Cualquier concepto de solucién para juegos de n personas consiste en escoger
un subconjunto del conjunto de imputaciones. Sin embargo, no existe un tnico
criterio acerca de cémo ha de seleccionarse ese subconjunto. A continuacién, se
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muestran dos conceptos de solucién, es decir, dos criterios diferentes con
diferentes condiciones que han de cumplir las imputaciones para ser una
solucién.

1.4.5.3 Un concepto de solucién de un juego: El niicleo

Para saber lo que es el nicleo de un juego n-personal antes hay que entender
el concepto de dominacién entre imputaciones. Dadas dos imputaciones
x=(x,..,x,) € y=(y,...,y,), se dice que y domina a x a través de una
coalicién S, y se denota por y >° =z, si

Zyz <(S)
€S

y, >z, Viel

Béasicamente, se estd diciendo con la primera desigualdad que los valores de
la imputaciéon que domina a la otra sean alcanzables por los miembros de la
coalicién, y con la segunda que los jugadores de la coalicién siempre preferirdn
la imputaciéon y ala z.

Con esta tiltima consideracién, las imputaciones dominadas no deberian ser
consideradas como solucién posible al juego, ya que los jugadores de la coalicién
pueden rechazar los pagos ofrecidos por tales imputaciones y reforzar su rechazo
alidndose entre si, ya que con seguridad juntos pueden lograr la cantidad o(S).
Los creadores de la teorfa de juegos, Von Neumann y Morgenstern, decfan que
un concepto razonable de solucién de un juego es el conjunto de todas las
imputaciones no dominadas.

El nicleo de un juego n-personal se define como el conjunto de todas las
imputaciones no dominadas.

Otra cuestiéon es cémo obtener el nicleo. El siguiente teorema resuelve este
problema.

Teorema: Una imputacién z = (z,,...,z,) pertenece al nicleo de un juego de n-
personas si y sélo si para todo subconjunto S C N, se verifica

>z, > 0(S)

€S
El teorema viene a decir que una imputacion es del nicleo si y sélo si para

todas las coaliciones los pagos recibidos por los miembros de la coalicién son al
menos tan grandes como los que pueden recibir si se unen.
Veamos cuél es el nicleo en los tres ejemplos que estamos manejando:
1. En el juego del inventor las imputaciones tenfan que cumplir unas
condiciones, si le anadimos las condiciones del teorema, las imputaciones
del nicleo han de cumplir el sistema de desigualdades siguiente:
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z, +x, + z; = 1000000 =z, + x, > 1000000
z, >0 z2,>0 x>0 =z 4+ z; >1000000
T, +x, >0
Este sistema sélo tiene una solucién que serd el nicleo del juego que es
x = (1000000,0,0), es decir, el inventor debe recibir el millén de euros.
Asi el nicleo subraya la importancia del jugador 1, es decir, del inventor.
2. En el juego del propietario del terreno, las condiciones de imputacién
junto con las del nicleo dan el siguiente sistema

z, + z, + x; = 300000 r, + z, > 200000
r, >100000 =z, >0 z,>0 z +x, > 300000
z, +wx, >0

Las soluciones de este sistema han de cumplir z, =0, z, + 2z, = 300000 y
x, > 200000, es decir, la solucién es que el jugador 3, pague al jugador 1,
el propietario, una cantidad =z, entre 200000 y 300000 euros por su
terreno, siendo su pago 300000 — z,. La promotora 2 se queda fuera.

3. En el juego del aeropuerto, las condiciones de imputacién junto con las
del nicleo plantean el siguiente sistema

z, +z, +z, = —400 z, +z, > —150
r, >—100 =z, >—-150 =z, >—400 z, +z; > —400
T, + z, > —400

Las soluciones de este sistema, o mejor en términos del juego original, las
soluciones del juego son miiltiples, pero han de cumplir, que el avién tipo
1 pague entre 0 y 100, el de tipo 2 entre 0 y 150 pero entre ambos no
pagan més de 150, y el de tipo 3 pagara el resto, que puede ir entre 250 y
los 400 totales, dependiendo de los valores anteriores. Asf pues, para este
juego el nicleo es bastante amplio, aunque queda claro en qué margenes
de pago se mueve cada uno.

1.4.5.4 Un concepto de solucién de un juego: El valor Shapley

El concepto de niicleo como soluciéon de un juego, ya se ha visto que en
algunas ocasiones como en el ejemplo 1 le da todo el beneficio al jugador 1, al
inventor, y en otras, como el ejemplo 3, da una solucién demasiado amplia. El
valor Shapley que se presenta en esta seccién, pretende dar soluciones mas
equitativas que las del niicleo, y méds concretas.

Para cualquier funcién caracteristica, Shapley demostré que existe un tinico
vector de pagos que satisface los siguientes axiomas:
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Axioma 1: Si los jugadores recibieran otros nombres se intercambiarfan los
pagos. Por ejemplo, si es un juego de 3 personas y el valor de Shapley fuera
el vector de pagos (1,2,3), si intercambiamos el orden de los jugadores y el
primero pasa a ser el tercero y viceversa, entonces el valor de Shapley seria
(3,2,1).

Axioma 2: Zx, = v(N). Es la racionalidad de grupo.
i=1

Axioma 3: Si existe un jugador 7 tal que v(SU i )=0(S) VS C N, entonces
el valor de Shapley asigna x; = 0. Es decir, si el jugador no agrega valor a
coalicién alguna, entonces recibe un pago de cero en el valor de Shapley.

Axioma 4: Sean v y v las funciones caracteristicas de dos juegos diferentes pero
con jugadores idénticos. Se define el juego suma (v +_) como el juego cuya
funcién caracteristica es la suma de ambas, es decir, (v + v)(S) = v(S) + v(S).
El axioma dice que si z es el valor Shapley para el juego v, e y es el valor
Shapley para el juego v, entonces el valor Shapley para el juego (v+7) es el

vector z + vy .

El siguiente resultado enunciado por Shapley asegura la existencia de un
lnico vector con estas caracteristicas, y permite hallarlo.

Teorema: Dado cualquier juego n-personal con funcién caracteristica v, existe
un udnico vector de pagos z = (z,,...,7,) que satisface los axiomas 1 a 4. El pago
del #-ésimo jugador viene dado por la expresion

z= Y. p(S) v(SU i)—v(S) siendo p,(S)= card(S)!(n — card(S) —1)!

S tal que iZS n !

La interpretacién de esta ecuacién es la siguiente: supongamos que los
jugadores llegan en un orden aleatorio, entonces cualquiera de las permutaciones

1
tiene una probabilidad — de ocurrir; supongamos que cuando llega el jugador ¢
n!

forma una coalicién con los jugadores presentes, entonces aportaria una
cantidad v(SU ¢ ) —v(S) a la coalicién; la probabilidad de que cuando llegue
ya estén presentes los jugadores de la coalicién es p (5); asf el pago del jugador
1 debe ser la cantidad esperada con la que contribuye el jugador cuando llega.

El valor Shapley se puede utilizar como una medida del poder de cada
jugador. Por ejemplo, el Consejo de Seguridad de las Naciones Unidas consta de
5 miembros permanentes con derecho a veto, y 10 miembros no permanentes.
Para que una resolucién sea aprobada ha de recibir al menos 9 votos
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(incluyendo a todos los permanentes por el derecho a veto). La funcién
caracteristica del juego puede definirse asignando valor 1 a cada coalicién que
pueda aprobar una resolucién y 0 a las demés. Es facil demostrar que el valor de
Shapley para este juego es 0.1963 para cada jugador permanente y 0.001865
para cada jugador no permanente, con lo que 5x0.1963=0.9815, es decir, el
98.15% del poder reside en los miembros permanentes.
En los ejemplos, el valor de Shapley serfa el siguiente:
1. En el juego del inventor seria:

T, = 2(0 —-0)+ 1(10()0000 —0)+ 1(1000000 —0)+ 2(1000000 _0) = 2000000
1 6 6 6

0 3
z, = %(0 —0)+ %(1000000 —0)+ %(0 —0)+ %(1000000 ~1000000) = 2200000
7y = %(0 —0)+ %(1000000 —0)+ é(o —0)+ %(1000000 ~1000000) = 2200000

Esta solucién presupone que las dos empresas llegan a un acuerdo, es decir,
que ninguna se queda fuera en la solucién, compartiendo la fabricacién del

invento, y repartiendo por lo tanto los beneficios.

Esta solucién es maés interesante para las empresas aunque menos para el
inventor que la del nicleo, aunque si las empresas pueden colaborar es més
equitativa, de modo que el beneficio no es sélo para el inventor. Asi mismo
puede ser interpretado como que el 66.66% del poder del juego lo tiene el
inventor y un 16.66% cada una de las empresas.

2. En el juego del propietario del terreno el valor Shapley es el siguiente:

2 = 2 (100000 — 0) + (200000 — 0) + 2 (300000 — 0) -+ 2 (300000 — 0) — 1300000
1 6 6 6

6
z, = %(0 —0)+ %(200000 — 100000) + é(o —0)+ %(300000 ~ 300000) = 220000
7, = %(0 —0)+ é(:&ooooo —100000) + %(0 —0)+ %(300000 — 200000) = 220000

Esta solucién también resulta md&s equitativa, presuponiendo que ambas
empresas pueden colaborar en la urbanizacién del terreno, compartiendo
parte de los beneficios junto con el propietario. El poder o participacién en el
valor final del propietario es del 72.22%, de la primera empresa 5.55% y de la
segunda empresa 22.22%.

3. Para el tercer ejemplo, el de decidir la participaciéon en los costes de cada
tipo de avién, el valor Shapley seria
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2 1 1 2 -200
5, = 2 (=100~ 0) + 2 (150 = (-150)) + = (~400 = (~400)) + = (400 - (~400)) = =2
z, = %(—150 _0)+ %(—150 —(~100)) + é(—4oo — (~400)) + %(—400 _ (~400)) = =20

2 1 1 2 —1850
7, = (400 - 0+ £ (~400 - (~100)) + £ (400 ~ (~150)) + 2 (400 = (~150)) = -

Asi, la participacion en el coste de mantenimiento de la pista deberia ser que
el avion tipo 1 pague 33.33, el avién tipo 2 58.33 y el avién tipo 3 308.33.
Bésicamente, este reparto lo que dice es que los primeros 100 metros los
pagan entre todos los usuarios, es decir, un tercio cada uno (33.33); los
siguientes 50 metros son pagados por los usuarios, es decir, por los aviones
tipo 2 y tipo 3, de modo que cada uno para 25; y los siguientes 250 se pagan
por el tinico usuario que es el avién tipo 3. Asi, es fécil extrapolar y se puede
comprobar que este criterio de reparto de costes es el que deberia aplicarse

incluso aunque no fuera un avién de cada tipo.
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1.6 Biblioteca de problemas

PROBLEMA 1

El vendedor de periédicos Chema Pamundi vende en la esquina de la
Avenida de Roquetas y la Avenida de Aletas de la Frontera, y cada dia debe
determinar cudntos periddicos pedir. Chema compra a 100 céntimos de euro
cada periédico y lo vende a 125. Los periédicos que no vende al final del dia no
tienen valor. Chema sabe que cada dia puede vender entre 6 y 10 periédicos,
siendo igual cada probabilidad. Dar la decisién éptima segiin cada uno de los
criterios.

PROBLEMA 2

Una compania ha disenado un nuevo circuito integrado que le permitird
entrar en el mercado de los microordenadores si asi lo desea. En otro caso,
puede vender sus derechos por 80 millones. Si elige construir ordenadores, la
rentabilidad de este proyecto depende de la habilidad de la compania para
comercializarlas durante el primer ano. Tiene suficiente acceso a los
distribuidores para asegurar la venta de 1000 ordenadores. Por otro lado, si
tiene éxito puede llegar a vender hasta 10000 méquinas. La compania piensa que
ambas alternativas de venta son igualmente probables y que cualquier otra
puede ignorarse. El coste de instalar la linea de produccién es de 60 millones. La
diferencia entre el precio de venta y el coste de cada ordenador es de 60000
euros. Determinar segin los diferentes criterios cudl es la decisién éptima.

Supdéngase ahora que se puede realizar un estudio de mercado a un coste de
40 millones para predecir cudl de los dos niveles de demanda es més probable
que se dé. La experiencia indica que esta investigacion de mercado es correcta
dos tercios de las veces. Determinar la politica 6ptima a seguir, seguin el criterio
del valor medio.

PROBLEMA 3

Colaco tiene en la actualidad activos de 15 millones de euros y desea decidir
si vende o no un refresco con sabor a chocolate, la Chocola. Colaco tiene tres
opciones: 1) Probar en forma local el mercado de Chocola y, a continuacién,
usar los resultados del estudio de mercado para decidir si vende la Chocola a
nivel nacional o no. 2) Directamente vender la Chocola a nivel nacional. 3)
Decidir directamente no vender la Chocola.

A falta de un estudio de mercado, Colaco cree que Chocola tiene un 55% de
posibilidades de éxito nacional, y 45% de fracaso absoluto. Si es un éxito
nacional, el beneficio serd de 30 millones y si es un fracaso, se perderan 10.
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Si Colaco decide hacer el estudio previo a un coste de 3 millones, hay un
60% de posibilidades de que sea un éxito local y un 40% de fracaso local. Si
obtiene éxito local hay un 85% de posibilidades de que Chocola sea éxito
nacional. Si se obtiene un fracaso local hay sé6lo un 10% de que Chocola sea
éxito nacional. Si Chocola es neutral respecto a riesgos, ;qué estrategia debe
seguir? ;Y si Colaco valora sus ganancias de forma no lineal asignando las
siguientes  utilidades: u(45 millones)=1, u(42 millones)=.99, u(22.6
millones)=.6649, u(15 millones)=.48, u(12 millones)=.40, u(5 millones)=.19 y
u(2 millones)=0?

PROBLEMA 4
Una compania es duena de unos terrenos en los que puede haber petrdleo.

Un gedlogo consultor ha informado a la gerencia que piensa que existe una

posibilidad de 1 entre 4 de encontrar petréleo. Debido a esta posibilidad, otra

compania petrolera ha ofrecido comprar las tierras por 9 millones de euros. Sin
embargo, la compania estd considerando conservarla para perforar ella misma.

Si encuentra petréleo, espera ganar aproximadamente 70 millones, pero perderd

10 si el pozo estd seco.

1. Dar la decisién 6ptima segin los distintos criterios de decisién. Para el
criterio de Hurwicz determinar el grado de optimismo que separa cada una
de las decisiones. ;Cudl darfas como solucién si sabes que la empresa estd
operando con poco capital y la pérdida de 10 millones resulta importante?

2. A la empresa, se le ofrece una opcién anterior a tomar una decisién que
consiste en llevar a cabo una exploracién sismica detallada en el &rea para
obtener una mejor estimaciéon de la probabilidad de encontrar petréleo, y
cuyo coste es de 3 millones. Se sabe que éste sondeo cuando hay petréleo lo
predice correctamente seis de cada 10 veces, mientras que si no lo hay,
acierta 8 de cada 10.

Dar la politica éptima de estas decisiones, y dar el beneficio esperado de esa
politica.

3. Dado que hay problemas de capital, se observa que la pérdida de 10
millones, y otros 3 si se encargoé el sondeo previo, puede resultar muy grave
para la empresa. Por ello se plantea la posibilidad de sustituir los
beneficios/costes reales por utilidades de éstos. El duefio de la compania da
la siguiente tabla de utilidades:

Beneficio | -13 | -10 |6 1 9 67 | 70
Utilidad -15 1 -10.5 |16 |9 | 58 | 60

Replantear el problema con estas decisiones.
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4. Antes de llevar a cabo la politica de decisiones, la empresa es vendida a un
empresario con mayor aversién al riesgo que plantea una nueva tabla de
utilidades:

Beneficio |-13 -10 6 9 67 70
Utilidad -20 -13 6 9 44 45

..Cual serd la decisién del nuevo dueno?

PROBLEMA 5

Hay dos restaurantes en competencia que tratan de determinar sus
presupuestos de propaganda para el proximo ano. Las ventas combinadas de los
dos son de 240 millones de euros y pueden gastar 6 o 10 millones de euros en
propaganda. Si uno de ellos gasta méas que el otro, tendra ventas de 190 millones
de euros. Sin ambas empresas gastan lo mismo en propaganda, tendrdn las
mismas ventas. Cada 10 euros de venta les produce 1 de ganancia. Si cada
restaurante busca maximizar la ganancia menos el gasto en propaganda, dar un
punto de equilibrio para este juego y comentar la solucion.

PROBLEMA 6

Estados Unidos y la Ex-Unién Soviética “estaban” enzarzados en la carrera
armamentistica. Supéngase que en un determinado momento cada nacién tenfa
dos estrategias posibles: construir un nuevo misil o no hacerlo. El coste de
construccién es de 10 unidades, y si una nacién lo crea y la otra no, la que lo
crea “recibe 20 unidades” y la que no lo crea “paga 100 unidades”. Identificar
un punto de equilibrio para este juego.

PROBLEMA 7

Una empresa electrénica japonesa y una americana del mismo ramo estdn
pensando disenar un superconductor. Si ambas companfas trabajan en el
superconductor tendrén que compartir el mercado y cada compania
perder 10.000 millones de euros. Si s6lo una trabaja en el superconductor, dicha
empresa ganard 100.000 millones de euros. Desde luego, si ninguna trabaja en
ello las ganancias de cada una serdan de 0 euros. ;Tiene algin punto de
equilibrio este juego?

Supdngase ahora que el gobierno japonés ofrece a la empresa japonesa una
subvencién de 15.000 millones para crear el superconductor. ;Tiene algin punto
de equilibrio el juego?

PROBLEMA 8
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En el horario de 8 a 9 p.m., dos cadenas televisivas compiten por la
audiencia de 10 millones de espectadores. Las cadenas deben anunciar de forma
simultdnea el espectdculo que se emitird en ese horario. Las elecciones posibles
de cada cadena y el nimero de televidentes de la cadena 1, en cientos de miles,
aparece en la siguiente tabla. Dar el valor del juego y las estrategias 6ptimas.

Cadena 2
Cadena 1 Pelicula del Oeste Telenovela Comedia
Pelicula del Oeste 35 15 60
Telenovela 45 58 50
Comedia 38 14 70

PROBLEMA 9

Mad Max desea viajar de Nueva York a Dallas por la ruta més corta posible.
Puede viajar por las rutas que aparecen en la siguiente tabla.
Desafortunadamente, la Bruja Maldita puede bloquear una carretera que salga
de Atlanta y una que salga de Nashville. Mad Max no sabra qué carreteras han
sido bloqueadas hasta que llegue a Atlanta o a Nashville. ;Debe ir Mad Max a
Atlanta o a Nashville? ;Qué rutas debe bloquear la Bruja Maldita?

Ruta Longitud (km)
Nueva York -- Atlanta 800
Nueva York -- Nashville 900
Nashville -- St. Louis 400
Nashville -- Nueva Orleans 200
Atlanta -- St. Louis 300
Atlanta -- Nueva Orleans 600
St. Louis -- Dallas 500
Nueva Orleans -- Dallas 300

PROBLEMA 10

Dos empresas competidoras deben determinar de forma simultdnea cudnto
fabricar de un producto. La ganancia total de las dos empresas es siempre 1
millén de euros. Si la capacidad de produccion de la empresa 1 es baja y la de la
empresa 2 también, la utilidad de la empresa 1 serd de 500 mil euros. Si la
produccion de la empresa 1 es baja y la de 2 es alta, las ganancias de la empresa
1 serdn 400 mil euros. Si el nivel de producciéon de ambas empresas es alto la
utilidad de la empresa 1 es de 600 mil euros, pero si la de 1 es alta y la de 2 es
baja, la utilidad para la empresa 1 es de 300 mil euros. Determinar el valor y las
estrategias 6ptimas para ese juego.
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PROBLEMA 11

El sindicato y la gerencia de una compania negocian el nuevo contrato
colectivo. Por ahora las negociaciones estdn congeladas, pues la gerencia hace
una oferta “final” de un aumento salarial de 110 centieuros por hora y el
sindicato hace una demanda “final” de 160 centieuros por hora. Ambas partes
han acordado que un &rbitro imparcial establezca el aumento en alguna
cantidad entre 110 y 160 centieuros por hora (inclusive).

El arbitraje ha pedido a cada lado que le presente una propuesta confidencial
de un aumento salarial econémicamente razonable y justo (redondeando de 10
en 10 centieuros). Por experiencias anteriores, ambas partes saben que el
arbitraje casi siempre acepta la propuesta del lado que més cede respecto a su
cantidad “final”. Si ningin lado cambia su cantidad final o si ambos ceden en la
misma cantidad, el arbitraje suele establecer una cifra a la mitad (135 en este
caso).

Ahora cada parte necesita determinar qué aumento proponer para obtener
un beneficio méximo. Formular este problema como un juego de suma nula y
resolverlo.

PROBLEMA 12

Un total de 90.000 clientes acuden a los supermercados Superbarato y El
Chollo. Para animar a los clientes a entrar, cada almacén regala un articulo.
Cada semana, el articulo de regalo se anuncia en el periédico del lunes.
Naturalmente, ninguno de los almacenes conoce qué articulo va a regalar el otro
esa semana. Superbarato estd pensando dar una caja de bebidas o 2 litros de
leche. El Chollo estd pensando regalar un paquete de mantequilla o 2 litros de
zumo de naranja. Para cada eleccion de articulos, el nimero de clientes que
entrardn al almacén Superbarato durante esa semana aparece en la siguiente
tabla. Cada almacén desea elevar al mdximo su nimero esperado de clientes
durante esa semana. Determinar una estrategia éptima para cada supermercado
y el valor del juego.

El Chollo
Mantequilla | Zumo de naranja
Superbarato | Bebidas 40000 50000
Leche 60000 30000

PROBLEMA 13
La dulce, fragil y rubia Caperucita lleva diariamente a su abuelita una bolsa
de 50 pastelillos, ya que la pobre estd enferma, es de suponer que de diabetes, de
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tanto pastelito. Pero en el camino puede encontrarse con “El Lobo”, apodo con
que es conocido cierto individuo, feroz devorador de pastelitos y tortilla de
patatas, que se dedica a quitar pastelitos a las mocosas de 10 a 30 anos que se
adentran en el bosque.

Para evitar tan indeseado encuentro Caperucita puede ir por un sendero
llano o cruzando montes, y si asi lo desea, puede hacerse acompanar por su
novio, por una u otra ruta.

“El Lobo” puede hacer lo mismo (lo del sendero o el monte, no lo del novio)
y puede ir a pie o en bicicleta (arriesgando los dientes si va por el monte). La
cantidad de pastelillos que “El Lobo” puede llegar a capturar en las diversas
situaciones posibles, se refleja en la tabla siguiente. La cantidad negativa que
aparece se debe a que el novio de Caperucita, si bien un poco distraidillo, es una
mala bestia de 120 kilos que parte pinones con los biceps y que en esas
circunstancias logra agarrar a “El Lobo” para después de convertirlo en “La
Oveja” mediante una soberana paliza, aligerarle de lo que lleva en la mochila.

Caperucita
“El Lobo” Sola por Sola por monte | Con novio por | Con novio por
sendero sendero monte
En bici por 10 0 ) 0
sendero
En bici por 0 5 0 40
monte
A pie por 30 0 -20 0
sendero
A pie por 0 15 0 50
monte

., Cémo tienen que elegir sus rutas Caperucita y “El Lobo” para sacar el
mayor partido de sus encuentros desde el punto de vista de tener la mayor

cantidad de pastelitos? ;Cudntos dulces por encuentro espera conseguir “El
Lobo”?

PROBLEMA 14

Dos companfas comparten el grueso del mercado para cierto tipo de
producto. Cada una estd haciendo nuevos planes de comercializacién para el
préximo ano con la intencién de arrebatar parte de las ventas a la otra
compania (las ventas son mds o menos fijas, asi que se puede suponer que sélo
se incrementan para una si disminuyen las de la otra). Cada una considera tres
opciones: 1) un mejor empaquetado del producto, 2) un aumento en publicidad,
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3) una pequena reduccién en el precio. Los costes de las tres opciones son
comparables y lo suficientemente grandes como para que cada compania elija
s6lo una. El efecto estimado de cada combinacién de alternativas sobre el
aumento en el porcentaje de las ventas para la compania 1 serfa del 4% si
ambas companias eligen la primera opcién; del 3% si la compania 2 elige la
primera opcién y la compania 1 la tercera, o la compania 2 elige la tercera y la
compania 1 la segunda opcién; del 2% si la compania 2 elige la segunda opcién y
la compafifa 1 la primera o tercera opcion; perderia un 2% si ambas eligen la
tercera opcion, y perderia un 3% si la compafifa 2 elige su tercera opcién y la
companfa 1 su primera opciéon. En el resto de posibilidades los porcentajes del
mercado no varfan respecto a los actuales.

1. Plantear y resolver el juego matricial que se plantea para obtener las
estrategias que deben seguir ambas companias y la variacién del porcentaje
en las ventas que esperard cada compania en caso de seguir esas estrategias.

2. Demostrar que el planteamiento de obtencién de la estrategia 6ptima de la
companfa | y el de la compania 2 son problemas duales.

PROBLEMA 15

Dos jugadores deciden jugar al siguiente juego: el jugador 1 escribe un
nimero entero entre 1 y 20 en una hoja de papel. Sin mostrar el papel al
jugador 2, le dice lo que ha escrito. El jugador 1 puede mentir o decir la verdad.
Entonces el jugador 2 debe adivinar si el jugador 1 ha dicho la verdad o no. Si
descubre que es mentira el jugador 1 paga al jugador 2 mil euros. Si la
acusacién de mentir es falsa, el jugador 2 paga al 1 quinientas. Si el jugador 1
dice la verdad y el jugador 2 lo acierta, entonces el jugador 1 paga cien al
jugador 2. Si el jugador 1 miente y el jugador 2 no lo adivina, entonces el
jugador 2 paga quinientas al jugador 1.

1. Definir cudl es la estrategia de solucién de un problema de este tipo
Determinar las estrategias de cada jugador, la matriz de pagos, el punto o
puntos de equilibrio (si existen), el valor del juego (si existe), la estrategia
6ptima de cada jugador.

PROBLEMA 16

La empresa HeladoSA desea lanzar un nuevo producto al que permita
introducirle en nuevos mercados. En la siguiente tabla se muestra los beneficios
(o pérdidas en su caso) esperados de los tres productos candidatos dependiendo
del impacto de la campana publicitaria.
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Alto Impacto | Impacto Medio | Bajo Impacto
Chocolight 25 10 15
Chocochufa 15 15 15
Chocodisco 20 10 -10

Determine qué producto sacarfa al mercado si aplica el criterio de Savage, el
de Wald y el de Hurwicz (para los distintos valores de «).

PROBLEMA 17

Dos aerolineas, AC y AP, se disputan el transporte aéreo de pasajeros,
siendo un total de 40.000 pasajeros diarios. Las dos aerolineas tienen varias
opciones; la aerolinea AC puede poner vuelos en todo el territorio, en el centro y
norte, o sélo en el norte. La aerolinea AP puede poner vuelos en todo el
territorio o sélo en centro y sur. Los pasajeros que captaria la aerolinea AC
seglin las estrategias a seguir se estiman asf:

Aerolinea AP
Todo territ. | Centro y Sur

Todo territ. 15000 25000
Aerolinea AC Norte 15000 20000
Centro y Norte 20000 25000

1. Dar las estrategias 6ptimas y el valor del juego, e interpretarlos.
Ahora se le ofrece una nueva opcién a la aerolinea AP, de modo que si ella
implanta esta nueva opcién y la aerolinea AC pone vuelos en todo el
territorio, AC tendria 20.000 pasajeros; si AC pone vuelos sélo en el Norte,
lograrfa 25.000 pasajeros, y si pone vuelos en Centro y Norte, lograria 18.000
pasajeros. jCudl serfa la nueva solucién incluyendo ahora esta nueva
estrategia de AP?

PROBLEMA 18

Hay un concurso de television que funciona como sigue: primero se me
pregunta algo acerca de Stupid Videos. Si contesto bien gano 10000 euros. Creo
tener una probabilidad de 0.8 de contestar bien esa pregunta. Si la contesto mal,
se acab6 y no gano nada. Si contesto bien me puedo quedar las 10000 euros o
proseguir el juego y contestar alguna pregunta de Stupid TV Shows. Si contesto
bien gano otras 30000 euros, pero si contesto mal pierdo lo anterior. Creo poder
responder bien con una probabilidad de 0.6. Si la contesto bien, puedo irme con
mi ganancia o proseguir y responder a una pregunta de Estadistica. Si la
contesto bien gano otras 50000 euros, pero si contesto mal pierdo todo lo
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anterior. La probabilidad de acertar esta pregunta es de 0.4. ;Cémo puedo
maximizar mi ganancia esperada y cudl es esta ganancia? Usar resultados de
decisién.

PROBLEMA 19

Una empresa de suministros, “Sumis, S.A.” desea analizar varias opciones de
expansion de la empresa, fundamentalmente asociadas a su proceso productivo.
Por una parte, tiene la opcion de mejorar el material que estd utilizando
haciendo una fuerte inversién en investigaciéon sobre materiales, logrando un
mayor beneficio unitario posterior de los productos. Por otra parte, tiene la
opciéon de ampliar la capacidad de produccién haciendo una ampliacién de la
planta de produccién ya existente. Ademds tiene otra posibilidad para ampliar
la capacidad que consiste en abrir una nueva planta de produccién. El
presupuesto disponible no le permite abordar varias estrategias de expansién a
la vez, de modo que ha de elegir una de las alternativas.

Por otra parte, las consecuencias derivadas de cada una de las decisiones son
distintas segun sea la coyuntura que rodee al momento de la expansién. Asi,
pueden darse distintos escenarios de demanda de los suministros en funcién
fundamentalmente de lo que una empresa competidora, “Multi” pueda hacer. La
otra empresa puede construir una nueva fébrica en el pafs, construir una nueva
fabrica fuera del pais, o no aumentar su produccion.

Los beneficios que considera la empresa para cada una de sus opciones segin
se den las opciones de la otra empresa se recogen en la siguiente tabla, donde las
filas representan las opciones de la empresa “Sumis, S.A.” y los nimeros su

beneficio.
Nueva fabrica en Nueva fdbrica fuera de No hace
pafs pais nada
Nuevo 10 -1 10
material

Amplia planta 0 3 10
Nueva planta 5 -2 6
No hace nada -15 2 5

a) ;Qué aconsejarias a la empresa “Sumis, S.A.” hacer si las estrategias de la
otra empresa son conocidas pero se desconoce absolutamente la valoracion
que esta empresa puede hacer de ellas, ya que ademé&s opera en otros
mercados? ;Cambiarfas la opinién si supieras que las probabilidades de que
la otra empresa lleve a cabo cada una de sus estrategias son de 0.1, 0.8 y 0.1,
respectivamente? Justificar.
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b) ;Cuél seria la decisién si la tabla refleja las valoraciones de ambas empresas
vy no sélo la que hace “Sumis, S.A.”? Justificar.

c) Supédngase que siendo la tabla las valoraciones que hacen ambas empresas,
en realidad estdn en juego una serie de contratos futuros cuya cantidad
asciende a 10 millones de euros, y que los valores reflejados en la tabla son
los que recibiria la empresa “Sumis, S.A.” en millones de euros, y el resto
serfa para la empresa “Multi”. Por otra parte, la administracién considera
que las nueva inversiones en el pafs las va a subvencionar con 6 millones por
la apertura de una nueva fdbrica, y con 2 millones la inversién en nuevas
tecnologfas. ;Cudl serfa la solucién? ;Y si las subvenciones son de 2 millones
por la apertura de una nueva fabrica y de 6 millones por la investigacién en
nuevas tecnologias?

PROBLEMA 20

Dado el planteamiento del ejemplo de Aranceles y Competencia Internacional
Imperfecta, resolver si el coste de producciéon de una empresa es doble que el de
la otra. Hacerlo si ademads el precio de venta es el doble en el pafs de produccién
ma4as caro.

PROBLEMA 21
Obtener las estrategias en equilibrio para el planteamiento del duopolio de
Cournot, pero con costes desiguales.

PROBLEMA 22

En un sistema de mercado, se dice que hay competencia perfecta si los jugadores
disponen de informacién completa, y ademdas ningin agente puede modificar los
precios por si mismo. Obviamente, el caso del duopolio de Cournot es un caso
de competencia no perfecta o imperfecta. Analizar las estrategias en equilibrio
en un planteamiento como el de Cournot, pero con n jugadores, y analizar cudl
seria el precio resultante si el valor de n tiende a infinito, que seria el caso de
competencia perfecta (que haya infinitos jugadores o que se pueda aproximar la
situacién a ésta).

PROBLEMA 23

Considérese un mercado en el que intervienen tres companfas. La demanda
solicitada a cada una de las companias resultard una funcién que depende de los
precios que determinen todas ellas. La relacién demanda-precio de cada
producto es:
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g, =max 0,10+ p,—p,
g, =max 0,10+ p,—p,
g, =max 0,20+ p, +p, —3p,

Los costes de producciéon vamos a considerar que son todos iguales a cero.

a) Si los precios se determinan a la vez mediante subasta, ;qué cantidad
deberd producir cada una? ;jqué precio pondrd cada una al producto?
.qué beneficio obtendra cada una? ;Cémo se modificaria la solucién si
fuera una unica empresa que controla las tres unidades de oferta y pueden
actuar conjuntamente?

b) Si los precios se determinan por las empresas haciendo piblico el nuevo
precio, siendo la empresa 1 la primera que anuncia, luego la 2, y por
iltimo la 3, jqué cantidad debera producir cada una? ;qué precio pondrs
cada una al producto?

c) .,Cudl seria una estrategia disparador si se repitiera el proceso
semanalmente?
d) Supéngase que pueden adoptar acuerdos entre ellas y repartir

posteriormente la cantidad ganada, ;qué cantidad deberia llevarse cada
una? jqué poder tienen en el mercado cada una de las empresas?

PROBLEMA 24

Dos empresas comparten el mercado de un cierto producto. Cada empresa tiene

que decidir qué cantidad va a producir de ese producto, teniendo en cuenta que

ambas tienen un coste de produccién de 10€ por unidad. El precio de venta

unitario del producto cambia segiin sea la oferta, siendo de 100€ menos la mitad

del total producido. Responder:

a) Si la empresa 1 sélo se plantea producir 50 unidades o producir 80
unidades, y la empresa 2 sélo se plantea producir 60 unidades o producir
80 unidades, ;cudl serd la cantidad que deberia producir cada una para
maximizar sus beneficios?

b) Si pueden elegir cualquier cantidad de produccién ;cudl serd la cantidad
6ptima que debe producir cada una de ellas?

PROBLEMA 25

El gestor de las lineas de ferrocarril de un pafs desea instalar un sistema de
seguridad en una nueva lfnea férrea en construccién. Para ello ha recibido la
oferta de 5 empresas. Cada una de las ofertas estd compuesta por tres partes: la
oferta técnica, la oferta econdémica y el plan de desarrollo. Cada oferta es
evaluada por expertos, y tras un andlisis en que se considera que la oferta de la
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Empresa 5 no es viable, y si las del resto, conceden una “puntuacién” en cada
una de las tres partes.

Se asigna una puntuaciéon a cada parte y empresa, desestimando la mejor y
la peor de las puntuaciones obtenidas, y haciendo la media de las otras. A
continuacién se muestra la tabla de puntuaciones asignadas:

Oferta técnica | Oferta econémica | Plan de desarrollo
Empresa 1 10 4 8
Empresa 2 6 9 5)
Empresa 3 8 6 7
Empresa 4 7 7 9

El gestor ha de decidir a la vista de las puntuaciones obtenidas, qué empresa
desarrollard el sistema. Suponiendo que las preferencias del gestor mantienen la
relacion lineal (es decir, una diferencia en un criterio de 10 a 8, es igual que de 8
a 6, por ejemplo), dar la opcién en tres supuestos:
a) Los pesos asignados a los tres criterios son 0.4, 0.35 y 0.25,
respectivamente
b) La matriz de comparacién entre criterios es:

O. Técnica | O. Econémica | P. Desarrollo
O. Técnica 1 3 5
O. Econémica|1/3 1 3
P. Desarrollo |1/5 1/3 1

c) Plantearlo con valoraciones propias de los criterios

PROBLEMA 26

La planificacién energética se ha venido realizando tradicionalmente, en funcién
de los costes del productor. Sin embargo, la asignacién de recursos en base a
este criterio no siempre es eficiente, ya que existen otros costes asociados a las
distintas opciones, que no aparecen reflejados en el coste de generacion.

Este es el caso de los costes medioambientales. La generacién eléctrica
conlleva unos impactos sobre el medio ambiente que, sin embargo, no son
tenidos en cuenta a la hora de asignar eficientemente los recursos, desde un
punto de vista social. Esta ineficiencia hace que la alteracién del medio se siga
produciendo, a pesar de la cada vez mayor sensibilizacién por parte de la
opinién publica, sin que las fuerzas del mercado sean capaces de impedirlo.
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Para evitar estas debilidades del mercado, es necesario introducir otros
criterios para la toma de decisiones econémicas. Una de las formas de hacerlo es
la aplicacion de la decisiéon multicriterio. Esta metodologia presenta la ventaja
de que no es necesario determinar un valor monetario para los impactos
medioambientales. Su desventaja, sin embargo, radica en que esta
heterogeneidad hace necesario analizar cada caso por separado, con la
complejidad analitica que ello supone, lo que serfa innecesario si todos los costes
estuvieran medidos en las mismas unidades.

En este caso se presenta una planificacién eléctrica muy simplificada, ya que
ha sido necesario hacer supuestos, no siempre evidentes, para reducir la
complejidad operativa. Esta simplificaciéon se debe a que el objetivo buscado es
simplemente mostrar cémo los resultados de una planificaciéon eléctrica
tradicional pueden verse alterados si se introducen otros criterios. La
introduccién de los costes medioambientales se ha hecho a través de una
variable asociada, como las emisiones de CO2, ya que estas emisiones son un
aspecto medioambiental de gran relevancia en la actualidad.

Se supone una demanda eléctrica anual de 150000 GWh, que puede ser
satisfecha mediante el empleo de las siguientes fuentes de energia: carboén,
energfa nuclear, gas natural, energia edlica, biomasa procedente de cultivos
energéticos, y energfa hidrdulica. El coste de generacién, asi como los costes
medioambientales producidos deben ser minimos.

Las posibilidades de utilizacién de cada una de las opciones estan
determinadas por el potencial existente, o por condicionantes de otro tipo, que
se detallan a continuacion:

- la energfa nuclear estd sujeta a una moratoria que impide la expansién de la
potencia instalada, con una produccién anual de 53000 GWh.

- respecto al gas natural, se supone una potencia méxima instalada de 1.835
MW, establecida por el Plan Energético Nacional. Suponiendo una
utilizacién de 7.000 h al ano, la produccién potencial serfa de 12.845 GWh.

- el potencial de la energia edlica en nuestro pafs ha sido evaluado en unos
2.000 MW, que, para una utilizacion media de 2.500 h, producirfa un
méximo de 5.000 GWh.

- los recursos de biomasa para produccién energética han sido estimados en 22
Mtep, que equivaldrian a unos 40000 GWh de produccién eléctrica.

- por tltimo, se supone un potencial hidraulico de 31.755 GWh.

Estos supuestos simplifican bastante la operaciéon del problema, aunque se
ajustan bastante a la realidad. En primer lugar, se considera que toda la
demanda debe ser satisfecha con estas opciones, sin tener en cuenta otras como
el fuel-oil, la energfa solar, la cogeneracién, etc. En segundo lugar, la
planificacion se va a realizar en base a la produccién, no a la potencia instalada.
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Para ello se consideran unas horas de utilizacién determinadas, lo que en légica,
deberia venir definido por la posterior optimizacién de los costes de generacioén,
ya que es a partir de ésta cuando debe calcularse el tiempo de funcionamiento, y
no antes. En cualquier caso, es de esperar que los supuestos no alteren
demasiado el cardcter ilustrativo de este ejercicio

Los costes de generacién que se van a utilizar son costes medios aproximados
de la generacién eléctrica en Espana, para una utilizacién normal durante el
ano, seguin la planificacién tradicional. En la tabla 1, aparecen los costes de
generacién, y emisiones de CO2 para las opciones consideradas. Para poder
referirlas a la produccion de electricidad, ambos vienen establecidos con relacién
al kWh generado. Hay que recordar que algunos costes son simplemente
estimaciones. El coste del carbén corresponde al carbén importado.

Tabla 1. Costes y emisiones de CO, de la generacién eléctrica

Fuentes de energia Coste (c€/kWh) Emisiones de CO, (g/kWh)
Carbén 5,85 1015

Nuclear 8,24 -

Gas natural 5,00 401

Edlica 9,00 -

Biomasa 12,00 -

Hidraulica 6,00 -

Las tecnologfas consideradas para estimar las emisiones son, para el carbon,
combustién con combustible pulverizado, para el gas natural, un ciclo
combinado, y para la biomasa, combustién en lecho fluidizado. En este ultimo
caso, aunque hay emisiones de CO2 en la combustién, las emisiones netas se
consideran nulas debido a la fijacién previa del CO2 por los cultivos energéticos
empleados para la produccién de electricidad.
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I.7 Resultados de la biblioteca de problemas

RESULTADO DEL PROBLEMA 1

Por el criterio del valor esperado, son indiferentes 6 y 7 periédicos, siendo el
beneficio esperado de 150 centieuros.

Por el criterio de Wald, se piden 6 periédicos.

Por el criterio de Savage, son indiferentes 6 y 7 periédicos siendo 100 la
pérdida.

Por el criterio de Hurwicz, para « < 0.8 se piden 6 periédicos y para
a > 0.8 se piden 10 periddicos.

RESULTADO DEL PROBLEMA 2

Por el criterio del valor esperado, se elige construir con un beneficio esperado
de 270 millones de euros.

Por el criterio de Wald, se venden los derechos.

Por el criterio de Savage, elige construir con una posible pérdida de 80
millones.

Por el criterio de Hurwicz, para « < 0.148 se venden los derechos y para
« > 0.148 se construyen ordenadores.

Si tiene la posibilidad de encargar el estudio, al fin decide no encargarlo e
invertir directamente, con el beneficio esperado de 270 millones.

RESULTADO DEL PROBLEMA 3

Colaco debe lanzar la nueva bebida a nivel nacional sin estudio local, siendo
la cantidad esperada al final de sus activos de 27 millones de euros.

Sin embargo, si emplea las utilidades, debe encargar el estudio local, y si
resulta un éxito local lanzarlo a nivel nacional, y si no, no lanzarlo. La utilidad
esperada en este caso es .6649.

RESULTADO DEL PROBLEMA 4

1. Por el criterio del valor esperado, debe perforar esperando ganar 10 millones.
Por el criterio de Wald, decide vender los terrenos.
Por el criterio de Savage, decide perforar siendo el coste de oportunidad de
19 millones.
Por el criterio de Hurwicz, para « <0.2375 vende los terrenos y para
« > 0.2375 decide perforar.

2. Decide hacer el sondeo previo y si resulta favorable perforar, y si no, vender,
esperando ganar 12.3 millones.
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3. Decide seguir la misma estrategia, aunque ahora su utilidad es de 10.65.
El nuevo dueno, decide vender recibiendo los 9 millones.

RESULTADO DEL PROBLEMA 5

Los dos restaurantes gastan el maximo en propaganda para defender su
cuota en las ventas (obviamente, si llegaran a un acuerdo les serfa mé&s rentable
a ambos, es la diferencia entre cooperar haciendo coaliciones y no intercambiar
informacion).

RESULTADO DEL PROBLEMA 6
Ambos deciden construir el misil, lo que provoca la escalada en la carrera de
armamento.

RESULTADO DEL PROBLEMA 7

No hay solucién, hay dos estrategias en equilibrio pero con diferentes pagos,
lo que hace que no sean solucién (las dos son que uno construya y otro no, con
pagos (0,100) o (100,0)). Sin embargo, si el gobierno japonés subvenciona a la
empresa de su pais, si hay solucién, Japén construye (lo que aumenta sus
exportaciones) y EEUU no.

RESULTADO DEL PROBLEMA 8

Hay un par de estrategias puras en equilibrio: la cadena 1 pone una
telenovela, y la 2 una pelicula del oeste. La primera cadena tendrd 4.5 millones
de espectadores, y la 2 tendrd 5.5 millones.

RESULTADO DEL PROBLEMA 9

Hay un par de estrategias puras en equilibrio: Mad Max va a Atlanta, y la
Bruja Maldita debe cortar de Atlanta a St. Louis y de Nashville a Nueva
Orleans. El valor del juego (distancia a recorrer por Mad Max) es 1700
kilémetros.

RESULTADO DEL PROBLEMA 10

La empresa 1 tiene como estrategia 6ptima (0.25,0.75) siendo la primera
opcién una produccién alta y la segunda baja. La segunda empresa, sin
embargo, tiene como estrategia (0.5,0.5). El valor del juego es, si fuera de suma
nula, 450, es decir, para la primera empresa de 450 mil euros y para la segunda
de 550 mil.

RESULTADO DEL PROBLEMA 11
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Como juego de suma nula considerar 135 (el punto medio) y para cada
cantidad que se fijarfa restarle 135, siendo éste el pago para el sindicato. El
resultado de la negociacién es que el sindicato debe proponer 140 centieuros y la
gerencia 130, siendo el valor del juego 0, es decir, se fija en 135.

RESULTADO DEL PROBLEMA 12

El supermercado Superbarato debe regalar las bebidas un 75% de las
semanas, y la leche un 25%. El Chollo debe regalar la mitad de las semanas
mantequilla y la otra mitad zumo. Cada uno espera lograr 45.000 clientes.

RESULTADO DEL PROBLEMA 13

Caperucita debe ir sola por el monte un 25% de las veces y con su novio por
el sendero un 75%. “El Lobo” por su parte, debe ir un 75% de las veces por el
sendero en bicicleta, y un 25% por el monte a pie. De esta forma el lobo espera
conseguir 3.75 pastelillos diarios.

RESULTADO DEL PROBLEMA 14

La companfa 1 ha de elegir su segunda estrategia 4 de cada 7 veces y la
tercera 3 de cada 7 veces. La compania 2 ha de elegir 5 de cada 7 su segunda
opciéon y 2 de cada 7 la tercera. El valor esperado es de 0.857 para la primera
compania.

RESULTADO DEL PROBLEMA 15

1.

2. La estrategia 6ptima del primer jugador es (Mentir, Decir Verdad)=(6/31,
25/31), y la del segundo jugador es (Decir que es mentira, Decir que es
verdad)=(6/31,25/31). El valor del juego es 500/31.

RESULTADO DEL PROBLEMA 16

Segtin el criterio de Wald, sacard Chocochufa; segiin el de Savage, sacard
Chocolight; y segin el criterio de Hurwicz, para o <1/3 serd Chocochufa, y
para « >1/3 serd Chocolight.

RESULTADO DEL PROBLEMA 17

1. La aerolinea AC debe poner vuelos en Centro y Norte, y la aerolinea AP en
Todo el Territorio.

2. La solucién para AP es poner vuelos en Todo el Territorio con probabilidad
7/12, y en la nueva opcién con probabilidad 5/12. Para AC la solucién es
Norte con probabilidad 2/12, y Centro y Norte con probabilidad 10/12. El
valor esperado es de 19166.6666 pasajeros para AC y el resto para AP.
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RESULTADO DEL PROBLEMA 18

La ganancia esperada médxima es 19200 euros, decidiendo responder la
primera pregunta, si la acierto responder la segunda, y después de ésta, en
ningun caso continuar.

RESULTADO DEL PROBLEMA 25
a) Puntuaciones de las ofertas de las empresas: 7.4, 6.8, 7.05 y 7.5. Se
elegirfa la oferta de la Empresa 4
b) Pesos obtenidos mediante metas para los criterios: 0.65, 0.22 y 0.13, con
una desviacién del segundo criterio respecto al tercero de 0.174. Con
estos pesos las puntuaciones de las ofertas de las empresas son: 8.42, 6.53,
7.43 y 7.26. Se elegirfa la oferta de la Empresa 1.
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