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RESUMEN

En este trabajo consideramos brevemente alguno de los aspec-
tos del proceso de hacer Matematicas, que conocemos como matematizacion. Ma-
tematizar es un ejercicio de generar nexos con la realidad y de desarrollar conceptos
basicos de las matematicas o de la lengua matematica formal. Por eso, una de las
actividades didacticas fundamentales del profesor es identificar contextos, que se
desvelen ante el que aprende como susceptibles de ser matematizados. Se ofrece
al profesor una ejemplificacion de un médulo para ser trabajado con estudiantes de
Secundaria. En este modulo se considera la articulacién entre tecnologia y mode-
lizacién, prestando atencién a la génesis instrumental de los usos informaticos en
matematicas, en este caso GeoGebra e Internet.

Palabras claves: Modelizacion, Materiales para Secundaria, usos del GeoGebra,
Matematica realista, usos informaticos en matematica.

ABSTRACT

In this article we address some aspects of the process of wor-
king with Mathematics; otherwise known as mathematization. To mathematize is an
exercise in generating connections with reality and developing basic mathematical
concepts or the formal mathematical language. This is why one of the fundamental
didactic activities of the teacher is to identify the contexts to be discovered by the
learner as susceptible to be mathematized. We offer here a module that can be used
by a teacher with students at the level of Secondary Education. In this module we
consider the articulation between technology and modeling emphasizing the instru-
mental genesis of the uses of computers in mathematics, in this case GeoGebra and
Internet.

Key words: Modeling, Instructional Materials for Secondary Education, uses of Geo-
Gebra, Realistic Mathematics, uses mathematical computer.

RESUMO

Neste trabalho consideramos brevemente alguns dos aspectos
de fazer Matematicas, que conhecemos como matematizagdo. Matematizar € um
exercicio de criar conexdes com a realidade e de desenvolver conceitos basicos das
matematicas ou da lingua formal da matematica. Nesta perspectiva, uma das ati-
vidades fundamentais do professor é identificar contextos que se revelem para os
sujeitos que aprendem como susceptiveis de serem matematixados. E oferecido ao
professor um exemplo de um médulo a ser trabalhado pelos estudantes do ensino
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médio. Neste mddulo se considera a articulacdo entre tecnologia e modelizacao,
dando-se atengdo a génese instrumental dos usos informéaticos em matematica,
neste caso do GeoGebra e da Internet.

Palavras-chave: Modelizagdo, materiais para o ensino médio, usos do GeoGebra,
Matematica realista, usos informaticos em matematica.

Introduccion

La relacion de la matematica con la realidad es una cuestion que ha inte-
resado desde siempre a los matematicos y a los profesores de matematicas, unas
veces se establece esta relacion desde la historia, otras para motivar a los alumnos
(y responder a la famosa cuestion “para qué sirven las matematicas”) o para situar
la construccion de conceptos matematicos y su significado en experiencias concre-
tas y en conexion con otras disciplinas. Las blsquedas de estas interacciones entre
matematica y lo real no son independientes. Por ejemplo, para expresar el sentido de
un concepto apoyandonos en la realidad se necesita encontrar problemas concretos
que lo representen suficientemente, pero no basta con esto, también es necesario
acceder a los conceptos generales y descontextualizados para tratar los problemas,
conocer los procesos de matematizacion tanto horizontales, como verticales que se
producen. Preguntas que nos surgen cuando se aborda esta interaccion son: ¢Cémo
organizar la ensefianza para hacer operativa la conexion de la matematica con la
realidad? ¢Como articular el conocimiento de la matematica, de su historia y de
sus aplicaciones en los programas escolares? ¢Donde poner el énfasis para medir
la capacidad de los alumnos para aplicar conocimientos y habilidades en la vida
diaria (por ejemplo, tomar decisiones sobre su propia vida personal, o comprender
los problemas mundiales)?

A nivel internacional estas cuestiones han sido abordadas explicitamente
en muchos trabajos, entre ellos podemos destacar el grupo holandés del Instituto
Freudenthal (De Lange, 1996; Freudenthal, 1991; Gravemeijer, 1994); los estudios
realizados en Dinamarca y Alemania (Blum, Niss, Huntley, 1989; Niss, Blum, Hunt-
ley, 1991, Niss, 2002) y los trabajos del grupo de estudio internacional Teaching of
Mathematical Modelling and Applications; por ejemplo uno de los cuales se presentd
en el congreso internacional Teaching of Mathematical Modelling and Applications
(ICTMA-12) celebrado en Londres (Haines, Galbraith, Blue, Khan, 2007).

La contribucion que deseamos realizar con este articulo es el desarrollo de
una ejemplificacion que privilegia una ensenanza de las matematicas que favorece
la relaciéon con el mundo real; para ello se explicitaran los procesos de matematiza-
cion horizontales y verticales que se deben dar para una ensenanza adecuada.
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Principios del Enfoque Realista de la Educacion
Matematica

Los promotores mas conocidos de la Matematica Realista (Realistic Mathe-
matics Education (RME)) son Freudenthal y un grupo de profesores e investigadores
holandeses del Freudenthal Institut de la Universidad de Utrecht?.

Este enfoque trata de conectar la realidad y la actividad humana. En él se
acentla la idea de la matematica como una actividad humana. La educacién mate-
matica organizada como proceso de reinvencién dirigido (guided reinvention), me-
diante el cual los estudiantes pueden experimentar un proceso similar al proceso por
el cual las Matematicas se inventaron y crearon. El significado que se adscribe a la
invencion es el de pasos en los procesos de aprendizaje mientras que el significado
de dirigido (guiado) se refiere al &mbito instruccional en el proceso de aprendizaje.
Se considera que la actividad matematica se inicia en procesos de matematizacion
de lo real y encuentra expresiones en reglas, en estructuras, que se convierten a
su vez en materia base para momentos de abstraccion superiores generando esa
jerarquia que se distancia de ese sentido comun originario hasta llegar a convertir-
se en la realidad mas alejada de él. Por ejemplo, por una parte se puede utilizar la
historia de las Matematicas como fuente de inspiracion para el disefio del curso,
con el objeto de diferenciar los momentos en que los modelos matematicos aplica-
dos al conocimiento y transformacion de la naturaleza, han respondido al sentido
comuUn primero y a teorias complejas posteriormente. Y de otra parte, el principio
del reinvencion se puede inspirar en los procedimientos informales de resolucion. A
menudo las estrategias informales de estudiantes se pueden interpretar como anti-
cipacion de procedimientos mas formales. En este caso, el proceso de reinvencion
utiliza conceptos de matematizacion como guia.

La reinvencién guiada posibilita a quien aprende encontrar su propio nivel
explorando los caminos y recibiendo un soporte por parte del profesor segiin cada
caso requiera. Se trata de reinventar, es decir, importa el matematizar mas que la
matematica; el abstraer mas que la abstraccion, etc. Ademas, esta perspectiva con-
sidera que el descubrimiento personal refuerza la motivacion.

Otro aspecto importante en esta aproximacion es el lenguaje. Este es con-
siderado como un elemento de importancia capital en los procesos propios de la
actividad matematica. Los simbolos para los nimeros estan integrados en el len-
guaje escrito y es en este ambito donde el simbolo adquiere realidad por si mismo,
una realidad aparentemente independiente de su creador, quien a su vez trata de
reorganizar su creaciéon generando una jerarquia fenomenoldgica, y por medio de
ella, organizar también su entorno, empleando el instrumento matematico para el
conocimiento del mismo.

En resumen, los principios del Enfoque Realista de la Educacion Matematica
son los siguientes: prestar mucha atencion, por parte del alumnado, a la re-inven-
cién; progresar gradualmente entre diferentes niveles de abstraccion; guiarse por el

1 Puede verse el report vistando el sitio web de Freudenthal Institute, realizado por Bastiaan J. Braams en
2001: http://www.math.nyu.edu/mfdd/braams/links/fi-visit.ntml.
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desarrollo histérico-genético y partir de situaciones reales para desarrollar el apren-
dizaje matematico.

Las actividades que se presentaran en el modulo que describimos se han di-
sefado partiendo de cuestiones del entorno, de forma que el proceso de resolucion
de problema por parte del alumno pase a ser posible, gracias a la modelizacién y la
re-invencion guiada.

Modelizacion, un desafio basico para la
ensenanza obligatoria

La modelizacion matematica es el proceso de describir en términos mate-
maticos un fenémeno real, obteniendo resultados matematicos y la evaluacion e
interpretacion matematicas de una situacion real. La Figura 1 puede expresar este
proceso.

El proceso de modelizacion matematica se puede describir en varios pasos.
Para alumnos como los de Secundaria, el nimero de pasos puede ser minimo:

1. Identificar un problema real.

2. ldentificar factores importantes y representar estos factores en términos ma-
tematicos.

3. Usar analisis matematicos para obtener resultados matematicos.

4. Interpretar y evaluar los resultados matematicos y ver como afectan al mundo
real.

A los estudiantes de Secundaria, una vez que han hecho la experiencia, se
les puede explicar el cuadro de la Figura 1 y desarrollar un debate con ellos sobre
gué implican los procesos de modelizacion para que se apropien del proceso. En
algunos casos, la dificultad que se detecta con estos alumnos es que tienden a re-
sistirse a la simplificacion; exclamaciones como: “pero qué hay que hacer ahora...”
son muy comunes. Es importante mantener la discusién, es decir ayudar a la re-
invencién guiada. Normalmente, los procesos de modelizacién son una sombra de
la realidad. No obstante, para alentar el trabajo de los estudiantes conviene hacer
alguna introduccion histérica de modelos que han ayudado al avance de la historia y
de los fendmenos cientificos: predicciones de desastres, viajes espaciales, etc.
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Figura 1.- Proceso de Modelizacion Matematica
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Interpretacion

Hoy trabajar la modelizacién es un desafio para la educacion Secundaria y el
Bachillerato. La modelizacion implica una mejor formacién matematica y una mejor
formacion profesional. En efecto, el trabajo con la modelizacién lleva implicitos:

¢ La capacidad para resolver problemas reales con una actitud critica.
¢ Una comprension mas amplia de la aplicabilidad de los conceptos.

* El desarrollo de la creatividad y el descubrimiento.

¢ La capacidad para integrar los conceptos.

¢ La capacidad para apreciar el poder de la matematica.

Concepto y aplicacion de la Matematizacion

El proceso de hacer Matematicas, que conocemos como matematizacion,
implica en primer lugar traducir los problemas desde el mundo real al matemati-
co. Matematizar es un ejercicio de generar nexos con la realidad, y es a través de
esos procesos como el enfoque realista considera que ha emergido la matematica.
Por eso, una de las actividades didacticas fundamentales del profesor es identificar
contextos, que se desvelen ante el que aprende como susceptibles de ser matema-
tizados. Dos tipos de matematizacion se pueden considerar: horizontal y vertical.
Freudenthal (1991) indicé que la “matematizacion horizontal implica ir del mundo de
la vida al mundo de los simbolos, mientras que la matematizacion vertical significa el
movimiento dentro del mundo de los simbolos.” Pero senala que la diferencia entre
estos dos tipos no es siempre de corte claro.

La matematizacion horizontal se sustenta sobre actividades como las si-
guientes:

¢ |dentificar las Matematicas que pueden ser relevantes respecto al problema.
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* Representar el problema de modo diferente.
e Comprender la relacion entre los lenguajes natural, simbélico y formal.

e Encontrar regularidades, relaciones y patrones en la situacién que se conside-
ra.

¢ Reconocer isomorfismos con otros problemas ya conocidos.
¢ Traducir el problema a un modelo matematico.
e Utilizar herramientas y recursos adecuados.
Una vez traducido el problema a una expresion matematica el proceso puede
continuar.

El estudiante puede plantearse a continuacion cuestiones en las que utiliza
conceptos y destrezas matematicas. Esta parte del proceso se denomina matemati-
zacion vertical. La matematizacion vertical incluye:

» Utilizar diferentes representaciones y modelos.

e Usar el lenguaje simbdlico, formal y técnico y sus operaciones.

e Refinary ajustar los modelos matematicos; combinar e integrar modelos.
* Argumentar.

* Generalizar.

El proceso de reinvencion que este enfoque propone para los alumnos mues-
tra que la matematizacion horizontal y vertical ocurre para desarrollar conceptos
basicos de las matematicas o de la lengua matematica formal (Figura 2).

Figura 2: Proceso de reinvencion y lenguaje matematico formal

Lenguaje matematico formal

Lenguaje
matematico

Resolucién

Algoritmos

Descripcion

| Contexto del problema |

Pasamos a presentar un ejemplo de un médulo de aprendizaje.
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Matematicas e investigacion policial

Presentacion

Este modulo pretende ser una ejemplificacion de modelizacion desde el en-
foque de matematica realista?. Buscamos un ejemplo de aplicacion de las Matema-
ticas en un contexto que aparentemente parezca alejado de éstas, como es en este
caso la investigacion policial. Vamos a hablar de la aplicacion de algunos conceptos
matematicos muy concretos en la investigacion de la policia cientifica, un campo
profesional que Gltimamente parece resultar muy atractivo para nuestros jovenes,
debido en gran parte a su constante utilizacion como tematica en series televisivas.
Creemos que esta aplicacion puede transmitir muy bien el poder las Matematicas,
uno de los fines importantes del enfoque realista de la ensenanza de las Matema-
ticas.

MATEMATICAS E
INVESTIGACION POLICIAL

Las matematicas se usan entodos los campos de la clencia y el
conccimiento. La policia o3 un ejemplo claro de una apicacion
practica de esta disciplina

En estas paginas vamos a descubrir como se usan matematicas
para estudisr restos oseos, como se aplica el concepto de la
“Ley de Benford” para d ibrir fraudes fiscales y b

resolveremos una busqueda de un sospechoso huido
convirtiendolo en un problema matematico,

Dentro de las innumerables utilizaciones de las Matematicas en las investi-
gaciones de la policia cientifica vamos a seleccionar ejemplos que sean asequibles
en cuanto a contenidos matematicos para alumnos de secundaria pero que a la vez
sean amplios, intentando explicar o aplicar mediante estos ejemplos conceptos ma-
tematicos provenientes de distintas especialidades de esta disciplina.

2 Este médulo pertenece a un conjunto de materiales desarrollados en el Proyecto ESCEMMat (Escenarios
Multimedia en formacion de futuros profesores de matematicas de secundaria). Proyecto de Innovacion
y Mejora de la Calidad Docente, subvencionado por el Vicerrectorado de Innovacion y Espacio Europeo de
Educacion Superior, Universidad Complutense de Madrid, 2007. EI médulo esta desarrollado en formato web
y contiene distintos applets. La direccion es http://www.mat.ucm.es/~imgomezc/Geogebra_inv_policial/
principal.html Para los lectores interesados pueden encontrar mas médulos de este tipo en Gdmez-Chacon
(20086).
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En este caso, en este proceso de matematizacion horizontal, en el que se-
leccionamos casos reales y los llevamos al plano matematico, hemos elegido tres
campos bien diferenciados:

1. Estudio de restos 6seos: Nos permitira introducir una aplicacién a la vida real
de las funciones, en particular de las funciones lineales. Usaremos ecuaciones
para descubrir en restos 6seos caracteristicas muy diferentes, ilustrando asi el
amplio campo de aplicacion de las Matematicas en el estudio de restos. Ade-
mas dentro de la eleccion de las aplicaciones vamos a seleccionar ejemplos
que nos permitan diferenciar elementos matematicos propios de las funciones
lineales, como es por ejemplo la pendiente, y codmo el significado de ésta va-
ria en funcion de donde se aplique. Dentro de este contexto, aunque en este
ejemplo no se ha explotado, se podria hablar mucho de coémo los antropélogos
y biélogos utilizan la estadistica, otra rama de las Matematicas, para deducir
ecuaciones como las usadas en los ejemplos.

2. Aplicaciones de la ley de Benford: Intentaremos transmitir la fuerza de esta
extrana propiedad matematica, ilustrando como se puede hacer un estudio
estadistico usando herramientas informaticas e introduciendo el tema de la
probabilidad y las sorpresas que en el estudio de fendmenos aleatorios nos
suelen aparecer.

3. Atrapando al sospechoso matematicamente: Vamos ver una aplicacion prac-
tica del uso de las inecuaciones para limitar un area muy concreta. En este
caso vamos a usar la forma implicita de las ecuaciones, pudiendo combinarse
con el primer apartado para ilustrar las diferencias entre estas dos posibles
formas de describir una recta. También veremos el significado de un siste-
ma de inecuaciones. Este apartado es un ejemplo claro de como se puede
contextualizar un problema en un entorno de la vida real, argumentando con
situaciones comunes uno de los muchos significados que pueden tener formu-
las matematicas. En este apartado introduciremos también el uso del progra-
ma GeoGebra (Geometry Dynamic Systems and Interactive Geometry System)
como herramienta matematica.

Una vez estudiado cada apartado ilustraremos como se puede discutir con
los alumnos la validez de los modelos propuestos, sus ventajas y sus limitaciones.

Actividades y modelizacion

Describimos a continuacion las actividades que se desarrollan en el modulo,
explicitando la modelizaciébn matematica y la instrumentalizacion realizada con el
programa GeoGebra (como sistema de geometria dinamica (DGS)).
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Estudio de restos oseos
ESTUDIO DE RESTOS OSEOS

La policia y los médicos forenses tienen que intentar reconstruir
3 partir de huesos encontrados en las escenas de delitos las

teristicas de las victi para elio las matematicas son una
herramienta indispensable.

Atraves de estudios estadisticos se generan funciones que son
capaces de estimar la akura, edad y sexo de unma wvictima
partiendo Unicamente de algunas medidas tomadas en huesos o
plezas dentales,

Estimacidn déla edad porlas plezas dectsles

(| £00 med b 190 n famur

En este apartado vamos a ver una aplicacion clara de las funciones lineales
y del concepto de proporcionalidad directa. Al estudiar la altura de un individuo me-
diante las medidas de su tibia o su fémur vemos cémo la altura es proporcional a la
longitud de estos huesos largos, vemos también que éste es un ejemplo de propor-
cionalidad directa mientras que en el ejemplo de la estimacion de la edad podemos
observar como es una proporcionalidad inversa. Esta diferencia entre proporciona-
lidad directa e inversa se aprecia visualmente al contemplar como las rectas en un
caso tienen pendiente positiva mientras que en el otro tienen pendiente negativa.

En ambos casos se construyen applets con GeoGebra que permiten al alum-
no explorar el significado del concepto FUNCION: para cada valor que yo dé a la
variable “longitud del fémur” obtengo un punto del eje x, que al llevarlo a la recta me
corresponde a un Unico punto del eje y, que me representa la altura del individuo, es
decir, el valor que me devuelve esa funcion.
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Didmetro vertical de la cabeza

44.6 i 2 P A LB Anchura epifisis inferior

3

436
Diametro transversal de la cabeza
Diametro transversal subtrocantéreo

HOMBRE

FUNCIONES DE CORTE
(0.4572 x Diam. vertical cabeza) - 201776=10.2135
(0.4681 x Diam. trasversal cabeza) - 20.3496 = 0.0596
(0.4792 x Diam. anteropost. subtrocantéren) - 12.3172=-1.2477
(0.5017 x Diam. transversal subtrocantéreo) - 14.7629 = 0.5891
(0.3753 x Anchura epifisis inferior) - 28,4475 =-1.6601

El tercer ejemplo nos presenta como las matematicas van mas alla de las
variables cuantitativas, y pueden usarse también para reflejar datos cualitativos. El
aplicar una funcion a las diferentes medidas de un fémur me devuelve un resultado
de tipo booleano, si es cierto o falso que ese fémur pertenece a un varén. En este
caso no se muestran las rectas, sin embargo se demuestra como se han usado para
convertir unos datos ambiguos en una caracteristica mas facil de observar, si la
funcién de un dato es mayor o menor que cero. Esta actividad se podria completar
calculando para qué valores de las medidas tomadas la funcién nos va a dar el cero,
y cémo ese valor nos representara el corte en el cual se pasa de suponer que es un
fémur masculino a suponer que es uno femenino.

] Muave el punto rop pera tepresantar & _ Vs
o la dtura mdbi ma del diente :
&% Edad estimada = 23.97 |

Edad = (-4 89 " Atura Cororal = 799

Como se puede observar a través de los tres ejemplos de aplicacion de fun-
ciones al estudio de huesos se hace una matematizacion vertical muy completa, ge-
neralizando mucho sobre las ecuaciones de rectas a pesar de partir de unos pocos
ejemplos muy concretos.
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Pero estos modelos reales tienen limitaciones: ¢qué ocurre si una persona
tiene 90 anos? ¢Acaso la altura de su corona dental es negativa? Obviamente por
aqui se puede llegar a como las Matematicas hacen abstracciones de problemas
concretos, y l6gicamente las Matematicas como abstraccion abarcan un campo mu-
cho mayor que el de los casos reales, en los que las variables tienen unas acotacio-
nes naturales y logicas.

La Ley de Benford

Este ejemplo esté buscado para ilustrar la capacidad que tienen algunas pro-
piedades matematicas de colarse en ejemplos muy dispares dentro de la realidad, y
lo inesperado de algunas de estas propiedades.

Ademas la ley de Benford es un ejemplo mas de unas matematicas que se
estan aplicando a pesar de ser meras conjeturas, y puede servir perfectamente para
explicar el proceso por el cual los matematicos deciden que todo lo que se aplica
debe ser demostrado previamente para poder tener plena confianza en los resulta-
dos.

Ademas es una excusa perfecta para ensefnar a utilizar herramientas basicas
estadisticas que nos proporciona el software mas comun.

Pero como en el caso anterior se pueden encontrar limitaciones al modelo:
¢Se puede aplicar la ley de Benford a los nimeros de las matriculas de los coches?
Y a los de las guias de teléfonos? ¢Quizé a los datos sobre las alturas de un grupo
de personas? Obviamente no, pero esto es una excusa perfecta para definir funcio-
nes estadisticas conocidas como puede ser la normal o la uniforme.

Atrapando al sospechoso matematicamente

Este ejemplo es un caso muy ilustrativo de como podemos pasar del lenguaje
verbal al lenguaje simbélico. Un punto cualquiera de una ciudad, al que nos pode-

ATRAPANDO AL SOSPECHOSO MATEMATICAMENTE

Vamos aresolver un problema “policial” para atrapar a un sospechoso, Sabemos que ha habido un
robo en un lugar determinado, y necesitamos reduck un area para que los satelites del sistema de
posicionamiente global GPS puedan limitar su busqueda a una zona concreta. Dado que los
sateMtes se rigen por denad 't onvertir las calles en ecuaciones de rectas,
para devolver al GPS una region matematics.

Vames a dolmitar la zona de busqueda pase 2 pae

Sabemos que ol 1abo ve ha cometids jumto ol relsf de la Puera
dal Sl luage ese sara ol ugar do idcie 8o la babda do secttrs
seapechoio.

Les agestes situsdos en Alberto Aquiers. Bibao, Alonss
Maninez y Célon, ve ban viste <ruz a a slngin sespechoso con
la desciipcbia fadlitada

Usando la hasramieata “RECTA POR DOS PUNTOS™ / waza
wna hines que crece Alberto Agwlera y Colom. wna les puntos
clave, Sabemes que of sospechess no estars por encima de esa
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mos referir por un nombre, como Cibeles o Puerta del Sol, también se puede definir
matematicamente con un par de nimeros, por ejemplo, que llamamos coordenadas.
Estas coordenadas pueden no ser Gtiles para el uso cotidiano en una conversacion
con otras personas, sin embargo son imprescindibles si queremos que un ordenador
procese datos sobre un lugar o en este caso un sistema de GPS.

Dado que una calle seria el conjunto de muchos puntos, existird una ecua-
cion que refleje el lugar geométrico de todos esos puntos, y aqui puede sernos de
gran ayuda un software matematico como GeoGebra, que nos devuelve, para la
construcciéon puramente geométrica de una recta que pasa por un par de puntos, la
ecuacion de esa recta, o lo que es lo mismo, la condicion matematica que cumplen
todos esos puntos.

Ademas, esos puntos nos cumplen una igualdad, que en este caso concreto
se convierte en desigualdad, para eliminar de una tacada un gran conjunto de pun-
tos en los que no tendremos que buscar al sospechoso.

Al introducir la segunda ecuacién estamos introduciendo el concepto de sis-
tema de ecuaciones, “s6lo me importan los puntos que cumplen las dos ecuacio-

”

nes-.

Ahora vamos a ver como una circunferencia se puede expresar con el len-
guaje verbal “dado que no puede andar a mas de una cierta velocidad, sabemos
que el sospechoso se tiene que encontrar dentro de este circulo”, y una vez mas el
GeoGebra, como herramienta matematica, es capaz de convertirme un circulo que
construyo de forma puramente geométrica, pinchando un compas imaginario en un
punto de la pantalla, y trazando un circulo de radio conocido, en una ecuacion que
cumplen unos ciertos puntos de mi mapa.

En la matematizacion vertical de este problema se pueden observar como
las ecuaciones de diferentes rectas tienen sin embargo apariencias comunes, y lo
mismo ocurrira con las circunferencias, y ademas se pueden observar las diferen-
cias entre las ecuaciones de una circunferencia y una recta, y también se puede ver
muy graficamente el significado de que en una ecuacion la desigualdad se coloque
de una forma o de otra. Ademas también se puede observar, como ya referimos
anteriormente, como hay diferentes maneras de expresar la ecuacion de una recta,
cémo todas ellas sirven para referirse a la misma linea, igual que las distintas formas
verbales o simbdlicas se pueden referir al mismo objeto, y como las diferentes “se-
manticas” que utilicemos pueden ayudarnos a observar mejor estos objetos.

Este modelo, como todos los anteriores, tiene sus limitaciones, bastante ob-
vias por otra parte, dado que todas las calles no son rectas, y que un hombre no
puede andar en linea recta desde un punto en cualquier direccion, pues las calles
tienen trazados a veces sinuosos que se tendrian que tener en cuenta, sin embargo
estas reducciones sirven también para introducir conceptos importantes como el de
la acotacion.

Matematicas y Modelizacion.
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Guia para la implementacion en el aula

El profesor que desee aplicar este médulo en aula comenzara por definir la
palabra modelizacién y ofrecera algunos ejemplos de utilizacién: el movimiento de
los planetas, meteorologia, control del trafico.

Indica que se trabajara las matematicas aplicadas a la investigacion policial.
Se comunica que en el médulo se van a descubrir cdmo se usan matematicas para
estudiar restos 6seos, como se aplica el concepto de la “Ley de Benford” para descu-
brir fraudes fiscales y también resolveremos una busqueda de un sospechoso huido
convirtiéndolo en un problema matematico.

La modalidad de trabajo en el aula sera de actividades de 2 horas, repartidas
a lo largo del trimestre y se pueden trabajar en colaboracién con disciplinas relativas
a Ciencias Naturales o Conocimiento del Medio e Informatica. Se podria plantear el
siguiente itinerario:

1. Observacion de actividades que se desarrollan en investigacion policial.

2. Bosquejos por escrito de los alumnos sobre problemas policiales en los que se
trabaja matematicas.

3. Contraste de las propuestas con los problemas que se plantean en el médu-
lo.

4. Trabajo sobre las actividades.

- Modelizaciones de los alumnos

- Aportaciones del profesor sobre las modelizaciones

- Aportaciones del profesor sobre instrumentacion con GeoGebra
5. Andlisis critico, prediccion de situaciones y contraste con la vida real.
6. Conclusiones para el aprendizaje matematico.

Consideraciones finales

Desde nuestro punto de vista una propuesta que integre la matematica con
lo real lleva inherente no s6lo una posicion respecto a la matematica sino una po-
sicion antropolégica y ética. Se anhela no sélo introducir a los estudiantes en el
conocimiento matematico, sino a contribuir a su formaciéon como personas y como
ciudadanos.

Ademas, un aprendizaje efectivo y una ensenanza efectiva hacen un comple-
to uso de las capacidades naturales e investigadoras que poseen todos los alumnos.
Como profesores una pregunta que nos podemos hacer es si estoy haciendo un uso
completo de las capacidades de los estudiantes, o si estoy intentando hacer todo
el trabajo por ellos. Si me encuentro en lo Gltimo se puede esperar un bajo interés,
compromiso y gusto con y para las matematicas. Si hacemos lo primero podremos
conseguir incrementar el interés, el compromiso y el placer con y para las matema-
ticas.

La ejemplificacion de proyecto presentada estaria integrada en un alto ni-
vel de competencia: razonamiento, argumentacion, intuicion y generalizacion para
resolver problemas originales, trabajando aspectos de modelizacion horizontal y
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vertical. Hacer esta integracion como profesores (en nuestras clases diarias, en los
materiales que disenamos...) exige buscar primero los fendmenos que llevan casi
forzosamente al aprendiz, a constituir los objetos mentales. S6lo posteriormente se
podré introducir en el concepto a que da lugar. Esto conlleva focalizar en la enseian-
za en los procesos de aprendizaje, no sélo a corto y medio, sino a largo plazo. Estos
Gltimos son clave para el aprendizaje pues permiten guiar la reinvencion con accio-
nes como: aprender a recordar, a reconocer intuiciones, a entrenarse en desarrollar
representaciones mentales y estrategias de resolucion, a reflexionar sobre el propio
proceso de pensamiento.

Por Gltimo, resefar algunas observaciones a tener en cuenta en una pro-
puesta metodolégica respecto a la transformaciéon del conocimiento cientifico a
conocimiento para ser ensefado con Tecnologias de la Comunicacion y de la Infor-
macion (TIC's). Un profesor que desee implementar con sus estudiantes un modulo
con estas caracteristicas y en el formato web, debera tener en cuenta las formas
alternativas de representacion del contenido matematico y las diferencias entre |a-
piz-papel y uso del software (diferentes modos de representacion y cémo se justifica
su uso). La instrumentalizacion requerida por el uso de TIC’s requiere de una mayor
comprension por parte del profesor acerca de pre-condiciones matematicas de las
nuevas tecnologias para poder aplicarlas de una forma méas adecuada y establecer-
las como contenido curricular. También, debera considerar la articulacion entre tec-
nologia y modelizacién. Se necesita prestar atencién a la génesis instrumental de los
usos informaticos en matematicas, en este caso GeoGebra e Internet. Destacamos
la manipulacion del saber matematico en el contexto matematico con el ordenador.
Estas situaciones nos plantean el desafio de explicitar nuevas competencias en el
profesor para la reorganizacion de una parte de esquemas de utilizacion y para el
paso a instrumento matematico.
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