AMPLIACION DE MATEMATICAS

Anillos y cuerpos. Polinomios y cuerpos finitos I

1.- Indica si los siguientes conjuntos tienen estructura de anillo, indicando en su caso si son
conmutativos, unitarios, integros o cuerpos.

(a) Los enteros positivos.
(b) Los enteros miltiplos de 7.
(c) {0,1,—1,4,—i}.
(d) Maxs(R).
(€) Maxa(Zs).
(f) Z x Zs x 2.
) Z[V2] = {a+bv2 | a,becZ}.
)

h) EI conjunto de polinomios {a + bx + cz? | a,b,c € R} de R]x].
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(

2.- Prueba que un subconjunto B no vacio de un anillo A es un subanillo si para todo
b,/ € B se tiene b — b € By bt € B. Ademés, prueba que B es un ideal de A si para todos
b,/ € B, a € A, se tiene que b — /', ab y ba pertenecen a B.

3.- Prueba que el conjunto A = {0,2,4,6,8} es un subanillo de Zyo. ;Es A un ideal de Z1,?
Calcula la tabla de A para el producto y estudia si A tiene un elemento neutro para el producto.
.Es A un cuerpo?

a b

4.- Muestra que el conjunto B := {( 0

) | a,b,c € R} es un subanillo de My(R).

b ) es un ideal de B. jEs I un ideal de

Prueba que el conjunto I de matrices de la forma ( 00

Mi(R)?

5.- Un elemento b de un anillo B es divisor de cero si b # 0 y existe 0 # a € B tal que
ab = 0. Decimos que a € B es nilpontente si a # 0 y existe un entero n > 1 tal que a™ = 0.
Prueba que si a es nilpontente, entonces es divisor de cero.

(a) Consideramos el anillo B del ejercicio 4. Prueba que todo elemento no nulo en el ideal [
del ejercicio 4 es nilpotente.

(b) Halla los elementos nilpotentes del anillo Zj,.

6.- Muestra que el conjunto B de matrices de forma ( _ab 2 > ,con a,b € R es un subanillo

unitario de My(R). Sea f: B — C la aplicacion definida por ( _ab Z ) — a + bi. Prueba que

f es un isomorfismo de anillos. Deduce que B es un cuerpo.



7.- Calcula el cociente y el resto de dividir:

a) ot + 32% + 222 + x + 4 por 3% + 2z en Zs[z].

()

(b) ' por 2% + 1 en Zy[z].

(c) z* + 323 + 22 + x + 4 por 2% + 2z en Z[z].
)

(d) a*+ 32® 4+ 22% + x + 4 por 32 + 2z en Q[z].

8.- Dados m,n,p € N, prueba que son equivalentes:
(a) mn.
(b) p™ —1|p" - 1.
(c) Pt —1|aP" 7t —1.

9.- Calcula el maximo comun divisor de cada uno de los siguientes pares de polinomios y
expresarlo en la forma a(z)f(x) + b(x)g(z)

) f(z)
) f(z)
) f(z)
(d) flz)=2*+2+1, g(x) =2+ 1 en Zs[x];
) f@)=at+ 23 -2+ 2 -2, g(x) =2°+62° + .+ 1 en Q[z];
) flo) =2+ 23+ 22+ 2, g(x) =22 + 2 — 1 en Z3[x];
) f(x)

=2°+ 52t + 323 + 22 + 1, g(x) = 2* + 3 en Zq[z];

10.- Encuentra todos los ceros en Zs de los polinomios f(x) = 2° + 32% + 2? + 2x € Zs[x] y
g(z) = 2° — x € Zs[z].

11.- ;Cuéles de los siguientes polinomios tienen raices multiples?

)
(b) g(x) = 2 + 2z — 4, en Clz];
(¢) f(x) =2+ +1 en Zs[al;
(d) f(z) =a2®+ 2z + 1 en Zs[a];
(e) f(z)=3z*+ 62 + 5z + 4z + 2 en Q[z];
(f) f(z) =a* + 2% + 2? + z en Z3|x];
(g) f(z) =2+ 52"+ 323 + 2z + 1 en Z;[z];



