AMPLIACION DE MATEMATICAS

ISOMORFISMOS DE ANILLOS. TEOREMA DE
ISOMORFIA

La nocién de isomorfismo entre anillos es andloga a la dada para

grupos (y en un primer curso para espacios vectoriales).

Definicién 1. Sean (Ay,+, X) y (Ao, +, X) dos anillos (observemos
que las operaciones de ambos, que denotamos igual, no tienen que ser

las mismas). Una aplicacion T : Ay — Ay que verifica que para todo
a, be Al
T(a+0b) = T(a) + T(b)
Y
T(ab) = T(a) x T(b)

se le llama homomorfismo de anillos. Si ademds el homomorfismo
es biyectivo decimos que es un tsomorfismo. En este caso, si existe

un isomorfismo entre dos anillos decimos que ambos son isomorfos.

Como en el caso de Grupos ( o espacios vectoriales) tenemos un
Teorema de Isomorfia para anillos cuyo enunciado y cuya prueba son

analogos a los casos anteriores.

Teorema 1. (de Isomorfia de Anillos) Sea (A, +, x) un anillo y
sea I C A un ideal.
A: La aplicacion
T : (A,+,x) — (A/I,+,x)
a — T(a) = |[a]
es un homomorfismo de anillos suprayectivo.
B: Dado T : (A1, +, %) = (Ag, +, x) un homomorfismo de anillos
entonces:

= ¢l nucleo de la aplicacion
kerl’'={a€hA; : T(a)=0}

es un ideal del anillo Ay.
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» SiademdsT es suprayectivo, entonces los anillos (Ay/kerT, +, X)

y (Ao, +, X) son isomorfos.

Demostraccion:

A: Que T esta bien definida es una consecuencia de que la relacion

~7 es una congruencia, como sabemos. Y ademas
l[a+b] =la] +[b] ¥y [ab] = [a][b] para todo a,b € A.

Luego T es un homomorfismo. Que es suprayectivo es evidente.
B: (kerT,+) es un subgrupo de (A, +), como vimos en el Teorema

de Isomorfia para Grupos. Ademas, si s € kerT y a € A se tiene

que

T(as) =T(a)T(s) =T(a)0 =0,
luego as € kerT. Lo anterior prueba que kerT es un ideal de A1,
y por tanto (A;/kerT,+, x) es un anillo cociente.
Definimos ahora la aplicacién
T (Ar/kerT,+,%x) — (Ag,+, %)
[r] - T(r) = T(r).
La aplicacién T esta bien definida, ya que si r ~pe,7 17, entonces
r —r’ € kerT. Por tanto

0=T(r—r")=Tr)+T(—r")=Tr)-T") = T(r)= f([r]) = f([r’]) =T(r").

Que T es un homomorfismo y que ademds es suprayectivo (7" lo
es) es un simple ejercicio. Por ultimo veamos que T es inyectivo.
Si T'([r]) = T([s]), entonces

T(r)="T(s) = 0=T(r)—T(s)=T(r —s),
luego r — s € kerT lo cudl es equivalente a que [r] = [s] O
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