ANALISIS MATEMATICO BASICO.

DERIVADAS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

Curvas Paramétricas. Dada una curva paramétrica
vy ¢ [a,b)]CR — R"
t = () = (fD), fa(t), ., fu(t)),
donde las funciones fy : [a,b] — R son continuas y derivables en ¢ € [a, b]

para k =1,2,..,n. Llamamos derivada de v a la funcién paramétrica

v () = (f1(t), f5(t), ..., fi.(t)) para t € [a,b].
Ya hemos visto que el vector 7/ (o) es el vector director de la recta tangente

a la curva paramétrica por el punto y(tp). Asi la recta tangente se escribe

como

R(t) =+(to)(t — to) +(to)-
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FicuraA 1. Recta tangente a la curva ~.

Ademads comprobamos que la recta tangente por un punto () es la recta
que mejor aproxima a la curva en el punto, es decir

i 2O RO RO Al ) = alt)

i»to  t—ty  i—io t—to t—to
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—fn(to)) = 0
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Observacion. 1. En Fisica, una curva paramétrica vy se ve como la trayec-
toria de un mdvil. Asi se considera que el mdvil sobre el punto v(t) de la

curva lleva un direccion de movimiento igual a ' (t).

La derivada de una curva tiene otras aplicaciones. Por ejemplo, cuando
veamos integracién veremos la relacion entra la longitud de una curva y

su derivada.
Potenciales. Derivadas Parciales.
Vamos a considerar una funcién real de varias variables reales,
f o R™ - R
T = (v1,22, . 7n) — f(T)
Ejemplo. 1.  f(T) = S (=1)'; ( funcién de n variables)
v f(x,y) = xzycos(x + 2y) (funcion de dos variables).

» f(z,y,2) = xz —yx + 2y (funcion de tres variables).

Un ejemplo importante y que nos va a servir para ciertas notaciones es el

Producto Escalar.

Ejemplo. 2. Sea q = (a1, ...,an) € R™. Se define el producto escalar de

a por 7 como
n
< 7, 7 >= Zaixi =a121 + .... + apxy.
i=1

Ast fijado d = (a1, oy ) € R f(?) =< @, T > es una aplicacién de n

variables.

Ejemplos concretos son

w f(z,y) =22 — 3y =< (2,-3),(z,y) > .
v f(z,y,2) =20 —y+2z=<(2,-1,1),(z,y,2) > .

Observacion. 2. En R"

a: /< T, T >=/>", 933 es la distancia que separa el punto 7 de

—

0.
b: /<T -Y. 7 -7 >= Voo (zi — yi)? es la distancia que se-
para el punto 7 del punto 7
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FiGgurA 2. Distancia en R".

Si en una funcién f de n variables nos fijamos en una x;, y consideramos
las demads (x;, con i # ip) como constantes, podemos hacer la derivacién

formal respecto de la variable que hemos elegido. Esto es lo que llamamos

una derivada parcial, y lo escribimos como 8‘1_ .
K2

0

Ejemplo. 3. » Sea f(z,y) = zycos(z + 2y), entonces
. % = ycos(z + 2y) — xysen(z + 2y).
. %i = zcos(x + 2y) — 2zy sen(x + 2y).

» Sea f(x,y,2) =2x —y+ z, entonces
o U —9

o U — 1.
o U —1.

Formalmente

Definicion. 1. Sea una funcion de n variables
I R™ - R
T = (21,9, ) — f(T)
Y sea q e Domf.

a: Se llama derivada parcial de f con respecto a la variable x; en el

punto 7, al siguiente limite, siempre que exista,

ﬁ(ﬁ) ~ lim flar, .., ai—1,a; + h,aiq1, .., an) — f(ﬁ)'
ox; h—0 h
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b: El vector de derivadas parciales

VI@) = (G2 (@), g (@), g (@)

se le llama gradiente de la funcion f en el punto q.
Ejemplo. 4. » Sea f(x,y) = zycos(z + 2y), entonces
Vf(z,y) = (ycos(z + 2y) — zysen(z + 2y), x cos(z + 2y) — 2zy sen(z + 2y)).
» Sea f(x,y,2) =2x —y + z, entonces
Vi(z,y,z) =(2,-1,1),

El gradiente de una funcién tiene interesantes propiedades. Viene a ser

como la derivada de una funcién en una variable. Se puede probar que:

(@) - (< Vf(@),7 -7

o > +£(@))
ESYS V<7 -4, 7-d >

=0.

Es decir la funcién lineal r(7) =< Vf(d), 7 — @ > +f(d) apro-
xima a la funcién f cerca del punto a (para que lo anterior sea cierto
hay que pedir no solo que las derivadas parciales existan sino que
ademads sean continuas).

= Los puntos donde el gradiente se anula, V f (7) = 6>, son candidatos
a maximos y minimos locales de la funcién f.

= El gradiente es un vector de R™. Se puede probar que la direccion
que indica el vector gradiente en un punto es la direccién de méxima

variacion de la funcién en el punto.

Ejemplo. 5. Supongamos que la funcion f(x,y, z) indica la temperatura del
punto del espacio (x,y, z). Entonces V f(x,y, z) indica la direccion en la que
fluye el calor en el punto (x,y, z), dado que indica la direccion en que las

temperaturas varian mds rapidamente.
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Ficura 3. Flujo.

Funciones Vectoriales.
Consideremos funciones de varias variables que toman valores vectoriales,
es decir funciones
F R”™ - R™
T = (21,29, 2n) = (@) = T =15 Ym)-
Si llamos fj(?) = y; (funcién real de n variables ) para j = 1,2,..,m,

entonces podemos escribir
F(Z) = (1(@), f2(T)s s fn(T)).

Ejemplo. 6. » F(z,y) = (xy,cosz,seny) es una funcion definida en
R? que toma valores en R3.

w Si f(x,y,2) = xyz, entonces V f(x,y, z) = (yz,zz,xy) €s una funcion
de R3 en si mismo. Si f es una funcion real de n varaibles entonces
el gradiente de la funcion Vf es una funcion vectorial de R™ en si
mismo.

w F(z,y,2) = (T—x,Iny,x+y+2). En este caso F = (f1, f2, f3)) donde
fi(,9,2) = T— 2, fo(@,9,2) =Iny, y falm,y2) =3+ y+ 2

Definiciéon. 2. Dada una funcion vectorial de F' : R™ — R™, con F =
(fis.es fm) se llama matriz diferencial de F a la matriz de derivadas

parciales DF € My, «n, St existen,

of1 ofr Aft

0% 3;‘- af; 3}.

DF:(axi)] 1,2,....m — e - Bn o B
1 = 172, LN

% Ofm Ofm

dc1 ' Oz ' Ozn
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Ejemplo. 7. Sea F(x,y,z) = (7T—x,Iny,x +y+ 2). La diferencial de F es

-1 0 0
DF(z,y,z) = 0 i 0
1 1 1

Como en el caso de las funciones escalares, la diferencial permite encon-
trar una funcién lineal que aproxima la funcién de forma local. De forma

precisa, se puede probar que:

L F(#) -~ (DF(@)(F - @) + F(2))
T—d V<T@ -4, 7 -7d >
Es decir la funcién lineal #(2') = DF(d)(? — @) + F(d) aproxima a la

funcién F' cerca del punto a (para que lo anterior sea cierto hay que pedir

=0.

no solo que las derivadas parciales existan sino que ademés sean continuas).
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