
ANÁLISIS MATEMÁTICO BÁSICO.

CONSTRUCCIÓN DE LOS NÚMEROS REALES.

Queremos presentar una de las construcción t́ıpicas de los números reales

a partir de los racionales. Lo que veremos es algo muy elaborado, a veces

engorroso y en muchos casos tedioso, que no aporta nada al manejo y uso

de los números reales. Pero nos da seguridad de su existencia. Solo veremos

los pasos esenciales de la construcción sin mayores detalles.

Cortaduras de Dedekind

Definición. 1. Llamamos número real α a todo subconjunto de Q, α ⊂ Q,
de modo que verifica que:

1. α 6= ∅ y α 6= R.
2. Si a ∈ α y b ∈ Q verificando que b < a, entonces b ∈ α.
3. Para todo a ∈ α, existe otro a′ ∈ α de modo que a < a′.

Al conjunto de todos estos subconjuntos de Q lo denotamos por R.

A este tipo de conjuntos de Q se les conoce con el nombre de cortaduras

de Dedekind. Lo que hacemos es cortar la recta de números y quedarnos

con todos los números racionales a su izquierda.

Figura 1. Cortadura de Dedekind.

Es chocante que un número lo presentemos como un conjunto de números,

pero gráficamente es muy intuitivo que el corte sobre la recta nos da un

número real.

Ejemplo. 1. Sea {x ∈ Q : x < 0 o x2 < 2 }. No es dif́ıcil probar que este

conjunto está en R (verifica las propiedades 1, 2 y 3). Efectivamente es el

número real
√
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Observación. 1. Es fácil ver que Q ⊂ R. Sea r ∈ Q y sea ρ = {x ∈ Q :

x < r } ∈ R. La identificación de r con ρ nos permite ver la inclusión de los

racionales dentro de los reales.

Definición. 2. Dados α, β ∈ R decimos que α < β si α ⊂ β.

Es fácil ver que esta definición da un orden total sobre R.

Teorema. 1. Sea A ⊂ R acotado superiormente, entonces existe supA.

Demostración: Se define

supA =
⋃
α∈A

α.

Ahora se ve que supA, aśı definido, es un elemento de R y que verifica las

condiciones para ser supremo �

Definición. 3. Para todo α, β ∈ R se define su suma por

α+ β = {x+ y ∈ Q : x ∈ α e y ∈ β }

Tendŕıamos que ver que α+ β, aśı definido, es un número real y que esta

operación verifica las propidades de la suma. Donde

0 = {x ∈ Q : x < 0}, es el elemento neutro.

−α = {x ∈ Q : −x /∈ α y − x 6= mı́nQ\α }, es el elemento opuesto

a α.

Definición. 4. Dados α, β ∈ R, números reales positivos, α, β > 0, se define

el producto de estos números por

α× β = αβ = {z ∈ Q : z < 0 o z = xy con x ∈ α, y ∈ β e y, x > 0 }

Tendŕıamos que ver que αβ, aśı definido, es un número real. A partir de

esta definición damos la definición general de producto de números reales.

Definición. 5. Sean α, β ∈ R.

a: Se define el valor absoluto de un número real por

|α| =
{

α si α ≥ 0
−α si α < 0

b: Se define el producto de números reales por:

α× β = αβ =

 0, si α = 0 o β = 0
|α||β|, si α > 0, β > 0 o α < 0, β < 0
−|α||β|, si α > 0, β < 0 o α < 0, β > 0
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La definición anterior nos da números reales, y solo queda ver que este

producto verifica las propiedades del producto de números reales donde

1 = {x ∈ Q : x < 1 }, es elemento neutro del producto.

α−1 = {x ∈ Q : x ≤ 0 o x > 0, 1x /∈ α y 1
x /∈ mı́nQ\α }, si α > 0. En

otro caso, si α < 0, se define α−1 = −(|α|−1). El elemento inverso de

un número real α 6= 0.

Solo nos quedaŕıa ver la propiedad distributiva y también que el orden es

complatible con las operaciones. Cuestiones que se dejan como ejercicio.
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