ANALISIS MATEMATICO BASICO.

CARACTERIZACION DE CERRADOS Y COMPACTOS POR

SUCESIONES.

Los conjuntos de R cerrados y los conjuntos compactos pueden ser carac-

terizados por sucesiones. De hecho la caracterizacién de los compactos por

sucesiones es la propiedad que les hace ttiles en Andlisis Matematico (algo

de esto veremos al estudiar maximos y minimos de funciones continuas).

Teorema. 1. a: Un conjunto C C R es cerrado si y solo si para to-

da sucesion convergente de elementos de C, (z,)02, C C, con x =

lim,, o0 Tn, se tiene que x € C.

b: Un conjunto K C R es compacto si y solo si toda sucesion de elemen-

tos de K, (x,)52; C K, tiene al menos una subsucesion convergente

(@ny )72y con limy_yo0 T, =« € K.

Demostracion:

a:

= Supongamos que C' es cerrado y que = limy,_, o0 T, con x, € C,
para todo n. Si x ¢ C, entonces como R\C' es abierto, existe r > 0
con (z —r,z+7r)[(C = 0. Esto nos dice, por definicién de limite,

que z no es el limite de la sucesién. Contradiccién.

= Supongamos que C' tiene la propiedad de que para toda suce-

sién convergente de elementos de C, (z,)02,; C C, con z =
limy, 00 Tn, se tiene que x € C. Supongamos que C no es ce-
rrado, o equivalentemente que R\C no es abierto. Entonces existe
x € R\C de modo que para todo r > 0, se tiene que (x —r,x +
r)(VC # 0. En particular para todo n natural positivo existe
zn € (x—2, 24 L)NC, es decir z, € C'y |z, — x| < L para todo
n. Lo cudl contradice la hipdtesis. Asi necesariamente C' tiene que

ser cerrado.
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b: = Si K escompacto, es decir cerrado y acotado, y (2,)5; es una su-
cesion de elementos de K, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass
existe una subsucesién convergente (x,,) — koo . Como K es
cerrado, entonces x € K.

= Supongamos que toda sucesion de elementos de K, (z,)22; C K,
tiene al menos una subsucesién convergente (y, )3, con limy_,o Ty, =
x € K. Usanso esta hip6teisis y el apartado a) K es cerrado.
Si K no fuese acotado, para cada n € N, existiria z,, € K de
modo que x, > n. Pero entonces esta sucesién no tendria ninguna
subsucesion convergente (cualquier subsucesién es no acotada), lo

que contradice la hipotesis

g

Observacion. 1. Toda sucesion convergente de niumeros reales junto con

su limite forman un conjunto compacto.
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