ANALISIS MATEMATICO BASICO.

DEFINICION DE DERIVADA.

Pensemos geométricamente. En primer lugar repasemos la férmula de la
recta que pasa por dos puntos. Si una recta pasa por los puntos P; = (x1,y1)

y Py = (22,92),

Ficura 1. Recta que pasa por dos puntos.

su pendiente m es independiente de los dos puntos tomados:

Y2 — Y1
m = s
T2 —I1

(esto se debe a la proporcionalidad que hay entre tridngulos semejantes,
Teorema de Tales). Asi la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P; y
Py es:

Y20
T2 — X1

(x —x1) + Y1

En segundo lugar, pensemos en la grafica de una funciéon f, un punto
sobre su grafica P y distintas rectas que pasan por P y se apoyan en otro

de la grafica. Ver el dibujo siguiente.
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FiGurA 2. Cuerdas a un grafica por un punto P.

Las rectas 71 y 2 tienen pendientes f(a+hﬁl)_f(a) y f(a+h52)—f(a) respec-
tivamente. Si a las rectas anteriores las empujamos el punto P, hacia P
(en el caso de que la grafica sea continua eso se consigue haciendo h muy
pequeno), ;llegaremos a una posicién limite de la recta de modo que sea la
recta proxima de la que hablabamos en la introduccion? La respuesta la dan

las dos Definiciones siguientes y el Teorema de después.

! e
i ath

FicurA 3. Recta tangente por el punto P.

Definicion. 1. Dada una funcion f: R — R, y un punto a € Domf tal que
existe r > 0 con (a —r,a + 1) C Domf, se dice que f es derivable en el

punto x = a si existe el limite

. fla+h)— f(a) o
) h = /@)

A dicho limite f'(a), si existe, le llamamos derivada de la funcidn en el

punto a. Se dice que la funcion f es derivable en A C Domf si es derivable
en cada punto de A. LLamamos funcién derivada de f a la funcion f' cuyos

valores son las derivadas de f alli donde sea derivable.
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Observacion. 1. Si x estd cerca de a, entonces x —a = h estd cerca de cero

y diceversa. Luego

h—0 h T—a T —a
Ejemplos. 1. » Sea la funcidn constante f(x) = k. Entonces f'(z) =0

para todo x € R.
» Sea la funcidén identidad f(x) = x. Entonces f'(x) = 1 para todo

z e R.

Demostracion:

» Si f(z) = k, entonces para z = a

i L@ = fla) g Rk
h—0 h h—0

» Si f(z) = x, entonces para z = a

i J@tW) = fla) o ath—a o b
h—0 h h—0 h h—0 h

0

No todas las funciones son derivables, veamos un ejemplo.
Ejemplo. 1. La funcion valor absoluto no es derivable en x = 0.

Demostracién: Como la funcién f(x) = |z| viene dada por dos férmulas,

segun x sea positivo o no, tomando limites laterales

Hmw_h’mﬁ_l

h—0+ h hsoh
y

. |0+hA[ 0] . —h

1 — = lim — = —1.

hifélf h hlg(th

Los limites laterales son distintos, luego el limite no esiste [

Volviendo a nuestra imagen geométrica, podemos definir:

Definicion. 2. Dada una funcion f: R — R, y un punto a € Domf donde
f es derivable, llamamos recta tangente a la grdfica de f por el punto
(a, f(a)) a la recta

r(z) = f'(a)(x — a) + f(a).
Observacion. 2. La recta tangente a la grifica de una funcion por un

punto es la recta que pasa por ese punto y cuya pendiente la da la derivada

de la funcion en el punto.
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Teorema. 1. Sean una funcion f : R — R, y un punto a € Domf donde f
es derivable. Sea la recta tangente por dicho punto r(xz) = f'(a)(x—a)+ f(a),
entonces:

a: la recta r pasa por el punto (a, f(a));
bs Iim 1@ =@

c: ;c;a(x) i b_(;cl— a)+ f(a) es otra recta que pasa por (a, f(a)) y verifica
f(x) = s()

que lim = 0, entonces necesartamente s = r.

T—a T —a

Demostracién: Claramente r(a) = f'(a)(a — a) + f(a) = f(a). Por otro
lado
L@ @) f@) = P —a) - (o

T—a T —a T—a T —a

usando la definicién de derivada

i F@) — F(@

T—a Tr—a

- f'(a) = f'(a) = f'(a) = 0.

Por otro lado si s(z) = b(x — a) + f(a), una recta que pasa por el punto

f(z)—s(x)

(a, f(a)) y tal que lim,_,, = 0, entonces
e J@) (@) (@) () () — s(a)
T—a T —a T—a Tr—a

sustituyendo r y s por sus respectivas férmulas

i F@) — F(@

T—a Tr—a

= f'(a) + (f'(a) = b) = f'(a) — b.

Por tanto 0 = f/(a) — by se tiene que b = f'(a) O

Observacion. 3. La diferencia x — a tiende a cero cuando x se acerca al
fz)—r(z)

“—a —~ = 0 dice que los valores de la recta r se

valor a. Bl limite lim,_,,
acercan a f(x) mas rapidamente que lo hace x al valor a.

El Teorema anterior dice que de las rectas que pasan por (a, f(a)), la recta
tangente es la que mds se aproxima a los valores de la funcion cuando x estd

cerca del valor a. Es lo que llamabamos la recta prérima en la introduccion.

En ciertas situaciones, en ciertos calculos, dada una funcién y = f(x) se

puede sutituir los valores de y por
y:f’(a)(az—a)+f(a) si T~ a.

Ejemplo. 2. Vamos a calcular la recta tangente a la grdfica de la funcion

f(x) = 23 por el punto (1,1).
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Demostracién:
El punto (1,1) pertenece claramente a la gréfica de la funcién. Tenemos
que calcular f/(1). Como f'(x) = 322 (ver la seccién siguiente sobre Calculo

de Derivadas), tenemos que f’(1) = 3 y asi la recta tangente es

r(z)=3(x—-1)+1

FIGURA 4. Recta tangente a la grifica de y = 2>.

Ejercicio. 1. Sea f : (a,b) — R una funcion para la cudl existe una cons-

tante M > 5 de modo que

Sic € (a,b), entonces la recta tangente a la grdfica de f por el punto (c, f(c))

para todo x,y € (a,b).

no puede ser:
a))y=z+fc)—c b)y=g o)+ f(o)

)y=—Ye—a)+fc)  d)y=—atf(c)+Me.

Demostracion: Como M > 5 se sigue que % > ﬁ Asi por la propiedades
de los limites 7; < f’(c) < M. Por otra lado la recta tangente en (c, f(c))
es de la forma r(z) = f'(c) = f'(¢)(x — ¢) + f(c).

a: En este caso f'(¢) = 1, lo cuél es compatible con nuestras hip6tesis.

2 2 , 2
b: En este caso f(c) = MM}LI > éw—M =1 > i Ademds M > Mm}'l, lo

cual es compatible con nuestras hipotesis.
c: En este caso f'(c) = %, lo cudl es compatible con nuestras hipétesis.

d: En este caso f'(c) = =& < 0, lo cudl no es compatible con nuestras

hipdtesis
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