ANALISIS MATEMATICO BASICO.

APLICACIONES DE LA DERIVADA. BUSQUEDA DE
MAXIMOS Y MINIMOS

La derivada permite descubrir propiedades de la funcién de la cudl se
deriva, por ejemplo la localizacién de méaximos y minimos. Fijémonos en la

siguiente figura.
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FiGUurA 1. Méaximos y minimos locales.

En los puntos de esta grafica donde la funcién alcanza una cuspide o un
valle, parece que las rectas tangentes en dichos puntos son paralelas al eje
de las "x”, o lo que es lo mismo que las pendientes de esas rectas son nulas.
Si la funcién es derivable, eso quiere decir que la derivada en tales puntos es
cero. Vamos a formalizar lo anterior. Lo primero definir lo que entendemos

por ”cuspide” y ”valle”

Definicion. 1. Sea una funcion f : R — R y un punto x = a de su dominio.

a: Se dice que a es un mdximo relativo o local de f si existe r > 0,
con (a —r,a+1) C Domf, de modo que para todo x € (a —r,a + 1)
se verifica que

fx) < fla).

b: Se dice que a es un minimo relativo o local de f si existe r > 0,

con (a —r,a+ 1) C Domf, de modo que para todo x € (a —r,a+ 1)

se verifica que

f(z) = f(a).
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Observacion. 1. Los mdzimos o minimos de una funcion definida en todo
intervalo abierto o semirecta abierta son claramente mdzrimos o minimos
locales respectivamente. El reciproco no tienen por que ser cierto como se ve

claramente en la figura anterior.

Si una funcion es derivable, es facil descubrir donde estan sus extremos
relativos (otra forma de referirnos a los méximos y minimos locales). Segiin
la figura de arriba estaran entre los puntos donde la derivada se anula.

Vedmoslo.

Proposicion. 1. Sea una funcion f : R — R y sea x = a un mdzimo o
minimo local de la funcion. Si existe f'(a), entonces necesariamente f'(a) =

0.

Demostracién: Supongamos que z = a es un méaximo relativo y que (a —
r,a+1r) C Domf. (El caso x = a un minimo relativo se deja como ejercicio).

Entonces si

= T > qa se tiene que

F@) =10 gy portanto  1im LE =@ g
r—a rz—at r—a
= T < a se tiene que
Tr—a T—a~ r—a
f(x)—f(a)

Como existe, por hipdtesis, f/(a) = lim,_q , no queda otra opcion
que f'(a)=0. O

El resultado anterior no es mas que una condiciéon necesaria que deben
verificar los extremos relativos. Los siguientes ejemplos nos muestran que
el trabajo de encontrar méximos y minimos de una funcién es algo més

complicado que calcular los ceros de una derivada.

Ejemplos. 1. = En el siguiente ejemplo vemos que x = 0 es un minimo
de la funcion y = |z|. Este punto no puede ser hallado por la derivada

ya que esta funcion no es derivable en x = 0.



APUNTES MMI 3

5 5 | ¥l

P

%

F1GURA 2. Minimo de una funcién en un punto sin derivada..

» La funcion y = 2% tiene por derivada y = 32% que se anula para

x = 0. Sin embargo en tal punto la funcion no tiene ni un mdxrimo ni

un minimo local.
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FIGURA 3. La funcién y = 2% siempre crece.

= En la figura siguiente se ve una grdfica con dos punto de minimo local,
Tr=ayx=c, pero solo x = c es un minimo de la funcion. En xz =10

tenemos un mdximo local, pero que no es mdximo.
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FicuraA 4. Maximos y minimos locales.

Sabemos que toda funcién continua sobre un intervalo cerrado tiene un

maximo y un minimo.

Observacién. 2. Dada una funcion f : R — R con Domf C R, los puntos

del dominio en los que nos tenemos que fijar para encontrar su mdximo iy

su minimo (si los tiene) son:
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» Jos puntos extremos del dominio (en la frontera del dominio dDomf );
» Jos puntos donde f no es continua ni derivable;

» Jos puntos de derivada nula.

FicuraA 5. Méximos y minimos.
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