AMPLIACION DE MATEMATICAS

E.D.O. LINEAL DE PRIMER ORDEN
La ecuacién diferencial lineal de primer orden homogénea es
un caso particular de ecuacién de variables separadas cuando h(z) = z.
El caso no homogéneo, como veremos a continuacién, es un poco mas

complejo.

Definicién 1. Sean dos funciones a,b : (t1,ts) — R.

1. Se llama E.D.O. lineal de primer orden homogénea a
toda ecuacion diferencial del tipo

2'(t) = a(t)z(t).
2. Sellama E.D.O. lineal de primer orden (no homogénea)

a toda ecuacion diferencial del tipo
2'(t) = a(t)x(t) + b(t).

Ejemplo 1. La ecuacion x'(t) = ta(t)+t es una ecuacion lineal de pri-
mer orden cuya ecuacion lineal homogénea asociada es la ecua-
cion o' (t) = tx(t).

Observacién 1. En los CASOS LINFEALES siempre se pro-
cede de la misma manera. Primero se resuelve el caso ho-
mogéneo asoctado y después el problema general.

El siguiente Teorema nos dice como son las soluciones de una ecua-
cién lineal homogénea y también como calcularlas, aunque eso ya lo

sabemos por ser un caso particular de ecuacién de variables separadas.
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Teorema 1. Sea una funcion a : (t1,t2) — R continua en su dominio.

La familia de todas las soluciones de la ecuacion lineal homogénea

(1) = a(t)z(t) (1)
forman un subespacio vectorial de dimension uno del conjunto C(ty,ts)
(el conjunto de todas las funciones continuas sobre el intervalo (tq,12)).
Ademds para todo punto (to, xo) € (t1,t2) X R existe una unica solu-
cion del problema de Cauchy
! —
#(0) = alt)a( 2
l’(to) = Xy,

cuyo dominio es todo el intervalo (tg,ty).

Demostracion: Sitomamos x; y x2 dos soluciones de la ecuacién (1)

y A € R, entonces

(Az1(t) + 2a(t) ) = Az (1) + 25(t)
= Xa(t)x1(t) + a(t)za(t) = a(t) (Ax1(t) + x2(t) ).
De lo que se sigue que también Azq(t) + xo(t) es una solucién de la
ecuacién (1). Esto prueba que el conjunto de soluciones de la ecuacién
diferencial forma un espacio vectorial.

Por otro lado, separando variables tenemos que
t . t
x'(s
/ ( )ds = / a(s)ds
to x(s> to

y despejando deducimos que

t
z(t) = zoelio 1%

Ahora como e “®% es una solucién de (1) de modo que toma el valor
1 para el valor de la variable t = ty, cualquier otra solucién de la
ecuacién es un multiplo de ésta. Por tanto toda solucion esta definida
en todo (t1,t2) (a(t) es continua en (t1,ts)) y una base del conjunto de
soluciones de la ecuacién (1) tiene un tnico elemento [J
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El caso no homogéneo.

La siguiente Proposicién nos dice como es la estructura del conjunto

de soluciones de una E.D.O. lineal no homogénea.

Proposicién 1. Sean dos funciones a,b : (t1,t2) C R — R continuas
en su dominio. Consideramos la ecuacion diferencial lineal de primer
orden no homogénea

2'(t) = a(t)x(t) + b(t). (1)
Si yo es una solucion de la ecuacion (1) y V' es el conjunto de todas
las soluciones de la ecuacion homogénea asociada ('(t) = a(t)x(t)),

entonces V' el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion (1) se
puede describir como

V' ={yo(t) +z(t) : z € V}.

Demostracion:

1. Veamos que {yo(t) + z(t) :z € V} C V.

(yo(t) + 2(1))" = yo(t) + 2'(2)
= a(t)yo(t) + b(t) + a(t)x(t) = a(t)(yo(t) + =(t)) + b(¢),
lo que prueba que yo(t) + z(t) € V' para toda funcién x € V.

2. Ahora veamos que V' C {yo(t) +z(t) : € V'}. Tomemos y € V'
y definimos z(t) = y(t) — yo(t). Claramente y(t) = yo(t)+x(t). Si
vemos que x € V, entonces y € {yo(t)+xz(t) : x € V'}. Vedmoslo,

(y(t) = yo(t)) = y'(t) — yo(t)
= a(t)y(t) +b(t) — a(t)yo(t) — b(t) = a(t)(y(t) — yo(t))
Luego z € VI

De la Proposicién anterior se deduce que si somos capaces de en-
contrar una solucién de la ecuacién no homogénea (1) (solucién sin-
gular), entonces cualquier otra solucién viene dada como la suma de
esta solucién con otra solucién del problema homogéneo (este tltimo
problema ya sabemos resolverlo). Un método para encontrar una so-
lucién singular de una ecuacién no homogénea es él que vemos a

continuacion.
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Método de la variacién de las constante o de Lagrange.

Dada la ecuaciéon no homogénea
a'(t) = a(t)x(t) + b(t), (1)
consideramos una solucion de este problema del tipo

yo(t) — C(t)eftto a(s)dS’

t
donde c(t) es una funcién que tenemos que determinar y donde efto “)%

es una solucion de la ecuacion homogénea asociada. Si suponemos que
Yo es una solucién de (1) tiene que ocurrir que

Y (1) = ¢ ()edio “O% 1 c(t)a(t)edo °)%

= a(t)c(t)elo % 4 p(2).
Despejando se tiene que
(1) = b(t)e™ Jo 2%
y por tanto
c(t) = / b(t)e ™ Jo % gy,

Asi la solucién singular yg se escribe como

yo(t) = (/ b(t)ef ftto a(S)det)) eftto a(s)ds'

Ahora la Proposicién anterior nos dice que la solucion general de la
ecuacién (1), o lo que es lo mismo, cualquiera de las soluciones de (1)
se pueden escribir como

y(y) = yo(t) + z(t) para toda z €V

= y(t) = ( / b(t)e ™ Jo “(S)dsdt)) ehio 9 4 e ol @y e R

La féormula anterior es dificil de recordar. Lo que importa es el pro-
cedimiento. Como vamos a ver en los siguientes ejemplos, no usaremos

las formulas halladas sino los procedimientos para encontrarlas.
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