AMPLIACION DE MATEMATICAS

EJEMPLOS

Ejemplo 1. Vamos a resolver el problema de Cauchy
2/ (t) =ta(t) +t (1)
z(0) = 36.
La ecuacion diferencial es lineal de primer orden no homogénea.
Solucién general de la ecuacién homogénea asociada. Conside-

ramos la ecuacién homogénea asociada x'(t) = tz(t) y vamos a encon-

trar sus soluciones. Separamos variables

Integramos

/
/m(t)dt:/tdt
(t)
t?
< log|z(t)| = 3 + K, donde K € R
y ahora despejando
t2
z(t) = Cez donde C € R;

al variar C' en R se obtiene todas las soluciones de la ecuacién lineal
homogénea.

Calculo de una solucién particular. Vamos a encontrar una solu-
cién del problema (1). En este caso particular se puede observar que
la funcién constantemente igual a —1, yo = —1, es una solucion del
problema no homogéneo. De forma general se puede usar el método de
variacién de las constantes. Asi probamos una solucién del tipo

wlt) = Cl0)e’
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Derivando y suponiendo que verifica la ecuacion
2 2 2
yh(t) = C' (e + C(t)teT =tC(t)e +t

despejando la funcién C' e integrando

2 2 2

C'(t) =te” 2 yvasi  C(t) = /te_gdt = —e 7.

Luego yo(t) = —e 2e? = —1.
Solucién general de la ecuacién no homogénea (1). Esta solucién
es

y(t)=—-1+ Ce'z donde C eR;
al variar C' en R se obtiene todas las soluciones de la ecuacién lineal
no homogénea.
Solucion que verifica la condiciéon inicial. Buscamos una solucién
de (1) de modo que y(0) = 36, es decir que

—1+Ce”? =36 despejando  C = 37.
Asi la solucién tnica del problema de Cauchy (1) es la funcion

+2
y(t) =—1+3Te2.

Ejemplo 2. Vamos a resolver el problema de Cauchy
{ 2/ (t) = tan(t)x(t) + cost

1
+(0) = 1. (1)
La ecuacion diferencial es lineal de primer orden no homogénea.
Soluciéon general de la ecuacion homogénes asociada. Conside-

ramos la ecuacién homogénea asociada z'(t) = tan(t)z(t) y vamos a

encontrar sus soluciones. Separamos variables

2'(t)  sent
x(t)  cost’
Integramos
x'(t) /sent
—dt
x(t) cost
= logx (t = —log(cost),

y ahora despejando

1) = —log(cost)) _ )
w(t) =e cost
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Esta es una solucién no nula de la ecuacién homogénea, luego cualquier

otra solucién serd una combinacion lineal suya, es decir

K
z(t) = —, donde K eR.
cost

Observemos que el dominio de estas soluciones es {t € R : cost # 0}.
Que es el dominio de la funcién tant.

Calculo de una solucion particular. De forma general, si usamos
el método de variacién de las constantes, y asi suponemos que

K(t)
t) =
bo(t) cost’
es una solucién particular. Derivando y suponiendo que verifica la ecua-
cién
K'(t)cost + K(t)sent K(t K(t)sent
yo(t) = ®) (t)sent _ (tant)ﬁ+cost = L—i—cost.
cos?t cos cos?t

Despejando la funcion K e integrando
, 9 , 9 1+ cos2t t sen2t
K'(t) =cos®t yasi K(t)= [ cos®tdt = Tdtzé—i- 1
2t + sen 2¢
L )= ———.
Heso .yo( ) 4 cost . )
Solucién general de la ecuacién no homogénea (1). Esta solucién

€S

2t +sen 2t K
t) = donde K € R;
y(t) 4cost * cost Onee €8

al variar K en R se obtiene todas las soluciones de la ecuacion lineal

no homogénea.
Solucién que verifica la condicién inicial. Buscamos una solucion
de (1) de modo que y(0) = 1, es decir que

2 x 0+ sen(2 x 0) K

4 cos0 cos0
Asi la solucién tnica del problema de Cauchy (1) es la funcién

2t + sen 2t 1
y(t) =

=K =1

4cost cost’
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