AMPLIACION DE MATEMATICAS

TEOREMA DE EXTENSION DE KRONECKER.

Los polinomios irreducibles sobre un cuerpo no tienen raices sobre

ese cuerpo, salvo que sean de grado uno. Ya hemos visto que

Ejemplo 1. » 22 — 2 € Q[z] es irreducible sobre Q.

» 22 — 2 € Zs|z] es irreducible sobre Zs.

Los polinomios irreducibles que lo son en algunos cuerpos, siempre
pueden ser descompuestos en un cuerpo mayor. Esto hace que en la
Teoria de Cuerpos el estudio de las extensiones de cuerpos tenga un

mayor protagonismo que el estudio de subcuerpos. En concreto.

Definicién 1. (Extensiones de Cuerpos).

a: Un subconjunto U C F de un cuerpo F se llama subcuerpo del
cuerpo F si (U, +, X), con las misma operaciomes de F, es a su
vez un Cuerpo.

b: (F,+, x) se llama un cuerpo de extension del subcuerpo (U, +, X).

Teorema 1. Sea p € Flz|, un polinomio con coeficientes en un cuerpo.

A: Se puede encontrar un cuerpo K que incluye a F como subcuerpo
de modo que p tiene alguna raiz en K.

B: Si el grado de p es n, se puede encontrar un cuerpo K que
incluye a F como subcuerpo de modo que p tiene n raices en K
y por tanto se puede descomponer como producto de polinomios
de grado 1.

Demostracion:

A: = Sip=ax—+bun polinomio de grado 1, a = _Tb es una raiz

y es suficiente con tomar K = F.
= Si p es un polinomio con alguna raiz a en F, es decir

r — alp(x),
1
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entonces es suficiente con tomar K = F.
= Si p no tiene raices en F y es irreducible o existe f € F[z]
con flp y f irreducible (la primera posibilidad se reduce a

tomar f = p), entonces
K =Flz]/f

es el cuerpo que buscamos. Claro,

1. como f es un polinomio irreducible en el anillo de poli-
nomios F[z], el ideal generado por f es maximal y por
tanto el anillo cociente para la relacién ¢; ~f go si y solo
siqn — qe €< f >, Flz]/f, es un cuerpo.

2. La identificacion de los elementos de F, r € F, con su
clase en el cuerpo cociente [r] € F[z]|/f, hace que F sea
un subcuerpo de Flz]/f ( ya que ~ es una congruencia).

3. Sea el polinomio = € F[z] y sea su clase a = [z] € Flz]/,
entonces [z] es una raiz de f. Para ver esto ultimo, su-
pongamos que f(z) = bpx™ + by 1 2™ 4+ by + by,
entonces

f([x]) = b [x]™ 4+ ... + by [z] + by
operando en congruencias
= [b2™ + b1 2™ 4 - F by + by] = [f] = [0] € Flz]/f.

Observemos que si f tiene una raiz en K = F[z|/ f, como f|p,
el polinomio p tiene la misma raiz que f.
B: Ahora procediendo como en A, a lo mas tantas veces como el
grado de p, llegariamos a un cuerpo donde p tiene exactamente
n raices [J

El Teorema de Kronecker es la version para polinomios del proceso

en congruencias que vimos para los enteros.

Corolario 1. Dado f € Flz], F cuerpo y f irreducible, (F[z]/f,+, x)
es el conjunto de los posibles restos al dividir por f, salvo congruencias,
con las operaciones en congruencias.

Demostracion: Sean ¢, ¢ € F[z], con ¢ ~f ¢o. Si

@ =q@)fx)+r@) v  @=d@f(@)+r ()
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con grad.r y grad.r’ menores que el grado de f, entonces

il —a) = (g =) f = (r—7")
si y solo si flr —r’. Como el grado de r — ' es menor que el grado de
f, lo anterior solo es posible si r — ' =0 O

Ejemplo 2. Como z* — 2 es irreducible en Z3|z], [x] € Zs[z]/(x* — 2)

es una raiz del polinomio.

Observemos que [z]> —2 = [0], luego [z]? = 2. Asf el cuerpo
Zs|x]/(z* — 2) = Zs[a], el cuerpo que construimos en el capitulo an-
terior. Ademés podemos ver que el conjunto cociente Zs[x]/(z? — 2)
estd formado por los restos posibles de dividir un polinomio p € Zs[z]

entre 2 — 2 (por la definicién de la congruencia). Por tanto
Zaf)/(2? — 2) = { 0,1,2, [a], (22, [1 + a], [1 + 2], [2 + 2], [2 + 2a] }.
El mismo conjunto que cuando calculabamos Zs[«], para a? = 2.

Ejemplo 3. Dados P(z) = z* + 223 + 22 + 1,Q(z) = 2?2 — 2 €
Zs|x], queremos calcular el inverso de P respecto del producto en

Zs|x]/(z? — 2).

Podemos hacer dos cosas. La primera, dividir P entre (). Identificar
el resto y mirar en la tabla de (Zs[z]/(z* — 2), x) cudl es el inverso
buscado (esta tabla la calculamos en el capitulo anterior).

Otra forma de verlo es hallar una identidad de Bezout entre P y
Q (como x? — 2 es irreducible el m.c.d.(P,Q) es un nimero). Asf en
primer lugar hay que dividir polinomios para calcular la sucesion de
restos decrecientes en grado.

ot +22% 4+ 20 + 1 22 — 2
—xt +22% 2?4+ 22 +2
2% + 22 + 2z + 1
x3 +
227 + 1
2?4+ 1
2

En este caso la identidad de Bezout es muy simple y no necesitamos

usar el algoritmos de Euclides para calcularla,
P(x) — (2* + 2z + 2)(2* — 2) = 2.
Luego [P(z)] ™ = [2] 7' = [2] O
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Observacién 1. (Historica.) Leopoldo Kronecker (1823-1891) tra-
bajo sobre formas cuadrdticas y Teoria de Ideales. En algiun momento
escribio 7...Dios hizo los numeros, todo lo demas es obra del hombre.”
Unos pocos anos después, Peano establecio los axiomas, que llevan su
nombre, con los cudles se contruyen los numeros naturales y por tanto

el resto de los numeros.

Ahora vamos a completar el capitulo con algunos ejemplos que al
trabajar en ellos nos ayuden a entender las nociones tedricas que hemos

visto.

Ejemplo 4. Vamos a encontrar todos los polinomios monicos irredu-

cibles de Zs[z| de grado menor o igual a 3.

= Los polinomios de grado uno son z,z + 1y x + 2 y son todos
irreducibles por definicién.

» Los polinomios de grado dos ménicos son de la forma 22+ ax +b.
Como los coeficientes solo pueden tomar tres valores a,b € Zz =
{0,1,2}, solo existen nueve polinomios ménicos de grado 2 en
Zs|z]. {Cudles de ellos son irreducibles? Vedmos.

Si un polinomio p de grado 2 es reducible

p(x) = 2’ +ar+b= (x — aq)(z — ), entonces

0 = p(z) = 2*
esiai=am=¢ 1 = plr)=2*+z+1
2 = plr)=2>+2r+1
ar=0,0=1 = p(z)=2>+2x
esia #£ay{ ay=0a=2 = plx)=2>+=x
ar=1l,as=2 = pr)=1>+2
e De los nueve polinomios ménicos de grado 2 hay seis redu-
cibles, luego los irreducibles son los que no estan en la lista

anterior, que son
2 2 2
r*+1, »4+rx+2y 2°+ 20+ 2.

= Los polinomios de grado tres ménicos son de la forma 2 + az? +
br + c. Como los coeficientes solo pueden tomar tres valores
a,b,c € Zs = {0,1,2}, solo existen 27 polinomios ménicos de
grado 3 en Zs[z]. ;Cuéles de ellos son irreducibles? Vedmos.
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Un polinomio p reducible de grado 3 es de la forma

p(x) = (x — ) (z — az)(z — a)

p(z) = (z — a)q(z)
con ¢ un polinomoo de grado 2 irreducible. Como aq, as, a3 € {0,1,2}
y solo hay 3 polinomios de grado 2 irreducibles, las posibles combi-
naciones de estos elementos nos dice que hay 10 + 9 = 19 polinomios
reducibles de grado 3. Por tanto tenemos que buscar solo 8 polinomios
irreducibles. Estos son de la forma

p(r) = 2* + az® + b + ¢ con c #0.

Por tanto, cero no puede ser una raiz del polinomio. Ahora tenemos
que encontrar los casos en los que ni @« = 1 ni @ = 2 sean raices del

polinomio.

= Sic=1y
e b = 0, entonces p(x) = ® + az? + 1 y solo z 4+ 22 + 1 es
irreducible.
e b =1, entonces p(x) = 2 +ar?+x+1y solo x* 4222+ 2z +1
es irreducible.
e b =2, entonces p(z) = 2* + ax® + 2z + 1 y solo z° + 2z + 1
y 23 + 2% + 22 + 1 son irreducibles.
»m Sic=2y
e b = 0, entonces p(z) = 2* + az? + 2 y solo 2% + 22 + 2 es
irreducible.
e b =1, entonces p(z) = 2* +az?+x+2 y solo 23+ 2% +x+2
es irreducible.
e b =2, entonces p(r) = z° + ax? + 2z + 2 y solo 23 + 2z + 2
2% + 22 + 22 + 2 son irreducibles [J

Observaciéon 2. De un total de 3+ 9 + 27 = 39 polinomios monicos
de grado menor o igual a 3, hemos hallado 3 + 3 + 8 = 14 polinomios
wrreducibles. No son muchos y como hemos visto no es "rapida” la
forma de determinar si son irreducibles o no.

Pensemos en Zy[z], con p un primo grande y un grado elevado. En-

contrar un polinomio irreducible o determinar st uno dado lo es parece
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que llevard un gran cdlculo. Este es la "mala” cualidad de los polino-

mios irreducibles que les hace ttiles en Criptografia.

Tenemos que entender que para descomponer un polinomio, o deter-
minar si es irreducible, trabajar con raices en cuerpos mas grandes nos

da nuevas posibilidades para hacerlo.

Ejemplo 5. En Zz| se define el subconjunto
I ={peZsx] : p(0)€3Z}.

Es facil ver que I es un ideal de Z[z|. Ademés es el ideal generado
por I =< 3,z > (no es un ideal principal). La aplicacién
v o Zlx] = Zs
p = ) = p3)=[p3)]
es un homomorfismo suprayectivo de anillos. Claramente, el nicleo de
la aplicacion keriyp = I y segun el Teorema de Isomorfia los anillos

Z[zx]/1 y Zs son isomorfos.

Observaciéon 3. El ejemplo anterior muestra que

» Z[x] no es dominio de ideales principales, ya que Z no es cuerpo.

» Adnqgue Z no es un cuerpo, Zlx]/I si es un cuerpo (es isomorfo
a Zs que lo es). Aunque en este caso Z ¢ Zlx]/I (Z[z]/I es un
cuerpo finito).

Para entender mejor las extensiones de cuerpos, tendremos que es-
tudiar un poco la Teoria de Cuerpos en abstracto. Esto lo vemos en los
siguientes capitulos.
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