ANALISIS MATEMATICO BASICO.

MAXIMOS Y MINIMOS EN FUNCIONES CONTINUAS.

Las funciones continuas definidas sobre intervalos cerrados de la recta real
alcanza siempre un maximo y un minimo. Las definiciones precisas son las

siguientes.

Definicién. 1. Sea una funcion f: A C R — R definida sobre un trozo de

la recta real.

A: Decimos que f estd acotada si existe M > 0 de modo que
|f(z)] < M para todo x € A.

B: Decimos que f tiene un mdximo en el punto x = xg € A si
f(x) < f(zo) para todo x € A.

C: Decimos que f tiene un minimo en el punto x =1 € A si

f(z1) < f(x) para todo x € A.
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FicurA 1. Funcién acotada.

En el caso de que f sea continua y esté definida sobre un intervalo cerrado,

esta funcién alcanza un maximo y un minimo.

Teorema. 1. Sea una funcion continua f : [a,b] C R — R definida sobre

un intervalo cerrado [a,b] de la recta real. Entonces
1



2 C. RUIZ

A: f estd acotada.
B: f alcanza al menos un punto de mdximo en [a,b).

C: f alcanza al menos un punto de minimo en [a,b).

Demostracion:

A: Supongamos que f no esta acotada. Entonces para todo n € N debe
de existir un z,, € [a,b] de modo que |f(x,)| > n. Por el Teorema
de Bolzano-Weierstrass (ver apuntes sobre Subsucesiones) tiene que
existir una subsucesién (z,,) —j 0 @ con z € [a,b]. Como f es
continua y por la caracterizaciéon de la continuidad por sucesiones se

tiene que
f(xnj) —7j—o0 f(z),

pero por la definicién de la sucesién f(xn;) —j—co 00. Llegamos a
contradiccién por suponer que f no estd acotada. Por tanto lo estd.
B: Ejercicio, se hace de forma andloga a como procedemos a continua-

cion.

C: f es una funcién acotada. Si consideramos el conjunto de R
A={f(z)eR : z€a,b]},

este es un conjunto no vacio y acotado inferiormente. Entonces existe

£ = inf A. Por tanto, para todo n € N
1
existe x, € [a,b] de modo que B < f(z,) < B+ —,
n

donde solo hemos usados las propiedades de los infimos.

De nuevo por el Teorema de Bolzano-Weierstrass (ver apuntes so-
bre Subsucesiones) tiene que existir una subsucesion (,;) —j 500 T
con x € [a,b]. Como f es continua y por la caracterizacién de la

continuidad por sucesiones se tiene que

f(xnj) _>ij f(.’E)

Por otro lado f(zy;) —j—c0 B, por la definicién de la sucesién. Ahora

por la unicidad del limite se sigue que

f(z) =8,

asi x es el minimo que buscabamos.
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Ejemplo. 1. Sea la funcion f: (0,1) — R definida por f(x) = % Es una

funcion continua en todo su dominio y ademds

Iim — =00 g lim — =1.
z—0t & z—1— T

Esta funcion no esta acotada, no alcanza un mdzximo ni tampoco un minimo

(fijemosnos que 1 ¢ (0,1)).

Observemos que esta misma funcién f(x) = % definida en el intervalo

[2, 3] alcanza su maximo en = 2 y su minimo en = = 3.
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Figura 2. Maximos y minimos.

Observacion. 1. Un Teorema como el anterior se puede dar sustituyendo
el intervalo cerrado [a,b] por un conjunto K compacto (ver apéndice sobre

la Topologia de la Recta).

Muchos problemas de Matematica Aplicada tienen que ver con optimizar
funciones, es decir encontrar maximos o minimos de tales funciones. La
continuidad junto con la compacidad son dos herramientas poderosas en los

problemas de optimizacién.
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