AMPLIACION DE MATEMATICAS

GRUPOS: DEFINICION Y EJEMPLOS.

La Teoria de Grupos tiene muchas aplicaciones desde Cristalo-
grafia hasta Criptografia, pasando por la resoluciéon de ecuaciones.
Nosotros vamos a ver rudimentos de la teoria y algunas aplicaciones a
la computacién y a la Criptografia.

Definicién 1. Un conjunto (G, *) con una operacion *, definida sobre
él, se dice que es un

» Grupo si (G, x) tiene las propiedades asociativa, existe un ele-
mento neutro y cada elemento de G tiene un opuesto o inverso.
» Grupo Conmutativo o Abeliano si (G,*) es un grupo y

ademds la operacion x es conmutativa.

(Ver el Capitulo de Introduccion para la definicion precisa de cada pro-
piedad).

Observacién 1. FEl adjetivo Abeliano viene en honor de N.H. Abel
(1802-1829), brillante y joven matemdtico noruego, el cudl uso Grupos
para probar que, en general, la ecuacion polinomica de grado mayor o
tgual a 5 no puede resolverse por radicales. Lo que quiere decir que no
se puede encontrar una fomula con sumas, productos y raices de modo
que con ellas describamos las soluciones de la ecuacion.

Abel da también nombre al premio de matemdticas de mayor cuantia
economica que se otorga en el mundo. Claro, lo concede el gobierno

norueqgo.

Proposicién 1. El elemento neutro e de un grupo (G, ) asi como cada

inverso g~' de g € G son 1inicos.
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Demostracion:
» Supongamos que e y €’ son dos elementos neutros. Entonces
exe =¢ pero también exe =e

por tanto e = €.
= Si g; v g2 son dos inversos de g € G, entonces

gLx(g*xge) =g xe=gq
(g1 % g) % g2 = €% go = g,

ahora, por la propiedad asociativa, deducimos que g; = gsJ

Ejemplo 1. (Z,+),(Q,+), (R, +), y (C,+) forman cuatro grupos abe-

lianos.

Ejemplo 2. Sin € N\{0}, el conjunto de los miltiplos de n
nZ=A4{nz : z€Z}

gunto con la suma de enteros, (nZ,+), forma un grupo abeliano.

Ejemplo 3. (Z,\{0}, x), p primo, (Q\{0}, x), (R\{0}, x) y (C\{0}, x),
todos ellos son grupos multiplicativos abelianos.

Ejemplo 4. Sea X un conjunto no vacio. Se considera el conjunto de
las biyecciones definidas sobre €l

Sx={f:X =X : [ esuna aplicacion biyectiva},

gunto con la composicion de funciones, (Sx,0), es un grupo (en este

caso no necesariamente abeliano).

En este caso, el elemento neutro es e = [ la apliccacién identidad.
Y para cada f € Sx su funcién inversa f~! es el elemento inverso
respecto de la operacién de composicién fo f~t= f~lo f=1.

Es facil contar las biyecciones de un conjunto finito

si CardX =n = CardSx = n!

Al conjunto Sy se le llama Grupo Simétrico o Grupo de las Per-
mutaciones de X.
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Ejemplo 5. Sea M,,»,,, n > 1, el conjunto de la Matrices Cuadra-
das de orden n sobre el cuerpo de los nimeros reales R (o en general
sobre cualquier cuerpo F). Consideramos las matrices de determinante
no nulo. Asi, con respecto al producto de matrices, este conjunto for-
ma un grupo (no Abeliano). Lo notamos por (GL(n,R), x) y le damos
el nombre de Grupo General Lineal.

Si nos acordamos del Algebra Lineal, toda aplicacion lineal f :

R™ — R"™ venia dada por una matriz Ay € M, , de modo que para
cada 7 € R" se tiene que f(7) = A; 7.

La matriz de la composicion de dos aplicaciones lineales f y g venia
dada por el producto de matrices Asy = ArA,. Ademds el determi-
nante no nulo de la matriz |As| # 0 es equivalente a que la aplicacién
f es biyectiva.

Asi conectando con el ejemplo anterior, la matriz identidad I €
(GL(n,R), x) es el elemento neutro del grupo y para cada A € (GL(n,R), x)
su matriz inversa es el elemento inverso de A respecto del producto.

Observacién 2. Si X = R", entonces GL(n,R) C Sx. Mds adelan-
te diremos que el grupo General Lineal es un subgrupo del grupo de

biyecciones sobre R™.

Ejemplo 6. Sean X un conjunto y P(X) el conjunto de las partes
de X, es decir el conjunto de todos los subconjuntos de X . Sobre P(X)
se define la operacion /\ por
A P(X)xP(X) — P(x)
(A, B) — AAB = (A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB).

FicurA 1. Diferencia Simétrica.

Ast (P(x), A) es un Grupo Abeliano.

En este conjunto P(X), el elemento neutro es e = (). Y para cada
A € P(X), él mismo es su inverso. Por otro lado, es facil determinar
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que
CardP(X) = 20X,

Ejemplo 7. Sea P, un poligono regular den lados, podemos escribir
P,={V1}={e"* . k=0,1,2,..,n—1},

teniendo en cuenta solo los vértices. Se considera el conjunto D, de
las rotaciones de dngulo k%” y las reflexiones sobre el poligono.
Con la composicion, (D,,o) es un grupo no abeliano llamado Grupo
Diedral de grado n.

2

(a rotacion =

a? rotacién 22

Tenemos n rotaciones . " (observemos que a” es

[ a" rotacién nZT.
n

la identidad) y n reflexiones cada una definida respecto de uno de los

n

n ejes de simetria.

F1GURA 2. Ejes de Simétrica.

Si b es una de estas simetrias, las otras son

Por tanto D,, C Sp,, vy en este caso CardD,, = 2n.
Ejemplo 8. ({0}, +) es un grupo con Card{0} = 1.

Ejemplo 9. ({0,1,2,...,8,9}, +) no forma un grupo ya que no estd bien
definida la operacion (1+9 no estd definida dentro del conjunto).
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Ejemplo 10. (Zyo,+) = ({[0], [1], ..., [9]}, +) es, en cambio, un grupo
abeliano.

Ejemplo 11. (Z,—) mo es un grupo (ya que, por ejemplo, 3—(7—9) =
54 -13=(3—7)—9).

Ejemplo 12. (Z*, x) = ({[m] € Z,, : existe [m]™'}, x) es un grupo
conmutativo.

Esto dltimo lo vimos al estudiar la funcién de Euler (¢(n) = CardZ;).

Definicién 2. Dado (G, *) un grupo, se llama orden de G (|G| ) al

numero de elementos de G, es decir
|G| = CardG.
Ejemplo 13. » Para (2Z,+), |2Z|= co.

» $i X ={1,2,....,n}, entonces |Sx| = n!
» |D,| =2n.

Definicién 3. (Tabla de la Operacion). Dado un grupo (G,x*) fi-
nito (e.d. |G| < 00), con
G = {917927 -y Gn }

podemos definir (o escribir) la operacion que define al grupo a través
de una tabla:

* g1 g2 In
g1 |91 %G1 |91 *G2 |- g1 * gp,
g2 | 92 % g1 | 92 * g2 g2 * gn
Gn | Gn* g1 | Gn x go | - -+ gn * gn

donde los "productos” g; * g; € G.

A través de tablas como éstas es facil ver donde esta el elemento neu-
tro o el inverso de cada elemento; o saber si la operacion es conmutativa

O 1no.

Ejemplo 14. Sea (P({a,b}, ) las partes de un conjunto de dos ele-

mentos con la operacion de la diferencia simétrica. Su tabla es
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A | 0 | {a} | {b} |{a,b}
0 0 | {a} | {b} |{a,b}
{a} | {a} | 0 [{a,b}]| {b}
{0} | {0} [{a,0}] 0 | {fa}
{a,b} [{a,0} | {6} | {a} | 0

donde () indica el conjunto vacio. Este es claramente el elemento neutro.

Como la tabla es simétrica respecto de la diagonal la operacion es
conmutativa. Ademds es facil observar que cada elemento de P({a,b})

€s su propio inverso.

Ejemplo 15. La tabla de (Z§, x) = ({[1],[5]}, x) es

x | [1] | [3]
(1] | [1] | [5]
[5] | [5] | [1]
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