AMPLIACION DE MATEMATICAS

SUBGRUPOS.

Toda estructura algebraica suele contener subconjuntos que heredan
la estructura. Asi los espacios vectoriales contienen subespacio vecto-
riales. También los grupos, de forma analoga, contienen subgrupos.

Definicién 1. Sea (G, x) un grupo y se S un subconjunto de G (S C
G ). Decimos que S con la operacion de G, (S,*), es un subgrupo de
G si (S, *) es un grupo.

Observacion 1. Escribiremos S < G para indicar que S es un sub-
grupo de G. S1.S C G escribimos S < G.
Obuviamente, siempre se tiene que el orden del subgrupo es menor o

wgual que el del grupo:
si S QG, entonces |S| < |G|.

Ejemplos 1. 1. GQG.

. ({e}, %) Q (G, %), donde e es el elemento neutro de G.
(nZp,+) < (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C,+).

- (Q\{0}, x) < (R\{0}, x) < (C\{0}, x).

.81 X C Y, entonces (P(X),A) < (P(Y), ).

. 81 X = R", entonces el grupo general lineal es un subgrupo del
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grupo de biyecciones sobre R™, es decir
GL(H, R) < Sx.

Es facil caracterizar a los subgrupos, como en el caso de espacios

vectoriales.

Teorema 1. (Caracterizacion de subgrupos). Sea (G, *) un grupo
y sea S C G un subconjunto no vacio. Entonces S es un subgrupo de
G si y solo si

gL*g, €8 para todo g1,92 € S.
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Demostracion:

= Si (S,%) es un grupo, entonces para todo gi,g2 € S existe el
inverso de go (de cualquier elemento de S), g, ' € S, y ademés si
operamos g * g, - esta operacién no se sale de S.

= Si ahora tenemos que g, * g5 ' € S para todo 91,92 € 5,

entonces

para ge€S=gxg'l=ecS;

l=gles;

para e,geES=exg

para  gi,g2 € S,como gyl €S = kg =gix(g;) €S
Asi la operacion * sobre S es cerrada, tiene elemento neutro e,
cada elemento de S tiene inverso y la operacion es asociativa ya

que lo es en todo (G, x)O

Proposicién 1. Sea (G, *) un grupo y sea (S;)ie; una familia de sub-
grupos de G, es decir S; < G para todo 1 € I, donde I es un conjunto

S=S

il

de indices. Entonces

es un subgrupo de G.

Demostracion: Sea gq, go € S, en particular son elementos de S; para
todo ¢ € I. Por tanto como los S; son subgrupos se tiene que

gL*g," €S, para todo 1€ 1.

Luego también g, * g, * € S. Por la caracterizacién de subgrupo, S lo
eslJ

Definicion 2. Sea (G, x) un grupo y sea X C G un subconjunto de
G. Se define el subgrupo generado por X, escribimos < X >, como
el menor subgrupo de G que contiene a X, es decir
<X>= (] &
XCS<G
En el caso de que X sea finito, X ={g1,92, ..., gn}, escribimos tam-
bien < X >=< g1,092, sy G > .

Esta definicién es correcta ya que por la Proposicion anterior la in-
terseccién de subgrupos es de nuevo un subgrupo y ademas al menos
el subgrupo total G contiene a X.
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Ejemplos 2. L {1} C (Q,+) = <1>=7.
2. {2} C (Q\{0}, x) = <2>={2" : meZ}.
3. En (Z,+) se tiene que < 14,16,20 >=< 2 >= 27Z.

El caso 3) merece una explicacién, los otros son bastante mas claros.
Primero < 2 >= 27, esto es claro ya que (2Z,+) es un subgrupo de
(Z,+) que contine al 2 y por tanto tiene que contener a todos sus
miultiplos. Luego no hay otro subgrupo méas pequeno que contenga al
2.

Ahora, por otro lado, 14, 16,20 € 27Z, luego < 14,16,20 >C< 2 >.
Y como 2 =16 — 14 €< 14,16,20 >, asi < 2 >C< 14, 16,20 >. Ambas
inclusiones prueban la igualdad buscada [
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