AMPLIACION DE MATEMATICAS

TEOREMA DE ISOMORFIA DE GRUPOS.

El siguiente resultado es analogo al que se tiene para espacios vectoria-
les y que se ve en un curso de Algebra Lineal. También es andlogo al que
veremos en el contexto de Anillos. La construccién de anillos cocientes
es, sin embargo, la mas interesante de nuestro estudio de Estructuras
Algebraicas.

Teorema 1. (de Isomorfia de Grupos). Sea (G,*) un grupo.

1. St N es un subgrupo de G de modo que la relacion de equiva-
lencia ~x es una congruencia (o equivalentemente si N es un
subgrupo normal), entonces la aplicacion

i : G - G/N
g — ilg) = ld
es un epimorfismo.

2. 5iT:(G,*) = (G',+) es un homomorfismo de grupos supra-
yectivo, entonces los grupos (G/kerT,®) y (G',*") son isomor-

fos.

Demostracion:

1. La aplicacion i claramente estd bien definida y es suprayectiva.
Solo hace falta ver que es un homomorfismo de grupos. Por un
lado, el grupo cociente (G/N,®) lo es, ya que la relacién ~y es
una congruencia (ver construccién del grupo cociente). Por otro,

i(gxh)=I[g*h]=[g]©[h] =i(g) ©i(h).

La segunda igualdad se da por definicién de la operacién en el
grupo cociente G/N, que esta bien definida precisamente por ser
la relaciéon ~y una congruencia.

2. Sea ahora N = kerT'. Como vimos en el capitulo de homomor-

fismos, kerT es un subgrupo de G de modo que la relacion ~y
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es una congruencia. Luego G/kerT es un grupo cociente. Sobre

él se define la aplicaciéon F' que toma valores en G’ por
Foir=T

es decir, para todo g € G

F(lg) = (9 T ae

G/kerT

Veamos que efectivamente F' es un isomorfismo.
» F esta bien definida. Si g ~y ¢', entonces g* ¢’ € kerT,
por tanto

e =T(gxg ") =T(9)« (T(g"))" = F(g)« (F(¢')".

Despejando F(g') = F(g). Luego la definicién de F' no de-
pende del elemento de la clase de equivalencia [g] elegido
para representarla.

s /' es un homomorfismo.
F(lgl©[h]) = F([g=h]) =T(g*h)
— T(g) ¥ T(h) = F((g]) ¥ F([h]).

= [ es suprayectiva. Como 7' es suprayectiva, por hipdtesis,
también lo es F'.
» F' es inyectiva. Si F'([g] = F([h]), se tiene que

T()=T(h) &  T(g)+ (T(h) " =T(gxh™) =
lo que quiere decir que
gxh™ € kerT & g ~n h,
asi [g] = [h]. Luego F es inyectiva [J

Ejemplo 1. Se considera la aplicacion entre grupos

T : (R,+) — (C\{0},x)
t — T(t) = cos(2nt) + isen(2nt).

Hay que ver que T' es un homomorfismo y estudiar kerT e ImgT .

» T esta bien definido. T estd bien definida ya que T'(t) € C\{0}.
Observemos que el médulo |T'(t)| = 1 para todo t € R.
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= T es un homomorfismo. Para todo ¢, s € R, considerando las
propiedades de las funciones seno y coseno y la definicién del

producto de niimeros complejos, tenemos que
T(t+s) = cos(2m(t + s)) + isen(27w(t + s))
= cos(27t) cos(2ms) — sen(27t) sen(27s)
+i (cos(27t) sen(27s) + cos(2ms) sen(27t))
= (cos(2mt) +isen(2nt)) x (cos(2mws) +isen(27ws)) = T(t) x T(s).
= T no es inyectiva. El ntcleo del homomorfismo T es
kerT ={teR : T(t) = cos(2nt) +isen(2wt) =1 }
={teR : cos(2nt) =1y sen(2nt) =0 } =Z.
Como el ntcleo es mayor que {0}, se tienen que la aplicacién no
es inyectiva.
» 7' no es suprayectiva. Si t € [0,1] C R, T'(¢) recorre la circun-
ferencia de centro cero y radio 1 en C, luego es fécil ver que

ImgT ={2€C : |z|=1}=5"

ImgT es un subgrupo de (C\{0}, x), pero como no es el grupo
completo, T" no es suprayetivall

Observacién 1. Ahora la aplicacion

T : (R,+) — (ImgT =S x%)
t — T(t) = cos(2mt) + isen(27t),

es suprayectiva y asi por el Teorema de Isomorfia (y que kerT =7) se

tiene
(R, +)/kerT = (R, +)/Z es isomorfo a ImgT = S*
Observemos también que

(R, +)/kerT = (R, +)/Z ={[r] : re]0,1] }.

."-.'".
; 48 > ~Eosaeris 4 Seallid
~& ldmn.

F1GUurA 1. Isomorfismo.
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