ANALISIS MATEMATICO BASICO.

CALCULO DE PRIMITIVAS. OTRAS TECNICAS.

El célculo de una primitiva [ f(z)dz consiste en transformarla usando:
integracién por partes, cambios de variables, manipulaciones algebraicas u
otros "trucos” hasta llegar a una expresién que sea una primitiva elemental.
Es decir una expresién que esté en la tabla de primitivas elementales.

Como ejemplos de otros ”trucos” vamos a ver integrales donde apare-
cen las funciones trigonométricas e hiperbdlicas. Para hacer estas primitivas
tendremos que usar relaciones trigonométricas (ver Apéndice correspondien-
te) asi como relaciones hiperbdlicas (ver Apéndice Funciones Logaritmo y
Exponencial ).

Primitivas de Funciones Trigonométricas. Recordemos que:

2

» cos?z+sen’z=1 y cos(§—x)=senx

» cos(z +y) =coswcosy —senxrseny y cos2z = cos’x —sen’x
» sen(x +y) =cosxseny +senxrcosy y sen2r = 2coSTSenx.

( méas adelante en el Apéndice Funciones Trigonométricas probaremos todas
estas propiedades ).
Utilizando estas propiedades convenientemente se puede resolver primiti-

vas en las que aparecen involucradas las funciones seno y coseno.
Ejemplo. 1. /Cos2 xdzx.
Demostracién: Observemos que

cos 2z = cos® x — sen® x = cos® z — (1 — cos? x)

y despejando cos® z = % Asi

2 1 1 1
/COS2 zdx :/C()S;U—I_dm:/Zd:c+2/cos2xdx

1
= §x+ zsen2x
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En general las primitivas del tipo / sen” x cos™ xdx con n 'y m pares se
resuelven usando las formulas de reduccién:

1

_ n—1 _
] /sen”mdx = ——sen" " xcosx + /sen” 2xdz, n > 2y par
n n

(ver articulo Integracién por Partes).
n—1

1

] /cos” zdr = —cos" 'zsenx + /COS”_2 xdx, n > 2y par
n

(ejercicio).

Hasta llegar a una expresion con / cos® zdx o / sen? zdz.

Ejemplos. 1. . /sen"xcosm xdx conn y m uno par y otro impar.

. / sen® z cos* dxdx

Demostraciéon: Vamos a resolver el ejemplo concreto, el caso general se

sigue de forma analoga.

/sen3  cost wdx = /sen z(1 — cos® z) cos* wdx =

= — / —sen z cos* zdx + / —senz cos® xdx

podemos pensar en el cambio de variable y = cosx, y lo que sale es

COS5 xT COS7 T

5+7

g

dzx
l+4+senz’

/ 1 1—senx
dr
1+senxl—senx

1-— 1 -
_ / senzx do — / dr + / senmdaj
1 —sen2zx cos2 x cos? x

estas integrales ya son inmediatas

Ejercicio. 1. /

Demostracion:

=tanx +

COS T

g

Ejemplo. 2. /tan2 xdx.
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Demostracién: ;Qué camino elegir para resolver una primitiva? Se necesita
un poco de practica y de pericia. En la primitiva que tenemos podemos

pensar en un cambio de variable u = tanz y asf du = tan® z + 1dz. Luego

tan? 1 2
/tan2 xdm:/taHQxanQ:hde:/udu
tan?x + 1 uz +1

esto es un integral racional

w2+1  14+u?
aunque seguro que es mas facil el camino

2
1 -1
_/u t + du = u — arctanu = tanz — x.

/tanQ:cda: = /(tan2x+ 1) — ldx =tanz — x
g

Primitivas donde aparecen funciones hiperbdlicas. Recordemos que:
» cosh?z —senh?z =1
» cosh(z +7y) = coshzcoshy +senhzsenhy y  cosh2z = cosh? z +
senh? z

» senh(z+y) = coshzsenhy+senhxcoshy y senh2x = 2coshzsenhx.

(ver Apéndice Funciones Logaritmo y Exponencial ).
Ejemplo. 3. /cosh2 xdz.

Demostracién: Observemos que

2

cosh 2z = cos®  + sen® x = cos® x + (cos® z — 1)

y despejando cosh? z = COSh# Asi

/COShQCCdI:/COShZMdQZZ/;dQZ-F;/COSh2£dI

_ ! —I—l h2
= 5%+ ysenh2z

O
dx
Ejemplo. 4. /
jemp PR
Demostracién: Si pensamos en el cambio de variable x = V2 coshu y asi
dz = /2 senh udu, tendremos que
V2 senh udu

dx
/\/JJQ—Q_ V2cosh?u — 2

h
= / ZZEthu =u= arccosh(%)
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O
Otras primitivas. Aunque encontrar primitivas no es una tarea facil, tam-
poco hay que tener miedo a ciertas expresiones. Si las miramos con detalle

podemos ver métodos sencillos de integracion.

dx
Ejemplo. 5. /
VT +1
Demostracién: No sabemos que hacer con esta expresion. Podemos poner

y = \/\/x + 1, despejando = = (y%>—1)? y derivando en ¥y, dz = 4y(y*>—1)dy.

Asi
4yy—1 / 2
4y~ — 4dy
[ 7=/
4 4 4
=3y —dy =5l x/5+1))—4\/x/§+1
O

Ejemplo. 6. /(senx/ sen tdt)dzx.
0

Demostraciéon: A primera vista, impresiona esta primitiva. Si nos fijamos
xX

en la funcion sen tdt, el Teorema Fundamental del Calculo nos dice que
0

x
su derivada es senx, luego el cambio de variable u = / sen tdt nos da
0

/(sen:c/ sentdt)dx = /udu
0

2

1 x
:u:(/ sen tdt)?
2 2,
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