AMPLIACION DE MATEMATICAS

DIVISIBILIDAD DE POLINOMIOS.

Ejemplo 1. Dados dos polinomios p,q € Z[x] con ¢ ménico se puede

"diwvidir” p entre q.

?4+2r4+1 |z4+1 ?4+2r+2 |z41 3P+ 2r+1 [2z+1

0
0 r+1 7 1 r+1 ¢ :

Si tomamos un cuerpo como el conjunto de coeficientes de un anillo
de polinomios, esto nos permite dividir dos polinomios cualesquiera.

Teorema 1. (del Resto). Sea Flx] un anillo de polinomios sobre un
cuerpo F. Para todo P,Q € Flz|, con Q # 0, existen polinomios q,r €
F[x] tinicos tales que

P(z) = q(z)Q(z) + r(x)
con grad.r < grad.Q).

Demostracion: Anéloga a la vista para nimeros enteros.
Tomamos R={h =P —qQ : q€Flz] }. Si0 € R, existe q € F[z]
para el cudl P = g(). Tomando r = 0 se resuelve el problema. Si no,

sea
S={grad.h : he R }.
Como S C Ny S es no vacio (grad.(P — Q) € S), existe
m = minS.

Por tanto existe algin ¢ € F[z] de modo que r = P — ¢Q) tiene grado
igual a m. Veamos ahora que necesariamente m < grad.() = n. Si no

fuese asi, tomando

a,, 7 0 el coeficiente de la potencia de mayor grado de r

b, # 0 el coeficiente de la potencia de mayor grado de @,
1



2 C. RUIZ

y considerando

S(x) = r(z) — mam"Q(x)

bn
= (P(@) = ()Q(x)) — """ Q(x)
— Px) - (q@c) - b—mm) Q).

Ahora, grad.S(z) < m—1 < grad.r 1o que contradice la naturaleza del
minimo m.

Observemos que para hacer la prueba hemos usado de forma esen-
cial que I sea un cuerpo, asi hemos podido usar el inverso de b,,.

Solo nos falta ver la unicidad del resto. Si

P(r) = q(z)Q(z) + () = 2(2)Q(x) + 72(2)

con grad.ri, grad.re < grad.Q), entonces se tiene que

(1 — @)Q =11 — 12
Dos casos,
= Si ¢, = @ se tiene que | = ry y tenemos la unicidad;
= si g1 # ¢ se tiene que
grad.(q1 — q2) + grad.QQ = grad.(r;y — ry) < méx{grad.ry, grad.ra}.
Asi, o bien grad.Q) < grad.r; o bien grad.() < grad.rs. En cual-

quier caso llegamos a contradiccion con la hipdtesis [J

Ejemplo 2. Sea P(x) = 32 +x+1 y Q(x) = 222 +1 ambos polinomios
de Q[z].

323+ x4+ 1 1222 + 1
—32% — 32 32

—%x—i—l

(I[N}

Asi tenemos que
3+ +1= §x(2x +1)—§x+1,
con grad.(—3z +1) =1 < 2 = grad.(22* + 1).

Ejemplo 3. Sea P(x) = 2* +32° + 22 + v+ 4 y Q(x) = 32® + 2z

ambos polinomios de Zs|x].



APUNTES AM 3

Para dividir este par de polinomios tenemos que operar los coeficien-

tes en congruencias modulo 5. Los exponentes se operan en N.

ot + 32 + 202 +x+4 [32% 4 22
—gt — 423 202 + 3x + 2
Ax3 +22° + v + 4
—4a3 — 22
444
—? — 4z
20+ 4

Asi tenemos que
ot 4 323 + 227 + 2 +4 = 22° + 3w + 2(32° + 20)2x + 4,
con grad.(2z +4) =1 < 2 = grad.(32* + 2x).

Ejemplo 4. En un cuerpo F son equivalentes

A: 1. m|n donde m,n € N.
2. 2™ — 1|z™ — 1 (donde la barra indica division exacta,).
En particular son equivalentes
B: 1. m|n
2. p" —1p" -1

3. P — QP — 1.

Observaciéon 1. FEl ejemplo anterior sirve para estudiar las raices de
la unidad en un cuerpo IF.

Demostracion: Si m,n € N con m < n, se tiene que
n=qm-+r con 0<r<m.

» Sir =0, es decir si m|n, entonces

™ -1 lz™ — 1
—gim - pla—1)m pla=Dm o ple=2)m 4
pla=1)m -1
—x"+1
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» Sir # 0, es decir si m { n, entonces

xqurT —1 |[L’m —1
— g0t (g Ymetr glamr o glg=2mtr o 4 por
(g—1)ym~+r —1
X
—a" " 4 2"
" —1

En particular
» Sir =0, entonces p" — 1 =pi™ — 1= (p™ —1) ?;[1) P,
» Sir # 0, entonces p" —1 = p?™t"—1 = (p™—1) (Z?;é pjm”) +
(p"—1).
= Luegosing =p" —1ymy =p™" —1, m <n, entonces

p"—=1p" -1 & A |7 N

Ejemplo 5. Sea p un nimero primo y sea el polinomio xP~'—1 € Z,[z].
Por el Teorema de Euler, como ¢(p) = p— 1, para todo a € Z\{0, p* :
k € N\{0} } se tiene que a?~' =1 mdd. p. Por tanto

Zy={1}2,-[p—-1}

son todas las raices del polinomio zP~! — 1.

DIVISIBILIDAD EN F|z].
Como en el caso de los enteros, en el contexto de los polinomios
existen los conceptos de divisibilidad entre polinomios, méximo comun

divisor, polinomio no divisible o irreducible,...etc. Veamoslo.

Definicién 1. Sea F un cuerpo y sean P, Q € F[z].
A: Se dice que Q # 0 divide a P (notacidn: Q|P) si eziste
q € F[z] de modo que

P(z) = q(2)Q(z).

B: Se dice que el polinomio P es irreducible si para todo polino-
mio @ # 0 con Q|P se tiene que o bien grad.Q = 0 (es decir
Q € F) o bien grad.QQ = grad.P

C: Se dice que d € F[z] es un mdzimo comun divisor de P y
Q@ (notacion: d € m.c.d(P,Q) si d es un divisor comin a P y
Q (es decir d|P y d|Q ) y ademds el grado de d es mdzimo (es
decir si h|P y h|Q, entonces grad.h < grad.d).
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Observacién 2. a: 51 P € Flz] y a € F, entonces existe un unico

q € Flx] de forma que
P(z) = q(z)(z — o) + P(a).
b: Si a es una raiz del polinomio P, entonces x — a|P(x).

Demostracion: Por el Teorema del Resto, existen ¢, € F[z] nicos

de modo que

P(z) = q(z)(x—a)+r(x) de modo que 0 < grad.r(z) < grad.(x—a) = 1.

Luego r € F y ademds como « es raiz de  — a, se tiene que r = P(«).

Ejemplos 1. » z — 1|aP — 1 para todo p > 1.
» 22+ 1 € Rlx] es irreducible. Si no lo fuese

b
:‘c2—i—1:(aa:+b)(§+c) = _EGR

es una raiz del polinomio. Lo cudl sabemos que no es posible.
» EnR[z], med (x> + 1, (2> +1)(x — 1)) ={ca’+c : ceR }.

Observacion 3. Si P,Q € Flz|, el m.c.d.(P,Q) no es unico. Si d(x) €
m.c.d.(P,Q), entonces para ¢ € F se tiene que cd(z) € m.c.d.(P,Q).
Veremos mds adelante que existe un inico m.c.d.(P, Q) mdnico.

Observacion 4. Si P € Fx] irreducible sobre F, entonces existe a« € F

raiz del polinomio P si y solo si grad.P = 1.

Demostracion: Si grad.P = 1, se tiene que P(z) = ax+b con a # 0,
b

y asi @ = —7 es un rafz de P.
Por otro lado, si @ € F es raiz de P, entonces P(z) = (z — a)q(x).
Ahora como P es irreducible y x — a| P(z) se sigue de la definicién de

irreducibilidad que 1 = grad.(x — a) = grad.P(x) O

Ejemplo 6. Consideramos P(x) = x° + 323+ 2* + 2z € Zs[z]. ;Cudles

son las raices de P en Zs ¢

P(z) = 2° + 32 + 22 + 2z = x(z* + 32® + x + 2). Asi vemos que
a = 0 es un raiz.

Sea Q(z) = (z* + 322 + z + 2). Claramente las raices de @ lo son de
P. Vamos a buscar las raices de ). Usamos dos caminos.
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Si a es una raiz de ) entonces
Q(z) = (v — a)(z® + az® + ba* + cx + d)

luego al hacer este producto resulta que a x d = 2. Las raices de
() se encuentran entre los divisores de 2 en Zs.

x|1112(3/4
111234
2 12|4|1|3 Mirando la tabla de (Zf, x), vemos que los
313|142
41413121

divisores de 2 en Z son todos los nimeros posibles: 1,2,3 y 4.
En este caso concreto, el estudio de los divisores del término
independiente d no nos ahorra trabajo.

Las posibles raices de ) son 1,2,3 y 4. Probémoslas. Para ello
tendremos en cuenta que para todo a € Z; se tiene que a* = 1
mod. 5.

Q1) = 1434142 = 2 #£ 0
QR2) = 1424242 = 2 #£ 0
QB) = 1424342 = 3 #£ 0
QM) = 1434442 = 0

Asi a =4 es raiz de @) y por tanto de P. Ademas x —4 =z + 1
divide a @,

ot + 3%+ + 2 |z +1
—zt — 23 -2 —r+2
—2+ 322+ +2
3 + 22
A2+ + 2
2?2+
2r+ 2
2 4 2
0

Asi, P(z) = z(z + 1)(z® — 2? — x + 2). El polinomio R(z) =
2% — 22 — 2 + 2 no tiene por raices a 1,2 ni a 3, pués no lo son
de Q. Por otro lado R(4) =4—-1—-4+2=14#0, luego el 4 no
es raiz doble de @ ni de P. Asi las tnicas raices de P son el 0 y

el 4 O
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