AMPLIACION DE MATEMATICAS

TEOREMA CHINO DEL RESTO PARA POLINOMIOS.

De forma anéloga a lo que ocurre en Z, tenemos un Teorema Chino
del Resto para polinomios. La prueba del teorema es igual que la dada
para nimeros enteros. Ademas, los calculos asociados se hacen de igual
manera; usando el algoritmo de Euclides para polinomios.

Una aplicaciéon de este Teorema Chino del Resto la podemos encon-
trar en el algoritmo de Berlekamp de factorizacion de polinomios

con coeficientes en cuerpos finitos.

Teorema 1. (Chino del Resto para polinomios.)Sean f1, fo, .., fr €
F[x]\{0}, k polinomios sobre un cuerpo F de modo que

m.c.d(fi, fj) =1 para todo i # 7,

es decir "primos” entre si. Sean gi,9z, ..., g € F[z] y se plantean las
siguientes k ecuaciones en congruencias

h = g; mad. f; (& filh —g:), paratodo i=1,2,.. k.

Entonces este sistema tiene solucion. Ademdas si hy y hy son dos solu-

ciones de las ecuaciones anteriores se tiene que
h1 = h2 mad. m.c.m(fl, fg, cees fk) = flfok:

Observaciéon 1. La demostracion, que sigue, de este Teorema nos
dice como resolver las ecuaciones en congruencias del enunciado. Es

una demostracion constructiva. Es la misma que para niumeros enteros.

Demostracion: Sea f = fifs...fr el producto de los k polinomios
(que en este caso, al ser primos entre si, coincide con el m.c.om. de

todos ellos). Sea

q = % para 1=1,2,... k.
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2 C. RUIZ
Como m.c.d.(¢;, fi) = 1, existe r; € F[z] con la propiedad de que
qiri =1 mod. f;, i=1,2,...,k.

Claro, el Lema de Bezout nos dice que existen r;,s; € F[z] de modo
que
m.c.d.(qi, fz) =1= riq; + Szfz

Definimos ahora el polinomio h por

k
h = Z 9iiTs = G1q171 + G2q2r2 + oo+ GRQRTR-
i=1
Veamos que h es la solucién (una de las soluciones) buscada. Como
filg; para i # j, se tiene que
h = gigir; méd. fi,

como ¢;r; =1 mod. f;, se sigue que

h =g¢g; méd. f;, para todo 1=1,2,..., k.

Ahora si hsy es otra solucién de todas las ecuaciones en congruencias,
hy = g; mod. f;, para todo 1=1,2,....k

entonces
filh — ho para todo 1=1,2,... k.

Lo cudl implica que m.c.m(f1, f2, ..., fx) = f|h — ha, es decir

Ejemplo 1. Queremos encontrar en Zs[z| un polinomio de grado menor
o igual a 5, llamemosle h, de modo que

h 2?2+x+1 mdd x3
h 24+r+1 mod 22 +2x+1

Sea h(x) = z* + x + 1. Este polinomio verifica evidentemente las dos
ecuaciones en congruencias anteriores (el grado de h es menor que 3).
Si ahora hy es otra solucién, como m.c.d.(z3, 23 +2x+1) = 1 (ya que z*
solo es divisible por potencias de la x y a = 0 no es raiz de 3 +2x+1),

entonces por el teorema Chino del Resto se tiene que
ho=h  mdd. 23 (2 + 20 + 1) = 25 + 22" + 23,
lo que quiere decir que existe q € Zsz[x] de modo que

ho(z) = 2° + 7 + 1 + q(z)(2® + 22 + 2%).



APUNTES AM 3

Asi, salvo que ¢ = 0, grad.ho > 6. La solucién que buscamos es por
tanto h(x) =2+ 2+ 10
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