AMPLIACION DE MATEMATICAS

RAICES MULTIPLES.

Dado un polinomio con coeficientes en un cuerpo jexistira siempre un
elemento del cuerpo que anula el polinomio? ;Siempre existe un cuerpo
donde podamos encontrar raices de un polinomio con coeficientes en
otro cuerpo dado? ;Cuédntas veces puede ser un elemento del cuerpo
raiz de un polinomio? Veamos unos cuantos ejemplos para situar las

preguntas anteriores.

Ejemplos 1. 1. Sea p(x) = 22 + 1 € Q[z]. No eziste a € Q de
modo que p(a) = a® +1=0.
Sea p(x) = 2> + 1 € R[z]. No eziste a € R de modo que
pla)=a*+1=0.
Sea p(z) = 2*+1 € Clz]. i,—i € C son raices del polinomio y
asi 22 + 1= (x —i)(z + ).

Ademds, sabemos que

QcRCC.
2. Consideremos ahora z* + x + 1 € Zs[x]. Zy = {0,1}. Ni 0 ni 1
son raices del polinomio. De tener este polinomio una raiz jla
tendrd en un cuerpo F mayor que Zo? (Zo & F, incluido como

subcuerpo).
3. Sea x* + 21+ 1 € R[z].

et 20+ 1= (2 +1)? = (x —9)*(z + i)~
El polinomio no tiene raices en el cuerpo de los coeficientes R,
las tiene en un cuerpo mas grande C. Ademds las raices son

maultiples, en el sentido de que aparecen mdas de una vez en la
descomposicion del polinomio.

En el tema siguiente veremos que ésto es una propiedad general.

Asi veremos que
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Dado un polinomio p con coeficientes en un cuerpo F, siempre existe
otro cuerpo K, mds grande que el primero, donde el polinomio tiene al
menos una raiz.

Aqui lo que vamos a estudiar es determinar cuando un polinomio
tiene una raiz multiple sin importarnos donde estd la raiz. Para em-
pezar vamos a recordar como descomponer un polinomio si conocemos
sus raices.

Sabemos que si « es una raiz de un polinomio p € F[z], entonces

p(x) = (x — a)q(z)
donde ¢(x) es otro polinomio de grado grad.p — 1, cuyos coeficientes
estardn en IF si @ € F 0 en otro cuerpo mayor que F si a ¢ F.

Proposicién 1. Sea p(x) € Flx], un polinomio con coeficientes en un
cuerpo. Si grad.p = n, entonces p tiene a lo mds n raices en F.

Demostracion: Por induccion sobre el grado del polinomio.

Si grad.p = 1, entonces p(x) = ax + b con a,b € Fya # 0. Asi p
tiene una tunica raiz
—b
—

Si grad.p = n — 1, supongamos que p tiene a lo mas n — 1 raices
sobre F.

Si grad.p = n, si el polinomio no tiene raices en F hemos terminado.

ac+b=20 = o=

Si al menos tiene una, o € IF con p(ar) = 0, entonces p(z) = (v —a)q(x)
donde, sin més que dividir, ¢ € F[z]. Ahora es claro que cualquier
otra raiz de p perteneciente a [F tiene que ser también raiz de ¢. Como
grad.g = n — 1, y por hipdtesis de induccion ¢ tiene a lo mas n — 1 raiz
en IF, deducimos que p tiene a lo mas n raices en F [

Definicién 1. Un polinomio p € F|x], de grado n, que tiene n raices

sobre sobre el cuerpo F se dice que p se descompone sobre F.

Observacion 1. Veremos que todo polinomio con coeficientes sobre
un cuerpo, se puede descomponer sobre otro cuerpo mayor o igual al
cuerpo de los coeficientes.

Proposicién 2. Si un polinomio p € F[zx], con grad.p = n, se descom-
pone sobre I, entonces

p(r) = an(z — aq) (T — ag)....(x — ),
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donde ay, ag, ..., € F son las raices de p sobre F. (No tienen por que

ser distintas).

Demostracion: Sean p(x) = a,2" + ap 12" '+ - +ax +ag y
a1, Qa, ..., € F las n raices de p en F. Asi existe ¢ € F[z] ménico de

modo que
p(x) = an(z — a1)q(z).

Ahora, usando induccién, es facil ver que
q(z) = (v —ag).cc..(x — ) O

Ejemplo 1. z* +22% +x = x(z + 1)? € Q[z], es un polinomoio que se
descompone en el cuerpo Q, y de modo que al menos una de las raices

se repite.

Definicién 2. Un raiz a de un polinomio p € F[z], se dice que es una
raiz de multiplicidad k € N, si se puede escribir

p(z) = (z — a)tq(2),
con q € Flz] y q(a) #0.

Vamos a determinar un procedimiento, para conocer a priori, sin cal-
cularlas, cuando un polinomio p sobre un cuerpo F tiene raices multi-
ples o no. Para éllo necesitamos la nociéon formal de derivada de un

polinomio.

Definicién 3. Dado p € Flx], p(z) = ap2™ + ap_12" 4+ -+ ayx + ag,
un polinomoo de grado n, se llama derivada formal de p al polinomio

P(1) = na,2™ '+ ... + 2007 + ay.

Proposicién 3. Dados P, Q) € Flx|, dos polinomios y a € F, se verifica

que
as (P+Q) =P +Q
b: (aP) = aP’
c: (PQY = P'Q + PQ'.

Demostracion: Para F = R, no son mas que las reglas habituales
de derivacién. Para cualquier otro cuerpo [F, unas cuantas cuentas
triviales (jcomprobar las igualdades anteriores!) nos convencen de que

las igualdades son ciertas [J
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Ejemplo 2. Sea 2° + 22° + 1 € Zsx].
(2% +22° + 1) = 62° + 62° = 0.

Proposicién 4. Si p € Flz| y p' = 0, entonces todas las raices de p

son maultiples.

Demostracion: Sea o una raiz de p, entonces
p(x) = (x —a)q(x)
derivando
O0=p'(x) =q@)+(z-a)d(x) = q=)=(-a)(-d (),
luego « es raiz también de ¢. Por tanto, « es al menos raiz doble de p,

p(x) = (z —a)*h(z) O

Teorema 1. Sea p un polinomio de grado n sobre un cuerpo F, de
modo que p' # 0. Son equivalentes:

a: existe a una raiz multiple de p.
b: z — a divide ap y ap'.
c: m.c.d.(p,p’) mdnico tiene grado mayor o igual a uno.

Demostracion:
a = b : Si a es una raiz multiple podemos escribir
p(7) = (z — a)fq(z), con k> 2.
Derivando,
P(x) = ((x—a)"q(z) + (x — a)*q ()
(es facil ver por induccién que ((z — a)*) = k(z — )

= k(z—a)"q(2)+(z—a)"q(z) = (v—0) (k(z — a)"q(z) + (z — a)* "¢

lcfl)

De lo que se deduce que (z — «)|p y que (z — a)[p'.

b = c: Es evidente que si (z — a)|p y que (x — a)|p/, entonces
grad.(x — o) =1 < grad.(m.c.d.(p,p),

por definicién de maximo comun divisor.
(Observemos que este resultado es independiente de que la raiz
esté en el cuerpo de coeficientes o en otro mayor).
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c=-a: Sea d = m.c.d.(p,p’) ménico con grad.d > 1. Si tomamos «
una raiz de d ( que estard en F o en otro cuerpo més grande),
entonces d(z) = (x — a)r(x). Ahora como d divide a p y p/

tenemos que

p'(x) = d(x)g(x) = (x = a)r(z)g2(2).

Por tanto p(a) = 0y p/(«) = 0. Consideremos ahora la descom-

posicién de p
P(@) = an(z — @) (& — @) e — )™,

donde a, ag, ..., ) son todas las raices de p distintas (quizas en

un cuerpo mayor que F). Si suponemos que r = 1, derivando

Lo que nos lleva a contradiccién. Por tanto r; > 1y asi a es una
raiz multiple [

Observaciéon 2. De la prueba anterior se ve que si a es una raiz de
m.c.d.(p,p'), entonces a es raiz tanto de p como de p'.

Ejemplo 3. Veamos si p(z) = 2°+x+1 € Zs[x] tiene raices mailtiples.

Derivando p'(z) = 322 + 1 = 1, por tanto m.c.d.(z® +z + 1,1) = 1.
Luego por el teorema anterior el polinomio no tiene raices miltiples.

Observemos que a = 1 es una raiz del polinomio y por tanto
p(z) = (x —1)(2® + 2+ 2)
donde 2% + = + 2 no tiene raices en Zs O
Ejemplo 4. Veamos si p(z) = 23 +x+1 € Zs[x| tiene raices mailtiples.

Derivando p'(z) = 322 + 1. Ahora usando el algoritmo de Euclides
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322 +1 [dz+1

B4+r+1 [322+1 —32% — 2z 22 + 2
—z3 — 2z 2z y dr+1
dr 41 —3x — 2
4

luego m.c.d.(z® + z + 1,3z% + 1) = 4. As{ el polinomio no tiene raices
multiples [

Proposicién 5. Sea p € F[z] irreducible (es decir que no es divisible
en Flz]). El polinomio p tiene todas sus raices distintas si y solo si

P # 0. (Entendiendo que estas raices estardn en un cuerpo mayor que

Demostracion: Hemos visto que si

p =0 = todas las raices de p son multiples.

Si p/(x) # 0, entonces m.c.d.(p,p’) = 1, ya que p es irreducible y
asi por el teorema anterior p no tiene raices multiples [

Es chocante ver que la derivada de un polinomio de grado mayor o
igual a 1 es nula. Veamos cuando puede ocurrir esta situacion.

Observacion 3. Si la caracteristica de un cuerpo es nula, Char.F = 0,

entonces para todo p € Flx] con grad.p > 1 se tiene que p'(x) # 0.

Demostracion: Sea p(r) = a2 + ap 12" P+ -+ @ +ag y

supongamos que su derivada es nula
P (r) =naa™ '+ ... = 0.

Asi na, = 0 con a, # 0. Por ser F un cuerpo y no tener divisores
de cero implica que n = 0. Si r es un primo que devide a n € N se
tiene que también r = 0, luego Char.F = r. Esto no puede ocurrir pués
nuestro cuerpo es de caracteristica 0 [

Los cuerpos a los que estamos mas acostumbrados Q,R y C tienen
caracteristica nula y por tanto no se anulan las derivadas de los poli-
nomios, que era lo habitual hasta ahora.

En cambio en los cuerpos de caracteristica no nula, Z,, p primo, por
ejemplo, ya hemos visto que si puede haber derivadas de polinomios

nulas. En general tenemos que
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Observacion 4. Si F es un cuerpo finito y q € Flz| con ¢'(z) = 0,

entonces existe r(x) € F[z] de modo que

q(x) = (r(a) """

En este caso todas las raices de q son multiples.

Demostracion: La demostracion usa Teoria de Cuerpos Fini-
tos que veremos en el préximo tema. De hecho, se sale un poco de
nuestros objetivos. Veamos la prueba como un apéndice.

Si F es un cuerpo finito su cardinal es Card.F = p*, donde p =
Char.F, por tanto es un nimero primo, y k € N (ver el tema siguiente).

Ademas, salvo isomorfismo, F es el conjunto de todas las raices del
polinomio ##° — z € Flz] (ver el tema siguiente). Lo que quiere decir
que para todo o € F se tiene que o —a =0. Asi

P —a = Y=o

k—1

0= (a”

Definicién: Un cuerpo K se llama perfecto si para todo o € F existe
Char.{(/a.
Lo que acabamos de probar mas arriba es que todo cuerpo finito es

perfecto. Ahora podemos seguir con nuestra prueba.
N

Si pg(x) = ag + Zanjx"f € F[z], con a,, # 0, entonces si su
j=1
derivada es nula

N
0=¢q(x)= Z T "9
=1

Esto quiere decir que nja,;, = 0, y como no hay divisores de cero,
necesariamente n; = 0 para cada j = 1,2,..., N. Por la definicién de
caracteristica de un cuerpo, se tiene que p|n; para cada j = 1,2, ..., N.
Como por otro lado existen las raices p—ésimas de todo elemento del

cuerpo perfecto F podemos escribir

q(z) = ao + Z ;2" = (Ww Z W%") = (r(x))?

donde hemos usado la igualdad (a + b)? = a” + b” en un cuerpo F de
caracteristica p.

Es claro que r(z) € F[z] y que las raices de ¢ y r son las mismas,
por tanto las raices de ¢ son todas multiples []
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