
AN�ALISIS MATEM�ATICO B�ASICO.

DEFINICI�ON DE SERIE CONVERGENTE.

Una serie es un tipo especial de sucesi�on. Importante por que permite dar

forma a ciertas funciones (incluso obtenidas con datos experimentales). La

de�nici�on formal es la que sigue.

De�nici�on. 1. a: Dada una sucesi�on de n�umeros reales (an)
1

n=1; se lla-

ma suma parcial sN de los t�erminos de la serie a la suma:

sN =
NX

n=1

an; para N 2 N:

Se llama sucesi�on de sumas parciales a la sucesi�on (SN )
1

N=1:

LLamamos serie de una sucesi�on de n�umeros reales (an)
1

n=1; a la

expresi�on
P
1

n=1 an; que es otra forma de notar la sucesi�on de sumas

parciales.

b: Se dice que una serie
P
1

n=1 an es convergente si existe el l��mite de

las sumas parciales, es decir

existe l��m
N!1

sN = l��m
N!1

NX

n=1

an =
1X

n=1

an;

donde la �ultima igualdad es una notaci�on.

c: Se dice que una serie
P
1

n=1 an es divergente si el l��mite de las sumas

parciales no existe o no es �nito.

Ejemplos. 1. Sea la sucesi�on de todos los naturales (n)1n=1: La suma

de los N primeros n�umeros como sabemos es

NX

n=1

n = 1 + 2 + � � �+N =
N(N + 1)

2
:

Si tomamos l��mites para N creciendo a in�nito, entonces

l��m
N!1

NX

n=1

n =
1X

n=1

n = l��m
N!1

N(N + 1)

2
=1:

1
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Hacemos lo mismo para la sucesi�on (rn)1n=1; para r 2 (0; 1):

NX

n=1

rn =
r � rN+1

1� r
;

donde la igualdad la vimos en ejercicios de Inducci�on. Tomando l��mi-

tes en N

l��m
N!1

NX

n=1

rn =
1X

n=1

rn = l��m
N!1

r � rN+1

1� r
=

r

1� r
:

En este caso obtenemos un valor �nito y podemos decir que hemos

sumado los t�erminos de la sucesi�on.

En el primer caso
1X

n=1

n =1 decimos que la serie diverge. En el segundo

caso
1X

n=1

rn =
r

1� r
decimos que la serie converge.

Ejemplos importantes de series son los siguientes.

De�nici�on. 2. Dado un n�umero real r 2 R; a la sucesi�on (rn)1n=n0
se llama sucesi�on geom�etrica.

A la serie
P
1

n=n0
rn se le llama serie geom�etrica.

De�nici�on. 3. A la serie

1X

n=1

1

n
se le llama serie arm�onica.

A la serie

1X

n=1

(�1)n

n
se le llama serie arm�onica alternada.

Una condici�on necesaria (<que no su�ciente!) para que una serie converja

es la siguiente.

Proposici�on. 1. Si una serie

1X

n=1

an es convergente, entonces

l��m
n!1

an = 0:

Demostraci�on:Es claro que aN =
PN
n=1 an �

PN�1
n=1 an para todo N > 1:

Luego tomando l��mites

l��m
N!1

aN = l��m
N!1

(
NX

n=1

an �
N�1X

n=1

an) =
1X

n=1

an �
1X

n=1

an = 0:

�

Ejemplos. 2. La Proposici�on anterior nos dice claramente que las

series
P
1

n=1 n y
P
1

n=n0
rn; para jrj � 1 son divergentes (sus t�erminos

no tienden a cero).
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La serie
P
1

n=n0
rn; para jrj 2 (0; 1); es convergente. Veamos el caso

r > 0: Claro,

l��m
N!1

NX

n=n0

rn = l��m
N!1

rn0 � rN+1

1� r
=

rn0

1� r
;

donde la igualdad la vimos en ejercicios de Inducci�on.

La sucesi�on arm�onica ( 1
n
)1n=1 converge a cero, como sabemos. Sin

embargo la serie arm�onica no es convergente. Para ver esto tomamos

N = 2m y as��

sN = s2m = 1 +
1

2
+

1

3
+ � � �+

1

2m�1
+ � � �+

1

2m
� 1 +

m

2
!m!1=1;

donde la desigualdad la vimos en ejercicios sobre inducci�on.

La serie
P
1

n=1(
n+1
n

)n no puede ser convergente. Claro

(
n+ 1

n
)n = (1 +

1

n
)n > 1; para todo n:

Luego los t�erminos de la sucesi�on no convegen a cero, y por tanto la

serie no puede ser convergente.

Observaci�on. 1. En general sumar una serie, calcular a lo que converge

una serie convergente es un problema dif��cil. El caso de la serie geom�etrica

es un caso muy especial.

El problema de determinar si una serie es convergente o no es m�as f�acil.

Esencialmente esto se decide comparando con otras series que sepamos que

son convergentes o no. De aqu�� la importancia de conocer series de los dos

tipos, como las series geom�etricas y la serie arm�onica.

Propiedades de la series.

Veamos primero la relaci�on de las series con las operaciones.

Proposici�on. 2. Sean
P
1

n=1 an y
P
1

n=1 bn dos series convergentes, y sea

� 2 R; entonces

a: La serie suma
P
1

n=1(an + bn) es convergente y

1X

n=1

(an + bn) =
1X

n=1

an +
1X

n=1

bn:

b: La serie
P
1

n=1 �an es convergente y

1X

n=1

�an = �

1X

n=1

an:
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Demostraci�on:Es una aplicaci�on al caso de series del resultado general

para sucesiones. Veamos b).

1X

n=1

�an = l��m
N!1

NX

n=1

�an = l��m
N!1

�

NX

n=1

an = � l��m
N!1

NX

n=1

an = �

1X

n=1

an

�

Ejemplo. 1. Vamos a sumar la serie
P
1

n=1
6n�2n

16n
:

Demostraci�on:Haciendo unas sencillas transformaciones
1X

n=1

6n � 2n

16n
=
1X

n=1

6n

16n
�

2n

16n
=
1X

n=1

(
3

8
)n � (

1

8
)n:

Como las series geom�etricas
P
1

n=1(
3
8
)n y
P
1

n=1(
1
8
)n son convergentes, en-

tonces por el resultado anterior
1X

n=1

6n � 2n

16n
=
1X

n=1

(
3

8
)n �

1X

n=1

(
1

8
)n =

3
8

1� 3
8

�
1
8

1� 1
8

=
3

5
�

1

7
=

16

35

�

Una serie de t�erminos positivos (o negativos) nos da una sucesi�on de

sumas parciales mon�otona. Luego es f�acil dar un criterio de convergencia.

Proposici�on. 3. Sea una serie
P
1

n=1 an de t�erminos positivos, as�� an � 0

para todo n: Entonces la serie es convergente si y solo si la sucesi�on de sumas

parciales est�a acotada ( e.d. si existe M > 0 de modo que
PN
n=1 an � M

para todo N).

Demostraci�on:Si los t�erminos an son mayores o iguales que cero, entonces

la sucesi�on de sumas parciales (sN =
PN
n=1 an)

1

N=1 es claramente una suce-

si�on mon�otona creciente. Luego existir�a el l��mite de la sucesi�on mon�otona (y

por tanto de la serie) si la sucesi�on est�a acotada superiormente (como vimos

en el resultado correspondiente en el Tema de Sucesiones) �

Veamos a continuaci�on como comparando series podemos determinar el

car�acter de las mismas.

Proposici�on. 4. Sean
P
1

n=1 an y
P
1

n=1 bn dos series de t�erminos positivos

de modo que an � bn para todo n: Entonces

a: si la serie
P
1

n=1 bn es convergente tambi�en lo es la serie
P
1

n=1 an;

b: si la serie
P
1

n=1 an es divergente tambi�en lo es la serie
P
1

n=1 bn:

Demostraci�on:Veamos la parte a), la segunda queda como ejercicio. Como
P
1

n=1 bn es una serie de t�erminos positivos y convergente, la Proposici�on



APUNTES MMI 5

anterior nos dice que sus sumas parciales est�an acotadas. Tambi�en lo estar�an

las sumas parciales de la serie
P
1

n=1 an; por ser m�as peque~nas. Luego la serie
P
1

n=1 an es tambi�en convergente �

Ejemplo. 2. La serie

1X

n=1

1

np
; con 0 � p � 1; es divergente.

Demostraci�on:La serie
P
1

n=1
1
np
; es claramente de t�erminos positivos. Adem�as

como p 2 [0; 1] se tiene que np � n para todo n: Luego
1

n
�

1

np
para todo n.

Como la serie arm�onica
P
1

n=1
1
n
es divergente, tambi�en lo es

P
1

n=1
1
np
; �

El siguiente resultado lo probaremos de forma muy simple cuando haya-

mos estudiado integrales.

Proposici�on. 5. La serie

1X

n=1

1

np
; con p > 1; es convergente.

Ejercicio. 1. >Es convergente la serie

1X

n=1

n

n3 + n
?

Demostraci�on:Los t�erminos de la serie
n

n3 + n
son del orden

n

n3
=

1

n2
:

Esto nos da pie a la siguiente acotaci�on

n

n3 + n
<

n

n3
=

1

n2
:

Seg�un la Proposici�on anterior la serie
1X

n=1

1

n2
es convergente. Por tanto nues-

tra serie tambi�en lo es �
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