ANALISIS MATEMATICO BASICO.

DEFINICION DE SERIE CONVERGENTE.

Una serie es un tipo especial de sucesién. Importante por que permite dar
forma a ciertas funciones (incluso obtenidas con datos experimentales). La

definicién formal es la que sigue.

o

oy, sella-

Definicién. 1. a: Dada una sucesidn de nimeros reales (ay,)

ma suma parcial sy de los términos de la serie o la suma:

N
sN:Zan, para N € N,

n=1
Se llama sucesion de sumas parciales a la sucesion (Sy)F_y.
LLamamos serie de una sucesion de nimeros reales (an)o>y, a la
expresion Yy oo | an, que es otra forma de notar la sucesion de sumas
parciales.
b: Se dice que una serie Y2 | an es convergente si existe el limite de

las sumas parciales, es decir

N 0
existe lim sy = lim E ap = E G,
N—oo N—oo
n=1 n=1
donde la ultima igualdad es una notacion.

c: Se dice que una serie y | a, es divergente si el limite de las sumas

parciales no existe o no es finito.

Ejemplos. 1. n Sea la sucesion de todos los naturales (n)7> ;. La suma

de los N primeros numeros como sabemos es

N(N +1)

N
dn=1+2+-+N= 5
n=1

Si tomamos limites para N creciendo a infinito, entonces

N 00
) ) N(N+1)_
LDNIDIL

n=1 n=1

1



2 C. RUIZ

» Hacemos lo mismo para la sucesion ()52, para v € (0,1).

z
7«
C1l—r

donde la igualdad la vimos en ejercicios de Induccion. Tomando limi-

tes en N
=Nl r
lim P Zr = lim = .
N%oo N—xo 1—7r 1—r7r

En este caso obtenemos un valor finito y podemos decir que hemos

sumado los términos de la sucesion.

En el primer caso E n = oo decimos que la serie diverge. En el segundo

n=1
n r . .
caso E r= 17 decimos que la serie converge.
- T

Ejerr?plos importantes de series son los siguientes.

o0

Definicién. 2. » Dado un nidmero real v € R, a la sucesion ()52,

se llama sucesion geométrica.

» A la serie Y00 1™ se le llama serie geométrica.

n=noq
1
Definicién. 3. s A la serie g — se le llama serte armonica.
n
n=1

) —-1)" ) )
n A la serie E ——— se le llama serie armonica alternada.

Una condicién necesaria (jque no suficiente!) para que una serie converja

es la siguiente.

Proposicién. 1. Si una serie E an es convergente, entonces
n=1
lim a, = 0.
n—od

Demostracién: Es claro que ay = 25:1 ap — Z;’y:_ll ay para todo N > 1.

Luego tomando limites

N N-1 00 00
lim ay = lim (E Gy — E ap) = E Gy — E a, = 0.
N—oo N—=o00
n=1 n=1 n=1 n=1
O
Ejemplos. 2. » La Proposicion anterior nos dice claramente que las

series y oo~ n oy y oo 1", para [r| > 1 son divergentes (sus términos

no tienden a cero).
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» La serie Y oo 1" para |r| € (0,1), es convergente. Veamos el caso

n=ngo
r > 0. Claro,
N
" ) ,rno _ ,rNJrl ,rTLo
lim r = lim = ,
N—oo N—oo 1—7r 1—7r
n=nqg

donde la igualdad la vimos en ejercictos de Induccion.

= La sucesidn armdnica ()

o<
n=1

converge a cero, como sabemos. Sin
embargo la serie armonica no es convergente. Para ver esto tomamos
N =2" y asi
1 1 1 1 m
SN:SQW:1+§+§+"‘+27,n7_1+"‘+27m21+§_>m‘>oo:OO,
donde la desigualdad la vimos en ejercicios sobre induccion.

= La serie > oo (%)™ no puede ser convergente. Claro

(

Luego los términos de la sucesidon no convegen a cero, y por tanto la

n+1
n

1
'=(1+4+—-)">1, paratodo n.
n

serie no puede ser convergente.

Observacion. 1. En general sumar una serie, calcular o lo que converge
una serie convergente es un problema dificil. El caso de la serie geométrica
es un caso muy especial.

El problema de determinar si una serie es convergente o no es mds facil.
Esencialmente esto se decide comparando con otras series que sepamos que
son convergentes o no. De aqui la importancia de conocer series de los dos

tipos, como las series geométricas y la serie armonica.

Propiedades de la series.

Veamos primero la relacién de las series con las operaciones.

Proposicién. 2. Sean > 7 an y > ooy by dos series convergentes, y sea

A € R, entonces

a: La serie suma y - (a, + by) es convergente y

0 o 0
Z(an +bn) = Zan + an-
n=1 n=1 n=1

b: La serie Y .- | Aap, es convergente y

i Aay, = A i an.
n=1 n=1
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Demostraciéon: Es una aplicacién al caso de series del resultado general

para sucesiones. Veamos b).

00 N
E Aa, = lim E Aay, = lim A
N—xo N—oo

O

ap = A lim g an:)\E an,
N—oo
1 n=1 n=1

n=

gn —2on

Ejemplo. 1. Vamos a sumar la serie Y-, T

Demostracion: Haciendo unas sencillas transformaciones

672" -6 2" 3., 1,
2 2w e 2@ 6"
n=1 n=1 n=1

o0

Como las series geométricas Zzo:l(%)" y anl(%)" son convergentes, en-

tonces por el resultado anterior

SN6" 2" =3, =, L, 2 z 3 1 16
P I N = BT i Ak

O
Una serie de términos positivos (o negativos) nos da una sucesién de

sumas parciales monétona. Luego es ficil dar un criterio de convergencia.

Proposicién. 3. Sea una serie > oo . a, de términos positivos, asi a, > 0
n=1 p ’
para todo n. Entonces la serie es convergente si y solo si la sucesion de sumas
. . — N
parciales estd acotada ( e.d. si existe M > 0 de modo que Y.~ an, < M
para todo N ).

Demostracién: Si los términos a,, son mayores o iguales que cero, entonces
la sucesion de sumas parciales (sy = 27]1\7:1 an), es claramente una suce-
sién monétona creciente. Luego existira el limite de la sucesién monétona (y
por tanto de la serie) si la sucesién estd acotada superiormente (como vimos
en el resultado correspondiente en el Tema de Sucesiones) [

Veamos a continuacién como comparando series podemos determinar el

caracter de las mismas.

o o, o0 o0 . , . ..
Proposicién. 4. Sean > )" an y >~ by dos series de términos positivos
de modo que a, < by, para todo n. Fntonces

a: si la serie Y .2 | by es convergente también lo es la serie Y, | an;

. oo . . S,
b: sila serie )~ ap es divergente también lo es la serie Y~ by.

Demostracién: Veamos la parte a), la segunda queda como ejercicio. Como

> on2 by es una serie de términos positivos y convergente, la Proposicién
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anterior nos dice que sus sumas parciales estan acotadas. También lo estaran
las sumas parciales de la serie Y | a,, por ser mas pequenas. Luego la serie

> | a, es también convergente [J

n=1
o0
. . 1 .
Ejemplo. 2. La serie Z —, con 0 <p <1, es divergente.
L
n=

0.9}

Demostracién: La serie ) >~ , nip, es claramente de términos positivos. Ademas

1 1
como p € [0, 1] se tiene que n? < n para todo n. Luego — < " para todo n.
n

oo 1

Como la serie arménica ) °; ~ es divergente, también lo es > 1 O

n=1 npP>
El siguiente resultado lo probaremos de forma muy simple cuando haya-

mos estudiado integrales.
0
. es . 1
Proposicién. 5. La serie E —s conp > 1, es convergente.
n
n=1

o

Ejercicio. 1. ;Es convergente la serie E —
3
ne +n
n=1
.. L. . n n 1
Demostracion: Los términos de la serie ———— son del orden — = —.
ne +n n n

Esto nos da pie a la siguiente acotacién

n ) 1
nP4+n " nd  n?
oo
Segun la Proposicién anterior la serie g — es convergente. Por tanto nues-
n

n=1

tra serie también loes O
REFERENCIAS

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO, FACULTAD DE MATEMATICAS, UNIVER-
SIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
E-mail address: Cesar Ruiz@mat.ucm.es



