AMPLIACION DE MATEMATICAS

EJEMPLOS.

Ejemplo 1. Se considera la funcion f(z) = x donde x € [—m,n].
Esta funcion es 2m-periddica, impar, continua en (—m, ) y derivable
también en el intervalo (—m,m).

F1GUurA 1. Extension 2m-peiddica de f.

Vamos a calcular su serie de Fourier. Como es impar, los coeficientes

a, = 0 para todo n € N. Por otro lado, para calcular los coeficientes

b,, integrando por partes
1 ™
" + = / COoS n:v]

-1 2(—1)t!
= —|[mcosnm + mcosn(—m)] = #
nm n

1 [7 1 |-
bn:—/ xsenn:cdx:—{m

L - s n

Por ser f derivable en (—m,7) tenemos que la serie de Fourier de f

converge puntualmente a f en el intervalo (—m, ),
1
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— 2(—1)"*!
x = zjl . sennx para todo x € (—m,m).
n=
Con los teorema de convergencia podemos dar respuesta a las si-

guientes preguntas.

1. ;Qué ocurre en x = w 7 Veamos.
lim, o f(z) = f(n7) =7 y limyrs f(z) = f(7F) =
lm, . f/(z) = f(77) =1 y lim, s f/(z) = f/(7F) =

fm)+ f(

Luego para x = m, la serie de Fourier converge a =

T™—T
2

= (. Lo cual es muy facil de comprobar en este caso

o0 2(—1 n+1
Z LSenmr =0
n=1 n

2. ;Qué ocurre parax = 37 Aqul' la funcion es derivable y por tanto

n+1

; sen ng

Si n es par el seno se anula y solo queda

L 2(—1)%k+2 T o=2(-1DF 7w
k=0 k=0
De lo que se deduce que Z 2(1{:—4—)1 g

3. (Se puede aplicar en este caso la igualdad de Parceval?

Por un lado el Teorema Fundamental del Calculo nos dice que
x = [ 1dt; por otro
T 273

T 3
2y = = =T
/_J” T3 - T3

Luego se puede aplicar la igualdad de Parseval y usando que

2(—1 n+1
b, = ﬁ, tenemos
n
273 =, 4
3 L
n=1 n
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Ejemplo 2. Consideramos la funcién f(x) = x*® para x € [—m, 7).
Queremos calcular su serie de Fourier y ver donde esta coincide con

los valores de la funcion.

- = — = =%

s
n 3N

F1GURA 2. Extension 2m-peiddica de f.

La funcion f extendida de forma 2m-periddica, como se ve en el
dibujo, es una funcién continua en todo R. Ademas es derivable en z €
R\{(2k + 1)7}kez. Por otro lado, como existen las derivadas laterales
en todo punto de R, la serie de Fourier de f converge puntualmente a
la funcién f en todo punto x € [—m, 7| (en general en cualquier punto
de la extension 27-periddica).

Vamos a calcular su serie de Fourier. Como la funcién f es par de-

ducimos que
1 ™
bn:—/ f(z)sennzdr = 0, Vn € N.
™ —T

Por otro lado

ag 1 T 2 1 23
0 _ - dp — —
2 on ) T T o

Ademas

1 [7 1 [7
ay, = —/ f(z) cosnzdr = —/ 2% cos nxdx
TJ) T )

integrando por partes
T 2 / T ]
- — T sen nrdx

1 vy
T o_Z / cos n:r;dx}
—7T n o

4 _ 4(_1>n

n2

1 [x%sennx
T

n

2 (7 2
= — z(—sennx)dr = — {M
nm

nm n

—T
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La serie de Fourier de la funcién es

2 0 4
% + ; ﬁ(—l)" cosnr = 1, Vo € [—m, 7).

Si particularizamos el valor de la x podemos encontrar la suma de
ciertas series numericas. De estas series sabiamos desde primer curso

que eran convergente. Ahora podemos decir ademas cual es su limite.

o 2 =4 n .
Asisi oz =0, 3 + ; ﬁ(—l) = 0 y despejando tenemos que

SEE
o212
A . T = 4 n 5 .
hora, si x = T, 3 + Z ﬁ(_l) cosnm = w° y despejando tene-
mos que e
o0 2 2
Zi:(ﬂz_”_)lzﬂ_
n? 374 6

n=1
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