
AMPLIACIÓN DE MATEMÁTICAS

EJEMPLOS.

Ejemplo 1. Se considera la función f(x) = x donde x ∈ [−π, π].

Esta función es 2π-periódica, impar, continua en (−π, π) y derivable

también en el intervalo (−π, π).

Figura 1. Extensión 2π-peiódica de f .

Vamos a calcular su serie de Fourier. Como es impar, los coeficientes

an = 0 para todo n ∈ N. Por otro lado, para calcular los coeficientes

bn, integrando por partes

bn =
1

π

∫ π

−π
x sennxdx =

1

π

[
−x cosnx

n

∣∣∣∣ π
−π +

1

n

∫ π

−π
cosnx

]
=
−1

nπ
[π cosnπ + π cosn(−π)] =

2(−1)n+1

n
.

Por ser f derivable en (−π, π) tenemos que la serie de Fourier de f

converge puntualmente a f en el intervalo (−π, π),
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x =
∞∑
n=1

2(−1)n+1

n
sennx para todo x ∈ (−π, π).

Con los teorema de convergencia podemos dar respuesta a las si-

guientes preguntas.

1. ¿Qué ocurre en x = π ? Veamos.

ĺımx→π− f(x) = f(π−) = π y ĺımx→π+ f(x) = f(π+) = −π.

ĺımx→π− f ′(x) = f ′(π−) = 1 y ĺımx→π+ f ′(x) = f ′(π+) = 1.

Luego para x = π, la serie de Fourier converge a
f(π−) + f(π+)

2
=

π − π
2

= 0. Lo cual es muy fácil de comprobar en este caso

∞∑
n=1

2(−1)n+1

n
sennπ = 0

2. ¿Qué ocurre para x = π
2
? Aqúı la función es derivable y por tanto

π

2
=
∞∑
n=1

2(−1)n+1

n
senn

π

2
.

Si n es par el seno se anula y solo queda
∞∑
k=0

2(−1)2k+2

2k + 1
sen(2k + 1)

π

2
=
∞∑
k=0

2(−1)k

2k + 1
=
π

2
.

De lo que se deduce que
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=
π

4
.

3. ¿Se puede aplicar en este caso la igualdad de Parceval?

Por un lado el Teorema Fundamental del Cálculo nos dice que

x =
∫ x
0

1dt; por otro∫ π

−π
x2dx =

x3

3

∣∣∣∣ π
−π =

2π3

3
.

Luego se puede aplicar la igualdad de Parseval y usando que

bn =
2(−1)n+1

n
, tenemos

2π3

3
=
∞∑
n=1

4

n2
π.

Simplificando y despejando
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.
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Ejemplo 2. Consideramos la función f(x) = x2 para x ∈ [−π, π].

Queremos calcular su serie de Fourier y ver donde esta coincide con

los valores de la función.

Figura 2. Extensión 2π-peiódica de f .

La función f extendida de forma 2π-periódica, como se ve en el

dibujo, es una función continua en todo R. Además es derivable en x ∈
R\{(2k + 1)π}k∈Z. Por otro lado, como existen las derivadas laterales

en todo punto de R, la serie de Fourier de f converge puntualmente a

la función f en todo punto x ∈ [−π, π] (en general en cualquier punto

de la extensión 2π-periódica).

Vamos a calcular su serie de Fourier. Como la función f es par de-

ducimos que

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sennxdx = 0, ∀n ∈ N.

Por otro lado

a0
2

=
1

2π

∫ π

−π
x2dx =

1

2π

x3

3

∣∣∣∣ π
−π =

π2

3
.

Además

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx =

1

π

∫ π

−π
x2 cosnxdx

integrando por partes

=
1

π

[
x2 sennx

n

∣∣∣∣ π
−π −

2

n

∫ π

−π
x sennxdx

]
=

2

nπ

∫ π

−π
x(− sennx)dx =

2

nπ

[
x cosnx

n

∣∣∣∣ π
−π −

1

n

∫ π

−π
cosnxdx

]
=

4

n2π
π(−1)n =

4

n2
(−1)n
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La serie de Fourier de la función es

π2

3
+
∞∑
n=1

4

n2
(−1)n cosnx = x2, ∀x ∈ [−π, π].

Si particularizamos el valor de la x podemos encontrar la suma de

ciertas series númericas. De estas series sab́ıamos desde primer curso

que eran convergente. Ahora podemos decir además cual es su ĺımite.

Aśı si x = 0,
π2

3
+
∞∑
n=1

4

n2
(−1)n = 0 y despejando tenemos que

∞∑
n=1

(−1)n

n2
= −π

2

12

Ahora, si x = π,
π2

3
+
∞∑
n=1

4

n2
(−1)n cosnπ = π2 y despejando tene-

mos que

∞∑
n=1

1

n2
= (π2 − π2

3
)
1

4
=
π2
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