ANALISIS MATEMATICO BASICO.

PROPIEDADES DE LAS SUCESIONES.

Un tipo importante de sucesiones son las llamadas sucesiones monéto-

nas.

Definicién. 1. a: Una sucesion de niumeros reales (x,)52; se llama
mondtona creciente si x, < xyy1 para todo n € N.
b: Una sucesion de nimeros reales (x,,)52; se llama mondtona de-

creciente si r,11 < x, para todo n € N.

Ejemplos. 1. m (27)2°, es una sucesion creciente.
s (V/2)22, es una sucesion decreciente.

s (1), es una sucesion decreciente.
n n=1

Proposicién. 1. a: Una sucesion de nimeros reales (xy,)oe; mondto-
na creciente que estd acotada superiormente tiene limite, de hecho
limy, 00 2, = sup{z,, : n € N}.
b: Una sucesion de nimeros reales (x,)22, mondtona decreciente
que estd acotada inferiormente tiene limite, de hecho lim, .. T, =
inf{z, : n € N}.

Demostracién: Veamos la parte a). Si (z,,)02; = {2, € R : n € N} es
un conjunto acotado superiormente, entonces existe « su supremo (por la
propiedad del extremo superior de R). Ahora veamos que « es el limite de
la sucesion. Dado € > 0, se tiene que o — € no es supremo y por tanto existe
un no de modo que o — € < p, < a. Ahora como la sucesién es monoétona

creciente, para todo n > ng se tiene que
a—€<Tp, <wzp<a yportanto |o—x,| <e€,
de lo que sigue que lim,_,~ =, = sup{z, : n € N}.

El apartado b) se prueba de forma analoga y se deja como ejercicio [

Ejemplos. 2.
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» La sucesién (%)20:1 es monétona decreciente y como estd acotada

inferiormente se tiene que

lfm l:1'nf{l:n€N}:O.
n

n—oo N

En este caso recuperamos el resultado que ya conocemos.

» La sucesion ({/2)22, es monétona decreciente y acotada inferiormen-
te. Claro, 1 < {/2 para todon y asi 2 < 2 V2 = QnTH, tomando raices
n+1—ésimas ""v/2 < /2. Ya sabemos que esta sucesién tiene limite.
Es un poco més complicado ver que vale 1 = inf ¥/2 = lim,_,o V2.
Para ver esto, sabemos que 1 es una cota inferior de la sucesion. Pro-
cedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que el limite es (1+¢)
con € > 0. Entonces por un lado, (1+¢€) < /2 (es decir (1+¢)" < 2)

para todo n y por otro, usando el binomio de Newton,

(1+e)":Z( Z >ek1”_k>1+ne.

k=0
Esta ultima expresion no esta acotada por la propiedad arquimediana
de R.
» Sir € Ryr >0, entonces lim, o, ¥/r = 1. La prueba es andloga a

la anterior y se deja como ejercicio.

Un caso importante en él que se aplica la Proposicién anterior es nuestro

proceso de aproximacién del nimero v/2.

Ejemplo. 1. Sea la sucesion recurrente xo =2 y
x2 -2 _ T2 +2
2,  2x,

In+1 = Tn —

Esta sucesion es convergente.

Demostracion: Vamos a ver que la sucesién es mondtona y acotada. En
primer lugar veamos que /2 < z,, < 2 para todo n. Para n = 0 es claro.

Ahora
T2 +2
2x,
s 224+2-20,V2=(2,-22>0

>V2 e 22+2>2,V2

Lo que prueba la primera desigualdad. Para ver la segunda, supongamos
(hipétesis de induccién) que V2 < z,, < 2, entonces

2

2x, 2 Tn 2

lo que prueba la segunda desigualdad.

<2,

Sl

Tpt+1l =
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Solo nos queda ver que la sucesién es decreciente, para ello ponemos

T, 1 1 oz, 1 V2
xn+1—xn:7+x—n—xnza—7§\ﬁ—7:
O
En este dltimo ejemplo conocemos que la sucesion tiene limite, pero no
cudl es explicitamente. Las siguientes propiedades de los limites de sucesiones
respectos de las operaciones nos resolvera este problema pendiente.

OPERACIONES CON SUCESIONES.

Definicién. 2. Dadas dos sucesiones de nimeros reales (x5,)0%1 Y (Yn)oq,
junto con un escalar A € R, se difinen:

la suma de sucesiones: (2,)°2 + (Yn)o2y = (Tn + Yn)o2q;

el producto por un escalar: \(z,)5%; = (Azy)02;

el producto de sucesiones: (,)0% ;1 (yn)o | = (TpYn )0 q;

la sucesién cociente: (xn)1°° - = (ﬁ);’;l, siempre que x, # 0 para
e

todo n.

Las operaciones anteriores se comportan respecto del limite de la siguiente

manera.

Proposicion. 2. Dadas dos sucesiones de numeros reales convergentes
(@n)o21 y (Yn)22y, junto con un escalar A € R, de modo que limy,_,oc ), =

y limy, oo Y = y, entonces

w existe My o0 T + Y = T + Y3
» existe lim, oo AT, = AT;
w existe limy,—o0 TnYn = TY;

X

m existe lim, oo ;—” = siempre que y # 0.
n

Antes de hacer la prueba veamos algunos ejemplos.

2n>oo _(2
n+1"=h T gl

de funciones convergente da 1 + % —nooo 1 # 0, y ast el cociente de

Ejemplos. 3. w ( )ol 1 —n—oo 2, Ya que la suma

sucesiones con denomidador de limite no nulo nos da el resultado.
., T2 — 2 T
» Sea xog = 2 y la sucesion Tpi1 = Ty — — = , para todo
21, 22,

n > 1. Sabemos que existe lim, oo, = | = inf{z, :, n >0} > V2.

Por tanto si aplicamos limites a ambos lados de la igualdad
2 —2

2z,

Tp4+1 = Tn — )
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segun las propidades de arriba, tendremos que
2 -2
21.
Despejando 1, tenemos la ecuacion 21> = 21?> — 1? + 2, simplificando
12 =2, luego | = /2.

I=1-

Observaciéon. 1. Para calcular el limite de esta ultima sucesion, un algo-
ritmo par aproximar el nimero \/2 por nimeros racionales y operaciones
elementales, hemos necesitado: el principio de induccion, la definicion de

infimo, el concepto de convergencia y las propiedades de las sucesiones.

Demostracién: (de la Proposicién).

s Existe lim,, oo T, + yn =  +y. Sea € > 0, entonces, por la definicién
de limite, para
5 > 0, existe ng tal que para todo n > ng se tiene |z, — 2| < §,
5 > 0, existe n1 tal que para todo n > ng se tiene |y, —y| < 5.

Tomemos ny = méx{ng,n1}, entonces si n > na, se tiene que
€ €
((@n +yn) = (@+y)l S lzn -z +yn —yl <5+ 5 =e

Lo que prueba la existencia de nuestro limite.
= Existe lim,, . Ax, = Az, ejercicio.
= Existe limy, o nyn = xy. Hagamos primero una tentativa para saber

que es lo que vamos a necesitar.
’xnyn - a:y| = ‘xnyn — TYp + TYn — xy‘

< |znyn — zynl + |l2yn — 2yl = lynllen — 2| + [2(|lyn — yl-
Ahora, como (yn)22; es una sucesién convergente, estd acotada, es
decir existe M > 0 de modo que |y| < M para todo n. Dado € > 0,
entonces
para 55; > 0, existe ng tal que para todo n > ng se tiene |zn—z| < 257>

para m > 0, existe ny tal que para todo n > ng se tiene |y, —y| <

2(|x6\+1)'
Tomemos ny = max{ng, n1}, entonces si n > no, se tiene que
€ €
|Znyn — 2y| < |yn|lzn — x| + |2||lyn — y| < Mm + \x!m <e.

Lo que prueba la existencia de nuestro limite.
= Existe lim, o0 Z—Z = %, siempre que y # 0. Por la propiedad anterior,
1

solo tenemos que probar que lim,, oo yi =3 siempre que y # 0.
n
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F1GurA 1. Limite no nulo.

Dado € > 0,
tomando |y‘ > 0, existe ng tal que para todo n > ng se tiene |y, | > | |
tomando €|y| > 0, existe ny tal que para todo n > ng se tiene \yn —

yl < % Tomemos ny = max{ng,n1}, entonces si n > ng, se tiene

que
1 1 — — 2|y —
’7_7‘:’3/ yn‘§|y yn’< ly 23/n|<6
Yn Y Yny [yllyn] [yl
O
2n—1 1
. V-1 VR
Ejemplos. 4. = lim 2\f+2 = lim NETE lim 5 2 = 5
n—oo n—oo n—oo —_
o v
ya que 1im,,_oo — Vo 0.
2 2
n n
. U1[6n2 T e 1]. Tenemos que
n? 1 . 1
[ J = —
¥ vz 6+ 067
2
n 1 1
Tn—)oo By

w

*3i2 344
donde el simbolo 1 mdzca que la sucesion converge de forma creciente.
Luego para todo n > 1 se tiene que

8 “6n2+2 6 4 3nz+2 3
Como la union es el conjunto de los elementos incluidos en algin

conjunto de los que se unen, deducimos que

U n? n2 ] [1 1)
n:16”2+2 2 +1 83
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