ANALISIS MATEMATICO BASICO.

SUBSUCESIONES.

Las sucesiones convergentes son acotadas, como hemos visto. El reciproco

no es cierto. No toda sucesion acotada es covergente.

Ejemplo. 1. Sea la sucesion (x,)02 1, donde x, = (—1)". Esta sucesion to-
ma alternativamente los valores —1 y 1. Por tanto no puede ser convergente,

aunque claramente esta acotada.

Ficura 1. .

De todas formas, si ”encerramos ” mucho niimeros en un espacio finito,
como en el ejemplo o en el dibujo anteriores, algunos de estos puntos tienden
a juntarse en algiin punto. Esta idea la atrapamos matematicamente con la

nocién de subsucesion.

Definicion. 1. Dada una sucesion de niumeros reales

(xn)pey = {x1, 22, .., Tny Tpg1 ...} CR,

se llama subsucesion de la sucesion (x,)02, a todo subconjunto infinito

de la sucesion

(%k)zoﬂ = {CCnl,ZUnz,....Tnk,. . '}7

de modo que se conserva el orden relativo de la sucesion, es decir

ngE<ng <...<ngp<nNgp1 <...

Observacion. 1. Formalmente, dada una sucesion (x,,)5; y una aplicacion
creciente T
™ : N — N
k- — w(k) =ng
1
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a la seleccion de términos de la sucesion (Tr))i; = (Tn, )iz, se le llama

[e.9]

subsucesion de de la sucesion (x,)5 ;.

Claramente una subsucesién es a su vez otra sucesion.

Ejemplos. 1. = Sea la sucesion (1)

)
n=1"

La sucesion (5)32, es una
subsucesion de la primera. ademds como la primera converge la sub-
suceston también y lo hace al mismo limite.

w (2,)22 = ((=1)™)22,. Si tomamos la subsesion ((—1)2FT1)20 esta
nueva sucesion es constantemente igua a —1 y por tanto la subsucesion
converge a —1, mientras que la sucesion de partida no lo hacia.

= Dada la sucesion (xn);e; consideramos la subsucesion (T3r4+1)5q,
donde la seleccion de términos de la sucesion la hacemos del siguiente
modo

1234567 ... 3-1 3k 3k+1
T T T

Proposicién. 1. Sea una sucesion de nimeros reales (x,)5% 1. Son equiva-

lentes:

a: Friste limy, o0 xp, = T.
b: Toda subsucesion (xy, )72, de la sucesion es convergente a un mismo

limaite z.
Demostracion: Ejercicio. [

Ejercicio. 1. De la sucesion siquiente hay que determinar ;si estd acota-
da? ;51 es convergente? ;S5i lim, oo xp, = 007 Y también, encontrar una

subsucesion convergente especificando su limite.

(—nl—g'{n st n=3k conkeN

Tn=1 vVn+l—y/n si n=3k+1 con keN
— 1 ¢ n=3k+2 con keN

1-zp_2+Tn_1

Demostracion: Esta sucesién viene dada por tres subsucesiones. Serd sufi-
ciente con estudiar cada una de ellas.

| (_1)11

1 | < 1. Esta subsucesién esta acotada, pero toma alternativa-
n
mente valores positivos y negativos, luego no es convergente. Obser-

vemos que al menos una subsucesién suya es convergente,

__1)\6l
D76

z

1m
oo 6l +1
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» limy, o0 vV + 1—4/n = 0, como hemos visto anteriormente, por tanto

lh’m V3l41+1—-V3l+1=0
—00

dado que es una subsucesion de la anterior.

= Sin =3k + 2, entonces

1 1 1
-2y 9+an1 I — 23k + 2361 1—%4_(«/714-1—\/%)
si k=2l
1
> ) 100 OO,
I - 61+1

ya que el denominador de la ultima fraccion tiende a cero.

[e%S)
n=1

Resumiendo la sucesion (z,) no estd acotada, por tanto no es convergen-
te. Tiene distintas subcesiones convergentes, a 0 y 1, por ejemplo. Por tanto
tampoco converge a infinito o menos infinito. Sin embargo si tiene al menos
una subsucesion convergente a infinito. [
Aplicaciones de las subsucesiones. el concepto de subsucesién tiene im-
portantes aplicaciones tedricas dentro del Analisis Matematico. Estas apli-
caciones las utilizaceros posteriormente.

En primer lugar veamos que una coleccién infinita de puntos acotados

necesariamente se tienen que comprimir en algiin punto.

Teorema. 1. (de Bolzano-Weierstrass). Sea una sucesion de nimeros
reales ()22, acotada. Entonces al menos existe una subsucesion (xn, )72

convergente.

Demostracion: Veamos la estructura de la demostracién.
Por estar la sucesién acotada existe M > 0 de modo que |z,| < M, para
todo n.

Se definene los conjuntos

Aj={z, : n>j} paratodo j=1,2,....

Estos conjuntos estan todos ellos acotados y por tanto existe para cada j
supA; =a; € R.

Si consideramos la sucesion (a;)72,, estd es decreciente y acotada. Es claro
que |a;| < M para todo j y que es decreciente se ve ya que A1 C A; para

cada j.
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Sea lim;_,o a; = a. Ahora, y estos es lo mds engorroso, se puede probar

que existe una subsucesién

(fﬂnk)zoﬂ —k—oo @

O

Observacion. 2. Si (z,)52; es una sucesion no acotada, entonces existe

una subsucesion (Tn, )5, con limite infinito o menos infinito.

Demostracién: Supondremos que (x,)52; no estd acotada superiormente

(el caso de que no lo esté inferiormente se deja como ejercicio). Luego para
k=1, existe z, demodoque 1< z,,.

k=2, existe xp,, ng >n; demodoque 2 < zy,.

keN, existe my,,, ng >ng_1>...>n2 >ni, demodoque k <xy,.

Observemos que esta término z,, de la sucesién existe pués de otro modo
la sucesién estaria acotada.

Asi por recurrencia construimos una subsucesion
O

Definicion. 2. Una sucesion de nimeros reales se llama de Cauchy si para

todo € > 0 existe un ng € N de modo que para todo n,m > ngy se tiene que

|zy, — x| <.

Como vemos ésta es una definicién muy parecida a la de sucesién con-
vergente. En este caso no hacemos mencion al algo fuera de al sucesién, el
limite, solo contamos con informacion intrinseca de la sucesion.

Lo que vamos a ver es que las sucesiones de Cauchy y las sucesiones
convergentes son las mismas en R. Lo cudl nos da otro criterio para saber si

una sucesién es convergente o no: ser de Cauchy.

Teorema. 2. (de completitud de R). Toda sucesion de nimeros reales

(xn)02, es convergente si y solo si es de Cauchy.

Demostracion:
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» Supongamos que (Z,)5%; —n—oo & €s convergente. Entonces dado
€ > 0, si consideramos 5 > 0, existe un ny de modo que si n > ny,
entonces |z, — x| < §. Tomemos ahora n,m > ng, entonces

€ €
|xn—xm|:\xn—x+x—xm\g\xn—m|+\x—xm]<§+§:e.

[e. 9]

Luego la sucesion (z,)02

es de Cauchy.
= Supongamos ahora que la sucesién (x,)52; es de Cauchy.
Lo primero que vemos es que la sucesién esta acotada. Para ello
tomemos € = 1, y asi vemos que para cierto ng se tiene que |, —x,| <

1, si n,m > ng. Si tomamos
M = max{ [z1], |z2], ... [2ng—1ll2no| + 1], [[2no — 1| }

es claro que M acota a la sucesion en valor absoluto.
Ahora como la sucesién estd acotada y por el Teorema de Bolzano-

Weierstrass, existe una subsucesién convergente

Tny, —7k—oo T-

Veamos que lim,, o 7, = z. Tomemos § > 0, existen un ng y ko de

modo que que si n,m > ng y ng > ny, se tiene que
€

2

€

y |xnk_x’<2

|Tn — x| <
respectivamente. Por tanto para todo n > max{ ng, ng, } se tiene que

€ €
|xn—x|:]mn—mnk0—|—xnko—a:|S|xn—xnk0|+|ajnko—x|<§+§:6

O

Ejemplo. 2. Sea la sucesion (x,)2%, dada por x1 = 1, x9 = 3 y x, =

Tp—2 + Tp— . ..
mn2 ol gip > 3. Veamos que esta sucesion es de Cauchy y por tanto

2
convergente.
.. . Tp—2 + Tp—1
Demostracién: Observemos que el término x, = — 5 es el punto

medio entre T,,—9 ¥ Tp—1. ASl Tpig € [Tn, Tnt1] O [Tnt1, Tn]. Luego

Tn + Tp—1
|Zntk — Tn| < |Tpt1 — 20| = |% — Tn|
1 1
= §|.CC” - mn—1| = ?’xn—l - xn—2| == F‘CL’Q - $1’ —k—o00 0,

lo que prueba que la sucesién es de Cauchy y por tanto convergente. [
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