AMPLIACION DE MATEMATICAS

LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER.

Dada f : R — R una senal continua (por ejemplo una corriente en
un conductor), al muestrearla (f, = (f(nAt))nez, donde At = 3 es
el periodo correspondiente a la frecuencia de muestreo %; la senal se
convierte en una senal discreta o digital. Una sucesién infinita no es
muy operativa a la hora de calcular, asi que debemos tomar una parte
finita de ella, cuyo tamano convenimos en funcién de las necesidades

técnicas que tengamos. Lo que nos da pie a definir:

Definicién 1. Fijado un nimero natural N € N

LSy =4y = ()2 o = Yo=0sin#0,1,2,...N —1}.
Sn es el conjunto de las sucesiones de términos nulos salvo los
comprendidos entre n =0 yn =N — 1.

2. Se llama Transformada de Fourier Discreta (DFT) de
una senial discretay € Sy a otra senal discreta § = (Ui) g € Sn
definida por

N-1 N-1
-~ —kn —i2%kn
yk:E Ynw :E Yn€ N

para k=0,1,2,.... N — 1 y donde w = '~ es una N-ésima raiz

0 N=lson todas la N

de la unidad (recordemos que w°, w,w?,...,w
raices de la unidad).
3. Notacion: F(y) = (Yr)kez € Sy donde yp = 0 siempre que

k+£0,1,2,..,N—1.

Observaciéon 1. ;De donde sale la definicion anterior?
1



2 C. RUIZ

Una senal discreta y la podemos ver como una muestra de una senal
analdgica f con y, = f(nA), con n =0,1,2,.., N — 1y A un inter-
valo de tiempo prefijado. Calcular la Transforamda discreta § = (4 )
seria como muestrear la transformada de Fourier ]?, es decir 1, = f()\k)
para k =0,1,2,..., N — 1. Pensemos en el Teorema de Muestreo inter-
cambiando los papeles de f y ]? Asi la funcion f, fuera del intervalo
[0, NA], es nula y la frecuencia de muestreo es la mitad del intervalo
dividida por 7; es decir N%A = ]g—f. Luego el periodo de muestreo para
fes %. Asi A\, = k‘% para k = 0,1,2,..., N — 1. Usando ahora la
definicion de la Transformada de Fourier

Fow = fyz) = [ s a,

teniendo en cuenta que f es nula fuera de [0, NA] y la relacién de

integral de Riemann con las sumas de Riemann

~ A Z f(nA)e—ik%nA

que es, salvo una constante, la definicién que hemos dado de DFT.
Fijado el tamano de una senal discreta, de N muestras, la Transfor-

mada Fourier Discreta viene dada por
N-1
U = Z y, W™ para k=0,1,2,..,N—1.
n=0

La expresion anterior se puede escribir en forma matricial como

?//\0 1 1 1 o 1 yo
m 1 W w? e wN—1 U
1 w? w w2(N-1)
Yn-1 1 w1 201 wN-1)? YN_1

La matriz de potencias de las raices N-ésima de la unidad la denotamos

por Fy = (akn)km=01... N1 = (W) 01, n—1y asi podemos escribir
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la Transformada de Fourier Discreta como
J = Fny.
La matriz Fy es una matriz n X n, por tanto calcular las n entradas

de la transformada discreta 7 conocidas las n entradas de y requiere
efectuar n? multiplicaciones.

Observaciéon 2. 1. Se puede definir una Transformada Inver-
sa Discreta de Fourier de forma similar a lo que hemos hecho
en la definicion anterior.

2. Un filtro paso bajo discreto: si iy, = %A(k%), entonces k
hace referencia a las frecuencia k‘% de la senal; si queremos
anularlas es suficiente con cambiar y;, por cero y después con la
transformada inversa volver a la senal filtrada.

3. El producto de matrices del cdlculo de la transformada discre-
ta es una operacion muy costosa en multiplicaciones. Existe un
muy famoso algoritmo, el algoritmo de la Transformada
Rdpida de Fourier (FFT), que permite hacer el cdlculo del
producto de matrices con solo un niumero de multiplicaciones del

orden denlgn (F.F.T. J.W. Cooley y John Tukey 1965).
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