AMPLIACION DE MATEMATICAS

CUERPOS DE DESCOMPOSICION.

Vamos a hablar de forma abstracta del cuerpo donde un polinomio

tiene tantas raices como indica su grado.

Definicién 1. Sea f € F|x], un polinomio con coeficientes en un cuer-
po. Sea K una extension del cuerpo F de modo que f se descompone
en producto de factores lineales (es decir de grado 1) de K[z|. En estas
condiciones se dice que:

a: f es descomponible en K.
b: K es el cuerpo de descomposicion de f, si f es descompo-
nible en K y no existe otro cuerpo K' de modo que

FcK cK

y tal que [ sea descomponible en K'.

Ejemplo 1. C es el cuerpo de descomposicion del polinomio x*> +1 €

R[x].

Observacién 1. Por el Teorema de Kronecker sabemos que siempre
podemos encontrar un cuerpo donde un polinomios puede ser descom-

puesto.

Veamos que siempre podemos encontrar el cuerpo de descomposicién

para un polinomio dado.

Definicién 2. Sea F un cuerpo y A un subconjunto cualquiera. Deno-
tamos por
F(A) = N K.
FJ ACK;K cuerpo
F(A) es el menor cuerpo que contiene a F y a A, donde las operaciones
de suma y productos son las mismas en todos los cuerpos que aparecen

involucrados en la definicion (asi F es un subcuerpo de cada K).
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Ejemplo 2. Sea el cuerpo Q y sea o de modo que o® = 2. Entonces

claramente Q(v/2) = Q[v/2].

Definicién 3. a: F(A) es la menor extension del cuerpo F de modo
que estan contenidos todos los elemento de A.
b: Si A = {a}, con a ¢ F, F(a) se llama extension simple del
cuerpo IF.

Ejemplo 3. El cuerpo Q[\/i] es una extension simple del cuerpo de
los numeros racionales Q.

Teorema 1. Sea f € F[z|, con F un cuerpo. Sea K una extension del

cuerpo F de modo que f es descomponible en K,
flz) =clx —ar)(z — ay)......(x — a,) € K[z].

a: F(ay,...,a,) es el cuerpo de descomposicion de f.
b: Salvo isomorfismo, el cuerpo de descomposicion de un polinomio

es unico.

Demostracion:

a: Un cuerpo K donde f es descomponible siempre se puede encon-
trar por el Teorema de Kronecker. Luego F(ay, ..., a,) estd bien
definido de modo que F es un subcuerpo de F(ay, ..., a,) y ademés
f es descomponible en el cuerpo F(ay, ..., a,). Ahora, por el teo-
rema de Factorizacién Unica de polinomios, todo cuerpo en el
que se descomponga f tiene que contener a aq, as, ..., a,. Lo cual
quiere decir que incluye al cuerpo F(ay, ..., a,), por definicién de
este ultimo.

b: Esta prueba es ain més abstracta y queda fuera de nuestro
alcance [J

Teorema 2. Sea K una extension del cuerpo F. Sea o € K un elemento
transcendente de K sobre F (es decir que no existe ningin polinomio
de F[x] del cudl es raiz o). Entonces la extension simple F(«) es iso-
morfo al cuerpo de fracciones del anillo Flx]. (Notacion: este cuerpo
de fracciones se denota por F(z)).

Demostracion: F(x) es el cuerpo de fracciones del dominio de inte-
gridad F[z] (ver la definicién de este cuerpo en el Apéndice del Tema
de Anillos).
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F(«) es un cuerpo, y asi para todon € Ny para todo ag, ay, ...,a, € F
0 # ag + a1 + aa® + ... + a,a™ € F(a),
por ser « transcendente. Asi existe el inverso de
aop + ara + axd® + ... + a,a”

en F(«). Ahora ya es "facil” ver que la aplicacion

h F(x) — F(a)

b @™ +bm 12 144 b1 a+bo h bsz+bm_1xm*1+---+b1x+bo)

anxT+an—12" "t -+arz+ao — anx"+an 12" 14 tarz+ag

= (bg+ bia + ... + bpa™)(ag + a1 + ... + a,a™) !

es un isomorfismo de cuerpos [
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