AMPLIACION DE MATEMATICAS

EXTENSIONES FINITAS.

Todas las extensiones finitas de cuerpos son algebraicas como hemos
visto. Las extensiones de cuerpos finitos, via el Teorema de Kronecker,
que son las que mas nos interesan, son también finitas. Sin embargo el

reciproco no es cierto.

Ejemplo 1. FExisten extensiones algebraicas de cuerpos que no son
finitas.

Veamos un ejemplo. Sea
A={x €R : z esalgebraico sobre Q }.

A es un cuerpo. En efecto, sea x1, 9 € A. Sea la extension finita de Q,
Q(z1,x2) = Q(z1)(x2). Por ser finita es algebraica y por tanto

@ C Q(l’l, IL‘Q) C A.
Ahora

w1+ 29 € Q(21,72) C A
u ZL‘l(JZQ)il c Q(l’l,l‘g) C A.
Lo que prueba que A es una extensién del cuerpo QQ algebraica. Ver

ahora que [A : Q] = oo es un poco més complicado. No lo vemos [

Observaciéon 1. Se puede probar que si
FCKcCL

donde IL es una extension algebraica de K y ésta a su vez es una exten-
510 algebraica de F, entonces la primera I es una extension algebraica
de la ultima F.

Veremos que en el caso de cuerpos finitos esta tltima observacion es
muy facil de probar.
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Teorema 1. Sea L una extension finita del cuerpo K y este a su vez

es una extension finita del cuerpo F, entonces
[L:F] =[L:K]|[K:F.

Demostracion: Sean

» {a; : i€ I} una base de L sobre el cuerpo K; y
» {#; : j € J} una base de K sobre el cuerpo F.

Entonces no es dificil ver que {a;8; : i € I,j € J} es una base de L
sobre el cuerpo F. Que forman un sistema de generadores es evidente.

Que son linealmente independientes queda como ejercicio [

Corolario 1. Sea K una extension finita del cuerpo F.

i: El grado de un elemento a € K sobre F divide a [K : F].

ii: Un elemento o € K genera todo K sobre F (es decir si {1, a, ..., a9m*d}
es una base de K) si solo si su grado es [K : F).

iii: Si [K:F] =2™y f € Flx] es un polinomio irreducible de grado
3, entonces f también es irreducible sobre K.

Demostracion:

i: El grado de un elemento es el grado del polinomio minimo y
vefamos (en el Capitulo del Polinomio Minimo) que éste era pre-
cisamente [F(a) : F]. Como

FCF(a) CK

es una cadena de extensiones finitas, el teorema enterior nos dice
que
[K:F]=[K:F(a)][F(a) : F].
ii: Por el Teorema de la Base, todas las bases de K sobre F tienen

el mismo cardinal. Luego si
{1,a,..., 97}

es una base de K (al menos es una base F(a), como vimos) si y
solo si grad.a = [K : F].

iii: Si f fuese reducible sobre K, como f tiene grado 3, existiria
a € K raiz del polinomio. El polinomio minimo de « serfa f ( no
puede ser uno de segundo grado ya que entonces dividiria a f).
Entonces el grado de a es tres y tendria que dividir a 2™, segin
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el apartado i. Como esto no es posible, f es irreducible sobre K
O

Ejemplo 2. Dado el cuerpo Q, tanto Q[v/2] como Q[v/3] son exten-
siones del cuerpo de los racionales de grado 2. Sin embargo Q[ﬂ] Y

Q[v/3] no son estensiones el uno del otro.

Este tipo de situaciones no se dan en el caso de trabajar con cuerpos

finitos, como veremos en el préoximo Capitulo.
REFERENCIAS

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO, FACULTAD DE MATEMATICAS,
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
FE-mail address: Cesar Ruiz@mat.ucm.es



