AMPLIACION DE MATEMATICAS

CONGRUENCIAS DE ENTEROS.

Dado un numero natural m € N\{0} sabemos (por el Teorema del
Resto) que para cualquier entero a € Z existe un tnico resto r de modo
que

a=qgm-+r

con

Asi respecto de m todos los nimeros enteros son de m 7 tipos” dis-
tintos (o m clases de congruencia). Este hecho va a permitir definir
cuerpos de cardinal finito, mucho mas faciles de manejar computacio-
nalmente que los cuerpos de nimeros tradicionales: Q,R y C (todos
ellos infinitos).

Definicién 1. Sea m € N\{0} se dice que a,b € Z son congruentes

modulo m si
a=qm+r y b=qgm+r para algunos q,q € Z

y donde
0<r<m.

(Notacion: escribimos a = b mdéd. m o también aR,,b).

La relacion definida entre dos enteros por la definicién anterior tiene

otra formulacién equivalente.
Observacién 1. a = b mod. m si y solo si m|a — b.
Proposicién 1. R, es una relacion de equivalencia sobre Z.

Demostracion: La relacién R,, sobre Z es

» reflexiva: ya que m|a — a = 0, para todo a € Z;

» simétrica: ya que si m|a—b, también m|b—a, para todo a,b € Z;
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» transitiva: ya que si suponemos que a = b méd. m y b = ¢ méd.
m para a, b, c € Z, entonces tiene que existir 0 < r < m de modo

que
a=qgm+r, b=g@m-+r y c=g@m-+r
y por tanto a = ¢ mod. m[]

Dada la relacién de equivalencia anterior nos fijamos en el conjunto

cociente que produce sobre Z.

Definicién 2. Sea m € N\{0} .

A: Dado a € Z, con a = gm + r, notaremos por [al,, la clase de
equivalencia de a respecto de la relacion R, (ser congruente
mddulo m).

alm ={r€Z : x=a mddm}
={x€Z : v=km+r keZ}.
B: Notaremos por Z,, = 7Z/R,, al conjunto cociente generado

por la relacion de equivalencia R,,, es decir
Lo, = {0l [L]imy cveeey [ — 1] }-
OPERACIONES EN Z,,.

Sobre los conjuntos cocientes Z,, se pueden definir una suma y un
producto (llamados suma en congruencias y producto en con-

gruencias).

Definicién 3. A: Se define la suma en congruencias sobre Z,,

como la siguiente operacion:

+ ¢ Zypy XLy, — Lo,
([alm, [Blm) — lalm + Bl = [a+ blm.
B: Se define el producto en congruencias sobre Z,, como la
siguiente operacion:
X i Ly X Loy — Loy,
([alm; [Olm) = [a]m[b];m = [ab]m.

El siguiente resultado nos dice que las operaciones que acabamos
de definir no dependen de los elementos concretos de las clase de con-

gruencia que usamos para dar las definiciones.

Proposicion 2. Las operaciones de suma y producto en congruen-

ctas sobre Z,, estan bien definidas.
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Demostracién: Sean a,a’, b,V € Z de modo que
a=ad médm y b=10b méd m.
Entonces
A: [a]y + [b] = [@]m + []m, esto es asf ya que
atb=(gm+r)+(em+s)=(n+g)m+(+s).

a +0 = (gm+r)+ (ggm+s) = (g1 + @)m + (r + s).
Luegoa+b=r+sméd. myr+s=da +b mod. m, luego por
la propiedad transitiva se tiene que a + b = a’ + 0 méd. m. Es
decir [a + b,,, = [a' + V'] ,p.

B: [a]n[b]m = [@]m[V]m, esto es asi ya que

ab = (gm +7)(gem + 5) = (Q1q2 + 8q1 + rg2)m + (rs).

a'th = (gym +r)(gom + s) = (diqy + s¢i + rgy)m + (rs).

Luego ab = rs méd. m y rs = a’b/ méd. m, luego por la propiedad

transitiva se tiene que ab = a’b’ méd. m. Es decir [abl,, = [a'V],,[]
Ejemplo 1. Consideramos (Zy, +, xX) = ({[0]4, [1]4, [2]4, [3]a}, +, X).

Podemos construir las tablas de ambas operaciones.

+ | [0] | [1] ] [2] | [3] x O] [ ] [2] | 3]
O] [ [0] | 1] | [2] | [3] (0] [ [0] | [O] | [O] | [0]
] [ O] (2] (3] [0] ] [10] | (1] ) 2] | (3]
2] [ [2] | (3] (o] | [1] 2] [ [0 | [2] | [O] | 2]
Bl BT AT {2] BIIO7] B2 1]

Notaciéon: una vez que fijamos la congruencia en la que estamos, en
este ejemplo Zy, no escribimos [a]4 ni [a]. Solamente a. Asi, si en Zy
nos encontramos con el problema: 346 — 127, lo resolveremos como
346 — 127 =2 — 3 =2+ 1 = 3; donde implicitamente hemos hecho

346 |4 127 |4
2 86 3 3L

y ademas hemos ”visto” en las tablas que —3 = 1.

Obervacion: si nos fijamos en las tablas de arriba vemos que el [0] y el
[1] son los elementos neutros de la suma y el producto, respectivamente.
Mirando ahora la tabla de multiplicacién de Z4, vemos que [2][2] = [0]
y que no existe ningtin [a] de modo que [2][a] = [1]. Las operaciones
que acabamos de definir no tienen (siempre) las mismas propiedades
que la suma y el producto a los que estamos acostumbrados.
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Proposicién 3. Para [n| € Z,,, existe su inverso respecto de la multi-

plicacion si y solo si m.c.d.(n,m) = 1.
( 3]t < k] € Z,, con [n][k] = [1] & m.cd.(n,m) =1 ).

Demostracion: Si calculamos en minimo comun divisor de n y m

ocurrira que o bien

» m.c.d.(n,m) = 1. En este caso, por el Lema de Bezout, existen
u,v € Z de modo que

l=un+vm=un=—-vm+1=[u][n] =1.

Asf existe [n]™! = [u]. En otro caso tendremos que

» m.c.d.(n,m) = r > 1. Asi podemos escribir, n = ;7 y m = gor
con 1 < g < m. Luego se tiene que

(n]]q2] = [q17¢2] = [qnm] = [0], con [q2] # 0.

Si exitiese [n] !, despejando en la ecuacién [n][gs] = [0] tendriamos

que
[g2] = [n]~1]0] = [0],
lo cudl claramente es una contradicciéon O

Esta proposicién nos dice cuando podemos esperar que una congruencia
vaya a tener inverso respecto de la multipliciéon. Ademas es la herra-
mienta tedrica que nos va a permitir definir y manipular la funcion

de Euler que veremos més adelante.
Ejemplo 2. ;FEuxiste el inverso de 6 en Zy7?

En este caso, como 17 es un nimero primo, todo elemento no nulo
de Zy; tiene inverso. Si a € N\{0}, entonces m.c.d.(a,17) = 1; en
particular lo anterior es cierto para 6.

Ahora jcémo calculamos [6]7'? Para ello necesitamos el lema de
Bezout y el algoritmo de Euclides. Asi dividiendo
6 |5 5 |
1 0

1
17 )
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1| 0[1]23]4]|5
r, | 1716|5110
planteamos la tabla ¢; 21115 , de la cual se deduce que
a; | 1]0]1[-1
Bi 1(-2]3

1=—17T43%x6= [1]17 = [—17]17 + [3}17[6]17 = [3] = [6]_1D

Observaciéon 2. El método y las operaciones que aparecen
en el ejemplo anterior son bdsicas, tanto en el contexto de
numeros como en €l de polinomios. Digamos que son un
50% de los problemas que nos esperan en los prérimos te-
mas.

Teorema 1. Sea m € N\{0}.

A: (Zp,+, %) es un anillo conmutativo.

B: (Z,,+, X) es un cuerpo si y solo si m es primo.

Demostracion: (Z,,,+) es un grupo conmutativo. Claro, la suma
de congruencias, dada su definicién, es conmutativa y asociativa. [0]
es el elemento neutro y para cada [n] € Z,, es claro que [—n] es su
opuesto.

En (Z,,, x) el producto de congruencias, dada su definicién, es con-
mutativo y asociativo. [1] es el elemento neutro.

Ademas es claro que tenemos la propiedad distributiva,
[n]([K] + [r]) = [n(k +1)] = [nk + nr] = [nk] + [nr] = [n][k] + [n][r].

Observemos que debajo de las propiedades de las operaciones en con-
gruencias estan las propiedades de la suma y el producto de enteros.

Con lo anterior podemos asegurar que (Z,,,+, x) es un anillo con-
mutativo para todo m € N\{0}.

Ahora para que (Z,,, +, X) sea un cuerpo, se necesita que todo ele-
mento no nulo de (Z,,, x) tenga un inverso. Segun la proposicién ante-
rior eso ocurre si y solo si m.c.d.(n,m) = 1 paratodon € {1,2,3,....,m—
1}. Lo cuél es equivalente a decir que m es primo [J

Observacién 3. Sim no es primo, entonces existe n > 1 con nlm y

asi m = qn. Pasando a congruencias

lgl[n] = [m] =[0]  donde [ #0 y  [n]#0.
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Definicién 4. En un anillo (A,+, X) donde e es el elemento neutro
de la suma, se llaman divisor de cero a todo elemento a € A\{e} de

modo que existe otro elemento b € A\{e} para los cudles
axb=e.

Un anillo (A, +, x) se llama dominio de integridad si no tiene

divisores de cero.

En el tema de anillos retomaremos estas definiciones. Parece claro
que siempre es mejor trabajar en sitios donde no haya divisores de cero.

Ejemplo 3. » (Z,4+, x) no tiene divisores de cero. Es el ejemplo
tipico (junto a los anillos de polinomios) de dominio de integri-
dad.

» Sim no es primo, entonces (L, +, X) tiene divisores de cero.
Es el ejemplo tipico de anillo con divisores de cero. Estos anillos
no son muy interesantes para trabajar con ellos.

» Sip es primo, entonces (Z,,+, x) es un cuerpo que es algo
mas que ser dominio de integridad. Claro, en este caso tampoco

hay divisores de cero.

Observacion 4. Z no es un cuerpo. No todos los elementos de 7. (de
hecho ninguno salvo el 1 y el —1) tiene inverso respecto del producto.

Las fracciones de elementos de Z permiten construir el cuerpo de los
nimeros racionales Q, que incluye a los nimeros enteros. Si (A, +, X)
es un anillos sin divisores de cero ( es decir lo que llamos un dominio
de integridad), se pueden definir las fracciones de elementos de A (de
forma andloga como se hace para construir Q)para crear un cuerpo de
fracciones, que es un cuerpo que contiene a A. Aunque utilizaremos
esta técnica con los anillos de polinomios, no es el camino que mas no

va a Interesar.

Observacién 5. Otra forma de “superar” que Z no es un cuerpo es
considerando (Z,, 4+, X) con p primo. Este conjunto, como sabemos, es
un cuerpo. No podemos decir que Z C Z, (como si pasa con Z C Q),
pero en cambio Z, es finito, solo tiene p elementos. Esta ventaja la

veremos al estudiar cuerpos finitos.
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Ejercicio 1. Hay que resolver la ecuacion en congruencias
or =17 mod. 19.
Como 19 es primo, existe [5]7! € Zg, y asi x = [5]7117 mdd. 19.

Haciendo la tabla de multiplicar de Zi9 o buscando una identidad de
Bezout (1 = w19 + v5), vemos que [4][5] = [1] , y asi

r=4x17=68=11 mod. 19.
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