ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

DISTANCIAS.

En la recta real R, para medir la distancia entre dos puntos de la

misma z,y € R
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FiGurA 1. Distancia entre dos niimeros reales.

consideramos el valor absoluto de su diferencia

|z —yl.
Recordemos las propiedades del valor absoluto:
| | : R - R
r — |z

verifica que para todo z,y, A € R

-~ |z| > 0; y si |z| = 0, entonces = = 0.
= [Az] = [A[|].

= eyl <zl + 1yl

En el plano R? (o C) y en general en R", el Teorema de Pitdgoras

nos dice como medir distancias entre dos puntos x,y € R™:
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FIGURA 2. Distancia euclidea.

Es decir, usamos la diferencia del médulo

[z = yll2-
1
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Recordemos las propiedades del médulo:
|l Il : R - R
z = ||zlls = Val+adi+ . +a2
verifica que para todo z,y € R" y A € R

- ||z]]2 > 0; y si ||z]|]2 = 0, entonces z = 0.
- |[Az]]2 = [All]]]2.
-l +yllz < flzfl2 + [lyl]2-

Las mismas propiedades del valor absoluto. Las dos primeras primeras
propiedades son faciles de probar usando solo la definicién de mdodulo.
La tercera requiere un poco mas de trabajo.

Lema 1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
Six=(x1,..,2),y = (Y1, .., Yn) € R", entonces

n
| inyi\ < [lzl[2]lyll2-
=1

Demostracion: Como Y., (x;A +y;)* > 0, para todo A € R, desa-
rrollando por el Binomio de Newton tenemos que

0 < [[=][3A% + 2(2 ziyi) A + [yl 3-
=1
> 137@3/1

T
se tiene el resultado (el caso ||z|]a = 0 es trivial)

En particular lo anterior es cierto si A = — . Ahora despejando

Con esta propiedad tenemos que

le+yll5 =D (zi+ )’ Zx +22xzyz+2yz_

i=1

1212 + 2= [l2l1yll2 + lyll2 = (ll2]l2 + [lyll2)*

Con el concepto de distancia se puede usar el concepto de proxi-
midad (o convergencia), el cuél nos permite definir, entre otras cosas,
lo que es una sucesién convergente o una funcién continua (ver
las definiciones precisas un poco mas adelante).

Vamos a generalizar el concepto de Valor Absoluto o Médulo. Esto

nos va permitir definir distancias en conjuntos diversos.

Definicién 1. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo R. Una nor-
ma sobe X es una aplicacion:
Il X = [0,00)
z = |zl

que verifica que para todo r,y € X y A € R
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-zl >0; y |lz|| =0 siy solo si x=0.
= Azl = [Al] |-
=l yll < lzfl + lyll-

Un espacio vectorial X sobre €l que se tiene definido una norma || ||

se llama espactio normado.

Definicién 2. En un espacio normado (X,|| ||), se llama distancia

entre dos puntos (o vectores) x,y € X a

|z —yll.
Ejemplos 1.

» (R, |) vy (R%|| ||2) son ejemplos de espacios normados (ob-

serva que si n =1, entonces | | = |[|2).
= (R™|| ||oo) es un espacio normado, donde

I o = R* = [0,00)

r = ||7]jee = max{|z;| : i=1,2,...,n }
e Prueba que efectivamente || ||, es una norma.

e Prueba que para todo © = (x1,29,...,x,) € R" se verifica
que
2]l < [lzll2 < Vrll2] |
(en este caso decimos que las normas son equivalentes).
» (C([a,b],R),|] |leo) esunespacionormado, donde C([a,b],R)
es el espacio de las funciones continuas definidas sobre el intevalo

de la recta [a,b] o
C(la,b],R) ={f :]a,b] = R : f continua }

y donde
Il = C(la,b],R) — [0,00)
f = flle = méx{[f(z)] : z€lab]}.

t=all,

FicurA 3. Una distancia entre funciones.

e Prueba que C([a,b],R) es un espacio vectorial
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e Prueba que ||f]|s estd bien definida (es decir que toda fun-
cién continua sobre un intervalo cerrado alcanza su maximo).
e Prueba que || f||« es una norma (Indicacidn: si una funcién
continua f verifica que existe zg € [a,b] tal que f(xg) # 0,

entonces prueba que || f|| > 0).

Definicién 3. Sea (X, || ||) un espacio normado.

1. Una sucesion (xy)52, C X se llama convergente si existe

x € X (limite de la sucesion; limy_,o T = x) si
para todo € >0 existe ko de modo que, para todo k > kg
se tiene que |z — k]| <e.
2. Una sucesion (zy);2, C X se llama de Cauchy si
para todo € >0 existe ko de modo que, para todo ki, ko > kg

se tiene que [|zK, — xr, || < e
3. Un espacio normado se llama completo si las sucesiones de

Cauchy son las mismas que las convergentes.

Observacién 1. Una sucesion en un espacio normado (zx)x € (X, || |])

converge a v € X siy solo si

lim ||z — z|| = 0.
k—o0

Observemos que esta ultima sucesion ( (||lx — xg||)x C R ) es una su-

cesion de niumeros reales.

Es facil ver (Ejercicio) que toda sucesién convergente es de Cauchy.
Sin embargo hay espacios normados que no son completos. Aunque esto
ultimo, ahora, no nos interesa ( ver libros de Andlisis Funcional).

Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass (o equivalentemente el Teo-
rema de Completitud de R) (R™,|| |]2) es completo. También lo es
(R™ || |loo) ya que ambas normas son equivalentes (de hecho se puede
probar que cualquier norma sobre R” es equivalente a la norma euclidea

1 ll2)-

Algo nuevo es que
Ejemplo 1. (C((a, 8], R), || |l ) es completo,

Aplazamos la demostracién. Necesitamos recordar algunas cosas més

antes de hacerla.

Definicién 4. Sean (X,|| ||x) v (V.|| |ly) dos espacios normados.
Una aplicacion (o funcion) T
T : X

T

Y

%
- T(x) =y
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se dice que es continua en el punto rq € X si

para todo € >0 existe § >0 de modo que, para todo ||lz—zol|x <6

se tiene que |T(z) — T'(zo)||ly <e.
Si T es continua en cada punto de X se dice simplemente que es con-
tinua.
Ejercicio 1. Sean (X,|| ||x) v (Y,|| |lv) dos espacios normados.

Prueba que una aplicacion T' entre ambos espacios es continua en xog €
X siy solo si para toda sucesion (xg)72, C X convergente axy — (Hmy_o0 T =

xo,) se verifica que
lim T'(zy) = T'(xo).

k—o0

Las definiciones que hemos dado de convergencia de sucesiones o de
funciones continuas son analogas a las que se conocen en el marco del

Andlisis Matematico sobre R (una variable).

Ejemplos 2. = 51 X =R" yY =R", podemos pensar en apli-
caciones T : R™ — R™. FEl estudio de la continuidad de estas
funciones se ve en un curso de Cdlculo Diferencial.

» Se considera el problema de Cauchy (E.D.O. de primer orden
con condiciones iniciales)
{ d'(t) = f(tx(t))
z(ty) = xg

Integrando, obtenemos la forma integral de la E.D.QO.

x(t) = xo —I—/t f(s,x(s))ds.

Si f :]a,b] x R = R, to,t € [a,b], y zy € R", podemos
pensar en la apliacion:
T : Cla,b) — Cla,b
r = T(x) = zo+ j;z f(s,z(s))ds.
Ver que este tipo de aplicaciones (operadores) estan bien defini-
das y son continuas es algo que se ve y se necesita en los Teorema
de Ezistencia y Unicidad de E.D.Q. de primer orden.
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