ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

COMPACIDAD. CONVERGENCIA UNIFORME.

COMPACIDAD.

La compacidad es una propiedad fundamental en todo el Analisis
Matematico. Vamos a definirla en espacios normados, aunque es una
propiedad que supera este marco.

Definicién 1. Sea (X,|| ||) un espacio normado. Un subconjunto
K C X se llama compacto si para toda sucesion (xy)52, C K se pue-
de encontrar una subsucesion (zy;)32, convergente a un limite v € K,

es decir
Jlim 7, = v € K.
j—00
Ejemplos 1. = [l Teorema de Bolzano-Weierstrass nos dice que

los intervalos cerrados [a,b] de la recta real R son compactos.
= Usando el ejemplo anterior, coordenada a coordenada, se ve que
los hiper-rectingulos en R™

R = [al,bl] X [CLQ,bQ] X oo X [an,bn]

son compactos.
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FiGurA 1. Rectangulo en R™.

Algunos hechos que hacen de los compactos esenciales en Anéalisis
Matematico los da el siguiente Teorema.

Teorema 1. Sean (X,|| ||x) v (X,|| ||lx) espacios normados. Sea
K C X un conjunto compacto. Si

T:X =Y
1
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es una aplicacion (o operador) continuo, entonces

A: T sobre K estd acotado.
B: Existe max{ ||T(z)|ly : x € K }.

Demostracion:

A: Supongamos que existe x; € K tal que ||T(xy)||y > k para todo
k € N (es decir suponemos que 7" no esté acotado en K). Por ser
K compacto existe (ry;)52; convergente a un limite z € K. Por
ser 1" continua
lim T'(zy,) = T'(x),

j—oo
pero esto no es posible por ser la sucesion (1'(xy;)); no acotada y
por tanto no convergente. LLegamos a contradicciéon. Por tanto
existe M > 0 tal que ||T'(z)||, < M para todo z € K 0O

B: Como {||T'(z)||, : = € K} C R es un conjunto acotado existe

Su supremo
o = sup{|[T@)ll, : €K},
Ahora para todo k € N, existe z;, € K tal que
a—%ST(xk) <a.

Por ser K compacto existe (z,;)32, convergente a un limite x €
K. Por ser T' continua lim;_,o T'(z);) = T'(x) y ahora es claro
que T'(x) = « O

Observacion 1. El Teorema anterior, bien conocido para funciones
continuas de una variable f : [a,b] = R (con la misma demostra-
cion), es lo que se emplea para determinar que la norma || ||s sobre
Cla,b] estd bien definida.

Ejercicio 1. (C([a,b],R"),|| |l) es un espacio normado, donde
C(la,b],R™) es el espacio de las trayectorias de R™ definidas sobre el
intevalo de la recta |a,b] o
C(la,b,R") ={f : [a,0] > R" : f continua }
y donde
I Hloo = Cla, 0], R?) = [0,00) /
f = flle = max{[[f(2)llec : € [a,b]}.
» Prueba que C([a,b],R™) es un espacio vectorial
» Prueba que ||f||o estd bien definida (es decir que toda funcion
continua sobre un intervalo cerrado alcanza su maximo).
» Prueba que ||f|| es una norma (Indicacién: si una funcion
continua f verifica que existe xo € |a,b] tal que f(xg) # 0, en-
tonces prueba que ||f|ls > 0).
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En un curso de Célculo Diferencial se ve el siguiente resultado.

Teorema 2. Un conjunto K C R™ es compacto si y solo si es cerrado

y acotado.

Este resultado que es muy 1util en R" sin embargo no se puede ex-
tender a espacios normados de dimensién (como espacios vectoriales)
infinita (dim X = o0). Asfi en (Cla,b],|| ||l ) la caracterizacién de
compacidad es mucho més restrictiva y se conoce con el nombre de

Teorema de Ascoli-Arzela (ver Andlisis Funcional).

Ejemplo 1. Se considera (fiy(z) = 2%), C (C[0,1],]| ||oo)- Este es un

conjunto cerrado y acotado en C[0,1] que no es compacto.

Demostracién: Por un lado ||2%]|o < 1, luego es un conjuto acotado.

ki es convergente (en

Ahora, es cerrado ya que una sucesion g;(z) = =
norma || ||« ) siy solo si k; es convergente (lo que sigue justifica esta
afirmacién). Ahora, no es compacto por que (z*); o cualquier subsuce-
sién suya no converge uniformemente a ninguna funcién continua (ver

Observacién 3 mas adelante) U

CONVERGENCIA UNIFORME.

Las definiciones de convergencia puntual y uniforme de una su-
cesién de funciones suelen darse en un curso de Analisis Matematico
de una variable.

Definicién 2. Sea fi : [a,b] C R — R", k € N, una sucesion de
funciones. Sea f : [a,b] — R".
A: Se dice que la sucesion de funciones (fi)r converge puntual-
mente a la funcion f si para cada x € [a,b]

Jim fi(x) = f(x).

B: Se dice que la sucesion de funciones (fy)r converge unifor-
memente a la funcion f en |a,b] si

para todo € >0 existe ko de modo que, para todo k > kg

se tiene que | f(x) = fe(®)]]oo <€, para todo x € [a,b].

Observacion 2. = La convergencia uniforme siempre implica la
convergencia puntual (Ejercicio). El reciproco no es cierto (Ejer-
cicio).

» Decir que (fi)r converge uniformemente a f en [a,b] es lo mis-
mo que decir que (fy)r es una sucesion convergente a f en la
norma del conjuto de funciones || || (Aunque se denotan
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igual, no confundir al norma || ||, sobre R" y la nor-
ma || ||o sobre C([a,b],R").

En un primer curso de Anélisis Mateméatico se suele probar lo si-

guiente.

Teorema 3. Sea f : [a,b] CR — R", k € N, una sucesion de funcio-

nes que converge uniformente a una funcion f.
A: Si cada fy es continua en [a,b], entonces f es continua en [a,b]
( la continuidad se conserva por la convergencia uniforme)
B: Si cada fy es integrable en [a,b] (entendendos que cada coorde-
nada de fy es integrable en |a,b]), entonces f es integrable en
[a,b] y ademds

lim / " (o) de = / " o),

k—o0

donde f;f(x)dx = ( fab fi(z)dx, fab fg(l’)dl’,....,f: folz)dz ) €
R"™.

Observacién 3. Las funciones z* € C[0,1], son continuas y conver-
gen puntualmente a una funcion no continua (Ejercicio). Por ello no
pueden converger uniformemente sobre [0, 1]. Ademdas, esto prueba que

(%) € (C[0,1],]] |lso) mo puede ser un conjunto compacto.

El Teorema anterior es esencial en las pruebas de los Teoremas de
Existencia de soluciones de Ecuaciones Diferenciales.
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