ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

COMPLETITUD.

Que las sucesiones de Cauchy (Ver Distancia) no sean siempre con-
vergentes (esto solo puede ocurrir en espacios de dimensién infinita ) es
una molestia. En el conjunto de funciones que nos interesa por suerte

no ocurre.
Teorema 1. (C([a,b],R"),|| ||s) €s un espacio normado completo.

Demostracion: Sea (fi(t))r € C([a,b],R™) una suacesiéon de Cauchy.
Lo que tenemos que probar es que es convergente. Dado € > 0, sabemos

que existe ky de modo que para kqi, ko > kg se tiene que

b = Jralloo = max{|[f, (8) = fro(Dllo : T € [a, 0]} <e.

En paticular, para cada t € [a,b] la sucesién (fx(t))r C R" es una
sucesion de Cauchy y, como estamos en R", convergente:

3l filt) = f(2).

La funcién f es el limite puntual de la sucesién (fi)x. Pero ademas,

||fk1(t)_fk2(t)||oo < ¢
¢k1—>oo

1f(@) = fre(D]]le < €
si ky > ko y para todo t € [a,b]. Por tanto (fy)r converge uniformen-

mente a f en [a,b]; o dicho de otra forma

m ||f — fills =0,
k—o0
donde esta norma es la del conjunto de funciones no la de R".
Ahora, como tenemos convergencia uniforme y las funciones fj son
continuas, su limite uniforme f también lo es. Es decir f € C([a, b], R™).

Lo que termina la prueba Il

En los espacios normados completos se consigue un importante

Teorema de Punto Fijo: El Teorema de Punto Fijo de Banach
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(1920). Este Teorema es una generalizacion abstracta del procedimiento
que uso Picard (a finales del siglo XIX) para probar su Teorema de
Existencia de soluciones de E.D.O. de primer orden.

Teorema 2. (Teorema de la funcién contractiva o del punto
fijo de Banach). Sea (X,|| || un espacio normado completo. Sea una
aplicacion

T7T:X—-X

contractiva , es decir que eziste o € (0,1) de modo que

IT(z) =TIl < aflz =yl

para todo x,y € X. Entonces existe un unico a € X de modo que

T(a)=a

( un dnico punto fijo).

Demostracion: Antes de empezar , observemos que una funcién con-
tractiva es siempre continua.

Sea o € X un punto cualquiera. Y definimos la sucesién recurrente
xp =T (Tk_1) para k<1.

Vamos a ver que esta sucesion (zx), C X es de Cauchy.

= Obsevemos que
|kir = all = [T (2x) = T(wp-1)l] < ellze —zpal] < oo
repitiendo el proceso,
e < 0F||21 — w0
= Ahora usando la propiedad triangular de la norma
kg = Thpm|| < op— e ||+ Trg1 = Tl [+ | Thm1 — Trgm] | <
usando lo anterior
[of +aF 4+ 4P| |3y — || =

usando la suma de la serie geométrica
Olk _ aker
1—

Lo que prueba que la sucesion es de Cauchy.

||ZL’1 — CL’()H —k—s00 0.



APUNTES E.D.O. 3

Ahora, como el espacio X es completo, la sucesion (zy)x es conver-
gente,
dlim z, = a € X.

k—o00
Este a € X es el punto fijo buscado. Claro, como 7' es continua y

Tp —kooo @ SE Sigue que
T = T(21) = oo T(a),

y por tanto (7'(a) = a
Para ver que es el tinico punto fijo, supongamos que hay dos: a
y b. Entonces

lla = bl = [[T(a) = T ()| < afla —b]|.
Como « € (0, 1), lo anterior solo es posible si ||a — b|| = 0 y por tanto
a="> U

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO Y MATEMATICA APLICADA, FA-
CULTAD DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD COMPLUTENSE, 28040 MADRID, SPAIN
FE-mail address: Cesar_RuizOmat.ucm.es



